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Актуальность и необходимость проведения исследований по теме 

диссертации.  Метод математического моделирования был предложен и 

обоснован академиками А.Н. Тихоновым, А.А. Самарским, Н.Н. Яненко, 

Г.И. Марчуком, Н.Н. Моисеевым   А.Ф. Сидоровым и другими. В работах 

А.А. Самарского и его соратников С.П. Курдюмова, В.А. Галактионова и 

А.П. Михайлова отражен яркий пример удачного сочетания аналитических и 

численных методов моделирования нелинейных процессов 

теплопроводности и нелинейных объемных энерговыделение. Теории 

нелинейных волн гидродинамического происхождения были рассмотрены 

Жозефом Буссинеском, Дидериком Кортевегом и Густавом де Фризом. 

Несмотря на многочисленные работы ученых некоторые физические 

явления, например, волновые процессы, дисперсия и диссипация, диффузия и 

нелинейные волны гидродинамического происхождения остались 

недостаточно изученными. Поэтому данная диссертационная работа 

посвящена исследованиям некоторых волновых процессов, описываемых 

дифференциальными уравнениями в экстремальных режимах. Изучение 

таких физических процессов приводит к необходимости решения 

дифференциальных уравнений. Это можно объяснить тем, что многие 

физические законы являются дифференциальными уравнениями 

относительно некоторых функций, которые характеризуют эти процессы. 

Физические законы представляют собой теоретическое обобщение многих 

экспериментов и описывают эволюцию искомых величин, как в 

пространстве, так и во времени. Кроме того, для исследования этих явлений 

создается математическая модель, комплексы программ, проводятся 

численные расчеты и графические иллюстрации.  

Функционирование систем с экстремальным свойством было изучено в 

самых общих предположениях в работах М. Юнуси. Согласно этим работам 

общее уравнение с экстремальным свойством, характеризирующее состояние 

некоторого объекта (системы, процесса, субстанции и др.), имеет вид 
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Параметры j  могут характеризовать доли наилучшего изменения общего 

состояния объекта, образовывающиеся из суммы частных изменений. В 

диссертационной работе изучаются такие физические явления, как тепло - и 

массообменные, волновые процессы, дисперсия и диссипация, диффузия и 

нелинейные волны гидродинамического происхождения в экстремальных 

режимах, которые описываются дифференциальными уравнениями в 

частных производных второго и третьего порядков. Для исследования этих 

явлений используется уравнение, предложенное профессором М. Юнуси: 
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Уравнение (2) будем рассматривать в различных случаях: когда 

коэффициенты j  являются переменными функциями, и когда 

коэффициенты j  нелинейными функциями, т.е.  txujj ,,   .   

Общая характеристика работы 

Связь работы с научными проектами. Данная работа выполнена на 

основе научного проекта «Моделирование трудовых ресурсов с учетом 

временных – возрастных и пространственных распределений», выполненное 

на кафедре ИТиА ДФ НИТУ «МИСиС».  

Цель исследования заключается в разработке аналитических и 

разностных методов моделирования некоторых физических явлений в 
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экстремальных режимах, которые описываются дифференциальными 

уравнениями в частных производных.  

Для достижения поставленной цели сформулированы и решены 

следующие задачи:  

- построить и исследовать математические модели процессов 

теплопроводности и диффузии в экстремальных режимах; 

- решить дифференциальные уравнения в экстремальных режимах для 

процессов теплопроводности и диффузии, и представить их в виде 

равномерно сходящихся рядов Фурье; 

- представить решения дифференциальных уравнений в частных 

производных в явном виде; 

- построить модели и алгоритмы, связанные с разностными 

аппроксимациями исходных дифференциальных уравнений в экстремальных 

режимах; 

- создать комплексы программ для решения разностных 

аппроксимирующих задач; 

- провести анализ предложенных моделей с помощью компьютерных 

экспериментов.  

Объектом исследования являются нелинейные волны 

математической физики в экстремальных режимах. 

Предметом исследований являются модели волновых процессов в 

пространстве и процессы гидродинамического происхождения. 

Методы исследования. Основными методами исследования являются 

современные методы теории дифференциальных уравнений в частных 

производных и функционального анализа, методы математического 

моделирования и компьютерных экспериментов на языке С++. 

Отраслями исследования являются радиотехнические, 

энергетические, тепловые, популяционные задачи и процессы 

гидродинамического происхождения. 
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Этапы исследования составляют подбор волнового процесса, 

рассмотрение уравнения, описывающее этот процесс, выбор аналитического 

метода решения, представление решения в виде равномерно сходящихся 

рядов Фурье, численные расчеты и графические иллюстрации полученных 

результатов. 

Основной информационной и экспериментальной базой являются 

волновые процессы, их решения, функционирование систем в экстремальных 

режимах вида (1) и язык программирования С++.     

 Достоверность диссертационных результатов подтверждается 

использованием аналитических методов решения, численных рачетов, 

графических экспериментов, а также согласованностью с данными 

независимых методов исследований. 

Научная новизна исследования заключается в следующем: 

- разработан аналитический метод решения дифференциальных 

уравнений в экстремальных режимах;  

 - для процессов теплопроводности и диффузии в экстремальных 

режимах были проведены исследования и построены математические 

модели; 

 - для указанных выше процессов найдены решения соответствующих 

уравнений в экстремальных режимах, и они представлены в явном виде и в 

виде равномерно сходящихся рядах Фурье; 

 -  были построены модели и алгоритмы, связанные с разностными 

аппроксимациями исходных дифференциальных уравнений в экстремальных 

режимах; 

 - создан комплекс программ для решения разностных 

аппроксимирующих задач; 

 - для модельных данных проведены компьютерные эксперименты. 

 Теоретическая ценность исследования. Разработанные методы 

можно использовать для решения аналитических задач в процессах, 

имеющих волновую природу. Полученные результаты диссертации 
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представляют собой дальнейшее развитие исследования физических 

процессов при помощи дифференциальных уравнений и математического 

моделирования.   

Практическая ценность исследования. Полученные результаты 

могут быть использованы при моделировании эколого–экономических 

процессов и других процессов естествознания и обществоведения.  

 Положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся следующие 

результаты, полученные автором: 

- разработаны аналитические методы исследования волновых 

процессов;  

 - составлены математические модели процессов теплопроводности и 

диффузии в экстремальных режимах; 

 - решения уравнений, описывающие волновые процессы, представлены 

в виде равномерно сходящихся рядов Фурье; 

 - исследованы и обоснованы модели и алгоритмы, связанные с 

разностными аппроксимациями исходных уравнений в экстремальных 

режимах; 

 - проведены компьютерные эксперименты с модельными данными и их 

анализ. 

 Личный вклад соискателя заключается в сборе и анализе научной 

литературы по теме диссертационной работы, постановке задач 

исследования, непосредственном участии в решении поставленных задач, 

обработке, анализе и интерпретации полученных результатов. 

Апробация диссертации и информация об использовании ее 

результатов. Основные результаты диссертации обсуждались на научных 

семинарах кафедры высшей математики Таджикского технического 

университета имени академика М.С. Осими, кафедры информатики 

Таджикского национального университета, кафедры математики Института 

предпринимательства и сервиса, ежегодных апрельских конференциях ТТУ 
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имени М.С. Осими, на Международной научной конференции «Актуальные 

проблемы математики и ее приложений», посвященной 20-летию XVI сессии 

Верховного Совета Республики Таджикистан и 60-летию доктора физико-

математических наук, профессора Сафарова Дж. С., Международной научной 

конференции «Современные проблемы математики и еѐ преподавания», 

посвящѐнной 20-летию Конституции Республики Таджикистан и 60-летию 

учѐных математиков А. Мухсинова, А.Б. Назимова, С. Байзаева, Д. 

Осимовой, К. Тухлиева  (Худжанд, 2014), Республиканской научной 

конференции «Актуальные проблемы современной науки», посвященной 70-

летию Победы в ВОВ (Душанбе, 2015), Международной научной 

конференции «Современные проблемы математики и еѐ приложений», 

посвященной 25-летию Государственной независимости Республики 

Таджикистан (Душанбе, 2016), XI-международной научно-теоретической 

конференции, посвящѐнной 70-летию образования Таджикского 

национального университета и 70-летию доктора физико-математических 

наук, профессора Юнуси Махмадюсуф Камарзода (Душанбе, 2018), 

Международной научно-практической конференции «Электроэнергетика 

Таджикистана: актуальные проблемы и пути их решения», посвященной 80 -

летию профессора кафедры электроэнергетики ДФ НИУ МЭИ Иноятова 

М.Б., 70 – летию доцента кафедры электроэнергетики Шамсиева М.В. и 

приуроченный ко «Дню энергетики» (Душанбе, 2019).  

 

Публикация результатов диссертации. Основные результаты 

диссертации опубликованы в 44 научных статьях, 1 из которых опубликован в 

журнале, входящий в научную базу Scopus, 6 статьей в рецензируемых 

журналах, рекомендованных Высшей аттестационной комиссией при 
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Президенте Республики Таджикистан и ВАК Министерство науки и высшего 

образования Российской Федерации, и 2 в других журналах и изданиях. 

Структура и объем диссертационной работы.  Диссертация состоит 

из введения, двух глав, заключения и списка использованной литературы. 

Общий объем диссертации составляет 161 страниц компьютерного набора, 

включающих в себя список использованной литературы из 112 наименования 

и 2 приложений. 

Краткое содержание работы 

Во введении обоснована актуальность темы, приведѐн обзор работ по 

теме диссертации и кратко изложено содержание глав диссертации. 

Первая глава посвящена моделированию волновых процессов в 

экстремальных режимах. Здесь мы рассматриваем процессы малых 

продольных и поперечных колебаний струны, масса - и теплообмена, 

диффузии, тепловые волны с особенностями и распространение звука в 

одномерной среде.  Для рассмотрения таких процессов в основном мы 

используем метод Фурье или метод разделения переменных, являющиеся 

одним из наиболее распространенных методов решения уравнений с 

частными производными.  Эта глава состоит из четырех параграфов. 

В первом параграфе рассматриваются процессы малых поперечных и 

продольных колебаний струны, которые описываются дифференциальным 

уравнением в частных производных второго порядка с постоянными 

коэффициентами вида 
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модель таких физических процессов, которые характеризуются начальным 

состоянием явления и процессом его протекания. После этого предлагаем 

алгоритм решения этой задачи, который в дальнейшем служит в качестве 

основного метода решения дифференциальных уравнений в частных 

производных n-го порядка.  

Для этого уравнения решения были представлены в следующих видах: 

В экспоненциальном классе: 

а) При  ),1(,0)(4,0)(4 22 mjqCpqCp jjj  : 
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б) При  ),1(,0)(4,0)(4 22 mjqCpqCp jjj  : 
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 Также в этом параграфе рассмотрена математическая модель для выше 

изложенного процесса, описывающаяся уравнением 
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и решения представлены и в простом классе, и в экспоненциальном.  

Во втором параграфе рассматривается уравнение колебания гибкой 

струны, которое относится к одномерному волновому уравнению, и 

составлен алгоритм решения этого уравнения. Этот процесс описывается 

дифференциальным уравнением вида  
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где nm,  2, nm - натуральные числа, ),1(0 mjk
j

 , ),( xtu
 - искомая 

функция, ,),...,,( 21

m

m Rxxxx 
 ,00  tt  )(ta  и ),1()( mjxa

jj


 
-  

непрерывные функции своих аргументов. 

 Основным результатом данного параграфа является следующая 

теорема: 
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 Теорема 1.  Пусть )(ta  и ),1()( mjxa jj 
 
- непрерывные функции 

своих аргументов и C  и ),1( mjC j 
 

- являются решением уравнения 

согласования  

.
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 (1.7) 

Тогда решение уравнения (1.6) в соответствии с вспомогательной 

переопределѐнной системой уравнений 
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 представляется в виде  

.)()()(

0 00 0 1
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jx jx
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     (1.9) 

причѐм это решение с начальными условиями  

.),,,;(,),,,;( 0200201001002010 uxxxt
t

u
uxxxtu mm 




      (1.10)  

является единственным. 

 В третьем параграфе представляется модель волн с особенностями. 

Здесь рассматриваются уравнения, которые описывают процессы 

распространения звука и электромагнитные волны в одномерной 

непроводящей среде. Также эти уравнения описывают плотность газа, его 

давление и потенциал скоростей, составляющие вектора напряженности 

электрического и магнитного полей и соответствующие потенциалы.  

В частности, рассмотрим процесс тепловых волн с особенностями, 

который описывается дифференциальным уравнением в частных 

производных второго порядка с переменными коэффициентами вида 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, ,00  tt ,),...,,( 21

m

m Rxxxx   

0p  и 0jp ),1( mj  - заданные действительные числа, ),( xtu  - искомая 

функция. 

  Для этого уравнения были найдены решения и в простом классе, и в 

экспоненциальном. 

В простом классе: 
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В экспоненциальном классе: 

а) При     ),1(,041,041
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mjCpCp jj  : 
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б) При     ),1(,041,041
22

mjCpCp jj  : 
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в) При     ),1(,041,041
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mjCpCp jj  : 
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 Четвѐртый параграф этой главы посвящѐн представлению модели 

волновых процессов с вырождениями.  

В частности, рассматриваем уравнения колебания струны вида 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, ,00  tt  
m

m Rxxxx  ),...,,( 21
 и 

),( xtu - искомая функция. 

 Для этого дифференциального уравнения найдены решения в простом 

классе: 

 а) При 034 C  и ),1(,042 mjCp jj  :  
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б) При 034 C  и ),1(,042 mjCp jj  : 
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в) При 034 C  и ),1(,042 mjCp jj  : 

   

 

   .)()(exp1

2

34
sin

34

2

2

34
cos

2

1
exp

1

0

,0
1

,0

0
0201

001

  































m

j
jj

j

jm

j
jjj xx

p

C
xxp

tt
C

C

uu

tt
C

uttu

               (1.19) 

Также в этом параграфе исследован волновой процесс, описываемый 

уравнением  
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Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j  - являются решением уравнения 

согласования (1.7). Тогда решения уравнения (1.16), удовлетворяющие 

начальным условиям (1.10), представляются в видах (1.17) - (1.19). 

Вторая глава посвящена волновым процессам, описываемых 

дифференциальными уравнениями в частных производных более второго 

порядка. В параграфах 1-3 исследованы теории нелинейных волн, в основном 

гидродинамического происхождения. В этой области играют важную роль 

нелинейные уравнения в частных производных третьего порядка. Такие 

процессы впервые были рассмотрены Жозефом Буссинеском в 1877 году, но 

подробный анализ был проведен Дидериком Кортевегом и Густавом де 

Фризом в 1895 году. Для таких уравнений найдено большое количество 
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точных решений, представляющих собой стационарные нелинейные волны. 

В том числе эти уравнения имеют решения солитонного типа. Особое 

значение солитонам придает тот факт, что любое начальное возмущение, 

экспоненциально спадающее на бесконечности, с течением времени 

эволюцирует в конечный набор солитонов, разнесѐнные в пространстве. 

В параграфах 4-6 рассмотрены процессы, описываемые 

дифференциальными уравнениями в частных производных четвертого, 

пятого и k-того порядков.  

 В первом параграфе этой главы рассматриваются нелинейные волны 

гидродинамического происхождения. Исследуем волновой процесс, 

описываемый дифференциальным уравнением с постоянными 

коэффициентами вида 
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где  )2,(, nmnm заданные натуральные числа, 0t , ,),,...,( 21

m

m Rxxx   

),1(,,,
____

mjqpqp jj  - действительные числа, ),( xtu - искомая функция. 

 Для нахождения решений этих уравнений задаѐм начальные условия 

вида 

),3,2,1(,),...,,;( 00020101
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                            (2.2)
 

и составим соответствующие переопределѐнные системы уравнений и 

находим их решения. 

В простом классе: 

а) При  0q ,0,0p ,0  jj qp ),1(
____

mj   и 04p ,04 2

j

2  jqqp :  
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б) При  0q ,0,0p ,0  jj qp ),1(
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mj   и  04p ,04 2
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2  jqqp : 
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в) При  0q ,0,0p ,0  jj qp ),1(
____

mj   и  04p ,04 2

j

2  jqqp : 
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Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j  - являются решением уравнения 

согласования (1.7). Тогда решения уравнения (2.1), удовлетворяющие 

начальным условиям (2.2), соответствующих переопределѐнных систем, 

представляются в видах (2.3), (2.4) и (2.5). 

 В этом параграфе также исследованы волновые процессы, 

описываемые уравнениями  
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(2.6) 
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(2.8) 

Во втором параграфе этой главы рассматривается дисперсия и 

диссипация энергии распространения волн и распространение 

гравитационных волн в мелкой воде. Такие процессы описываются 
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дифференциальным уравнением в частных производных третьего порядка с 

переменными коэффициентами вида 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, 00  tt

;),...,,(
21

m

m
Rxxxx  0p  и 0jp ),1( mj  - заданные действительные 

числа, ),( xtu - искомая функция. 

С учѐтом начальных условий (2.2) составим соответствующую 

переопределѐнную систему и находим решения этого уравнения, которые 

определяют соответственно класс простых решений уравнения: 
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 В этом параграфе также исследован процесс, описываемый уравнением 
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(2.11) 

В третьем параграфе этой главы рассматривается процесс 

распространения гравитационных волн с вырождениями, которое 

описывается дифференциальным уравнением в частных производных 

третьего порядка вида 
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(2.12) 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, 00  tt , 

m

m
Rxxxx  ),...,,(

21
, ),( xtu - искомая функция. 

С учѐтом начальных условий (2.2) и соответствующей 

переопределѐнной системы находим решения этого уравнения, которое 

определяет, соответственно, класс простых решений уравнения: 
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б) При  0q ,0p  jj ),1(
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в) При  0q ,0p  jj ),1(
____

mj   и  04p 2

j  jq : 
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 В этом параграфе также исследованы волновые процессы, 

описываемые уравнениями 
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(2.17) 

Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j  - являются решением уравнения 

согласования (1.7). Тогда решение уравнения (2.12), удовлетворяющие 

начальным условиям (2.2), соответственно, переопределѐнной системе, 

представляется в видах (2.13), (2.14) и (2.15). 

 Четвертый параграф посвящен моделям волновых процессов 

описываемых уравнениями в частных производных четвертого порядка 

видов  

  









































 m

j

n

j

j

j

n

x

u
p

x

u

t

u
p

t

u

1
2

2

2

2

4

4

,                                (2.18) 

 







































 m

j

n

j

j

n

up
x

u
qu

t

u
p

t

u

1
3

3

2

2

4

4

 .                                     (2.19) 

 Для этих уравнений решения получены соответственно в простом и 

экспоненциальном классах, и они представлены в виде равномерно 

сходящихся рядов Фурье.. 
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 В пятом параграфе рассмотрены процессы описываемые нелинейными 

дифференциальными уравнениями в частных производных пятого порядка 

вида 
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 Шестой параграф посвящен исследованию нелинейным 

дифференциальным моделям произвольного порядка со специальными 

коэффициентами вида 
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 Для этого уравнения получено решение в простом классе: 
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  Для подтверждения полученного результата приведены примеры. 
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ГЛАВА 1 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЛНОВЫХ ПРОЦЕССОВ В 

ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ РЕЖИМАХ 

В данной главе рассматриваются волновые процессы в экстремальных 

режимах. В частности, будем рассматривать такие физические процессы, 

которые описываются дифференциальными уравнениями в частных 

производных второго порядка. Решения рассматриваемых уравнений будем 

представлять в виде равномерно сходящего ряда Фурье. Кроме того, эти 

решения представляются в возможных классах решений, то есть, в простых и 

экспоненциальных классах, и в явном виде. 

1.1. Модель малых поперечных и продольных колебаний струны 

В этом параграфе рассматриваем процессы малых поперечных и 

продольных колебаний струны, описываемых дифференциальными 

уравнениями в частных производных второго порядка с постоянными 

коэффициентами. 

1. В настоящем пункте данного параграфа рассматриваем волновой 

процесс, описываемый уравнением [43-A] 
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где nm, )1,( nm - натуральные числа, 00  tt , ,),...,,( 21

m

m Rxxxx  0p  

и 0jp ),1( mj  - действительные числа, ),( xtu - искомая функция. 

 Изучение таких физических процессов приводит к модельному 

уравнению с экстремальными свойствами 
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В работах профессора М. Юнуси доказано, что уравнение (1.1.2) 

эквивалентно уравнению 
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Lu                                                                                (1.1.3) 

 Следствием уравнения (1.1.3) при дифференциальных операторах 
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является уравнение (1.1.1). 

 Для данного уравнения (1.1.1) сначала задаѐм начальные условия вида 

.),,,;(,),,,;( 0200201001002010 uxxxt
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u
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 (1.1.4)

 

 Чтобы найти решения уравнения (1.1.1) в простом классе используем 

вспомогательную переопределенную систему уравнений 
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В этой системе C  и jC ),1( mj   действительные числа, являющиеся 

решением уравнения согласования  

.
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n
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n
j CC 


                                                                                         (1.1.6) 

Из второго уравнения вспомогательной системы (1.1.5), когда mj   

получаем: 
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                                                        (1.1.7) 

 Для однородного уравнения (1.1.7) найдем общее решение: 

.
)(

21.
,0 mmm xxp

од eCCu


  

Далее находим частное решения уравнения (1.1.7): 
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Следовательно, общее решение уравнения (1.1.7) можно представить в 

следующем виде: 
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                            (1.1.8) 

 Затем находим решение второго уравнения системы (1.1.5), когда 

1 mj . Поскольку полученное уравнение является линейным, то сумма 

частных решений также является частным решением. Тогда, частные 

решения полученного однородного уравнения будем искать в виде 
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Полученное выражение дважды дифференцируем по 1mx : 

  )(exp1 ,0

1

0

1

mmm

mm

xxp
x

z

x

u













 

  ,)(exp1 ,02

1

0

2

2

1

2

mmm

mm

xxp
x

z

x

u













 

и подставляем частные производные в уравнение  0
1

12

1

2















 m

m

m x

u
p

x

u
: 

   .0)(exp1
1

0
12

1

0

2

,0 






















 m

m

m

mmm
x

z
p

x

z
xxp  

1211

2 ;00   mm pkkkpk  

 .)(exp 1,011211.   mmmmод xxpCCz  

     .)(exp1)(exp ,01,011211. mmmmmmmод xxpxxpCCu    

).( 1,01

1

1
1. 




  mm

m

m
mч xx

p

C
u  



26 

 

 Общее решение m -го и )1( m -го уравнения системы можно 

представить в виде 
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Продолжаем этот процесс и получаем общее решение второго и m -го 

уравнения системы в виде 
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Теперь переходим к первому уравнению вспомогательной системы (1.1.5) и 

находим ее общее решение, то есть решаем уравнение 
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Для этого, сначала находим частные решения соответствующего 

однородного уравнения.  Частное решение будем искать в виде 
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 Это выражение дважды продифференцируем по t и подставим в первое 

однородное уравнение вспомогательной системы: 
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 Составив характеристическое уравнение, находим решение 

полученного однородного уравнения: 

  ).()(exp;00 021.21
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 Следовательно, решение однородного уравнения можно записать в 

следующем виде: 
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1

,0000 



m

j

jjj xxpttpBAu  

 Аналогично, как и раньше, частное решение этого уравнения 
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C
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 Теперь напишем общее решение системы (1.1.5), которое является 

общим решением уравнения (1.1.1) в простом классе: 
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где 0A  и 0B - произвольные постоянные.  

 Потребуем выполнение начальных условий (1.1.4) в виде 
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 Подставляя значения 0A  и 0B  в (1.1.9), получаем: 
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Теперь решения данного уравнения рассмотрим в экспоненциальном 

классе. Для этого составим вспомогательную переопределѐнную систему 

уравнений 
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а) Пусть ),1(,04,04 22 mjCpCp jj  . Из второго уравнения 

вспомогательной системы, когда mj  , получаем: 
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Теперь находим корни соответствующего характеристического уравнения 

(1.1.12) в виде 
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и получаем общее решение данного уравнения: 
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Затем находим решение второго уравнения системы (1.1.11), когда 

1 mj . За счет того, что полученное уравнение является линейным, сумма 

частных решений также является частным решением. Тогда, частное решение 

полученного однородного уравнения будем искать в виде 
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Продолжая этот процесс, общее решение второго и m-го уравнений 

представляем в виде 
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 Теперь находим общее решение первого уравнения вспомогательной 

системы, то есть 
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 Сначала находим частные решения однородного уравнения. Здесь, как 

и раньше, частное решение будем искать в следующем виде: 
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 Эти выражения подставляем в первом уравнение вспомогательной 

системы (1.1.11): 
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Полученное выражение для рассмотренного однородного уравнения 

является решением. Используя полученные результаты, запишем общее 

решение вспомогательной системы уравнений (1.1.11), которое так же 

является общим решением дифференциального уравнения (1.1.1) в 

экспоненциальном классе:   
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где 1D  и 2D - произвольные постоянные. 

Теперь потребуем выполнение начальных условий(1.1.4) в виде 
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Найденные значения 1D  и 2D  подставляем в (1.1.14) и получаем: 
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б) Пусть ),1(,04,04 22 mjCpCp jj  . Из второго уравнения 

вспомогательной системы при mj   получаем: 
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Для однородного уравнения (1.1.16) находим корни соответствующего 

характеристического уравнения в виде 
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и напишем общее решение этого уравнения: 
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Затем находим решение второго уравнения системы (1.1.11), когда 1 mj . 

За счет того, что полученное уравнение является линейным, сумма частных 

решений также является частным решением. Тогда, частное решение 

полученного однородного уравнения будем искать в виде 
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где  .,...,,, 121  mxxxtzz
 Функцию u  дважды продифференцируем по 
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Продолжая этот процесс, для первого уравнения системы при  j=2  и  

j=m получаем общее решение: 
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Теперь переходим к первому уравнению вспомогательной системы 

(1.1.11) и находим ее общее решение, то есть решаем уравнение  
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 Сначала для этого однородного уравнения находим частные решения. 

Частных решений будем искать в виде 
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 Подставляем полученные выражения в первое уравнение 

вспомогательной системы (1.1.11): 

  .0)(
2

exp1
2

,0,02

2

 































m

j
jj

j
jj xx

p
xxvC

td

vd
p

td

vd
 

.
2

040 2,1

22 p
kCpDCpkk   

  .)(
2

exp)(

)(
2

exp)()(
2

exp

0021

00201






























tt
p

ttCC

tt
p

ttCtt
p

Cv

 



35 

 

Полученное выражение для рассмотренного однородного уравнения 

является решением. Используя полученные результаты, напишем общее 

решение вспомогательной системы уравнений (1.1.11), которое также 

является общим решением дифференциального уравнения (1.1.1) в 

экспоненциальном классе:  
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             (1.1.18) 

где 0A  и 0B - произвольные постоянные. 

Теперь требуем выполнение начальных условий (1.1.4) в виде 
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Подставляя значения 0A  и 0B  в (1.1.18) получаем: 
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в) Пусть ),1(,04,04 22 mjCpCp jj  . Из второго уравнения 

вспомогательной системы, при mj   получаем: 
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Для этого однородного уравнения составим характеристическое уравнение и 

найдем соответствующие корни: 
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Тогда, общее решение уравнения (1.1.20) можно представить в 

следующем виде: 
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Теперь находим решение )1( m  - го уравнения. Так как уравнение 

является линейным, то сумма частных решений также является частным 

решением. Поэтому частные решения этого однородного уравнения будем 

искать в следующем виде: 
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где  .,...,,, 121  mxxxtvv  Полученного выражения дважды 

продифференцируем по 1mx : 
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Полученное выражение подставим в уравнение 
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 Продолжая этот процесс и для первого уравнения (1.1.11), напишем 

решение при j=2 и j= m: 
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Теперь находим общее решение первого уравнения вспомогательной 

системы, то есть 
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 Сначала находим частные решения однородного уравнения. Здесь, как 

и раньше, частные решения будем искать в следующем виде: 
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Полученных выражений подставим в первое уравнение вспомогательной 

системы (1.1.11): 
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Полученное выражение для рассмотренного однородного уравнения 

является решением. Используя полученные результаты, напишем общее 

решение вспомогательной системы уравнений (1.1.11), которое также 

является общим решением дифференциального уравнения (1.1.1) в классе 

экспоненциальных функций:   
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(1.1.22) 

где 0A  и 0B - произвольные постоянные. 

 

 

 

Теперь потребуем выполнение начальных условий (1.1.4): 
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Подставляя значения 0A  и 0B  в (1.1.22) получаем: 
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2. В этой главе рассматриваются процессы малых продольных колебаний 

струны, описываемые дифференциальным уравнением в частных 

производных второго порядка [14-A], [36-A] 
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где nm, )1,( nm - натуральные числа, 00  tt , ;),...,,(
21
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m
Rxxxx 

),1(0,0,0,0 mjqpqp jj  - действительные числа, ),( xtu - искомая 

функция. 

 Уравнение (1.1.24) является следствием уравнение (1.1.3), когда 
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 Для решения задачи Коши для данного уравнения используем 

начальные условия (1.1.4) и вспомогательную переопределенную систему 

уравнений вида 
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которые определяют решения рассмотренного уравнения в 

экспоненциальном классе. В системе (1.1.25) C  и jC ),1( mj  - произвольные 

действительные числа,  являющиеся решением уравнения согласования 

(1.1.6). 

 Для решения поставленной задачи существует три случая. Рассмотрим 

каждый случай в отдельности и получим соответствующие решения:  

а) Сначала рассмотрим случай 

),1(,0)(4,0)(4 22 mjqCpqCp jjj  . 
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В этом случае получаем решение, которое имеет вид 
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б) На следующем этапе рассмотрим случай 

),1(,0)(4,0)(4 22 mjqCpqCp jjj  . 

Тогда решение принимает вид 
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(1.1.27) 

в) Далее, рассмотрим случай 

),1(,0)(4,0)(4 22 mjqCpqCp jjj  .  
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Тогда решение принимает вид
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(1.1.28) 

Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j 
 

-  являются решением уравнения 

согласования (1.1.6). Тогда решения уравнения (1.1.1) и (1.1.24) в возможных 

классах, удовлетворяющие начальным условиям (1.1.4), соответственно 

переопределенных систем (1.1.5), (1.1.11) и (1.1.25) представляются в видах 

(1.1.10), (1.1.15), (1.1.19), (1.1.23), (1.1.26), (1.1.27), и (1.1.28). 

1.2. Модель волнового процесса с переменными коэффициентами 

В этом параграфе будем рассматривать процесс колебания гибкой 

струны, относящийся к одномерному волновому уравнению, и составляем 

модель решения уравнения этого процесса. Этот процесс описывается 

дифференциальным уравнением с переменными коэффициентами вида [10-

A]  
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где nm,  2, nm - натуральные числа, ),1(0 mjk
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 , ),( xtu
 - искомая 

функция, ,),...,,( 21
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-  

непрерывные функции своих аргументов.  
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Предположим, что функция ),( xtu
 - характеризует состояние 

некоторого объекта в точке x  в момент времени t , a 
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- дифференциальные операторы, которые 

осуществляют изменение состояния этого объекта (или процесса). Изучение 

таких физических процессов приводит к модельному уравнению с 

экстремальными свойствами вида 

,)(max

1

1

sm

j

suLLu
jj

A 







 




                                            (1.2.2)  

где ,1,10:),...,,(
1

21









 



m

j

sn
n

jjm
А 

 

0 sn  - натуральные 

числа. 

В работах профессора М. Юнуси доказано, что уравнение (1.2.2) 

эквивалентно уравнению (1.1.3). 

Чтобы решить уравнение (1.2.1) введем вспомогательную 

переопределенную систему уравнений вида 
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где ),1( mjCиC j   являются решением уравнения согласования (1.1.6). 

Из второго уравнения переопределенной системы (1.2.3), методом 

интегрирования, когда mj 
 находим u : 
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Выражение (1.2.4) является общим решением последнего уравнения 

переопределенной системы при mj  . Теперь второе уравнение системы 

продифференцируем по 1mx  и получим: 
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Полученное выражение (1.2.5) подставляем в (m-1) -е уравнение 

переопределенной системы (1.2.3) и находим u: 
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Следовательно, 
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Теперь, полученное выражение (1.2.6) дважды продифференцируем по t 

и получим: 
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Полученные выражения подставляем в уравнение (1.2.6): 
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          (1.2.7) 

Это выражение является общим решением уравнения (1.2.1) в простом 

классе, где 0A
 и 0B -  произвольные постоянные. 

Используя начальные условия (1.1.4), находим коэффициенты 0A , 0B  

и, подставляя в (1.2.7), получаем решение данного уравнения (1.2.1):
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  (1.2.8) 

Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть )(ta  и ),1(,)( mjxa jj 
 

- непрерывные 

функции своих аргументов и пусть C  и ),1( mjC j 
 
- являются решением 

уравнения согласования (1.1.6). Тогда решение уравнения (1.2.1), 

соответственно переопределенной системы (1.2.3), представляется в виде 

(1.2.8), причем это решение с начальными условиями (1.1.4) является 

единственным. 
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Теперь наши рассуждения подкрепим примерами. 

Пример 1. Пусть 
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где ),1(0 mjk
j

 , ),1(0;0 00 mjxxtt jj  . 

Для нахождения решения этого уравнения введѐм следующую 

вспомогательную переопределѐнную систему уравнений: 
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 Тогда решение задачи Коши для данного уравнения (1.2.9) 

представляется в виде 
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Пример 2. Рассмотрим уравнение 
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где ),1(0 mjk
j

 ; ),1(0,0
00

mjxxtt
jj

 . 

 Будем использовать переопределенную систему 
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где ),1( mjСиC j  , как и раньше, являются решением уравнения 

согласования (1.1.6), с учетом  начальных условий (1.1.4), и соответственно 

получаем: 
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Пример 3. Теперь рассмотрим следующий пример: 
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где ),1(0 mjk
j

 ; ),1(1,0;1,0 mjaaaa
jj

 . 

 Используем переопределенную систему 
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Здесь ),1( mjСиC j   являются решением уравнения согласования  

(1.1.6). С учетом начальных условий (1.1.4), соответственно получаем: 
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1.3.  Представление модели тепловых волн с особенностями и 

переменными коэффициентами 

В этом параграфе представляем модель тепловых волн с особенностями, 

описываемую дифференциальным уравнением с переменными 

коэффициентами. Рассматриваем n-мерное уравнение, которое определяет 

процессы распространения звука в одномерной среде и электромагнитных 

волн в одномерной непроводящей среде. К этому уравнению относятся 

плотность газа, его давление и потенциал скоростей, а также составляющие 

вектора напряженности электрического и магнитного полей и 

соответствующие потенциалы. В частности, рассматриваем процесс 

тепловых волн с особенностями, который задается дифференциальным 

уравнением в частных производных второго порядка вида [23-А] 
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где nm, )1,( nm - натуральные числа, 00  tt ;),...,,(
21

m

m
Rxxxx  0p  и 

0jp ),1( mj  - действительные числа, ),( xtu - искомая функция. 

 Чтобы решить задачу Коши [1-2] для рассматриваемого уравнения 

(1.3.1), зададим начальные условия (1.1.4) и составим вспомогательную 

переопределенную систему 


































 ).,1(,

,

2

2
2

2

2
2

mjC
x

u
xp

x

u
x

C
t

u
pt

t

u
t

j

j

jj

j

j

          (1.3.2) 

Эта система определяет класс простых решений уравнения (1.3.1). 

Произвольные действительные числа C  и jC ),1( mj   являются решением 

уравнения согласования (1.1.6). 

 Из второго уравнения вспомогательной системы (1.3.2), при mj   

получаем: 
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 Для однородного уравнения (1.3.3) находим решение: 
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 Теперь находим частное решение уравнения (1.3.3): 
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 Складывая общее решение однородного уравнения (1.3.4) и частное 

решение (1.3.5) m-го уравнения (1.3.3) получаем общее решение второго 

уравнения переопределенной системы (1.3.2), когда mj  : 
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 Теперь найдем общее решение второго уравнения переопределенной 

системы (1.3.2), когда 1 mj .  
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Аналогично продолжаем этот процесс и для второго и m-го уравнения 

переопределенной системы (1.3.2) получаем решения в виде 
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 Следовательно, общее решение системы (1.3.2) представляется в виде 
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где A0 и B0 произвольные постоянные. Потребуем выполнение начальных 

условий (1.1.4) в виде 
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и находим значения A0 и B0: 
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 Подставляя значения A0 и B0 в (1.3.9) получим: 
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 Теперь решения данного уравнения (1.3.1) рассмотрим в 

экспоненциальном классе. Для этого составим следующую 

переопределѐнную вспомогательную систему уравнений: 
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Произвольные действительные числа C  и ),1( mjC j   являются 

решением уравнения согласования (1.1.6). Из второго уравнения 

вспомогательной системы (1.3.11), при mj  , получаем: 
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 Рассмотрим полученное уравнение в каждом отдельном случае. 
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 а) Случай когда     ),1(,041,041
22

mjCpCp jj  . В 

этом случае для m-го однородного уравнения (1.3.12) находим решение: 
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 Аналогично находится решение (m-1)-го уравнения, который имеет вид 
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 Тогда, общего решения m -го и (m-1) -го уравнения можно записать в 

следующем виде: 

)15.3.1(

4)1(1
2

1

,0

4)1(1
2

1

,0

4)1(1
2

1

1,0

1
2

4)1(1
2

1

1,0

1
1

22

1
2

111
2

11



































































































 





 






 










 







mmmmmm

mmmmmm

Cpp

m

m

Cpp

m

m

Cpp

m

m

Cpp

m

m

x

x

x

x

x

x
C

x

x
Cu

 Следовательно, общее решение второго и m -го уравнения (1.3.12) 

принимает вид 
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 Теперь найдем общее решение первого уравнения вспомогательной 

системы (1.3.11), то есть 
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 Находим решение этого однородного уравнения: 
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 Теперь напишем общее решение вспомогательной системы (1.3.11): 
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где A0 и B0 произвольные постоянные. Потребуем выполнение начальных 

условий (1.1.4) и находим значения этих постоянных: 
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 Найденные значения A0 и B0  подставляем в (1.3.19): 
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 б) Рассмотрим случай, когда 

    ),1(,041,041
22

mjCpCp jj  . Тогда  для однородного 

уравнения (1.3.12), при        находим решение: 
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 Аналогично находится решение (m-1) -го уравнения, которое имеет вид 
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 Для m-го и (m-1)-го уравнения системы общее решение получаем в 

виде 
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 Тогда общее решение второго и m-го уравнения (1.3.12) принимает вид 
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 Переходя к первому уравнению вспомогательной системы (1.3.11) 

находим ее общее решение: 
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 Сначала находим решение однородного уравнения (1.3.24): 

  

2

1

00

21 ln

p

t

t

t

t
CCu

























                                               (1.3.25) 

 Объединяя решения первого и второго уравнений вспомогательной 

системы (1.3.11), находим ее общее решение: 
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где A0 и B0 произвольные постоянные. Потребуем выполнение начальных 

условий (1.1.10) и найдем значения этих постоянных: 
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Найденные значения A0 и B0  подставим в (1.3.26): 
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в) Рассмотрим случай     ),1(,041,041
22

mjCpCp jj  .     

Для m-го однородного уравнения (1.3.12) при j=m решение принимает вид 
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 Аналогично находится решение (m-1)-го уравнения, которое имеет вид
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 Тогда,  общие решения m -го и (m-1) -го уравнений можно записать в 

следующем виде: 
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 Следовательно, общее решение второго и m-го уравнения (1.3.12) 

принимает вид 
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 Перейдем к первому уравнению вспомогательной системы (1.3.11), т.е. 
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найдем его общее решение: 
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 Теперь напишем общее решение вспомогательной системы (1.3.11): 
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где M0 и N0 произвольные постоянные. Потребуем выполнение начальных 

условий (1.1.4) и найдем значения этих постоянных: 
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Найденные значения M0 и N0   подставим в (1.3.26): 
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(1.3.35) 

Имеет место теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j 
 
-  являются решением уравнения 

согласования (1.1.6). Тогда решения уравнения (1.3.1) в экспоненциальном 

классе, удовлетворяющие начальным условиям (1.1.4), соответственно 

переопределенной системы (1.3.11) представляются в видах (1.3.20), (1.3.27) 

и (1.3.35). 
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 1.4. Представление модели волновых процессов с вырождениями 

 Этот параграф главы посвящѐн представлению модели волновых 

процессов с вырождениями. В частности, рассмотрим колебание струны, 

описываемое дифференциальным уравнением. 

1. Рассмотрим уравнение [32-А] 
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где nm, )1,( nm - натуральные числа, ,00  tt  
m

m Rxxxx  ),...,,( 21  и 

),( xtu - искомая функция. 

 Следствием уравнения (1.1.3), при 
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является уравнение (1.4.1). 

 Для уравнения (1.4.1) составим вспомогательную переопределенную 

систему уравнений, чтобы найти его решения в простом классе: 
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Действительные числа C  и jC ),1( mj   являются решением уравнения 

согласования (1.1.6). 

 В зависимости от значения действительных чисел C  и jC ),1( mj   

существует три случая: 

а) Пусть 0C  и 0jC . В этом случае решение данного уравнения 

можно представить в виде 
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б) Случай, когда 0C  и 0jC . В этом случае получаем решение в 

виде 
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в) Случай, когда 0C  и 0jC . В этом случае решение принимает вид 
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2. Рассмотрим уравнение 
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где nm, )1,( nm -  натуральные числа, ,00  tt
 

m

m Rxxxx  ),...,,( 21   

и  ),( xtu - искомая функция. 

 Следствием уравнения (1.1.3), при 
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является уравнение (1.4.7). 

Чтобы решить уравнение (1.4.7), составим вспомогательную 

переопределенную систему уравнений 
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которые удовлетворяют начальным условиям (1.1.4) и определяют решения 

рассмотренного уравнения в простом классе. Действительные числа C  и jC

),1( mj   являются решением уравнения согласования (1.1.6). 

 Аналогично предыдущим действиям, находим решения этого 

уравнения:   

а) При 034 C  и ),1(,042 mjCp jj  :  
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б) При 034 C  и ),1(,042 mjCp jj  : 

   .)()(exp1

)(
2

2
)(

2

1
exp

1
,0,0

0
0201

010

1
  

























m

j
jj

j

jm

j
jjj xx

p

C
xxp

tt
uu

uttu

                    (1.4.11) 

в) При 034 C  и ),1(,042 mjCp jj  : 
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Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j    являются решением уравнения 

согласования (1.1.6). Тогда решения уравнения (1.4.1) и (1.4.7) в простом 

классе, удовлетворяющие начальным условиям (1.1.4), соответственно 

переопределенным системам (1.4.3) и (1.4.9) представляются в видах (1.4.4), 

(1.4.5), (1.4.6) и (1.4.10), (1.4.11), (1.4.12). 
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Глава 2 

ТЕОРИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН  

Это глава посвящена теории нелинейных волн, в основном 

гидродинамического происхождения. В этой области играют важную роль 

нелинейные уравнения в частных производных третьего порядка. Такие 

процессы впервые были рассмотрены Жозефом Буссинеском в 1877 году, но 

подробный анализ был проведен уже Дидериком Кортевегом и Густавом де 

Фризом в 1895 году. Для таких уравнений найдено большое количество 

точных решений, представляющих собой стационарные нелинейные волны. 

В том числе, эти уравнения имеют решения солитонного типа. Особое 

значение солитонам придает тот факт, что любое начальное возмущение, 

экспоненциально спадающее на бесконечности, с течением времени 

эволюционирует в конечный набор солитонов, разнесенных в пространстве.  

 2.1. Нелинейные волны 

В первом параграфе этой главы рассматриваются нелинейные волны 

гидродинамического происхождения, которые описываются 

дифференциальными уравнениями с постоянными коэффициентами. 

1. В этом пункте параграфа рассматривается нелинейная волна, 

описываемая дифференциальным уравнением с постоянными 

коэффициентами в частных производных третьего порядка вида [24-А] 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, 00  tt , 
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m
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является уравнение (2.1.1). 
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 Для нахождения решений уравнения (2.1.1) сначала за начальные 

условия вида 
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и составим вспомогательную переопределенную систему уравнений: 
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которая определяет соответственно класс экспоненциальных решений 

уравнения (2.1.1). Действительные числа C  и jC ),1( mj   являются 

решением уравнения согласования (1.1.6). 

 Из второго уравнения вспомогательной системы (2.1.4), при mj   

получаем: 
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 Для однородного уравнения (2.1.5) составляем характеристическое 

уравнение и находим его решение: 
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 Следовательно, решения уравнения (2.1.5) можно представить в 

следующем виде: 
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 Находим решение )1( m -го уравнения системы (2.1.4). Так как это 

уравнение является линейным, то сумма частных решений так же является 

частным решением. Поэтому частное решение этого однородного уравнения 

будем искать в следующем виде: 
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где  121.. ,...,,,  mодод xxxtvv
. Полученного выражения трижды 

продифференцируем по 1mx : 

 

;)(
2

3
sin

)(
2

3
cos

)(
2

exp

)(exp

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01
3

11
1

.

1






































































mm
mm

mm
mm

mm
mm

mmmm
m

од

m

xx
Cp

xx
Cp

xx
Cp

xxCp
x

v

x

u

 



65 

 

 

;)(
2

3
sin

)(
2

3
cos

)(
2

exp

)(exp

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01
3

112
1

.
2

2
1

2








































































mm
mm

mm
mm

mm
mm

mmmm

m

од

m

xx
Cp

xx
Cp

xx
Cp

xxCp
x

v

x

u

 

 

.)(
2

3
sin

)(
2

3
cos

)(
2

exp

)(exp

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01
3

113
1

.
3

3
1

3








































































mm
mm

mm
mm

mm
mm

mmmm

m

од

m

xx
Cp

xx
Cp

xx
Cp

xxCp
x

v

x

u

 

 Подставим в уравнение 0)(
3

3





uCp

x

u
mm

m

: 

 

  0

)(
2

3
sin

)(
2

3
cos

)(
2

exp

)(exp

.113
1

.
3

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01

3
11

1,01
3

11

























































































одmm

m

од

mm
mm

mm
mm

mm
mm

mmmm

vCp
x

v

xx
Cp

xx
Cp

xx
Cp

xxCp

 



66 

 

 

   

.
2

3

2
;

0

0

0

3
11

3
11

3,2
3

111

2
3

11
3

11

23
11

3
3

11

3

11

3

i
CpCp

kCpk

CpCpkkCpk

Cpk

Cpk

mmmm

mm

mmmmmm

mm

mm






















 





 

 























































)(
2

3
sin

)(
2

3
cos

)(
2

exp

)(exp

1,01

3
11

3

1,01

3
11

2

1,01

3
11

1,01
3

1111

mm
mm

mm
mm

mm
mm

mmmmm

xx
Cp

K

xx
Cp

K

xx
Cp

xxCpKu

 

Решение m-го и (m-1)-го уравнения можно записать в следующем виде: 
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 Продолжая этот процесс, общие решения второго и m -го уравнения 

можно записать в виде 
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 Теперь найдем решение первого уравнения вспомогательной системы, 

то есть, 
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 Сначала найдем частные решения однородного уравнения. Здесь, как и 

раньше, частное решение будем искать в следующем виде: 
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Эти выражения подставим в первое уравнение вспомогательной 

системы (2.1.4) 
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Это выражение является решением однородного уравнения. Теперь 

напишем решение задачи Коши для системы уравнений (2.1.4), так же это в 

экспоненциальном классе является решением уравнения (2.1.1): 
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    (2.1.7) 

где 1K , 2K и 3K - постоянные числа. 

Теперь потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) в виде 
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и найдем значения постоянных: 
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Найденные значения 1K , 2K и 3K  подставим в (2.1.7) и получим: 
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(2.1.8) 

2. Этот пункт параграфа посвящен нелинейной волне, описываемой 

дифференциальным уравнением вида [3-A] 
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где nm, )2,( nm - заданные натуральные числа, 00  tt , 

;),...,,(
21

m

m
Rxxxx  q  и jq ),1( mj  - заданные действительные числа, 

),( xtu - искомая функция. 

 Уравнение (2.1.9) является следствием уравнения (1.1.3)  при 
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Для нахождения решения данного уравнения в простом классе составим 

переопределенную систему 
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 Аналогично методом предыдущего параграфа, получаем решение 

уравнения (2.1.9):  
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б) Если 0q , то общее решение уравнения (2.1.9) принимает вид 
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в) Если 0q , то общее решение уравнения (2.1.9) принимает вид 
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3. В этом пункте данного параграфа рассматривается нелинейная 

волна, описываемая дифференциальным уравнением в частных производных 

третьего порядка вида [20-A] 
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где nm, )2,( nm - натуральные числа,  00  tt , ;),...,,(
21

m

m
Rxxxx 

q  и jq ),1( mj  - заданные действительные числа, ),( xtu - искомая функция. 

 Уравнение (2.1.15) является следствием уравнения (1.1.3),  при 
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Составим вспомогательную переопределенную систему уравнений 
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которая определяет класс простых решений уравнения (2.1.15). Задаѐм 

начальные условия (2.1.3), и получим решения данного уравнения:  

а) При 0q : 
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б) При 0q : 
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в) При 0q : 
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4. В этом пункте рассматривается дифференциальное уравнение 

вида [22-А] 
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где  )2,(, nmnm натуральные числа; 0t , ,),...,( 21

m

m Rxxx 

),1(,,,
____

mjqpqp jj  - действительные числа, ),...,,( 21 mxxxtu - искомая 

функция. 

Уравнение (2.1.21) является следствием уравнение (1.1.3)  при 
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Решения уравнения (2.1.21) будем искать в классе функций, 

удовлетворяющих переопределенную систему дифференциальных уравнений  
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которая определяет класс простых решений уравнения (2.1.21). Здесь C  и jC

),1(
____

mj  - произвольные действительные числа, являющиеся решением 

уравнения согласования (1.1.6). 

 а) Если  0q ,0,0p ,0  jj qp ),1(
____

mj  , 04p ,04 2

j

2  jqqp , 

тогда общее решение уравнения (2.1.29) можно представить в виде 
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где 0M , 0N  и 0P  произвольные постоянные числа.  
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Потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) для решения вида 

(2.1.23), откуда следует:
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 б) Если  0q ,0,0p ,0  jj qp ),1(
____

mj  , 04p ,04 2
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2  jqqp , 

тогда общее решение уравнения (2.1.21) в классе функций, удовлетворяющих 

систему (2.1.22), можно представить в виде 
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где 1M , 1N  и 1P  произвольные постоянные числа.  

 Потребуем, чтобы решения вида (2.1.25) удовлетворяли начальные 

условия (2.1.3), откуда следует: 
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 в) Если  0q ,0,0p ,0  jj qp ),1(
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то общее решение уравнения (2.1.21) в классе функций, удовлетворяющих 

систему (2.1.22), можно  представить в виде 
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где 2M , 2N  и 2P  произвольные постоянные числа. 

 Потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) для решения вида 

(2.1.27), откуда следует:  
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(2.1.28) 

  

 2.2. Распространение гравитационных волн в мелкой воде 

В этом параграфе рассматривается дисперсия и диссипация энергии 

распространения волн и распространение гравитационных волн в мелкой 

воде. Такие процессы описываются дифференциальными уравнениями в 

частных производных третьего порядка с переменными коэффициентами. 

1. Рассмотрим гравитационные волны, которые описываются 

дифференциальным уравнением вида [3-А] 
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где nm, )1,( nm - натуральные числа, 00  tt , ;),...,,(
21

m

m
Rxxxx 

0p  и 0jp ),1( mj  - действительные числа, ),( xtu
 -искомая функция. 

 Для решения задачи Коши для данного уравнения зададим начальные 

условия вида (2.1.3) и составим следующую вспомогательную 

переопределенную систему уравнений: 
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которая определяет соответственно класс простых решений уравнения 

(2.2.1). 

Из второго уравнения вспомогательной системы (2.2.2), при mj  , 

получаем: 

.
3

3
3

m

m

mm

m

m C
x

u
xp

x

u
x 









                                                               (2.2.3) 

 Для однородного уравнения (2.2.3) имеем: 
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;00)2)(1( 3,21  mm pkkkpkkk . 

а) Пусть  014;014  jpp .   В этом случае решение однородного 

уравнения (2.2.3) будет таким:   
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 Теперь найдем частное решение уравнения (2.2.3): 
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 Следовательно, общее решение m-го уравнения (2.2.3) принимает вид 
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   (2.2.6) 

 Найдем общее решение m-го и (m-1)-го уравнения.  
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  (2.2.7) 

 Продолжая этот процесс, общее решение второго и m-го уравнения 

можно записать в виде 
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 Следовательно, общее решение системы (2.2.2) представляется в виде 



79 

 

 

 

 

 

.ln
2

ln
2

ln143
2

1
exp

ln143
2

1
exp1

ln143
2

1
exp

ln143
2

1
exp

1 ,00

0

1 0

0

0

0

00


















































































































m

j j

j

j

j

j

j

j

m

j j

j

j

x

x

p

C

t

t

p

C

x

x
p

x

x
p

t

t
pD

t

t
pBAu

      (2.2.9)

 

где  0A , 0B  и 0D  произвольные постоянные. Потребуем выполнение 

начальных условий (2.1.3) и найдем значения 0A , 0B  и 0D :  
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 Подставляя значения 0A , 0B  и 0D  в (2.2.9) получаем: 
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б) Пусть  014;014  jpp .   В этом случае решение однородного 

уравнения (2.2.3) принимает вид   
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Теперь найдем частное решение уравнения (2.2.3): 
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Следовательно, общее решение m-го уравнения (2.2.3) принимает вид 
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Найдем общее решение (m-1) -го и m -го уравнения:  
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 Продолжая этот процесс, общее решение второго и m -го уравнения 

можно записать в виде 
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 (2.2.16) 

Следовательно, общее решение системы (2.2.2) представляется в виде 
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где  1A , 1B  и 1D  произвольные постоянные. Потребуем выполнение 

начальных условий (2.1.3) и найдем значения  1A , 1B  и 1D :      



82 

 

     
 

   
 

   
 






























.
223

222

)18.2.2(,
229

2428

,
229

242829

3,0

2

02,00

1

3,0

2

02,00

1

3,0

2

02,001,0

1

p

Cuptupt
D

p

Cuptupt
B

p

Cuptuptup
A

m

m

m

 

Подставляя значения  1A , 1B  и 1D  в (2.2.17) получаем: 
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 (2.2.19) 

в) Пусть  014;014  jpp .   В этом случае решение однородного 

уравнения (2.2.3) будет таким: 
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Теперь найдем частное решение уравнения (2.2.3): 
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Следовательно, общее решение m-го уравнения (2.2.3) принимает вид 
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Найдем общее решение m-го и (m-1)-го уравнения:  
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Продолжая этот процесс, общее решения второго и  m -го уравнения 

можно записать в виде

 

.ln
2

ln14
2

1
sinln14

2

1
cos

1ln14
2

1
sin

ln14
2

1
cos

1 ,0

00

1

2

3

01,0

1
13

1,0

1
12

2

3

1,0

1
1



































































































































































m

j j

j

j

j

j

j

j

j

j

j

m

j j

j

x

x

p

C

x

x
p

x

x
p

x

x

x

x
pC

x

x
pC

x

x
Cu

         (2.2.24) 

 



84 

 

Следовательно, общее решение системы (2.2.2) представляется в виде 
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где 2A , 2B  и 2D  произвольные постоянные. Потребуем выполнение 

начальных условий (2.1.3) и найдем значения этих постоянных:      
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Подставляя значения 2A , 2B  и 2D  в (2.2.25) получаем: 
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2. В этом пункте рассмотрим дисперсию и диссипацию энергии 

распространения волн и гравитационных волн в мелкой воде, которые 

описываются дифференциальным уравнением вида [3-А] 
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где nm, )1,( nm - натуральные числа, ,00  tt 0p  и 0jp ),1( mj  -

заданные действительные числа, ),( xtu -искомая функция. 

 Для решения задачи Коши зададим начальные условия вида (2.1.3) и 

составим следующую вспомогательную переопределенную систему 

уравнений: 
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которая определяет соответственно класс простых решений уравнения 

(2.2.28).   

Аналогично уравнению предыдущего пункта получаем решение:  
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Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j  - являются решением уравнения 

согласования (1.1.6). Тогда решение уравнения (2.2.28), удовлетворяющее 

условиям (2.1.3), соответственно переопределѐнной системы (2.2.29) 

представляется в виде (2.2.30). 

 

2.3. Распространение гравитационных волн с вырождениями 

В этом параграфе главы рассматриваются процессы распространения 

гравитационных волн с вырождениями, которые характеризируются 

дифференциальными уравнениями в частных производных третьего порядка. 

1. Рассмотрим процессы, которые описываются уравнением [7-А] 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, ,00  tt
 

m

m Rxxxx  ),...,,( 21  и  ),( xtu - искомая функция. 

 Уравнение (2.3.1) является следствием уравнения (1.1.3) при 
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 Для нахождения решений уравнения (2.3.1) зададим начальные условия 

вида (2.1.3) и составим вспомогательную переопределенную систему 

уравнений: 
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которая определяют соответственно класс простых решений уравнения 

(2.3.1).  

 Аналогично предыдущим параграфам находим решения данного 

уравнения: 

а) При 0jq :  
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б) При 0jq :  
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в) При 0jq :  
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2.  Рассмотрим процесс распространения гравитационных волн, 

которые описываются дифференциальным уравнением в частных 

производных третьего порядка вида [37-А] 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, ,00  tt  

m

m Rxxxx  ),...,,( 21  и ),( xtu - искомая функция. 

 Уравнение (2.3.7) является следствием уравнения (1.1.3) при  
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 Для нахождения решений уравнения (2.3.7) сначала зададим начальные 

условия вида (2.1.3) и составим вспомогательную переопределенную систему 

уравнений вида 
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которая определяют соответственно класс простых решений уравнения 

(2.3.7). 

Аналогично уравнению предыдущего пункта получаем: 

а) При 0jq :  
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б) При 0jq : 
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в) При 0jq : 
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3. В этом пункте рассмотрим процесс распространения 

гравитационных волн, который описываются дифференциальным 

уравнением в частных производных третьего порядка вида [31-А] 
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(2.3.13) 

где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, ,00  tt  

m

m Rxxxx  ),...,,( 21  и ),( xtu - искомая функция. 

 Уравнение (2.3.13) является следствием уравнения(1.1.3) при 
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 Для нахождения решений уравнения (2.3.13) используем начальные 

условия вида (2.1.3) и составим вспомогательную переопределенную систему 

уравнений: 










































),,1(,

,
1

2

2

3

3

3

3

mjC
x

u
q

x

u
p

x

u

Cu
t

u

u

j

j

j

j

j

j

                               (2.3.15) 

которая определяют соответственно класс простых решений уравнения 

(2.3.13). 

Аналогично уравнению предыдущего пункта получаем: 
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б) При  0q ,0p  jj ),1(
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j  jq :  

 

     

 


















































































m

j
jj

j

j

m

j
jjjjjjjj

m

m

m

xx
q

C

xxpxxxxp

tt
C

C

uuC

tt
C

C

uuCuC

tt
C

ttC

C

uuCuC
u

1
0

1
000

0

3

3 2

0302
3

0

3

3 2

0302
3

01
3 2

0

3

0
3

3 2

0302
3

01
3 2

).(

2

1
exp

2

1
exp1

)(
2

3
sin

23

)(
2

3
cos

23

2

)(
2

exp)(exp

23

(2.3.17) 

в) При  0q ,0p  jj ),1(
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mj   и  04p 2

j  jq :  
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(2.3.18) 

 Имеет место следующая теорема: 

Теорема. Пусть ),1( mjCиC j  - являются решением уравнения 

согласования (1.1.5). Тогда решения уравнения (2.3.13) в простом классе, 

удовлетворяющие условиям (2.1.3), соответственно переопределѐнных 

систем (2.3.15), представляются в видах (2.3.16), (2.3.17), (2.3.18). 
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 2.4. Модели описываемыми нелинейными дифференциальными 

уравнениями в частных производных четвертого порядка 

1. В этом пункте данного параграфа рассматриваются волновые 

процессы, которые описываются дифференциальным уравнением в частных 

производных четвертого порядка с постоянными коэффициентами вида 
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 Пусть ),( xtu - характеризует состояние изменения некоторого объекта 

в точке x за момент времени t , a  
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                        (2.4.2)                   

- некоторые дифференциальные операторы, осуществляющие изменение 

состояния этого объекта. Тогда в самых общих случаях такие физические 

процессы приводят к модельному уравнению с экстремальными свойствами 

вида (1.1.2), 

 При заданных дифференциальных операторах (2.4.2) уравнение (2.4.1) 

также эквивалентно операторному уравнению (1.1.3). 

 Чтобы решить задачу Коши для уравнения (2.4.1) используем 

начальные условия (2.1.3) и составим вспомогательную переопределѐнную 

систему уравнений вида 
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который определяет соответственно решений уравнения (2.4.1) в простом 

классе. Здесь C  и 
j

C ),1( mj   - произвольные действительные числа, 

являющиеся решением уравнения согласования (1.1.7). 

 При нахождение общего решения системы (2.4.3), которое является 

общим решением уравнения (2.4.1), получаем два случая: 
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1. При 0p  получаем решение в виде
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где 
0000

,,, DCBA  - произвольные постоянные.  

 Потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) и находим значения 

этих постоянных: 
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Подставляя найденные значения постоянных (2.4.5) в (2.4.4) получаем: 
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(2.4.6) 

2. При 0p  получаем решение в виде 
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где 1111 ,,, DCBA  - произвольные постоянные.  

 Теперь потребуем выполнение начальных условий (3.1.5) и находим 

значения постоянных: 
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Подставляя найденные значения (2.4.8) в (2.4.7) получаем:
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(2.4.9) 

2. Этот пункт данного параграфа посвящен волновым процессам, которые 

описываются дифференциальным уравнением в частных производных 

четвертого порядка вида [44-А] 
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 Следствием уравнения (1.1.3), при дифференциальных операторах 
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,  

является модельное дифференциальное уравнение (2.4.10). 

 Составим переопределенную систему дифференциальных уравнений 
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которая определяет класс экспоненциальных решений уравнения (2.4.10).  

Напишем общее решение системы (2.4.11), которое является общим 

решением уравнения  (2.4.10)  в экспоненциальном классе. Для этого 

существует три случая: 

 1. Пусть  0q ,0 
jj

CCq )1(
____

mj  . Тогда общее решение уравнения 

(2.4.10)  в классе функций, удовлетворяющих систему (2.4.11), 

представляется в виде: 
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где 2222 ,,, ЕDBA  произвольные постоянные числа. 

 Потребуем, чтобы решения вида (2.4.12) удовлетворяли начальным 

условиям (2.1.3), откуда легко следует, что 
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 2. Пусть 0,0  jj CqCq )1(
____

mj  . Тогда, как и раньше, решение 

уравнения (2.4.10) с учетом начальных условий (2.1.3) переставляется в виде 
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где 
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 3. Пусть 0;0  jj CqCq , )1(
____

mj  . Тогда, аналогично решение 

уравнения (2.4.10) с учетом начальных условий (2.1.3) представляется в виде 
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 2.5  Нелинейные дифференциальные уравнения в частных 

производных пятого порядка  и процессы описываемыми ими 

1. В этом пункте исследуется модель волновых процессов, которые 

описываются дифференциальным уравнением в частных производных пятого 

порядка с постоянными коэффициентами вида [39-А] 
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где nm, )1,( nm - заданные натуральные числа, ,00  tt  
m

m Rxxxx  ),...,,( 21 - заданные действительные числа, ),( xtu - искомая 

функция. 

 Пусть ),( xtu - характеризует состояние некоторого объекта в точке x  

за момент времени t , a 
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некоторые операторы, осуществляющие изменение состояния этого объекта. 

Исследование таких процессов приводят к модельному уравнению с 

экстремальными свойствами вида (1.1.2). 

 Для данного уравнения (2.5.1) потребуем выполнение начальных 

условий вида (2.1.3) и составим вспомогательную переопределѐнную 

систему уравнений вида 
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который определяет соответственно решений уравнения (2.5.1). Здесь C  и 
j

C

),1( mj   произвольные действительные числа, являющиеся решением 

уравнения согласования (1.1.7). 

 Теперь напишем общее решение системы (2.5.2), которое является 

решением уравнения  (2.5.1): 
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где KPNM ,,,  - произвольные постоянные.  

 Теперь потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) и находим 

значения этих постоянных:  
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Подставляя найденных значений постоянных (2.5.4) в (2.5.3) получаем: 
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2. В этом пункте рассматривается модель волновых процессов, которые 

описываются дифференциальным уравнением вида [38-А] 
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 Пусть ),( xtu - характеризует состояние некоторого объекта в точке x  в 

момент времени t , a 
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  - некоторые 

операторы, осуществляющие изменение состояния этого объекта. Тогда в 

самых общих случаях такие физические процессы приводят к модельному 

уравнению с экстремальными свойствами вида (3.1.3). 

 Для нахождения решений задачи Коши для рассматриваемого процесса 

задаѐм начальные условия вида (2.1.3) и составим вспомогательную 

переопределѐнную систему уравнений вида 
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который определяет соответственно решений уравнения (2.5.6) в простом 

классе.  

 Напишем общее решение системы (2.5.7), которое является решением 

уравнения  (2.5.6): 
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(2.5.8) 

где 4321 ,,, MMMM  - произвольные постоянные.  

 Теперь потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) и получаем:  
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3. В этом пункте рассматривается модель волнового процесса, который 

описывается дифференциальным уравнением вида [40-А] 
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 Пусть ),( xtu - характеризует состояние некоторого объекта в точке x  

за момент времени t , a 
t

u
p

t

u
L











4

4

 и ),1(,
4

4

5

5

mi
x

p
x

L

j

j

j

j 
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некоторые операторы, осуществляющие изменение состояния этого объекта.  

Для нахождения решения данного уравнения задаѐм начальные 

условия вида (2.1.3) и составим вспомогательную переопределѐнную систему 

уравнений вида 
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которая определяет соответственно решений уравнения (2.5.10).  

Напишем общее решение системы (2.5.11), которое является решением 

уравнения (2.5.10): 
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(2.5.12) 

где 4321 ,,, NNNN  - произвольные постоянные.  

 Теперь потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) и находим 

значения этих постоянных:  
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  (2.5.13)  

4. В этом пункте рассматривается модель волнового процесса, который 

описывается дифференциальным уравнением вида [6-А] 
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 Пусть ),( xtu - характеризует состояние некоторого объекта в точке x  

за момент времени t , a 
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некоторые операторы, осуществляющие изменение состояния этого объекта.  

Для нахождения решения данного уравнения задаѐм начальные 

условия вида (2.1.3) и составим вспомогательную переопределѐнную систему 

уравнений вида 
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которая определяет соответственно решений уравнения (2.5.14).  

При нахождение общего решения системы (2.5.15), которое является 

общим решением уравнения  (2.5.14), получаем два случая: 

1. При 0p  получаем решение в виде 
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где 4321 ,,, ММММ  - произвольные постоянные.  

 Теперь потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) и находим 

значения этих постоянных:  
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 Подставляя найденные значения постоянных в (2.5.16), получаем: 

   

   

      ,
!4

1sin
2

cos
222

4
0

3
0

1

2
000

04

0
03

0
04020301

0













































jj
j

jxxp

jj

m

j
jjjjm

mmm

xx
p

C
exx

xxxxttp
pp

u

ttp
p

u
tt

p

upu

p

upu
u

jjj

  

(2.5.18) 

2. При 0p  получаем решение в виде 
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(2.5.19) 

где 4321 ,,, NNNN  - произвольные постоянные.  

 Теперь потребуем выполнение начальных условий (2.1.3) и находим 

значения этих постоянных:   
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 Подставляя найденные значения постоянных в (2.5.19) получаем: 
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5. В этом пункте рассматривается модель волновых процессов с 

вырождениями, которые описываются дифференциальным уравнением вида 

[42-А] 
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Пусть ),( xtu - характеризует состояние некоторого объекта в точке x  

за момент времени t , a ,1
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некоторые операторы, осуществляющие изменение состояния процесса.  

 Составим вспомогательную переопределѐнную систему уравнений 

вида 
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который определяет соответственно класс простых решений уравнения 

(2.5.22). 

Находим общее решение системы (2.5.23), которое является общим 

решением уравнения  (2.5.22)
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2.6  Нелинейные дифференциальные модели произвольного 

порядка со специальными коэффициентами 

 В настоящий параграф исследуется процессы, описывающие 

дифференциальным уравнением в частных производных k-того порядка вида 

[13-А] 
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где, k, nm,  (k, 2, nm )-натуральные числа, ),( xtu - искомая функция, 

,0,),...,,( 021  ttRxxxx m
m  )(ta  и ),1()( mjxa

jj
 -непрерывные 

функции своих аргументов.  

 Для нахождения решений уравнения (2.6.1) введем вспомогательную 

переопределенную систему дифференциальных уравнений вида 
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которая определяет класс простых решений для рассматриваемого уравнения 

(2.6.1). Здесь ),1( mjCиC j  -произвольные действительные числа,  

являющиеся решением уравнения согласования (1.1.7). 

 Общее решение уравнения (2.6.1) в классе простых решений, т.е. 

удовлетворяющих систему уравнений (2.6.2), представляется в виде 
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 (2.6.3) 

где  ),1(
___

kiAi  -произвольные  постоянные числа.
 

Имеет место: 

         Теорема. Пусть ),1()()( mjxaиta jj  -непрерывные функции своих 

аргументов и пусть ),1( mjCиC j  -являются решением уравнения 

согласования (1.1.7). Тогда решение уравнения (2.5.17), удовлетворяющее 

начальным условиям (2.1.3) в простом классе  представляется в  виде 
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        Теперь наши рассуждения подкрепим примерами:  

        1) Пусть 
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где  )2,,(,, mnkmnk  натуральные числа, ),1()1,;0,(, mjaaaaaa jjj   

произвольные  действительные числа.  

        2) Пусть 
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        Тогда из переопределѐнных систем дифференциальных  уравнений  
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где ),1( mjСиC j  , как и раньше, являются решением уравнения 

согласования (1.1.7), с учетом  начальных условий (2.1.3), соответственно 

получаем: 

  
;

)(ln!
)(

ln

)(ln!
)(

ln
)(

)!1(
)1

1

1

1

0

1

1

1

0`1
0

1

0

00

00

 
































m

j

k

i
ik

j

i
jjx

jj

x

j

x

j

m

j j
k

j

k

i
ik

ttt

k

i
k

i

i

ai

xx
aCaa

a

C

ai

tt
Caaa

a

C
tt

i

u
u

jjj

 



108 

 

    

    

     

     


















































































































 



 













































;12

,
)!2()!12(

)!2()!12(

;2

,
)!2()!12(

)!2()!12(

)(
)!1(

)2

1

21

1

2
0

21

1
0

12
0

00

21

1

2
0

21

1
0

12
0

00

1

22

1

2
0

2

1
0

12
0

00

22

1

2
0

2

1
0

12
0

00

`1
0

1

0

числонечетноекесли

i

xx
Shx

i

xx
ChxShxShxC

i

tt
Sht

i

tt
ChtShtShtC

числочетноекесли

i

xx
Chx

i

xx
ShxChxChxC

i

tt
Cht

i

tt
ShtChtChtC

tt
i

u
u

m

j

k

i

i
jj

k

i
j

i
jj

jjjj

k

i

ik

i

i

m

j

k

i

i
jj

k

i
j

i
jj

jjjj

k

i

ik

i

i

i
k

i

i





 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



109 

 

Заключение 

1. Построены модели и алгоритмы для исследования волновых процессов, 

описываемых дифференциальными уравнениями в частных производных 

второго и третьего порядков.  

2. Исследованы: процессы малых поперечных и продольных колебаний 

струны; распространения звука в одномерной среде; электромагнитные 

волны; нелинейные волны гидродинамического происхождения; 

распространение гравитационных волн в мелкой воде; гравитационные 

волны с вырождениями; дисперсия и диссипация энергии. 

3. Разработаны аналитические методы решения дифференциальных 

уравнений в частных производных второго и третьего порядков в 

экстремальных режимах. 

4. Получены решения рассмотренных дифференциальных уравнений в 

явном виде, и они представлены в виде равномерно сходящихся рядов Фурье.  

5. Созданы и обоснованы разностные алгоритмы для полученных рядов 

Фурье, которые описывают волновые процессы. 

6. Создан комплекс программ для решения разностных 

аппроксимирующих задач. 

7. Проведены компьютерные эксперименты при функционировании 

возникающих волн в различных случаях. 

8. Проведен анализ полученных результатов в виде графических 

иллюстраций.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

 Приводимые ниже эксперименты были проведены вместе с 

научным руководителем проф. Юнуси М.К. и к.т.н. Туйчиевым Л. для 

процесса малых поперечных и продольных колебаний струны, которые 

описывается дифференциальным уравнениям с постоянными 

коэффициентами в экстремальных режимах вида 
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Эксперимент 2. 
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Эксперимент 3. 
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Эксперимент 4. 
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Эксперимент 5. 

 

 
 



131 

 

Эксперимент 6. 
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Эксперимент 7. 
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Эксперимент 8. 

 

 
 



134 

 

Эксперимент 9. 
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Эксперимент 10. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



136 

 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Приводимые ниже эксперименты были проведены вместе с научным 

руководителем профессором Юнуси М.К. для процесса распространения 

популяционных волн в экстремальных режимах, которые описываются 

дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами вида 
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