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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. Данная диссертационная работа 

посвящена исследованию задач граничного управления процессами, 

описываемыми одномерным телеграфным уравнением с переменным 

коэффициентом, с различными вариантами граничных смещений и упругих 

сил. Основное внимание уделено вопросам существования и единственности 

решения рассматриваемых задач граничного управления за минимальный 

промежуток времени.  

Подобные уравнения и постановки задач управления возникают при 

математическом описании ряда важных физических процессов, связанных с 

распространением электромагнитных волн в длинных линиях, с  изучением 

динамики прохождения нефти или газа в трубопроводе, с исследованием 

распространения колебаний в геологических средах.  

Математическая постановка задачи граничного управления 

формулируется в терминах начально – краевых задач для уравнения, 

описывающего рассматриваемый процесс. Это актуальный, быстро 

развивающийся  раздел теории управления и теории краевых задач для 

дифференциальных уравнений, привлекающий внимание ряда известных 

специалистов в этих областях. 

Степень разработанности темы исследования. В 1988 году 

Ж.Л.Лионс провел изучение граничного управления колебаниями в форме 

смешанных задач для волнового уравнения. В его статье [4] изучалась задача 

успокоения (т.е. приведения колебательной системы в состояние с нулевыми 

данными Коши) с граничными условиями Дирихле. Им же в этой работе с 

помощью теории гильбертовых пространств была доказана неединственность 

решения полученной задачи при       где   – длина струны и   – момент 

времени, в терминах обобщенного решения из класса   . 
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В работах Е.Зуазуа [9-10] идея Лионса была обобщена на случай 

квазилинейного волнового уравнения с асимптотически линейной 

нелинейностью.  

В работах А.Г.Бутковского и А.Я.Лернера [59]-[62], [225] излагаются 

методы решения задач оптимального управления линейными системами с 

распределенными параметрами при помощи L-проблемы моментов. 

В монографии А.Г.Бутковского [63] задача граничного управления была 

исследована с помощью метода Фурье и метода моментов. Тем самым, 

искомое граничное управление было построено в виде ряда Фурье. 

В работе А.Е.Егорова [82] для конструктивного решения задачи 

граничного управления был использован метод падающих и отраженных 

волн. В его монографии [83] рассматриваются основные направления 

современной математической теории управления, такие как математическое 

моделирование управляемых систем; основы теории устойчивости 

нелинейных и управляемых систем; периодические колебания нелинейных 

систем; основы теории управляемости; наблюдаемости и 

идентифицируемости; методы теории оптимального управления; элементы 

теории стохастических управляемых систем. При этом рассматриваются 

системы с сосредоточенными и распределѐнными параметрами. Его 

совместные работы с Л.Н.Знаменской [84]-[100] также посвящены данной 

тематике при различных постановках задач управления, наблюдения и 

оптимального управления. 

В статье Ф.П.Васильева [66] была предложена трактовка теории 

двойственности в линейных задачах управления и наблюдения. Решению 

задач граничного управления процессом колебаний функциональными 

методами посвящены также его совместные работы с М.М.Потаповым, 

А.В.Разгулиным и М.А.Куржанским, в которых построены эффективные 

численные алгоритмы нахождения искомого граничного управления [64], 

[65], [67]. В совместных статьях Ф.П.Васильева, М.М.Потапова и 
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Л.А.Артемьевой [68], [69] рассматривается класс задач многокритериальной 

оптимизации в гильбертовом пространстве, охватывающий задачи 

управления различными динамическими системами как с сосредоточенными, 

так и с распределѐнными параметрами. 

Приближенным методам решения задач граничного управления для 

волнового уравнения посвящены также работы М.М.Потапова и его учеников 

А.А.Дряженкова и Д.А.Иванова [253] - [270], [72] - [81], [113] - [116]. 

В работах В.А.Ильина [119], [121], [122] впервые для любого   из 

интервала       установлены необходимые и достаточные условия 

существования и указан явный вид граничных управлений смещениями на 

двух концах, а для случая     (точнее, для случая       ) приведен 

общий вид возможных граничных управлений, включающих две 

произвольные постоянные и четыре произвольные функции из класса   
  на 

сегменте по переменной   длины    , которые обеспечивают переход 

колебательного процесса, описываемого однородным волновым уравнением  

   (   )     (   )                                       ( )      

из произвольного начального состояния * (   )   ( )    (   )   ( )+ в 

наперед заданное финальное состояние * (   )    ( )   (   )    ( )+  В 

этой работе при изучении задачи важную роль играет класс  ̂ 
 ,(    

 )  (     )-  впервые введенный В.А.Ильиным в работе [119]. Было 

установлено, что случай     для задачи граничного управления смещением 

на двух концах является критическим, т.е. промежуток времени       

является минимальным для полной управляемости рассматриваемого 

процесса при минимальных ограничениях на начальные и финальные 

условия. Аналогичный результат В.А.Ильиным был получен и в случае, 

когда управление действует на одном конце струны при закрепленном 

втором в [123] - [125]. Было им показано, что критическим здесь является 

момент времени      . 
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В [127] - [130] В.А.Ильин исследовал задачи граничного управления в 

терминах обобщенного решения уравнения (1) из класса, допускающего 

существование конечной энергии. В этих работах все задачи, рассмотренные 

им раньше в терминах классического решения (1), рассматривались в 

обобщенной трактовке. 

Так как в случае момента времени    большего критического, задача 

граничного управления имеет бесконечно много решений, естественно 

возникает задача о нахождении оптимального граничного управления, 

например, отыскание среди всех управлений того, которое доставляет 

минимум интегралу граничной энергии. Именно этой задаче посвящены 

совместные работы В.А.Ильина и Е.И.Моисеева [139]-[164]. 

По теме граничного управления процессом, описываемым волновым 

уравнением (1), как для локальных, так и нелокальных смешанных задач, 

В.А.Ильин, Е.И.Моисеев и их ученики: А.В.Беликов, Л.Н.Знаменская, 

Л.В.Крицков, А.А.Кулешов, П.В.Луференко, А.А.Никитин, П.А.Рево, 

А.М.Рогожников, В.В.Тихомиров, А.А.Фролов, А.А.Холомеева, 

Г.Д.Чабакаури, опубликовали большой цикл работ [55], [102]-[112], [126], 

[137], [165]-[194], [209]-[215], [228]-[243], [245]-[251], [273]-[279], [288-290], 

[293]-[300].  

В совместной работе В.А.Ильина и Е.И.Моисеева [134] изучена задача 

граничного управления смещением на одном конце при закрепленном втором 

для процесса, описываемого телеграфным уравнением  

   (   )     (   )     (   )                                (2) 

при времени, равном критическому:     . В [138] ими же рассмотрена 

аналогичная задача в случае, когда управления действуют на обоих концах. 

В работах И.Н.Смирнова [281]-[287] исследована задача граничного 

управления смещениями на двух концах для уравнения (2) в случае, когда 

отрезок ,   - состоит из двух участков, на которых рассматриваемый процесс 
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имеет разные физические параметры. В этих же работах для уравнения (2) 

также изучены некоторые постановки смешанных задач. 

В указанных работах [134], [138] и [281]-[287] для искомого граничного 

управления найден явный аналитический вид, использующий функции 

Бесселя.  

В работе В.А.Коморника [2] проблемы управляемости на 

сверхкритических промежутках времени для уравнения (2) исследовались 

для непрерывного неотрицательного коэффицента  ( ).  

Некоторые вопросы теории смешанных задач, а также задач граничного 

и оптимального управления изучены также в работах В.И.Агошкова [12], 

Л.Д.Акуленко [13], А.А.Андреева [14]-[23], А.Х.Аттаева [24], В.Р.Барсегяна 

[25]-[54], А.В.Боровских [57], [58], А.А.Воронова [71], О.Г.Жуковой [101], 

М.Исмати [195]-[203], А.З.Ишмухаметова [204], [205], Е.А.Козловой [206], 

В.Коморника [2], Е.К.Костоусовой [207], С.В.Лексиной [217]-[224], 

Ф.Е.Ломовцева [227], А.Манча [6], М.И.Мустафаева [7], А.И.Прилепко [271], 

[272], А.В.Фурсикова [292], О.Ю.Эмануилова [301], М.К.Юнуси [302], [303] 

и др. 

В данной диссертации будут исследованы различные задачи граничного 

управления для уравнения (2) с переменным коэффициентом  (   ) и правой 

частью  (   ), то есть   

   (   )     (   )   (   ) (   )   (   )                           (2') 

Все задачи рассматриваются в обобщенной постановке и функции 

 (   ) и  (   ) принадлежат лишь классу     

Анализ литературы показывает, что задачи граничного управления для 

уравнения (2') практически мало изучены. Отметим, что соискателем по 

данной тематике в 2013 году под руководством доцента Л.В.Крицкова была 

защищена кандидатская диссертация на диссертационном совете                    

Д 501.001.43 при МГУ имени М.В.Ломоносова, в ней задачи граничного 

управления впервые были изучены для критического момента времени в 
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случае, когда переменный коэффициент является ограниченной и измеримой 

функцией [11].  

Связь работы с научными программами (проектами), темами. 

Данное диссертационное исследование выполнено в рамках реализации 

перспективного плана научно-исследовательской работы кафедры 

вычислительной математики и механики механико - математического 

факультета Таджикского национального университета на 2011-2015гг. и 

2016-2020гг. по теме «Аналитическое исследование, качественный анализ и 

численное решение задач прикладной математики и механики» (Научный 

руководитель: д.т.н., профессор Шерматов Н.). 

 

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИССЛЕДОВАНИЯ 

 

Цель исследования. Основной целью исследования диссертационной 

работы является изучение задач граничного управления, производимого 

смещением и упругой силой, для уравнения (2') при времени, меньшем или 

равном критическому. 

Задачи исследования. Основные задачи исследования диссертационной 

работы заключаются в: 

 формулировке и доказательстве теорем о единственности и 

существовании решения смешанных задач для одномерного 

телеграфного уравнения с переменным коэффициентом; 

 формулировке и доказательстве теорем о единственности решения 

задач граничного управления смещением и упругой силой для 

одномерного телеграфного уравнения с переменным 

коэффициентом; 

 получении необходимых и достаточных условий для существования 

решения задач граничного управления, производимого смещением 
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и упругой силой, для одномерного телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом; 

 обосновании устойчивости решения всех рассматриваемых задач. 

Объект исследования – уравнение вынужденных колебаний струны и 

одномерное телеграфное уравнение  с переменным коэффициентом.  

Предмет исследования. Различные смешанные задачи и задачи 

граничного управления для рассматриваемых уравнений. 

Методы исследования. В работе используются методы математической 

физики, функционального анализа, теории линейных интегральных 

уравнений типа Вольтеры второго рода и теории задач граничного 

управления. 

 Научная новизна исследования. Все результаты диссертации являются 

новыми. Вкратце перечислим основные результаты: 

1. Доказаны теоремы о разрешимости соответствующих смешанных задач 

для одномерного телеграфного уравнения с переменным коэффициентом; 

2. Доказаны теоремы о единственности решения задач граничного 

управления, производимого смещением и упругой силой, для 

одномерного телеграфного уравнения с переменным коэффициентом в 

случае:  

 действия управления на одном конце при закреплѐнном втором;  

  действия управления на одном конце при свободном втором;  

 действия управлений на обоих концах при времени, меньшем или 

равном критическому;  

3. Доказаны теоремы о существовании решения задач граничного 

управления, производимого смещением и упругой силой, для 

одномерного телеграфного уравнения с переменным коэффициентом в 

случае:  

 действия управления на одном конце при закреплѐнном втором;  

  действия управления на одном конце при свободном втором;  
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 действия управлений на обоих концах при времени, равном 

критическому; 

4. Во всех теоремах о существовании сформулированы необходимые и 

достаточные условия для существования рассматриваемых задач 

граничного управления; 

5. Обоснована устойчивость решения всех изучаемых смешанных задач и 

задач граничного управления по отношению к аддитивному 

возмущению  (   ) (   ), а также относительно функций, входящих в 

постановку задач. 

 Теоретическая и практическая значимость исследования. Работа 

носит теоретический характер. Еѐ результаты можно использовать при 

чтении спецкурсов для старшекурсников, магистрантов и аспирантов 

специальностей математики и физики. Кроме того, учитывается, что 

полученные результаты также могут быть использованы для моделирования 

различных процессов, описываемых рассмотренными уравнениями. 

 Положения, выносимые на защиту: 

1) Теоремы о разрешимости соответствующих смешанных задач для 

телеграфного уравнения с переменным коэффициентом; 

2) Теоремы о разрешимости задачи граничного управления, 

производимого смещением на одном конце при закреплѐнном втором, 

для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом;  

3) Теоремы о разрешимости задачи граничного управления, 

производимого смещениями на двух концах, для телеграфного 

уравнения с переменным коэффициентом; 

4) Теоремы о разрешимости задачи граничного управления, 

производимого смещением на одном конце при свободном втором, 

для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом; 
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5) Теоремы о разрешимости задачи граничного управления, 

производимого упругой силой на одном конце при закреплѐнном 

втором, для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом;  

6) Теоремы о разрешимости задачи граничного управления, 

производимого упругими силами на двух концах, для телеграфного 

уравнения с переменным коэффициентом; 

7) Теоремы о разрешимости задачи граничного управления, 

производимого упругой силой на одном конце при свободном втором, 

для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом. 

 Степень достоверности результатов проведѐнных исследований. 

Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивается 

строгими математическими доказательствами всех утверждений, 

приведѐнных в диссертации, подтверждается исследованиями других авторов 

в данной области. 

 Соответствие диссертации паспорту научной специальности. 

Диссертационная работа выполнена по специальности 01.01.02 – 

Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное 

управление и полностью соответствует еѐ формуле (дифференциальные 

уравнения с частными производными) и двум пунктам области исследования 

(12. Начально-краевые и спектральные задачи для дифференциальных 

уравнений и систем дифференциальных уравнений; 13. Дифференциальные 

уравнения и системы дифференциальных уравнений в задачах оптимального 

управления и вариационного исчисления). Диссертацию можно считать 

разделом математической физики (смежная специальность 01.01.03 – 

Математическая физика). 

 Личный вклад соискателя учѐной степени. Содержание диссертации 

и основные положения, выносимые на защиту, отражают персональный 

вклад автора в опубликованные работы. Все представленные в диссертации 

результаты получены лично автором. В совместных работах [12-А], [13-А], 
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[14-А], [22-А], [29-А], [30-А], [37-А], [46-А], [49-А] и [51-А] соавторы 

принимали участие в обсуждениях полученных результатов.      

 Апробация результатов. Результаты, полученные в диссертации, 

докладывались и обсуждались на следующих семинарах и конференциях: 

 на научном семинаре кафедры общей математики факультета ВМК МГУ 

имени М.В. Ломоносова под руководством академиков В.А.Ильина и 

Е.И.Моисеева (2012); 

 на научном семинаре кафедры оптимального управления факультета ВМК 

МГУ имени М.В. Ломоносова под руководством профессора 

Ф.П.Васильева (2013); 

 на научном семинаре при Филиале МГУ имени М.В. Ломоносова в городе 

Душанбе (2016-2020); 

 на научном семинаре кафедры вычислительной математики и механики 

механико-математического факультета Таджикского национального 

университета под руководством профессора Н.Шерматова (2013-2014, 

2021-2022); 

 на ежегодных Международных научных конференциях студентов, 

аспирантов и молодых учѐных «Ломоносов-2012» , «Ломоносов-2013»,  

«Ломоносов-2016», «Ломоносов-2017», «Ломоносов-2018» (Москва, 2012, 

2013, 2016, 2017, 2018 гг.); 

 на ежегодной научной конференции «Воронежская зимняя 

математическая школа»  (Воронеж, 2013 г.); 

 на Республиканской научной конференции «Современные проблемы 

прикладной математики и информатики» (Душанбе, 2014 г.); 

 на Международной научной конференции «Математический анализ, 

дифференциальные уравнения и теория чисел» (Душанбе, 2015 г.); 

 на Республиканской научно-практической конференции «Современные 

проблемы дифференциальных уравнений и их приложения» (Душанбе, 

2015 г.);  
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 на научно-практической конференции «Ломоносовские чтения» 

(Душанбе, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020 и 2021 гг.); 

 на Международной научной конференции «Современные проблемы 

математики и ее приложений» (Душанбе, 2016, 2018 гг.); 

 на Республиканской научно-теоретической конференции «Неклассические 

уравнения математической физики и смежные вопросы анализа» 

(Душанбе, 2016 г.); 

 на Республиканской научно-практической конференции «Современные 

проблемы естественных наук» (Душанбе, 2017 г.); 

 на научно-теоретической Республиканской конференции молодых ученых 

ТНУ (Душанбе, 2017); 

 на Международной научной конференции «Современные методы теории 

краевых задач», посвященной 90 - летию академика РАН В.А. Ильина 

(Москва, 2018 г.); 

 на Международной научной конференции «Современные проблемы 

математики и еѐ приложений»,, посвященной 70 летию академика АН РТ 

М. Илолова (Душанбе, 2018); 

 на Международной научной конференции "Современные проблемы 

математики и механики", посвящѐнной 80-летию академика 

В.А.Садовничего (Москва, 2019); 

 на Международной научной конференции «Современные  проблемы 

естественных и гуманитарных наук и их роль в укреплении научных 

связей между странами», посвященной 10-летию Филиала МГУ имени 

М.В. Ломоносова в г.Душанбе (Душанбе, 2019 г.); 

 на II Международной научно-практической конференции на тему «О 

применении дифференциальных уравнений при решении прикладных 

задач» (Душанбе, 2021 г.). 

 Публикации. Основное содержание диссертации опубликовано в 52 

работах автора, 18 из которых – в изданиях, рекомендованных ВАК при 
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Министерстве образования и науки РФ и ВАК при Президенте Республики 

Таджикистан. Статьи [3-А], [4-А], [9-А], [12-А],   [13-А], [14-А], [24-А] 

входят в международные библиографические и реферативные базы данных 

Web of Science и Scopus. Список опубликованных работ приведѐн в конце 

диссертации и автореферата. 

 Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

общей характеристики работы, обзора результатов по теории задач 

граничного управления, шести глав, обсуждения полученных результатов, 

заключения и списка литературы, включающего 303. наименования. В 

диссертации использована двойная нумерация, первая из которых совпадает 

с номером главы, а вторая – с номером определений, утверждений, лемм, 

теорем, замечаний и формул. Текст диссертации изложен на 308 страницах, 

набранных в текстовом процессоре Microsoft Word. 
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ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ ПО ТЕОРИИ ЗАДАЧ ГРАНИЧНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ 

 

1. Общие сведения 

 

 Математическая теория процессов управления возникла из 

потребностей прикладных наук. Как самостоятельный раздел математики это 

направление сформировалось к середине прошлого века. 

 Известно, что развитие теории управления началось с процессов, 

математические модели которых сводятся к обыкновенным 

дифференциальным уравнениям. Для задач, описываемых обыкновенными 

дифференциальными уравнениями термин «управление» был введѐн Л.С. 

Понтрягиным в монографии [252].  

 В настоящее время круг задач управления существенно расширился и 

включает задачи управления объектами, математические модели которых 

описываются в терминах дифференциальных уравнений в частных 

производных [63].  

 Приведѐм некоторые основные понятия и задачи теории управления 

[99]. 

 Системой называется совокупность связанных объектов. Эта связь в 

основном будет определяться дифференциальными уравнениями. 

 Состоянием системы называется совокупность еѐ параметров, 

однозначно определяющих поведение системы при заданном внешнем 

возмущении. 

 Система, состояние которой характеризуется конечным числом 

параметров, называется системой с сосредоточенными параметрами. 

 Система, состояние которой определяется набором функций или 

бесконечным набором числовых параметров, называется системой с 

распределенными параметрами. 
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 Основное содержание теории управления составляют следующие три 

больших класса задач: наблюдаемость системы, управляемость системы и 

оптимальное управление системой. 

 Задача наблюдаемости состоит в определении состояния системы в 

каждый конкретный момент времени по некоторой информации о системе, 

которая получается в течение периода наблюдения. 

 Задачи управления заключаются в определении такого допустимого 

внешнего воздействия, которое переводит систему из некоторого начального 

состояния в заданное конечное состояние к заданному моменту времени. 

 Задачи об оптимальном управлении системами более разнообразны. 

Основное их содержание состоит в том, чтобы добиться такого поведения 

системы, при котором оно было наилучшим по некоторому критерию.  

 Одной из первых задач, которая рассматривалась в теории 

оптимального управления, является задача об оптимальном быстродействии. 

Она состоит в том, чтобы перевести систему из одного заданного состояния в 

другое, также заданное состояние за кратчайшее время при ограниченных 

ресурсах управления. 

 В теории оптимального управления конечномерными системами 

разработаны разнообразные методы исследования различных задач. 

Наиболее распространенными из них являются принцип максимума 

Понтрягина [252], принцип оптимальности Беллмана [56] и метод моментов 

Красовского [208]. 

 При решении задач оптимального управления для конечномерных 

систем обычно решаются две задачи: задача поиска программного 

оптимального управления (найти управление u = u(t), переводящего точку из 

одного положения в другое за кратчайшее время) и задача синтеза 

оптимального управления, когда управление находится как функция 

состояния системы u = u(t, x).  
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 Для систем с распределенными параметрами на допустимые 

управления могут накладываться такие ограничения, которые невозможны 

для конечномерных систем. Например, в уравнении вынужденных колебаний 

струны  
   

   
 

   

   
   функция f рассматривается как управляющая функция. 

Здесь возможны следующие ограничения:             

 1) f зависит только от t: f = f(t);  

 2) функция f произвольно зависит от t и x: f = f(t, x);  

 3) функция f зависит от x − t:  f = f(x − t).  

 Ясно, что таких специальных ограничений на зависимость допустимых 

управлений от t и x в различных задачах может быть сколько угодно. 

 Следует отметить, что задачи оптимального управления системами с 

распределѐнными параметрами ставились в работах [59]-[61], [225]. В этих 

работах были развиты методы, дающие решение ряда конкретных 

практических задач. 

 Разработка теории и техники оптимальных систем с распределѐнными 

параметрами является гораздо более трудной проблемой, нежели 

аналогичная проблема для систем с сосредоточенными параметрами. Это 

связанно с тем, что движение систем с распределѐнными параметрами 

описывается сложными функциональными уравнениями, например, 

уравнениями в частных производных при наличии сложных граничных и 

начальных условий. К тому же для таких систем сильно усложняется 

характер дополнительных ограничений, сопутствующих требованиям 

практической постановки задач.  

 Теории задач управления распределѐнными системами  посвящено 

большое число работ. Возникающие при этом задачи исследовались 

функциональными методами, методом разделения переменных (Фурье), 

методом распространения волн (Даламбера), трактовались с точки зрения 

теории двойственности, а также изучены и другими точными и 

приближѐнными методами. Ниже будет проведѐн анализ результатов 
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некоторых работ, непосредственно относящихся к исследуемой в 

диссертационной работе тематике. 

 

1.2. Обзор результатов, касающихся задач управления процессами, 

описываемыми одномерным волновым уравнением  

 

 Открытое в XVIII веке волновое уравнение является одним из 

важнейших в математической физике и связано с именами таких учѐных, как 

Даламбер, Эйлер, Бернулли и Лагранж. С его помощью, наряду с 

механическими колебаниями, могут быть описаны процессы 

распространения электромагнитных, гравитационных и акустических волн в 

газах, жидкостях и твѐрдых средах.  Вклад в изучение классических решений 

смешанных или, как их ещѐ называют, начально-краевых задач для 

волнового уравнения внесли многие известные математики. После выхода в 

свет работ Н.Винера, К.О.Фридрихса, Н.М.Гюнтера и основополагающей 

работы С.Л.Соболева [8] в первой половине XX в. сформировался интерес к 

построению обобщѐнных решений начально-краевых задач. 

Фундаментальные результаты, касающиеся обобщѐнных решений 

смешанных задач для гиперболических уравнений были получены 

О.А.Ладыженской [216] и В.А.Ильиным [117]. Начально-краевые задачи 

играют ключевую роль при изучении задач граничного управления, теории 

которых посвящено значительное число работ. Ниже будет проведѐн анализ 

результатов некоторых авторов, касающихся различных задач граничного 

управления для волнового уравнения.  

 Впервые задачу об управлении колебаниями в достаточной чѐткой 

математической форме рассмотрел А.Г.Бутковский в 1963 году [62]. В 

предложенной им формулировке задача ставилась следующим образом.  

 Пусть управляемый процесс описывается волновым уравнением 

   (   )       (   )                                               (   )    
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с начальными условиями 

 (   )   ( )      (   )   ( )                                  (   ) 

 Управление процессом происходит с помощью функций  ( )  и  ( )  

 (   )   ( )     (   )   ( )                                     (   ) 

 При этом на допустимые управления  ( ) и  ( ) наложено ограничение  

‖ ( )‖    и ‖ ( )‖      где   -заданная постоянная. Здесь норма элемента 

берѐтся с учѐтом того конкретного пространства управляющих функций, 

элементы которого однозначно определяют классическое или обобщѐнное 

решение краевой задачи, представимое в виде ряда Фурье по собственным 

функциям соответствующей задачи Штурма -Лиувиля. Задача состоит в том, 

чтобы за минимально возможное время полностью успокоить колебания 

системы, т.е. добиться выполнения следующих условий: 

 (   )          (   )                                        (   ) 

 Предложенный им метод решения основан на сведении задачи к 

бесконечномерной проблеме моментов и последующем применении 

обобщения метода Н.Н.Красовского [208]  решения задач подобного рода для 

конечномерных систем. 

 Учѐт волновой природы распространения возмущений в упругом теле 

позволяет использовать управляющие воздействия в несколько необычной 

форме. При этом удаѐтся сравнительно просто решать достаточно сложные 

задачи синтеза оптимального управления упругими колебаниями 

(оптимальное быстродействие в задаче с ограниченными граничными 

управлениями). Волновая природа колебательного процесса была учтена 

А.И.Егоровым  [82]  при решении следующих задач гашения колебаний. 

 1. Задача гашения колебаний, описываемых одномерным волновым 

уравнением. Процесс описывается краевой задачей (0.1)-(0.3),  где  ( ) и  ( ) 

являются управлениями. Решается задача о полном гашении колебаний за 

кратчайшее время      т.е. требуется обеспечить выполнение условий (0.4). 

Доказано, что возможное наименьшее время, за которое можно погасить 
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колебания, равно     и искомые управляющие функции получены в явном 

аналитическом виде.  

 2. Задача успокоения колебаний, описываемых системой 

дифференциальных уравнений с частными производными, с изучением 

которой связаны многие задачи гидромеханики, аэромеханики, 

электромеханики и радиотехники. Процесс описывается уравнениями 

                                       

с начальными условиями   (   )   ( )     (   )   ( )  при       и 

различными  граничными условиями. В частности, если граничные условия 

берутся в виде  (   )   ( )     (   )   ( ) при      где  ( ) и  ( ) -

управления, решается задача о полном гашении колебаний за кратчайшее 

время      т.е. когда требуется обеспечить выполнение условия   (   )  

     (   )    при        

 3. Задача управления колебаниями газа в длинном трубопроводе, 

снабжѐнном управляющим устройством без обратной связи. Процесс 

описывается уравнениями 

                                        

               (   )                ( )         

с граничными и начальными условиями 

 (   )   (   )   ( )         (   )   (   )             

 (   )   ( )        (   )   ( )            

 ( )           ( )      

 Здесь            ̅̅ ̅̅        – положительные постоянные,  ( )  ( ) –

заданные функции и        – заданные постоянные, а  ( ) и  ( ) являются 

управлениями. 

 Целью управления является полное гашение колебаний в системе за 

кратчайшее время      т.е. построение тех управлений, при которых 

выполняется условие 

 (   )        (   )     ( )    ( )     при         
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 Аналогичный метод был использован Л.И.Васницким и                     

И.В.Милосердовой при построении оптимального гасителя продольных 

колебаний стержня [70].  

 Ж.Л.Лионс с помощью теории гильбертовых пространств (метод 

единственности Гильберта) исследовал проблему гашения колебаний, 

описываемых первой краевой задачи для волнового уравнения, в классе 

непрерывных абстрактных функций [4].  

 Точнее, в его работе изучалась задача успокоения с граничными 

условиями Дирихле. Им было доказано отсутствие единственности решения 

полученной задачи при       где   - длина струны. 

 Задача наблюдаемости линейных колебательных систем в достаточно 

общем виде была сформулирована Ж.Л.Лионсом, им был предложен метод 

решения для случая, когда наблюдение осуществляется с помощью 

граничных условий второго рода. Рассматривался процесс, описываемый 

волновым уравнением (0.1) с однородными краевыми условиями  

 (   )         (   )     

 По наблюдаемой функции   (   )   ( ) необходимо восстановить 

начальное состояние системы:  (   ) и   (   )    

 Разработанный Лионсом метод (Hilbert uniqueness method) позволил 

изучить проблему существования граничного управления исследуемой 

задачи не только в одномерном, но и в многомерном случае. В дальнейшем 

HUM –метод Лионса был обобщѐн его учениками и последователями на 

случай квазилинейного волнового уравнения, однородного транспортного 

уравнения, неавтономных гиперболических систем и др. [9], [10], [5], [3], [2]. 

 В работе Р.А.Гловинского, С.Н.Ли и Ж.Л.Лионса [1] изучен вопрос 

численной реализации систематического метода для точной граничной 

управляемости волнового уравнения, уделяя особое внимание частному 

случаю управления Дирихле. Описанные здесь численные методы состоят из 

комбинации: аппроксимаций методом конечных элементов для 
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дискретизации пространства; явных конечно-разностных схем дискретизации 

по времени; предварительно обусловленного алгоритма сопряжѐнных 

градиентов для решения дискретных задач; метода предварительной, 

основанной на бигармонической Тихоновской регуляризации. 

Эффективность вычислительной методики иллюстрируется результатами 

численных экспериментов.  

 В работе Л.Д.Акуленко [13] приводится явная формула для граничного 

управления прямоугольной мембраной с ограничениями на управляющее 

воздействие по абсолютной величине, но при этом конечное состояние 

считается малой окрестностью состояния покоя. 

 В работе Аттаева А.Х. [24] изучается задача граничного управления 

для вырождающегося гиперболического уравнения второго порядка. 

Установлены необходимые и достаточные условия управляемости данными 

Коши за минимальный промежуток времени. Граничные управления 

предъявлены в явном аналитическом виде. 

 В статье Ломовцева Ф.Е. и Ходоса С.П. [227] изучена задача граничного 

управления вынужденными колебаниями однородной ограниченной струны с 

помощью нехарактеристических (направленных не вдоль характеристик 

уравнения струны) нестационарных (с зависящими от времени 

коэффициентами) первых косых производных в двух граничных условиях на 

ее концах. Найден критерий существования, по крайней мере, одной пары 

граничных управлений вынужденными колебаниями ограниченной струны 

этими первыми косыми производными на еѐ двух концах во множестве 

классических решений, т.е. дважды непрерывно дифференцируемых 

функций. Использованы явные рекуррентные формулы и критерии 

существования единственного устойчивого классического решения 

соответствующей смешанной задачи. Доказано, что критерий существования 

таких управлений состоит из необходимых и достаточных соответствующих 

требований гладкости и условий управляемости на входные данные задачи 
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управления (правую часть уравнения, начальные данные и финальные 

данные). 

 В статье Васильева Ф.П. [66] была предложена трактовка основ теории 

двойственности в линейных задачах управления и наблюдения. Его 

совместные с учениками работы [63] и [64] посвящены конструктивному 

решению задач о граничном управлении процессом колебаний. В этих 

статьях были построены эффективные численные алгоритмы нахождения 

искомого граничного управления. Работа [63] основана на использовании 

конечномерной аппроксимации задачи граничного управления, а работа [64] 

использует метод Фурье.  

 В работе Потапова М.М. [256] была предложена устойчивая 

вычислительная процедура построения приближѐнных решений задач 

управления и наблюдения для широкого класса линейных динамических 

систем. В его дальнейших работах  [261]-[263] была показана применимость 

этого метода для волнового уравнения с переменными коэффициентами и 

краевыми условиями третьего рода для случаев односторонних и 

двусторонних граничных управлений. Построенные в этих работах 

разностные приближения при измельчении разностной сетки сходятся 

сильно в метрике класса    к граничным управлениям с минимальной    -

нормой.   

 В работах Васильева Ф.П., Потапова М.М. и Артемьевой Л.А. [68], [69] 

рассматривается класс задач многокритериальной оптимизации в 

гильбертовом пространстве, охватывающий задачи управления различными 

динамическими системами как с сосредоточенными, так и с 

распределѐнными параметрами. Ищется определѐнная точка равновесия в 

предположении, что критерии и их производные известны приближѐнно. 

Применяется регуляризованный экстраградиентный метод и доказывается 

его сходимость. В качестве примера приложения общей теории рассмотрена 

задача управления для параболического уравнения с двумя критериями.   



 
 

24 
 

Приближѐнным методам решения задач граничного управления в 

различных постановках посвящены также работы Потапова М.М. и его 

учеников [72] -[81], [113]-[116], [254],[255], [257]- [260], [264]- [270]. 

Некоторые полученные результаты Васильева Ф.П. и его учеников, 

связанные с приближѐнным методом решения задач управления и 

наблюдения, отражены в [67].  

 Ишмухаметовым А.З. в работе [204] была изучена задача приведения 

однородного стержня в состояние как можно более близкое к заданному за 

промежуток времени    Рассматриваются условия, когда левый конец 

стержня закреплѐн, правый свободен, а управление производится внешней 

поперечной нагрузкой и начальным состоянием. 

 Большой цикл работ, выполненный В.А.Ильиным, Е.И.Моисеевым и 

продолженный их учениками, был опубликован в 1999-2013 годах и связан с 

решением задач граничного управления процессом колебаний в терминах 

обобщѐнного решения смешанных задач сначала из класса  ̂ 
 (  )   а потом 

и из класса  ̂ 
 (  )   где     (     )  (     )  Эти классы были 

впервые введены В.А.Ильиным в работах [119] и [127]. Класс  ̂ 
 (  ) 

определяется как множество функций  (   )  непрерывных в 

прямоугольнике     и имеющих в нѐм обе обобщѐнные производные   (   ) 

и   (   ), каждая из которых не только принадлежит классу   (  ), но и 

принадлежит классу   ,   - для всех   ,   -  и классу   ,   - для всех 

  ,   - (аналогично определяется класс  ̂ 
 (  ))  Принадлежность 

решения этому классу позволяет точно сформулировать требования 

гладкости, накладываемые на начальные, финальные и граничные условия. 

 Приведѐм некоторые основные результаты, полученные в работах 

Ильина В.А. и его учеников.  

 В работах Ильина В.А. и Тихомирова В.В. [119], [120] решена задача 

граничного управления смещениями на двух концах процесса, описываемого 

волновым уравнением (0.1), из класса   ̂ 
 (  )  Под задачей граничного 
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управления понимается нахождение таких граничных функций  (   )   ( )  

и  (   )   ( )  из класса   
 ,   -  которые за минимальный промежуток 

времени   приводят рассматриваемый процесс из начального состояния 

* (   )   ( )    
 ,   -   (   )   ( )    

 ,   -+ в финальное 

состояние * (   )    ( )    
 ,   -   (   )    ( )    

 ,   -+ и 

удовлетворяют условиям согласования с функциями  ( )  ( )  при     и 

с функциями   ( )   ( ) при     (ими доказано, что таким промежутком 

является промежуток времени    )  В этих работах получены два 

принципиально новых результата: 

 1) Установлены необходимые и достаточные условия на функции 

 ( )  ( )   ( ) и   ( ), обеспечивающие существование искомых 

граничных управлений   ( )  и   ( )  имеющие вид 

 ( )    ( )    ( )    
 
( )      

 ( )    ( )    ( )    
 
( )     

 ∫ ( )  

 

 

  ( )   ( )  ∫  ( )  

 

 

   ( )    ( )     

2) При выполнении этих условий найден явный аналитический вид 

искомых управлений:  

 ( )  
 

 
*∫ ( )  

 

 

  ( )   ( )  ∫  ( )  

 

   

   ( )    (   )+  

 ( )  
 

 
*∫  ( )  

 

 

   ( )    ( )  ∫ ( )  

 

   

  ( )   (   )+  

 В работах Ильина В.А. [121], [122] впервые для любого   из интервала 

      установлены  необходимые и достаточные условия существование 

единственного решения и указан явный вид граничных управлений 

смещениями на двух концах, а для случая     (точнее, для случая     

  ) приведѐн общий вид возможных граничных управлений, включающих 
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две произвольные постоянные и четыре произвольные функции из класса   
  

на сегменте по переменной   длины    , которые обеспечивают переход 

колебательного процесса, описываемым уравнением (0.1), из произвольного 

начального состояния в наперѐд заданное финальное состояние. 

Аналогичные результаты В.А.Ильиным получены и в случае, когда 

управление действует на одном конце струны при закреплѐнном втором в 

[123]- [125].  

 В [127]- [130] В.А.Ильин исследовал задачи граничного управления в 

терминах обобщѐнного решения уравнения (0.1), допускающего 

существование конечной энергии. В этих работах все задачи, рассмотренные 

им раньше в терминах классического решения уравнения (0.1), 

рассматривались в обобщѐнной трактовке.  

 Приведѐм одну из основных теорем из работы [127]. 

 Теорема (Ильин В.А.). Для любого   (   - необходимыми и 

достаточными условиями существования единственного решения из класса 

 ̂ 
   задачи граничного уравнения (0.1), (0.2) и 

 (   )    ( )       (   )    ( )                             (   ) 

являются следующие два требования: 

1)   ( )   ( )    
 ,   -       ( )   ( )    ,   -  

2)  справедливость для всех    ,     - двух тождеств: 

 ̂ ( )    ( )   ̂(   )   (   )     

 ̂ (   )    (   )   ̂( )   ( )     

в которых символы   ̂( ) и  ̂ ( ) обозначают первообразные функций  ( ) 

и   ( ) соответственно, удовлетворяющие при любом    ,     -  

соотношению 

 ̂ (  )    (  )   ̂(    )   (    )     

 При выполнении этих требований решение указанной задачи равно 

 (   )   (   )   (     )  

где при       
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 ( )  
 

 
[ ̂( )   ( )]       (   )  

 

 
[ ̂ ( )    ( )]   

 ( )  
 

 
[  ̂(   )   (   )]       (   )  

 

 
[  ̂ (   )    (   )]  

 При этом граничные управления  (   )   ( )    
 ,   - и  (   )  

 ( )    
 ,   -   переводящие процесс колебаний из начального состояния 

(0.2) в финальное состояние (0.5), имеют следующий вид:   

 ( )  
 

 
[ ̂( )   ( )   ̂ (   )    (   )]  

 ( )  
 

 
, ̂ (     )    (     )   ̂(   )   (   )  

 Идеи решения задач управления для волнового уравнения были 

применены В.А.Ильиным для решения задач управления радиально-

симметричными колебаниями круглой мембраны [135] (совместно с 

Моисеевым Е.И.), управления сферически симметричными колебаниями 

трѐхмерного шара [131], 136] и для процессов, описываемых уравнением  

 ( ), ( )  (   )-     (   )    [132], [133]. 

 Результаты В.А.Ильина были перенесены на случай граничного 

управления смещением на одном конце при свободном втором в работах  

Рево П.А., Чабакаури Г.Д. [273], [274] и на случай граничного управления 

упругой силой на одном конце при закреплѐнном втором – в статье Никитина 

А.А. [247]. 

 В работах Тихомирова В.В. [288]-[290] и в работе Рево П.А., 

Тихомирова В.В. [275] исследована задача граничного управления 

колебаниями струны для случая упруго закреплѐнного правого конца, т.е. на 

правом конце задавалось однородное краевое условие третьего рода  

  (   )    (   )         

 Из приведѐнных работ следует, что при     , когда управление 

действует на одном конце и при    , когда управление действует на обоих 

концах, задача граничного управления имеет бесконечно много решений. 

Естественно при этом возникает задача о нахождении оптимального 
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граничного управления, заключающаяся в отыскании среди всех управлений 

того, которое доставляет минимум интегралу граничной энергии. Именно 

этой задаче посвящѐн ряд совместных работ Ильина В.А. и Моисеева Е.И. 

[139]-[165]. 

 Приведѐм постановку задачи оптимального граничного управления 

смещением на одном конце при закреплѐнном втором и соответствующие 

результаты, принадлежащие Ильину В.А. и Моисееву Е.И. [153]. 

 Пусть требуется найти обобщѐнное решение из класса  ̂ 
 (  ) задачи 

граничного управления, производимого смещением  (   )   ( )  

  
 ,   -, при закреплѐнном втором конце струны   (   )    при       

процесса, описываемого уравнением (0.1). Иными словами, надо найти такую 

граничную функцию  (   )   ( )    
 ,   -, которая при выполнении 

условия закрепления позволяет перевести рассматриваемый процесс из 

начального состояния * (   )   ( )    
 ,   -      (   )   ( )    ,   -+ 

в финальное состояние * (   )    ( )    
 ,   -      (   )    ( )  

  ,   -+               

 В работе [128] Ильин В.А. доказал, что эта задача при      имеет 

бесконечно много решений. Таким образом, при      возникает задача об 

определении оптимального граничного управления, заключающаяся в 

отыскании среди всех функций  ( ) из класса   
 ,   -, являющихся 

граничными управлениями, той, которая при фиксированном     

доставляет минимум интегралу 

∫|  ( )|
 
  

 

 

                                                        (   ) 

при наличии условий связи, извлекаемых из выполнения произвольно 

заданных начальных и финальных условий.  

Теорема (Ильин В.А., Моисеев Е.И.). Пусть в сформулированной 

задаче граничного управления         где     и   (    -  Тогда 
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существует единственное при p>1 граничное управление  (   )   ( ) из 

класса   
 ,   -, переводящее систему колебания из начального состояния в 

финальное состояние и доставляющее минимум интегралу граничной 

энергии (0.6)  

Это управление дается формулой  

 ( )   ( )   ( )  

 главное из которых  ( ) является на сегменте [0,      ] линейной 

функцией вида  

 ( )   ( )  *
 

  
∫  

  

 

 ( )  +    

а второе из них  ( ) является на сегменте  [0,      ] периодической 

функцией периода    и определяется равенством   

 (     )  
 

  
∫  

  

 

 ( )   ∫  

 

 

 ( )                 

при всех       и       и при всех        и         и функция 

 ( ) имеет следующий вид:  

  ( )  

{
 
 

 
 

 

 (   )
,  

 (      )    ( )    (      )   ( )-       

 

  
,  

 (   )    ( )    (   )   ( )-                                       
     

 

 В работе [153] также доказано, что при каждом достаточно большом   

оптимальное граничное управление имеет одно и то же значение при всех 

     

 В исследованиях Ильина В.А. и Моисеева Е.И. при решении задачи 

оптимизации важную роль играет следующая 

 Лемма (Ильин В.А., Моисеев Е.И.). Будем говорить, что при 

произвольном натуральном   две совокупности функций 

  ( )      ( )       ( )     ( )                                 (   ) 

и 
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   ( )      ( )       ( )       ( )                               (   ) 

принадлежат при фиксированном     классу     если выполнены два 

условия: 

 1)  каждая функция   ( ) принадлежит классу   ,   -  каждая 

функция    ( )  принадлежит классу   ,    -  

 2) для произвольных вещественных чисел            и              

для произвольно заданных функций  ( ) и  ( )  принадлежащих классам 

  ,   - и   ,    - соответственно, справедливы равенства 

∑     ( )

 

   

  ( )         ∑     ( )

   

   

  ( )  

Тогда если   обозначает инфимум в классе    суммы интегралов 

     
  

,∫[∑|  ( )| 
 

   

]    ∫ [∑|  ( )| 
   

   

]   

  

 

 

 

-   

а  ( ) обозначает поточечный инфимум в каждой точке   сегмента ,    - 

подынтегральных сумм 

 ( )  

{
 
 

 
    

в точке  
[∑|  ( )| 

 

   

]  при        

   
в точке  

[∑|  ( )| 
   

   

]   при          

                  (   ) 

взятых для всех совокупностей функций (0.7) и (0.8) из класса   , то при 

условии, что поточечный инфимум (0.9) достигается на совокупностях 

функций из класса     спроведливо равенство 

  ∫  ( )  

  

 

  

 Чабакаури Г.Д. был изучен вопрос об оптимизации граничного 

управления процессом колебаний на одном конце при закреплѐнном втором 

конце в классе обобщѐнных решений  ̂ 
 (  ) для случая, когда не 
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выполнены необходимые и достаточные условия, полученные В.А.Ильиным, 

на функции, задающие начальное и финальное состояние процесса. Получено 

им явное аналитическое представление для искомого оптимального 

управления [300].  

 Отметим, что во всех вышеуказанных работах решались задачи 

оптимального граничного управления, основанные на смешанных задачах с 

краевыми условиями первого и второго родов.  

 Трудности в изучении управляемых процессов с граничными 

условиями третьего рода по сравнению с их аналогами с краевыми 

условиями Дирихле и Неймана были вызваны отсутствием на достаточно 

больших временных промежутках аналитических представлений для 

обобщѐнных решений смешанных задач при фиксированных управлениях. 

Существенным прорывом в исследовании задач управления с граничными 

условиями третьего рода стала работа Е.И. Моисеева и В.В. Тихомирова 

[229], [230]. В ней была решена в аналитической форме следующая 

смешанная задача с однородным краевым условием третьего рода: 

   (   )     (   )      

 (   )           (   )      

 (   )   ( )       (   )    (   )    

для произвольных промежутков времени    Имено в этой работе было 

установлено, что для представления этого решения в явном виде приходится 

использовать полиномы Лагерра. Также в этой статье была доказана 

единственность решения смешанной задачи для волнового уравнения с 

первым и третьим краевыми условиями. Решение сформулированной 

смешанной задачи, полученное в работе Е.И.Моисеева и В.В.Тихомирова, 

имеет следующий вид:  

 (   )  ∑(  )  (       )

 

   

 ∑(  )  (       )
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   ∑(  ) ∫      
 (   ) 0 (      (   )   )

 

 

 

   

  (      (   )   )1     

где   
 ( ) -полиномы Лагерра и  ( )   ( )  при      и продолжена нулѐм 

при      

 В работах Никитина А.А. [248]-[251] исследованы задачи граничного 

управления с условием третьего рода. Главным результатом Никитина А.А. 

является установление критерия оптимальности для решения задачи 

граничного управления, основанной на смешанной задаче с управлением 

третьим краевым условием на левом конце струны при закреплѐнном правом 

[248].  

 Для постановки задачи оптимизации Никитин А.А. ввѐл в 

рассмотрение функцию  (   )  определѐнную равенством 

 (   )  *     ,       
 (   )       

 (   )-  

при           (   )                }  

  Задача заключается в отыскании среди всех функций  ( )    ,   -   

являющихся граничными управлениями, той, которая доставляет минимум 

обобщѐнному интегралу граничной энергии  

∫| ( )    ∫ (     ) ( )  

 

 

|

 

  

 

 

 

при наличии условий связи, извлекаемых из выполнения произвольно 

заданных начальных и финальных условий. 

 Теорема (Никитин А.А.). Решение рассматриваемой задачи 

граничного управления, удовлетворяющее данному критерию 

оптимальности, существует. На каждом отрезке ,      (   )-   

        оно представляется формулой 
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 ( )  
(  )    (     )

    
  ∫  (   )  

(  )    (     )

    
  

 

 

  

где   ( ) – определяемая в явном виде функция, зависящая только от 

начальных и финальных условий задачи, 

  (   )  ∑     (   )   .
      

 
/  ̃(          (   )) 

      

   

 

  ̃(     ) – вырожденная гипергеометрическая функция Куммера. 

 При     вышеуказанное оптимальное решение является 

единственным. 

 В монографии Знаменской Л.Н. [107] представлены результаты 

исследований автора по управлению упругими колебаниями систем, 

описываемых одномерным волновым уравнением с линейными граничными 

условиями различных родов. 

 В ней подробно рассматриваются практические способы построения 

граничных управлений на основе решений, получаемых методом Даламбера 

и на основе метода Фурье. Определяются обобщѐнные решения класса    

различных типов краевых задач. Для них с помощью априорных оценок 

доказаны теоремы существования и получен явный вид этих решений. 

Решения задач управления получены для классических решений и для 

обобщѐнных  из   ̂  решений краевых задач. Класс функций  ̂ (,     -  

,     -) введѐн автором и он несколько уже обычного класса   , 

поскольку на функции класса    накладываются дополнительные условия: их 

сужения при фиксированном x или при фиксированном t также принадлежат 

классу      

 Часть результатов, вошедших в [107], Знаменской Л.Н. была 

опубликована в работах [102] –[106]. Приведѐм смешанную задачу, которая 

была сформулирована и исследована в [103].  
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 Найти функцию  (   )    ̂ (  ), удовлетворяющую уравнению (0.1), 

краевым условиям (0.3) и финальным условиям (0.5), в которых  ( )  ( )  

  ,   -,   ( )    ,   -,   ( )     ,   -.  

 Теорема (Знаменская Л.Н.). Если существует решение  (   )  

 ̂ (  ) полученной смешанной задачи при      , то для него верна 

оценка 

‖ (   )‖  (  )   ( )  [‖ ( )‖  ,   -  ‖ ( )‖  ,   -]  

 В работе [103] также получены априорные оценки для решений класса 

 ̂ 
  в случае управления на двух концах и      для решений классов  ̂ 

  и 

 ̂  в случае управления на одном конце и     . 

 В работах [126], [166]-[174], [181], [182] В.А. Ильин исследовал 

смешанные задачи и задачи граничного управления для одномерного 

волнового уравнения с нелокальными граничными условиями. В его статьях 

решена задача оптимизации при больших временах. Искомое оптимальное 

граничное управление представлено в явном аналитическом виде. 

 В работах Кулешова А.А. [210]- [212] изучены смешанные задачи для 

уравнения (0.1) с нелокальными граничными условиями в более общей 

постановке. Приведѐм постановку одной задачи с нелокальными граничными 

условиями из работы [210]. 

 Требуется найти решение смешанной задачи для уравнения (0.1) с 

нулевыми начальными условиями (0.2) и граничными нелокальными 

условиями 

 (   )   ( )      (   )    (    )   ( )                    (    ) 

где  ( ) и  ( ) – произвольные функции из класса   
 ,   -  которые 

удовлетворяют условиям  ( )     ( )                    – произвольная 

константа.  

 Теорема (Кулешов А.А). Для произвольного       произвольного    

любого     удовлетворяющего неравенству         и произвольных 

функций  ( ) и   ( ) из класса   
 ,   -  удовлетворяющих условиям  ( )  
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   ( )     смешанная задача (0.1), (0.2), (0.10) имеет единственное 

обобщѐнное решение  (   ) из класса  ̂ 
 (  )  которое определяется 

формулой 

 (   )   (   )   

 ∑     0 (    (      ))   (    (      ))1

(   )   

  

 ∑     [ (    (      ))   (    (      ))]
(   )   

  

где 

 ( )  {
 ( )         
              

           ( )  {
 ( )         
              

  

   *(   )    (   )            |   |        +   

   *(   )    (   )            | |        +  

      будут выбраны так, чтобы     (    )(    )      

  (    ) и постоянные           находятся по определѐнному алгоритму. 

 Работы Е.И.Моисеева и А.А.Холомеевой  [232], [243], [293], [294] также 

посвящены задаче граничного управления для уравнения (0.1) с 

нелокальными граничными условиями в различных постановках, в которых 

решение рассматриваемых задач строится в явном аналитическом виде.  

 В статье [299] Чабакаури Г.Д. рассматривает смешанную задачу с 

нелинейным нелокальным граничным условием для одномерного волнового 

уравнения. Им доказано существование и единственность обобщѐнного 

решения этой задачи из класса, допускающего существование ограниченной 

энергии.   

 В 2009 году В.А.Ильин получил формулу типа Даламбера для 

продольных колебаний бесконечного стержня, состоящего из двух участков 

разной плотности и разной упругости [175]. В [176] аналогичная формула им 

была получена для поперечных колебаний бесконечного стержня, 

состоящего из двух участков разной плотности.  
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 В работах В.А.Ильина и П.В.Луференко [177]-[178] исследованы 

смешанные задачи для разрывного волнового уравнения при условии 

равенства импедансов. Ими были получены явные аналитические формулы 

для рассматриваемых смешанных задач. Ильин В.А. и Луференко П.В. в 

[179] получили аналитический вид оптимальных граничных управлений 

продольными колебаниями стержня, состоящего из двух участков, имеющих 

разные плотности и упругости, но одинаковые импедансы. Аналогичный 

результат Ильиным В.А. был получен в [180] в случае совпадения времени 

прохождения волны по каждому из участков стержня. Далее, данная 

тематика нашла своѐ развитие в работах Ильина В.А. [183]-[188], Беликова 

А.В. [55], Кулешова А.А. [213], [214] и Рогожникова А.М. [276]- [279]. 

Следует отметить, что Рогожников А.М. исследовал смешанные задачи, а 

также задачи оптимального граничного управления, описывающие процесс 

колебаний стержня, состоящего из нескольких участков. 

 В статях Ильина В.А. и Кулешова А.А. [189]-[194] рассмотрены 

обобщѐнные решения волнового уравнения из классов Lp и Wp
1
 при p >1. Ими 

найден критерий принадлежности этим классам решения различных 

смешанных задач, а также изучены свойства обобщѐнных решений 

волнового уравнения из указанных классов. 

 Цикл работ Егорова А.И. и Знаменской Л.Н. посвящѐн задачам 

наблюдения и управления колебаниями связанных объектов с 

распределѐнными и сосредоточенными параметрами [84]-[96], [109], [111], 

[112]. Например, в [84] ими была рассмотрена задача гашения колебаний 

системы, которая описывается совокупностью волнового уравнения и 

обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка, т.е. система 

состоит из двух объектов. Колебания одного объекта описываются волновым 

уравнением с граничными условиями первого рода. Колебания другого 

объекта описаны обыкновенными дифференциальными уравнениями второго 

порядка, содержащими управляющую функцию: 



 
 

37 
 

   (   )       (   )    (   )       *(   )                 + (    ) 

 (   )   ( )        (   )   ( )                               (    ) 

 (   )         (   )   ( )                                  (    ) 

  ( )  (  )  ( )   ( )     (   )                         (    )  

 ( )              ( )                                      (    ) 

 Предполагается, что  (   )    (    )  поэтому  ( )    ,   -  ( )  

  ,   -  ( )    ,   -  ( )   ,   -  и выполнены условии согласования  

 ( )          ( )     ( )           ( )           ( )       

 ( )      ( )     ( )  (  )  ( )  

 Сформулирована задача управления колебаниями следующим образом: 

найти период времени   и функцию  ( )  такие, что решение   (   ) задачи 

(0.11)-(0.15) с начальными значениями (0.12) в момент времени   принимает 

нулевые финальные значения  

 (   )            (   )                                    (    ) 

 Сформулированы результаты, определяющие общее решение краевой 

задачи (0.11)-(0.15), в зависимости от того, как связаны между собой 

коэффициенты      и     Доказано, что погасить колебания удаѐтся за время 

        При этом для искомого оптимального управления найдено явное 

аналитическое выражение. 

 Знаменской Л.Н. в 2004 году была защищена докторская диссертация 

на основании ранее полученных ей результатов по теории задач управления и 

наблюдения [108].  

 В работе Барсегяна В.Р. и Солодушой С.В. [52] рассматривается задача 

граничного управления колебаниями однородной струны, для которой 

наряду с классическими краевыми (начальным и конечным) условиями 

заданы значения функции прогиба в промежуточные моменты времени. 

Задача управления смещением одного конца струны при закреплѐнном 

другом конце сведена к задаче управления с нулевыми граничными 

условиями. Предложен конструктивный метод построения граничного 
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управления процессом колебаний струны с заданными значениями функции 

прогиба в промежуточные моменты времени. Проведѐн вычислительный 

эксперимент и построены соответствующие графики, которые подтверждают 

полученные результаты.  

 Следует отметить, что В.Р.Барсегяным совместно с его учениками 

опубликован ряд работ, посвящѐнных теории задач управления [25]-[42]. В 

2016 году была издана его монография [43], посвящѐнная проблемам 

управления составных линейных динамических систем и систем с 

многоточечными промежуточными условиями, с ограничениями на значения 

разных частей координат фазового вектора в промежуточные моменты 

времени. Для конкретных составных систем и систем с многоточечными 

промежуточными условиями построены явные решения задачи управления, 

оптимального управления и стабилизации.  

 В работе В.Р.Барсегяна [44] рассмотрена задача управления и 

оптимального управления одной системой линейных нагруженных 

дифференциальных уравнений, для которой, наряду с классическими 

краевыми (начальным и конечным) условиями, заданы неразделенные 

многоточечные промежуточные условия. Предполагается, что в точках 

нагружения функция фазового состояния системы имеет левосторонние 

пределы и выполняются некоторые неразделѐнные многоточечные условия. 

В работе сформулировано необходимое и достаточное условие вполне 

управляемости для рассмотренной системы линейных нагруженных 

дифференциальных уравнений. Приведѐн конструктивный подход решения 

задачи управления и сформулированы условия существования программного 

управления и движения. Построен аналитический вид управляющего 

воздействия для задачи управления, а также предложен способ решения 

задачи оптимального управления. Работы этого автора [45]-[50] также 

посвящены исследованию задач управления для поэтапно меняющихся 

линейных систем нагруженных дифференциальных уравнений. 
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 В работе А.А.Андреева и С.В.Лексиной [19] получены необходимые 

условия на функции, определяющие начальные и финальные условия, при 

которых удаѐтся решить задачу управления для объектов, процесс колебания 

которых описывается системой волновых уравнений  

   (   )         

в области      ,   -  ,   -  где   ,  (   )   (   )-   – вектор-функция,  

  – постоянная, квадратная матрица второго порядка. Задача управления 

сформулирована следующим образом: найти вектор-функции  (   )   ( )   

 (   )   ( ) из класса   ,   - такие, чтобы для решения  (   ) первой 

краевой задачи с заданными начальными условиями  (   )    ( )  

  ,   -      (   )    ( )    ,   - в момент времени   выполнялись 

финальные условия  (   )    ( )    ,   - и   (   )    ( )    ,   -   

Для искомых граничных управлений найдены явные аналитические 

выражения типа Даламбера. Результаты этой работы обобщают результат 

В.А.Ильина [127] на случай системы волновых уравнений.  

 В работе Лексиной С.В. [220] приведена формула, определяющая 

общее решение для матричного волнового уравнения. Выписаны граничные 

управления в условиях второй краевой задачи. В этой работе предполагается, 

что   -действительная квадратная матрица порядка    с действительными, 

положительными собственными значениями. 

 В двух первых главах кандидатской диссертации Лексиной С.В. [222] 

исследованы различные краевые задачи и задачи граничного управления, для 

системы волновых уравнений. В зависимости от свойств матрицы   

получены общее решение матричного волнового уравнения и аналог 

формулы Даламбера. Также получены управляющие функции в условиях 

первой и второй краевой задачи, вид которых существенно зависит от 

спектра матрицы    
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 Исследование различных задач для приведѐнной системы волновых 

уравнений посвящены также другие работы Андреева А.А. и Лексиной С.В. 

[14]- [21], [218]- [224]. 

 В работах А.А.Андреева, Е.А.Козловой и С.В.Лексиной [22], [23] 

рассмотрена задача граничного управления для системы гиперболических 

уравнений, содержащей смешанную производную вида 

                  

где      –постоянные коммутирующие матрицы размерности    (   )  

   мерная вектор-функция. Управление осуществляется смещением, то есть 

в условиях первой краевой задачи. Авторами рассмотрены различные 

варианты структуры матриц, входящих в систему уравнений. Существенным 

условием является их коммутативность. В случае, когда матрицы нельзя 

одновременно привести к диагональному виду, решения необходимых задач 

для уравнений системы представлены с помощью специальных 

дифференциальных операторов. 

 В диссертации Козловой Е.А. [206] исследованы задачи граничного 

управления в условиях первой краевой задачи для систем гиперболических 

уравнений второго порядка. В ней построено решение задачи граничного 

управления для системы гиперболических уравнений второго порядка с 

двумя независимыми переменными при различных формах входящих в неѐ 

коммутативных матричных коэффициентов. Получено решение задачи 

граничного управления для уравнения гиперболического типа второго 

порядка с двумя независимыми переменными, содержащего смешанную 

производную, для различных видов характеристических областей. Найдено 

также решение задачи граничного управления для системы гиперболических 

уравнений второго порядка с двумя независимыми переменными, 

содержащей смешанную производную, при различных формах входящих в 

неѐ коммутативных матричных коэффициентов. 
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 Таким образом, на основании вышеизложенного можно сделать вывод 

о том, что основные задачи граничного управления для однородного 

волнового уравнения подробно изучены. 

 

3. Обзор результатов, касающихся задач управления процессами, 

описываемыми одномерным телеграфным уравнением 

 

     Одномерное телеграфное уравнение является математической моделью 

большого числа физических процессов, имеющих важное практическое 

значение. Телеграфное уравнение описывает давление нефти или газа в 

трубопроводе, характеризует динамику силы тока при распространении 

электромагнитных волн в длинных линиях, свободные колебания 

геологической среды (пластовые давления и смещения) и т.п.   

         В книге Тихонова А.Н. и Самарского А.А. [291] задача Коши для 

телеграфного уравнения 

   (   )     (   )     (   )                               (    ) 

решена методом Римана. При этом решение задачи Коши для уравнения 

(0.17) выражается через функцию Бесселя нулевого порядка. 

 Следует отметить, что к уравнению (0.17) сводится система 

телеграфных уравнений для случая, когда сигнал по линии передаѐтся с 

искажением. 

 Интересные результаты, связанные с задачей граничного уравнения для 

телеграфного уравнения (0.17), получены в работе В.А.Ильина и 

Е.И.Моисеева [134]. Точнее, в этой работе ими была исследована задача 

граничного управления на одном конце при закреплѐнном втором процессом, 

протекающим за промежуток времени   и описываемым обобщѐнным 

решением телеграфного уравнения (0.17) из класса, допускающего 

существования конечной энергии. Приведѐм постановку задачи и 

соответствующие результаты из работы [134]. 
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 Пусть процесс описывается телеграфным уравнением (0.17). Требуется 

найти функцию  (   )   ( )   позволяющую при выполнении условия 

закрепления   (   )         ,   - перевести рассматриваемый процесс из 

начального состояния (0.2) в финальное состояние (0.5). Продолжим 

заданные на сегменте       функции  ( )  ( )   ( ) и   ( ) нечѐтно 

относительно точки     на сегмент        . Обозначим символом    

треугольник, ограниченный прямыми                     

символом    – треугольник, ограниченный прямыми             

        символом    – треугольник, ограниченный прямыми        

              .  

 Теорема (Ильин В.А., Моисеев Е.И.). Для промежутка времени 

     при произвольных функциях  ( )   ( )    
 ,   -     ( )   ( )  

  ,   -  удовлетворяющих лишь условиям закрепления  ( )     и    ( )     

существует решение  (   )   ̂ 
 (   ) задачи рассматриваемого 

граничного управления, имеющее вид  (   )   ̅(   )   (   )   где  ̅(   ) 

равно     

 (   )   (   )

 
 

  

 
∫

  0 √   (   ) 1

√   (   ) 
 ( )  

   

   

  

 
 

 
∫   0 √   (   ) 1 ( )  

   

   

 

в треугольнике      равно 

 (      )  
 

 
∫

 ( ) √   

√        
  0 √(   )(        )1   

      

 

 

при 

 ( )  
 ( )   (    )

 
 

    

 
 ∫

  0 √ (      )1

√ (      )
 ( )  
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∫   0 √ (      )1 ( )  

    

 

 

в треугольнике    и равно тождественному нулю в треугольнике      а 

 (   ) равно 

  (      )    (      )

 
  

 
 (    )

 
∫

  0 √(    )  (   ) 1

√(    )  (   ) 
  ( )  

      

      

  

 
 

 
∫   0  √(    )  (   ) 1

      

      

  ( )   

в треугольнике      равно  

  (   )  
 

 
∫   ( )

 √      

√     
  0 √(      )(     )1   

   

 

 

  ( )  
  ( )    (    )

 
 

    

 
 ∫

  0 √ (      )1

√ (      )
  ( )  

    

 

  

 
 

 
∫   

    

 

0 √ (      )1  ( )   

в треугольнике    и равно тождественному нулю в треугольнике   . 

 При этом  (   ) является решением из класса  ̂ 
 (   ) задачи о 

полном успокоении, а  (   ) является решением из класса  ̂ 
 (   ) задачи о 

приведении в наперед заданное состояние первоначально покоящейся 

системы. В частности, искомое граничное управление  (   )   ( )  

  
 ,    -   переводящее процесс из начального состояния * (   )   ( )  

  
 ,   -   (   )   ( )    ,   -+ в финальное состояние * (   )  

  ( )    
 ,   -   (   )    ( )    ,   -+  имеет вид 
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 ( )   (    )  
 

 
∫  ( )

 √ 

√      
  0 √ (      )1   

    

 

  

   ( )  
 

 
∫  ( )

 √    

√   
  0 √(    )(   )1    

 

 

 

где символ   ( ) обозначает функцию Бесселя первого рода, а символ 

  ( )  (  )   (  ) – функцию Бесселя третьего рода. 

 Также обосновано, что промежуток времени      является 

критическим. 

 В статье [138] В.А.Ильин и Е.И.Моисеев исследовали задачу 

граничного управления на двух концах процессом, описываемым уравнением 

(0.17). В этой работе получены необходимые условия существования 

искомых граничных управлений, а также они с помощью функции Бесселя 

первого и третьего рода порядка   найдены в явном аналитическом виде. 

Ими доказано, что при этом критическим является момент времени      

 В статье Знаменской Л.Н. и Потаповой З.И. [110], а также в главе 6 

монографии Л.Н. Знаменской [107] решена задача об управлении процессом 

прохождения тока по проводу, который характеризуется силой тока   и 

напряжением    являющимися функциями положения точки   и времени  . 

Эти функции удовлетворяют системе телеграфных уравнений 

{
            
            

 

где    и   – сопротивление и коэффициент самоиндукции, а   и   –

коэффициенты ѐмкости и утечки, рассчитанные на единицу длины. 

Приведены классические решения различных краевых задач и задач 

граничного управления с помощью метода Даламбера. 

 В работах И.Н. Смирнова [284], [286] для стержня, состоящего из двух 

разнородных участков, имеющих одинаковые импедансы, установлен явный 

аналитический вид граничного управления смещением на обоих концах этого 

стержня, которое за минимально возможный промежуток времени переводит 
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процесс его колебаний из произвольно заданного начального состояния в 

финальное состояния покоя.       

 Если обозначить через   (   ) смещение точки стержня   в момент 

времени    то процесс колебаний такого стержня, протекающий за 

промежуток времени        описывается разрывным телеграфным 

уравнением  

   (   )  {
  

    (   )     (   )     ,       -  ,     - 

  
    (   )     (   )     ,      -  ,     - 

 

в котором    √
  

  
       √

  

  
             – коэффициент упругости и 

         – линейная плотность участка                  –

коэффициент упругости и          – линейная плотность участка     

        и     – произвольные положительные числа. Предполагается, что в 

точке     стыка двух участков выполнены условия сопряжения  

 (     )   (     )  и      (     )      (     )  

 В указанных работах И.Н.Смирнова при исследовании 

сформулированной задачи важную роль играет равенство импедансов, т.е.  

            Как и в работах В.А.Ильина и Е.И.Моисеева решение задачи 

граничного управления, полученное И.Н.Смирновым, использует функции 

Бесселя и минимальный промежуток для полного успокоения 

рассматриваемой системы является момент времени      

      И.Н.Смирновым также получены формулы типа Даламбера для 

бесконечного стрежня, состоящего из двух участков разной плотности и 

разной упругости и решены 7 смешанных начально-краевых задач для 

телеграфного уравнения (0.17) [281]-[283], [285], [287]. Для любого 

промежутка времени T им получен явный аналитический вид решения u(x,t).  

 В статье А.А.Кулешова, И.С.Мокроусова и И.Н.Смирнова [215] изучен 

вопрос о разрешимости смешанных задач для телеграфного уравнения (0.17) 

в классе    при      В этой работе доказано существование в 
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прямоугольнике    (     )  (     ) единственного обобщѐнного 

из   (  )      решения u(x,t) смешанной задачи для (0.17) при     с 

начальными нулевыми и граничными  (   )   ( )    ,   -  (   )    

условиями. Решение построено в явном аналитическом виде. 

 В статье Е.И.Моисеева и Н.И.Юрчука [244] изучены классические и 

обобщѐнные решения задач для телеграфных уравнений с потенциалом 

Дирака. Точнее, ими получены классические и сильно обобщѐнные решения 

задачи Коши и второй смешанной задачи, а также сильно обобщѐнное 

решение (классическое решение не существует) первой смешанной задачи 

для телеграфных уравнений, свободный член в которых имеет вид 

  (     ) (   )   

 Представляет большой интерес исследование задач граничного 

управления для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом вида  

   (   )     (   )   (   ) (   )   (   )                                (    ) 

 В кандидатской диссертации соискателя [11] впервые для уравнения 

(0.18) были изучены задачи граничного управления, производимого 1) 

смещением на одном конце при закреплѐнном втором; 2) смещением на 

одном конце при свободном втором; 3) смещениями на двух концах в случае 

ограниченного и измеримого коэффициента. Была доказана разрешимость 

рассматриваемых задач граничного управления при критическом моменте 

времени. В аналоге с результатами В.А.Ильина и Е.И.Моисеева здесь 

критическим для случаев 1) и 2) является промежуток времени T=2l, а для 

случая 3) – T=l. Доказана также разрешимость всех соответствующих 

смешанных задач для уравнения (0.18). Помимо этого в [11] были 

исследованы соответствующие смешанные задачи и задачи граничного 

управления для уравнения вынужденных колебаний струны ( (   )   ) при 

любом моменте времени T>0. В случаях неоднозначности граничных 

управлений решена задача оптимизации, заключающаяся в отыскании среди 
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всех управлений того, которое доставляет минимум интегралу граничной 

энергии.  

 В работе Л.В.Крицкова [209] рассматривается процесс, описываемый в 

прямоугольнике    (     )  (     )  уравнением (0.18) с 

условием  (   )   , в котором коэффициент  (   ) лишь суммируем с 

квадратом на     Им доказано, что для этого процесса задача граничного 

управления условием  (   )   ( ) при      имеет ровно одно решение в 

классе   
 (  ) при минимальных требованиях на гладкость начальных и 

финальных функций и при выполнении естественных условий согласования 

при x=l. 

 Отметим, что вопросы управляемости на сверхкритических 

промежутках времени также исследовались для непрерывного 

неотрицательного коэффициента  (   )   ( ) в работах В.А.Коморника [2] 

и М.М.Потапова [268].   

 Проведѐнный анализ показывает, что задачи граничного управления 

для телеграфного уравнения с постоянным коэффициентом (0.17) и тем более 

для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом (0.18) мало 

изучены. Следует отметить, что уровень сложности исследования задач 

граничного управления для уравнения (0.18) связан с тем, что явного 

аналитического решения для него не ожидается. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

48 
 

ГЛАВА 1.  

ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

ТЕЛЕГРАФНЫМ УРАВНЕНИЕМ С ПЕРЕМЕННЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ, ПРОИЗВОДИМОЕ СМЕЩЕНИЕМ НА ОДНОМ 

КОНЦЕ ПРИ ЗАКРЕПЛЕННОМ ВТОРОМ  

  

В этой главе в терминах обобщенного решения телеграфного уравнения 

с переменным коэффициентом вида ),,(=),(),(),(),( txftxutxqtxutxu xxtt 

,<<0 lx Tt <<0  изучается вопрос о граничном управлении процесса, 

описываемого этим уравнением, производимом смещением на конце 0=x  

при условии, что конец lx =  закреплен. Глава состоит из трех пунктов. В 

первом пункте приводятся постановка задачи и необходимые определения. 

Во втором пункте изучен вопрос существования и единственности решения 

смешанной задачи для рассматриваемого уравнения. Основному результату 

данной главы - доказательству существования при lT 2=  и единственности 

при lT 2  решения изучаемой задачи граничного управления посвящен 

третий пункт. 

 

1.1. Постановка задачи и основные определения 

 

В прямоугольнике ][0][0= TtlxQT   рассмотрим следующие 

задачи:    

– смешанную задачу I:   

,),(=),(),(),(),( TQвtxftxutxqtxutxuLu xxtt           (1.1) 

 ,00),(),(=)(0, Ttприtluttu                 (1.2) 

  ,0)(=,0)(),(=,0)( lxприxxuxxu t               (1.3) 

в которой ,][0,)( 1

2 TWt  ,][0,)( 1

2 lWx  ,][0,)( 2 lLx   )(),( 2 TQLtxf   и 

выполнены условия согласования  

0;=)((0),=(0) l                                  (1.4) 
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– смешанную задачу II: уравнение (1.1) с краевыми условиями (1.2) при 

Tt 0  и условиями  

,0)(=),(),(=),( 11 lxприxTxuxTxu t             (1.5) 

в которой ,][0,)( 1

2 TWt  ,][0,)( 1

21 lWx  ][0,)( 21 lLx   и выполнены 

условия согласования  

0;=)((0),=)( 11 lT                                     (1.6) 

– задачу граничного управления III: уравнение (1.1) с условием 

закрепления 0),( tlu при ,0 Tt   начальными условиями (1.3) и 

финальными условиями (1.5), в которой ][0,)(),( 1

21 lWxx   и 

].[0,)(),( 21 lLxx   

В задачах I-III требуется, что переменный коэффициент ),( txq  

принадлежит лишь классу  .2 TQL  

Решение поставленных задач понимаем в обобщенном смысле и будем 

искать в классе ,)(ˆ 1

2 TQW  впервые введенном В.А.Ильиным в 2000 году [127]. 

Приведем определение этого класса. 

Определение 1.1. Говорят, что функция двух переменных  (   ) 

принадлежит классу  ̂ 
 (  )  если она непрерывна в замкнутом 

прямоугольнике    и имеет в нѐм обе обобщенные частные производные 

первого порядка, каждая из которых принадлежит классу   (  ) и, кроме 

того, принадлежит классу   ,     - при любом фиксированном   ,   - 

и принадлежит классу   ,     - при любом фиксированном   ,   -. 

Отметим, что из принадлежности решения задачи III классу )(ˆ 1

2 TQW

следует, что функция ),( txu  имеет след ,][0,)(=)(0, 1

2 TWttu  который 

удовлетворяет условиям согласования с функциями )(x и )(1 x , т.е. (1.4) и 

(1.6). 
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Определение 1.2. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

интегральному тождеству  

  dxxxxxdxdttxLtxu t

lTl

,0)]()(,0)()([),(),(
000

  

  

l T

x

T

dxdttxtxfdttt
0 00

),(),(=)(0,)(                               (1.7) 

 

для любой пробной функции ),( tx  из класса
1

 ,)(ˆ 2

2 TQW  подчиненной 

условиям 0),(=)(0,  tlt  при Tt 0  и условиям 0),(=),(  TxTx t  при 

,0 lx   и которая, кроме того, удовлетворяет граничным условиям (1.2) и 

первому начальному условию (1.3) в классическом смысле, а второму 

начальному условию (1.3) – почти всюду на ][0, l . 

Определение 1.3. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи II 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

тождеству (1.7), в котором вместо второго интеграла стоит взятый со знаком 

«минус» интеграл dxTxxTxx t

l

)],()(),()([ 11
0

   и которое выполнено для 

любой функции ,)(ˆ),( 2

2 TQWtx  подчиненной условиям 0),(=)(0,  tlt  

при Tt 0  и условиям 0,0)(=,0)(  xx t  при ,0 lx  и которая, кроме 

того, удовлетворяет граничным условиям (1.2) и первому финальному 

условию (1.5) в классическом смысле, а второму финальному условию (1.5) 

почти всюду на ][0, l . 

Определение 1.4. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного 

управления III назовем решение ),( txu из этого класса смешанной задачи I с 

такой функцией ,)(t  что выполнены первое финальное условие (1.5) в 

классическом смысле, а второе условие (1.5) почти всюду на ][0, l .  

                                                      
1
 Определение этого класса аналогично определению 1.1 и приведено в [127]. 
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Так же, как и в [134], нетрудно проверить, что если функция ),( txu  

есть решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, то функция 

),(=),(
0

tTxutxu   является решением из того же класса смешанной задачи II, 

у которой в уравнении (1.1) следует заменить коэффициент ),( txq на 

,),( tTxq  функцию )(t  в (1.2) на )( tT   и в (1.5) положить ,)(=)(1 xx 

.)(=)(1 xx    

 

1.2. Разрешимость смешанных задач  

 

В этом пункте изучим вопрос существования и единственности решения 

смешанных задач I и II из пункта 1.1.  

Повторяя схему рассуждений, изложенных в работе [117, гл.2,   ], 

докажем справедливость следующего утверждения.  

 Утверждение 1.1. Пусть q(x,t) есть нулевой элемент класса  .2 TQL  

Тогда для любого     смешанная задача I может иметь только одно 

обобщенное решение из класса  ̂ 
 (  )  

Доказательство. Предположим, что существует два решения   (   ) и 

  (   ) смешанной задачи I из класса  ̂ 
 (  )  Тогда их разность  (   )  

  (   )    (   ) является решением следующей задачи: 

   (   )     (   )            в       

 (   )         (   )        при          

 (   )          (   )       при          

При этом интегральное тождество (1.7) примет следующий вид: 

∫  

 

 

∫  

 

 

 (   ),   (   )     (   )-                             (    ) 

 Представим функцию  (   )        

 (   )   ( )   ( )  
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где f(t) – любая дважды непрерывно дифференцируемая на всей бесконечной  

прямой функция, равная нулю при               а  ( )- одна из 

собственных функций спектральной задачи  

{
   ( )    ( )    
 ( )   ( )    

 

 -соответствующее собственное значение. Сразу же отметим, что   ( )  

   
  

 
       Очевидно, что  

   (   )    ( )   ( )       (   )    
  ( ) ( )  

 

   (   )     (   )    ( )   ( )    
  ( ) ( )   

 

   ( )   ( )      ( ) ( )    ( ),   ( )     ( )-  

 

 Зафиксировав любое      мы убедимся в справедливости  (   )  

          и отсюда следует, что в дальнейшем мы можем взять вместо f(t) 

функцию  (   )   Итак, тождество (7*) примет следующий вид: 

∫  

 

 

∫  

 

 

 (   ),   (   )     (   )-      

 ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   )  ( ),   (   )     (   )-      

 ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   )  ( )   (   )      

   ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   )  ( ) (   )        

 Положив 

  ( )  ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   )  ( ) (   )                                    ( ) 

получим, что  
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  ( )      ( )     

 

 Общее решение этого уравнения имеет следующий вид: 

 

  ( )       √         √                                 (  ) 

 

 Из (*) видно, что   ( )    при       Но тогда ясно, что в формуле 

(**)          и отсюда   ( )             

 Следовательно, 

∫  

 

 

∫  

 

 

 (   )  ( ) (   )          

 

 Составив теперь функцию 

 (   )  ∫  

 

 

 (   ) (   )    

получим, что  

∫  

 

 

  ( ) (   )      

 

 Из этого равенства вытекает, что функция  (   ) ортогональна по 

области [0,l] ко всем собственным функциям   ( ). Отсюда в силу полноты 

системы 2   
  

 
 3 (см., например, [59]) получим, что    

∫  

 

 

 (   ) (   )     

 

и в частности, при     найдѐм: 

∫  

 

 

 (   ) ( )      
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 Из последнего соотношения в силу известного факта (см., например, 

[280, стр.159]) окончательно получим, что  (   )    и   (   )    (   ) в 

прямоугольнике     Утверждение 1.1 доказано. 

Рассмотрим теперь смешанную задачу I, у которой  ( )    на сегменте 

,   -   ( )    почти всюду на ,   -  q(x,t) есть нулевой элемент класса 

 ,2 TQL а граничное значение  ( ) является произвольной функцией из класса 

  
 ,   -  При этом в силу условия согласования (1.4) должно выполниться 

равенство  ( )     Обозначим символом  ( ) функцию, совпадающую с 

 ( ) при       и продолженную нулем при      Очевидно, что  ( )  

  
 ,    -        

 Утверждение 1.2. Пусть       Тогда единственное решение  (   ) из 

класса  ̂ 
 (  ) смешанной задачи I, у которой  ( )    на сегменте ,   -  

 ( )    почти всюду на ,   -, q(x,t) является нулевым элементом класса 

 ,2 TQL   (   )    ,  -, а  ( ) - произвольная функция из класса   
 ,   -  

для которой  ( )     определяется равенством  

  

 (   )   
 
(   )  

 

 
∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )                                 (   ) 

 

в котором функция  
 
(   )   (   )   (      ) является решением 

смешанной задачи I для однородного волнового уравнения (см. [47]) и 

подынтегральная функция получена из функции  (   ) нечетным 

продолжением относительно границ     и     прямоугольника   . 

      Доказательство. С помощью свойств функций  ( ) и  (   ) тривиально 

проверяется, что при      функция (1.8) удовлетворяет для любого 

  ,   - граничным условиям (1.2) и первому начальному условию  

 (   )    при всех   ,   -  а второму начальному условию   (   )    – 

почти всюду на ,   -  Поэтому достаточно убедиться в том, что она 
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удовлетворяет тождеству (1.7), в котором  ( )         ,   -  а  ( ) 

является нулевым элементом   ,   -  т.е. соотношению   

       ∫  

 

 

∫  

 

 

, (   )  (   )   (   ) (   )-      

 ∫  

 

 

 ( )  (   )                                           (   ) 

 

для любой функции  (   ) из определения 1.2. Так как справедливость 

тождества (1.9) с  (   )    для функции  
 
(   ) установлена в [128], нам 

достаточно доказать его справедливость только для второго слагаемого 

правой части (1.8).  

С помощью интегрирования по частям придадим левой части 

соотношения (1.9) следующий вид:   

       ∫  

 

 

∫  

 

 

,  (   )  (   )    (   )  (   )-               

 ∫∫ (   ) (   )     

 

 

 

 

                                    (    ) 

 

Итак, нам надо доказать, что правая часть (1.10) равна нулю. Обозначим 

через  ̂(   ) произвольную первообразную по   функции  (   )  Найдя из 

(1.8) с  
 
(   )      (   )    (   ) и подставляя их в правую часть (1.10), 

далее с помощью интегрирования по частям и с учетом свойств функции 

 (   ) получим:   

 

 

 
∫  

 

 

,∫  

 

 

(∫  

 

 

, (       )   (       )-  )  (   )  -    
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∫  

 

 

,∫  

 

 

(∫  

 

 

, (       )   (       )-  )  (   )  -    

 ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   ) (   )      

  
 

 
∫  

 

 

∫  

 

 

,∫  

 

 

[ ̂(       )   ̂(       )]  -   

 

    (   )     ∫  

 

 

,∫  

 

 

*∫  

 

 

 ̂(   )  +   (   )  -    

 
 

 
∫  

 

 

∫  

 

 

,∫  

 

 

[ ̂(       )   ̂(       )]  -   (   )      

 

 ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   ) (   )      ∫  

 

 

,∫  

 

 

*∫  

 

 

 (   )  +  (   )  -    

 

 ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   ) (   )     ,∫  

 

 

∫  

 

 

 ∫  

 

 

∫  

 

 

- (   ) (   )        

 

Утверждение 1.2 доказано.  

Рассмотрим теперь смешанную задачу I с нулевыми начальными 

условиями (1.3), произвольной граничной функцией ,][0,)( 1

2 TWt 

удовлетворяющей условию согласования 0=(0)  и произвольными 

функциями ).(),(,),( 2 TQLtxqtxf   Введем функцию ,)(t  которая получена 

из )(t  продолжением тождественным нулем на значения 0<t  и, очевидно, 

принадлежит классу ],(1

2 TW   для любого 0> . 
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Лемма 1.1. Пусть lT 2  и ).(),(,),( 2 TQLtxqtxf   Тогда решение из 

класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, у которой 0)( x  при ,][0, lx 0=)(x  

для почти всех ][0, lx  и )(t  – произвольная функция из класса ,][0,1

2 TW

для которой  0,=(0)  удовлетворяет соотношению  

 

  




ddfuqxttxu

ltxl

tx

t

),(),(),(
2

1
)(=),(

||

||0

 


            

(1.11) 

 

 в случае, когда lt 0 , и соотношению  

 

 )2()(=),( lxtxttxu   

   









ddfuq

ltxl

tx

t

lt

),(),(),(
2

1
||

||

 

  




ddfuq

lxtl

txl

lt

),(),(),(
2

1
||

|2|0

 






                                  (1.12) 

 

 в случае, когда .2ltl    

 Замечание к лемме 1.1. Если )(t  принадлежит классу ],(2

2 TW   для 

любого 0> , коэффициент q(x,t) вместе со своей производной qx(x,t) 

ограничен в QT и функция f(x,t) принадлежит классу  TQW 1

2
ˆ , то это решение 

принадлежит классу  TQW 2

2
ˆ . Этот факт будет использован при доказательстве 

теоремы о единственности рассматриваемой смешанной задачи. 

Доказательство. Для получения соотношений (1.11) и (1.12) достаточно 

в формуле (1.8) утверждения 1.2 учесть свойства продолженной за пределы 

TQ  функции ),( txf  и после этого вместо ),( txf  в уравнении (1.1) положить 

.),(),(),( txftxutxq    
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Теорема 1.1. Пусть lT 2  и ).(),(),,( 2 TQLtxftxq   Тогда уравнения 

(1.11) и (1.12) имеют
2
 единственное ограниченное в 

TQ  решение ,),( txu

причѐм выполнена оценка
3
 

,)(sup),(sup
2

],0[
1

),(













ftCtxu
TtQtx T

                         (1.13) 

 

равномерная для всех коэффициентов 
2

:),( qtxq  (тем самым,

0)(11  CC ). Если 0),( txf  почти всюду в прямоугольнике ,TQ  то u(x,t) 

тождественно равно нулю в области .},0|),{( TQlxtlttx    

Доказательство. Все рассуждения для каждого значения ](0,2lT   

проводятся единообразно. Поэтому для краткости ограничимся лишь случаем 

.2= lT  Разделим прямоугольник lQ2  на семь частей характеристиками, 

проходящими через его углы. В полученных областях: 

 – треугольнике },/2,0|),{(=1 tlxtlttx   примыкающем к 

нижнему основанию lQ2 , 

– треугольниках |}/2|/20,0|),{(=2 ltlxlttx   и 

,}|/2|/2,0|),{(=3 lxltllttx   примыкающих к боковым сторонам 

lQ2  в его нижней половине, 

–  квадрате ,|}|||/2,3/2|),{(=4 ltlxltltltx   

– треугольниках |}/23|/20,2|),{(=5 ltlxltltx   и 

,}|/23|/2,2|),{(=6 lxltlltltx   примыкающих к боковым 

сторонам lQ2  в его верхней половине и 

– треугольнике ,}2,2/23|),{(=7 ltxtlltltx   примыкающем к 

верхнему основанию lQ2 ,  

                                                      
2
 Уравнение (1.12) привлекается для нахождения u(x,t) только в случае T>l. 

3
 Здесь и всюду далее

2
. обозначает норму в )(2 TQL , а 

,2
.  – норму в )(2 L  для 

TQ .  



 
 

59 
 

положим ),(=),( txutxu j  при jtx ),(  и рассмотрим соотношения (4.8) и (4.9) 

последовательно для точек ),,( tx  расположенных в областях ,1 ,,..., 72  как 

интегральные уравнения для нахождения ,),(1 txu ),...,(2 txu , ),(7 txu . 

При 1=j  соотношение (1.11) приводит к следующему уравнению для 

нахождения ),(1 txu   

  ,),(),(),(
2

1
=),( 1

1

1  ddfuqtxu
D

                  (1.14)       

 где 

},0|),{(=),(11   txtxttxDD . 

 

 Положив 
,),(),(

2

1
),]([ 111

1

 dduqtxuΝ
D

  запишем (1.14) в 

операторном виде ),]([),(
2

1
=),( 111

1

txuNddftxu
D

   и покажем, что если 

),(),( 22 lQLtxq  то выполнена оценка 

 

 
.,

)!2(2
|),(|sup),]([

1,2

1
),(

1 Nk
k

t
qtxtxN

k

k
k

tx

k 




            (1.15) 

 

Справедливость оценки (1.15) докажем с помощью метода 

математической индукции. Пусть k=1, то на основании неравенства Коши-

Буняковского имеем: 

 

.
2

),(sup),(),(sup
2

1

),(),(
2

1
),(

1
1

1
1

1

,2
),(

0

2

),(

1

t
qtxddddqtx

ddqtxN

tx

tx

tx

t

D
tx

D

























 

 

 Предположим, что при k=n неравенство (1.1) справедливо. Рассмотрим 

случай k=n+1: 
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 Последний интеграл не превосходит 
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2 1
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что и доказывает оценку (1.15). 

Следовательно, (1.14) является интегральным уравнением типа 

Вольтерры второго рода. Если ,0),( txf  то оно имеет только тривиальное 

решение, то есть в этом случае .0),(1 txu  Если ),( txf  произвольная 

функция из класса ),(2 TQL  то решение уравнения (1.14) можно записать в 

виде ряда Неймана 

  ,),(),(
2

1
=),(

1

11

1







k

k

D

txfNddftxu   

 

который абсолютно сходится в силу оценки (1.15), и тем самым, 
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Отсюда следует, что  

,
2

exp
4

),(sup
2

,2

1
),(

1

1

f
qll

txu
tx 



















                          (1.16) 

 

что соответствует оценке (1.15). 

Так как 0)(  xt  при ,),( 3tx то аналогично (1.14) из (1.11) 

получим для ),(3 txu  уравнение  

  dduqtxu
D

),(),(
2

1
=),( 3

3

3  

,),(
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1
),(),(
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 ddfdduq
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                    (1.17) 

где  
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 Область 3D  целиком лежит в ,3 поэтому первый интеграл правой 

части (1.17) содержит пока неизвестную функцию ).,(3 txu  Однако область 

31D - дополнение 3D  до всей области интегрирования является частью 

треугольника ,1 поэтому второй и третий интеграл в (1.17) известны.  

 Положим
4
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 Тогда уравнение (1.17) примет следующий операторный вид:   ).,(),(=),( 3333 txuNtxFtxu   
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и заметим, что, так как ),(),( 13 txDtxD  при ,),( 3tx  степени оператора

3N  удовлетворяют такой же оценке (1.15), что и степени оператора 1N  

(только справа область 1  надо заменить на 3 ). Таким образом, уравнение 

(1.17) также является уравнением Вольтерры второго рода для функции 

).,(3 txu  

 Если ,0),( txf  то 0),(1 txu  в 31D  и отсюда .0),(3 txF  Поэтому 

0),(3 txu  в 3  как решение однородного уравнения. Если же 

)(),( 2 TQLtxf   произвольна, то уравнение (1.17) имеет решение, 

представимое абсолютно сходящимся рядом Неймана 
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 Покажем, что полученное решение удовлетворяет оценке (1.13). 

Действительно, в силу (1.16) и неравенства Коши-Буняковского имеем: 

 































 

 

lqf
qll

ddddf

ddddqtxutxF

t tx

txDD

t tx

txD
tx

1

1

313

31
1

,22

,2

0

2

0

2

1
),(

3

2
exp

42

1
),(

2

1

),(),(sup
2

1
),(















 

.1
2

exp
422

1
22,2

,2

2 1

1 fKfq
qlll

lf 

































 

Отсюда 

.
2

exp
2

1

2!

1
1),(sup

2

1
),(

2

,2

1

,2

3
),(

3
33

31

f
ql

K
ql

k
txFtxu

k

k

tx 

























































 



 
 

63 
 

 

В области 2  соотношение (1.11) примет вид  
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где 
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 Введя обозначения  
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перепишем интегральное уравнение (1.18) в операторном виде 

),]([),(=),( 2222 txuNtxFtxu   и заметим, что степени оператора N2 

удовлетворяют такой же оценке (4.10), что и степени оператора N1 (только 

справа область 1  надо заменить на ).2  Итак, уравнение (1.18) является 

уравнением Вольтерры второго рода для функции ),,(2 txu  решение которого 

представимо абсолютно сходящимся рядом Неймана 
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 Покажем, что полученное нами решение удовлетворяет оценке (1.13). 

Сначала рассмотрим случай .0),( txf Имеем: 
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 Теперь предположим, что ),( txf является произвольной функцией из 

класса )(2 TQL . Тогда 
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 Рассмотрение остальных частей прямоугольника Q2l проводится 

аналогичным образом в следующей последовательности: .,,, 7654   

Для каждой части 7,4,  jj  выделяется подобласть jD
 области 

интегрирования, целиком лежащая в j , при этом интеграл по области, 

дополнительной к jD , берется уже от известных функций. В правой части 
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каждого уравнения будет присутствовать функция   и интеграл от f по 

области интегрирования. Аналогичные рассуждения каждый раз приводят к 

требуемой оценке (1.13). Приведѐм лишь получающиеся интегральные 

уравнения. 

 В четырѐхугольнике 4  получим  
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 В треугольнике 5  имеем:  
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(1.20) 
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В треугольнике 6  будем иметь:  

 

,),(),(
2

1
),(=),( 666

66

 dduqtxFtxu
D



                   

(1.21) 

 где  

  


2

1

26 ),(),(
2

1
)2()(),(

62
j

j

D

dduqlxtxttxF

j


 

   dduqdduq
DD

),(),(
2

1
),(),(

2

1
12

61
*
62

,),(
2

1

3

1

62
61

*
62

 ddf

j

jD
DD 

















 






 














 
2

2

2

2
,

2
|),(=),(6666

xtlxtl
t

xt
txDD  ,|| 6  ltxl  

,
2

2

2
|),(=),(6464



 





xtllxt

txDD 
 

,
22

4

22
4


















xtxtllxtxtl

  

),(6262 txDD  ,
22

3
||,

2
|),( 2














 

 
xltxtl

tx
xlt

lt  



 
 

67 
 








  |2|,
2

3
|),(=),(*

62

*

62 lxtlt
xtl

txDD ,
22

2











xtxt

 



 

 ,
2

0|),(=),(6161

xt
txDD  .

2

2

2

2
1











 xt
ltxltx

 

 

И, наконец, в треугольнике 7 получим  
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Итак, показано, что уравнения (1.11) и (1.12) имеют в прямоугольнике 

TQ  ограниченное решение .),( txu  Исследуем теперь его гладкость. 

Так как все слагаемые в правых частях соотношений (1.11) и (1.12) 

непрерывны по ),( tx  в ,TQ то найденное решение ),( txu также непрерывно 

в .TQ  Для упрощения записи введем функцию ),(),(),(),( txftxutxqtxU   

и продолжим еѐ за пределы TQ  нечетно относительно границ 0=x  и .= lx  

Тогда соотношения (1.11) и (1.12) можно переписать в виде одного равенства  
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Из (1.23) непосредственным дифференцированием получим, что почти 

всюду в TQ   
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откуда следует, что производные ),( txux  и ),( txut  принадлежат 

)(02 lxL   для всех ][0,2lt  и принадлежат )2(02 ltL   для всех 

.][0, lx  Теорема 1.1 полностью доказана.  

Замечание 1.1. Как уже было доказано (см. утверждение 1.2), функция 

(1.8) является решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I для 

уравнения вынужденных колебаний струны с нулевыми начальными 

условиями при .2lT  Непосредственный анализ рядов Неймана, дающих 

решения уравнений (1.14), (1.17), (1.18), (1.19), (1.20), (1.21), (1.22), с учетом 

неравенства (1.15) приводит к оценке
5
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                             (1.26) 

 

где ),(* txu  является решением соответствующей смешанной задачи для 

уравнения вынужденных колебаний струны с нулевыми начальными 

условиями и нулевым потенциалом при lT 2  (см. утв. 1.2). С другой 

стороны, из равенств (1.24) и (1.25) следует, что  
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Тем самым, объединяя (1.26) и (1.27), получим оценку  
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5
 Константа  

2C  не зависит от нормы функции .),( txq  
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 Оценка (1.28) показывает регулярность решения изучаемой смешанной 

задачи по отношению к аддитивному возмущению q(x,t)u(x,t) неоднородного 

волнового оператора с суммируемым коэффициентом q(x,t). 

Замечание 1.2. Следует отметить, что аналогичные утверждения, как  

лемма 1.1 и теорема 1.1, можно сформулировать и для решения смешанной 

задачи II с нулевыми финальными условиями (1.5) и такими граничными 

условиями (1.2), в которых  TWt ,0)( 1

2  и .0)( T  Как и в теореме 1.1, 

решение исследуемой смешанной задачи для однородного уравнения будет 

тождественным нулем в области .},0),(max|),{( TQlxtTTtlTtx     

Ниже будет приведена и доказана теорема, которая свидетельствует о 

единственности решения изучаемых смешанных задач.  

Теорема 1.2. Предположим, что в телеграфном уравнении (1.1) 

переменный коэффициент q(x,t) принадлежит лишь классу  .2 TQL Тогда для 

произвольного  lT 2;0  смешанная задача (1.1)-(1.3) может иметь не более 

одного решения из  .ˆ 1

2 TQW  

Доказательство. Следуя работе [209], предполагаем, что у 

рассматриваемой смешанной задачи (1.1)-(1.3) есть два решения ),()1( txu  и 

),()2( txu  из класса  .ˆ 1

2 TQW  Следовательно, разность ),(),(),( )1()2( txutxutxu   

будет являться решением из того же класса однородной смешанной задачи 

для соответствующего однородного уравнения (1.1), т.е. для произвольной 

функции  ,ˆ),( 2

2 TQWtx   которая подчиняется краевым условиям 

 Tttlt ,00),(=)(0,   и условиям  ,,00),(=),( lxTxTx t   

выполнено соотношение 

  .0),(),(),(),(),(  dxdttxtxqtxtxtxu xxtt

QT                  

 (1.29) 

Предположим, что  1,0  и функция  TQCtxq ),(  такая, что 

.
2

  qq  В качестве пробной функции ),( tx  выберѐм решение 

смешанной задачи 
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Из теоремы (1.1) вытекает, что смешанная задача (1.30) имеет решение 

из класса  TQW 1

2
ˆ  и, поскольку ),( txq  и ),( txu обладают достаточной 

гладкостью, оно на основании замечания к леме 1.1 принадлежит и классу 

 .ˆ 2

2 TQW  Таким образом, из (1.29) и (1.30) будем иметь:   
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Отсюда следует, что 
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 На основании неравенства Коши-Буняковкого имеем: 
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 Итак, 
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(1.31) 

 

В правой части неравенства (1.31) первый сомножитель на основании 

неравенства (1.13) не превосходит
 

,
21 uC так как для рассматриваемого в 
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задаче (1.30) семейства коэффициентов ),( txq  справедлива оценка 

1
222
 qqq  . 

Итак, из неравенства (1.31) вытекает, что .
2

21

2

2
uCu 

 
Отсюда 

следует, что 0),( txu  почти всюду в прямоугольнике TQ , а значит, и всюду в 

нѐм на основании своей непрерывности.   

Из теоремы 1.2 вытекает, что рассматриваемое в лемме 1.1 решение 

является единственным из класса  TQW 1

2
ˆ

 решением смешанной задачи для 

уравнения (1.1) с нулевыми начальными условиями и с граничными 

условиями (1.2). Отсюда можно сделать вывод о том, что теорема 1.1 

устанавливает существование именно этого решения. 

Совершенно аналогично доказывается теорема о единственности 

решения смешанной задачи II. 

Следует отметить, что близкие вопросы, которые касаются 

разрешимости слабо обобщѐнных решений гиперболических уравнений, 

изучаются также в книге Ж.Л.Лионса [226, с. 163-165]. В монографии 

О.А.Ладыженской [216, с. 232] теорема единственности доказывается при 

выполнении дополнительных условий, связанных с гладкостью 

коэффициента. Если переменный коэффициент зависит только от 

переменной x, то для доказательства теоремы единственности можно 

использовать спектральный метод, предложенный в работе В.А.Ильина [117]. 

 

1.3. Разрешимость задачи граничного управления при времени, 

меньшем или равном критическому 

 

В этом пункте сформулируем и докажем теоремы о единственности при 

lT 2  и существовании при lT 2=  решения задачи граничного управления 

III. Установим сначала единственность и существование решения 
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рассматриваемой задачи для частного случая. Точнее, предположим, что 

переменный коэффициент q(x,t) является нулевым элементом класса   (  )    

Повторяя все расуждения, которые приведенны в работе [128], докажем 

справедливость следующего утверждения. 

Утверждение 1.3.  Предположим, что      и q(x,t) является нулевым 

элементом класса   (  ). Тогда может существовать только одно 

решение из класса  ̂ 
 (  ) задачи граничного управления III. 

Доказательство. Пусть у задачи граничного управления III есть два 

решения   (   ) и   (   ) из класса  ̂ 
 (  ). Согласно теории разность 

 (   )    (   )    (   ) будет из того же класса решением однородной 

задачи 

   (   )     (   )                                         (1.1*) 

 (   )         (   )        при                         (1.2*) 

   (   )          (   )    при                          (1.3*) 

 (   )          (   )     при                            (1.5*) 

 

Функция u(x,t), которая является решением из класса  ̂ 
 (  ) задачи 

граничного управления (1.1*) - (1.3*) и (1.5*), одновременно есть и 

единственное решение из того же класса смешанной задачи типа I   (1.1*) - 

(1.3*). Это решение на основании утверждения (1.2) и условия        

может быть представлена в виде (1.8) без интегрального слагаемого, то есть  

  

 (   )   (   )   (      )  

 

Так как в силу условия (1.2*)  (   )   ( )        ,   -  то из 

последнего соотношения получим, что  (   )        (   )       

Утверждение 1.3 доказано. 

Утверждение 1.4. Пусть        (   )    (   ) и q(x,t) является 

нулевым элементом класса   (   ). Тогда для того чтобы существовало из 
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класса  ̂ 
 (   ) единственное решение рассматриваемой задачи граничного 

управления III   необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 

1) условия закрепления  ( )      ( )   ; 

2) условия гладкости  ( )   ( )    
 ,   -,   ( )   ( )    ,   -   

При выполнении этих требований решение указаной задачи III дается 

формулой   

 (   )   (   )   (      )  
 

 
∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )          (    ) 

 
где функция  ( ) определяется выражениями 

 

 

 
, ̂( )   ( )-     при                                        (1.33) 

 

  
 

 
, ̂(    )   (    )-     при                              (1.34)  

 

 

 
* ̂ (    )    (    )  ∫  

  

 

 ̂(     )  + 

 при               (1.35) 

 

 

 
* ̂ (    )    (    )  ∫  ̂(        )  

  

 

+     

 при               (1.36) 

 

в которых символы  ̂( )  ̂ ( ) и  ̂(   ) обозначают соответственно 

первообразные функций  ( )    ( ) и  (   ) по    удовлетворяющие  

соотношению   

 ̂ ( )    ( )   ̂( )   ( )  ∫  

  

 

 ̂(   )                      (    ) 
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     При этом искомое граничное управление  (   )   ( )    
 ,    -  

переводящее процесс колебаний из начального состояния (1.3) в финальное 

состояние (1.5), имеет следующий вид: 

 

 ( )  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
, ̂( )   ( )   ̂ ( )    ( )                                                     

                            ∫  

  

 

 ̂(        )  -                  

 

 
, ̂(    )   (    )   ̂ (    )    (    )               

                             ∫  

  

 

 ̂(     )  -                             

(    ) 

 

Доказательство. Необходимость требований 1) и 2) вытекает из 

граничного условия  (   )         ,   - и определения класса  ̂ 
 (  ). 

Перейдем к обоснованию их достаточности. Для доказательства 

принадлежности функции  (   ) классу  ̂ 
 (  ), которая определяется 

равенством (1.32), достаточно показать, что функция  ( ), которая 

определяется соотношениями (1.33) - (1.36), принадлежит классу   
 ,    -  С 

этой целью продолжим функцию  (   ) нечетным образом относительно 

границ     и     прямоугольника    . Из соотношений (1.33) - (1.36) 

вытекает, что функция  ( ) принадлежит классу   
  на каждом из отрезков 

,   -, ,    -, ,     - и ,     -. 

Итак, для того чтобы доказать принадлежность  ( ) классу   
 ,    - 

достаточно показать, что: 1) значения  ( ), которые определяются из 

равенств (1.33) и (1.34), совпадают между собой; 2) значения  (  )  которые 

определяются из равенств (1.34) и (1.35), совпадают между собой; 3) 

значения  (  )  которые определяются из равенств (1.35) и (1.36), совпадают 

между собой. Однако справедливость 1) следует из условия закрепления 
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 ( )     справедливость 2) следует из соотношений (1.37), а справедливость 

3) следует из условия закрепления   ( )    и свойств функции f(x,t). 

Таким образом,  ( ) принадлежит классу   
 ,    - и в силу этого 

функция  (   ), которая определяется равенством (1.32), принадлежит 

классу  ̂ 
 (   ). 

Используя равенства (1.33) - (1.36), без труда можно проверить, что для 

всех   ,   - справедливы равенства  (   )   ( )  (    )    ( ) и для 

почти всех   ,   - – равенства   (   )   ( )    (   )    ( )  

Осталось доказать, что для функции  (   )  которая определяется 

равенством (1.32), и для граничного управления  (   )   ( )  которое 

определяется соотношением (1.38), справедливо тождество (1.7) для любой 

функции  (   ) из определения 1.2. С помощью интегрирования по частям 

перепишем тождество (1.7) в следующем виде:   

∫  

 

 

∫  

 

 

,  (   )  (   )    (   )  (   )   (   ) (   )-      

 ∫  

 

 

 ( ) (   )      (    ) 

 

   Отметим, что справедливость соотношения (1.39) для функции (1.32) 

без интегрального слагаемого, стоящего в ее правой части, установлена в 

[128]. Поэтому нам достаточно доказать, что для указанного интегрального 

слагаемого справедливо соотношение (1.39), в котором правая часть 

отсутствует, а это уже сделано в процессе доказательства утверждения 1.2. 

Утверждение 1.4 полностью доказано. 

Теперь рассмотрим общий случай изучаемой задачи граничного 

управления. Без ограничения общности, в дальнейшем ради простоты и 

упрощения выкладок положим .0),( txf  



 
 

77 
 

Теорема 1.3. Предположим, что коэффициент ),( txq  в уравнении (1.1) 

принадлежит классу  TQL2 . Тогда для произвольного значения ](0,2lT   

рассматриваемая задача граничного управления III может иметь только 

одно решение из класса )(ˆ 1

2 TQW . 

Доказательство. Все значения ](0,2lT   рассматриваются 

единообразно
6
. Продемонстрируем схему рассуждений для случая lT 2= . 

Пусть при lT 2=  у задачи III есть два различных решения ),((1) txu  и 

),((2) txu  из класса .)(ˆ
2

1

2 lQW  Согласно теории разность ),(),(=),( (1)(2) txutxutxu   

есть решение из того же класса задачи III с нулевыми начальными и 

финальными условиями. Положим .)(0,=)( tut  Из определения класса 

)(ˆ
2

1

2 lQW  вытекает, что ][0,2)( 1

2 lWt   и 0=)(2=(0) l . 

Функция ),( txu  является решением из класса )(ˆ
2

1

2 lQW
 смешанной 

задачи I с нулевыми начальными условиями и условием ,)(0,=)( tut

рассмотренной в теоремах 1.1 и 1.2, а также смешанной задачи II с нулевыми 

финальными условиями и тем же условием ,)(0,=)( tut  рассмотренной в 

замечании 1.2. Тем самым, функция ),( txu обращается в тождественный 

нуль в области .}||,20|),{(=0 lxtlllttx   Покажем, что 

0),( txu  и в области 02 \ lQ . 

Пусть t1 - произвольная точка из .][0,2l  Характеристика ,= 1txt   

проходящая через точку ,)(0, 1t  пересекает характеристику lxt 2=  в точке 

011 /2)/2,(  tltl , а здесь .0=),( txu  Поэтому из (1.11) и (1.12) получим  

 

,),(),(
2

1
=)(

)
1

(
0

1  dduqt
tD




                                 (1.40) 

где 
 

                                                      
6
Как видно из нижеследующего рассуждения, при lT 2<  существенно лишь то, что области, где решения 

рассматриваемых смешанных задач I и II тождественно равны нулю, имеют общие точки. 
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 ||||,
22

|),(=)( 1
11

10  lltl
tt

tD . 

Рассмотрим произвольную точку .\),( 02  lQtx
 Из соотношений 

(1.11) и (1.12) имеем:  

,),(),(
2

1
)(=),(

),(
0

 dduqxttxu
txD  

откуда, учитывая равенство (1.40) с ,=1 xtt  придем к соотношению  

 

);,]([),(),(
2

1
=),( 0

),(
0

\)(
0

txuNdduqtxu
txDxtD

 


                    (1.41) 

здесь область интегрирования ),(\)( 00 txDxtD   – это прямоугольник  

 

.||||,
22

|),(














 lltx
xt

l
tx

 

 

Уравнение (1.41) является однородным интегральным уравнением типа 

Вольтерры второго рода, так как оператор 0N правой части ограниченно 

действует в )\( 022 lQL  и удовлетворяет оценкам  

  .|),(|sup
!

)(

2
),(

0
\

2
),(

,2

0 tx
k

xtql
txN

l
Qtx

k
k

k 


 













 
  

 Следовательно, уравнение (1.41) имеет только тривиальное решение и из 

равенства (1.40) получим, что 0=)( 1t  для любого .][0,21 lt   Теорема 1.3 

доказана.  

Теперь приведем и докажем теорему о существовании решения задачи 

граничного управления III. 

Tеорема 1.4. Пусть .2= lT  Тогда решение из класса )(ˆ
2

1

2 lQW задачи 

граничного управления III существует тогда и только тогда, когда: 

1) ],[0,)(),( 1

21 lWxx   ][0,)(),( 21 lLxx  , 

2) выполнены условия согласования 0=)(=)( 1 ll  . 
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Доказательство. Так как необходимость условий 1) и 2) следует из 

определения класса )(ˆ
2

1

2 lQW , то докажем лишь их достаточность.  

Перенесем слагаемое ),(),( txutxq  в правую часть уравнения (1.1) и, 

считая эту правую часть известной функцией ,),( txf  выпишем решение 

задачи граничного управления III для уравнения вынужденных колебаний 

струны. Из представлений (1.33) - (1.36) , получим соотношение  

 

,),(
2

1
),(=),(

0

0






ddftxutxu

tx

tx

t






                               (1.42) 

где подынтегральная функция получается из ),( txf  нечетным продолжением 

относительно границ 0=x  и ,= lx  а ),(
0

txu  является решением задачи 

граничного управления III для однородного волнового уравнения и имеет вид 

[128]  
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вddxttx
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txl
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 Проанализируем вытекающие из (1.42) интегральные уравнения для 

решения из класса )(ˆ
2

1

2 lQW  рассматриваемой задачи в каждой из областей j , 

1,7=j .   
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 Как это было сделано в §1.2, положим ),(=),( txutxu j  и ),(=),(
00

txutxu j  

при jtx ),( . 

В треугольнике 1  имеем  

,),(),(
2

1
),(=),(

1

1

0

 dduqtxutxu 


                          (1.43) 

 

где область },0|),{(=),(11   txtxttx  целиком 

расположена в .1  Поэтому равенство (1.43) является интегральным 

уравнением 

),]([),(=),( 111

0

1 txuGtxutxu   

 

для ,),(1 txu в котором интегральный оператор 1G  ограниченно действует в 

)( 12 L  и удовлетворяет оценкам
7
  

 
.|,),(|sup

)!(22
),]([

1
),(

,21
1

Nktx
k

t
qtxG

tx
k

k
kk 




                (1.44) 

 

 В силу (1.44) решение этого уравнения существует и представимо 

абсолютно сходящимся рядом Неймана ,),()(=),( 1

0
1

11 txuGItxu 





 

 сумма 

которого ограничена в .1  

Аналогично в треугольнике 7  получим  

,),(),(
2

1
),(=),(

7

7

0

 dduqtxutxu 


    

                      

(1.45) 

 

где область 
},2|),{(=),(77   txtxlttx

 целиком 

расположена в треугольнике .7  Поэтому, переписывая (1.45) в виде 

                                                      
7
 Неравенство (1.44) доказывается аналогично неравенству (1.15) из §1.2. 
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),]([),(=),( 777

0

7 txuGtxutxu   и учитывая, что ограниченно действующий в 

)( 72 L оператор 7G  удовлетворяет оценкам
8
  

 
Nktx

k

tll
qtxG

tx
k

k
kk 







|,),(|sup
!2

)(2
),]([

7
),(

,27
7

                         (1.46) 

 

получим, что решение 
),(7 txu  представимо ограниченным в 7  абсолютно 

сходящимся рядом Неймана ),()(=),( 7

0
1

77 txuGItxu 





 

. 

Рассмотрим теперь треугольник .3  Для 3),( tx  имеем  

 

      

.),(),(
2

1
),(=),(

3

3

0

 dduqtxutxu 


                            (1.47) 

 

 Заметим, что область интегрирования ,0|),{(=),(33 ttx    

|}|   txlltx  расположена в двух треугольниках 1  и .3

Разобьем область 3  на две части 133 =   и ,= 333    где  



 

 ,
2

0|),(=),(33

txl
tx  ;

22

3











 
ltxtxl

tx  

,
2

|),(=),(33







   t
ltx

tx  ,||
22 










 txll
txltxl

  

и, полагая  ddqtxG ),(),(
2

1
),]([

3
3  

 , перепишем (1.47) в виде  

 

),,]([),(=),( 3333 txuGtxFtxu 
                                   (1.48) 

где ),(3 txF  – это сумма ),(3

0

txu  и уже известного интеграла по области 

13  . 

                                                      
8
 Для доказательства справедливости неравенства (1.46) используется неравенство

 ,2),(
7,2

7

tllqddq 




   вытекающее из неравенства Коши-Буняковского.  
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Так как оператор 3G  ограниченно действует в )( 32 L  и удовлетворяет 

оценкам  

,|,),(|sup
!

)(

2
),]([

3
),(

,2

3

3 Nktx
k

lxtql
txG

tx

k

k

k 





















             (1.49) 

 

то уравнение (1.48) имеет ограниченное в 3 решение, представимое 

абсолютно сходящимся рядом Неймана .),(])([=),( 3

1

33 txFGItxu   

Аналогично для 6),( tx  получим  

 

,),(),(
2

1
),(=),(

6

6

0

 dduqtxutxu 




                      

(1.50) 

 

В котором область интегрирования ,2|),{(=),(66 lttx  

|}|   txlltx  расположена в треугольниках 6  и .7 Разобьем 

еѐ на две части 766 =   и ,= 666  
 где 












2

,2
2

|),(=),(66

txl
txl

ltx
tx  ;

2

3






txl



  








  
2

,
2

3
|),(=),(66

ltxtxl
ttx  ,

2 






 lxtl
ltx

  

и, полагая ,),(),(
2

1
),]([

6
6  ddqtxG  

  перепишем (1.50) в виде  

 

),,]([),(=),( 6666 txuGtxFtxu 
                                      (1.51) 

 

где ),(6 txF  есть сумма ),(6

0

txu  и интегрального слагаемого по области 

.76  Так как оператор 6G  ограниченно действует в )( 62 L  и 

удовлетворяет оценкам  

,|,),(|sup
!

)(

2
),]([

6
),(

2

6 Nktx
k

ltxql
txG

tx

k
k

k 














 




                (1.52) 
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то уравнение (1.51) также имеет ограниченное в 6  решение 

  .),()(=),( 6

1

66 txFGItxu   

Рассмотрим теперь квадрат 4 . Если ,),( 4tx  то  

,),(),(
2

1
),(=),(

434241

4

0

 dduqtxutxu













 



         (1.53) 

где 

,||,
2

0|),(=),(4141











  ltxl
tx

tx  

,||||,
22

|),(=),(4242














  lltx
xt

l
tx

tx

.||2,2
2

|),(=),(4343











  txllll
xt

ltx  

 

 Область 41  лежит в ,31   область 43  - в ,76    а потому 

соответствующие интегралы в (1.53) уже известны. Так как ,442  то, 

пользуясь обозначением ,),(),(
2

1
),]([

42
4  ddqtxG  соотношение 

(1.53) можно переписать как интегральное уравнение  

 

),,]([),(=),( 4444 txuGtxFtxu                                       (1.54) 

 

в котором ),(4 txF  – известная ограниченная в 4 функция. Так как оператор 

4G  ограниченно действует в )( 42 L  и выполнены оценки  

 

,|,),(|sup
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2
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4 Nktx
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xtql
txG

tx
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              (1.55) 

 

то уравнение (1.54) имеет ограниченное в области 4  решение 

  .),()(=),( 4

1

44 txFGItxu   
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В случае, когда 2),( tx , получим соотношение  

 

,),(),(
2

1
),(=),(

232221

2

0

 dduqtxutxu













 


               

(1.56) 

 

где область 











  tx
tx

tx ,
2

0|),(=),(2121  лежит в 1 , область 



 




 ,
22

|),(=),(2222

xt
l

tx
tx  |}|||   lltx  лежит в 2  и 

,4 а область 











  txllll
xt

ltx |2,2
2

|),(=),(2323  лежит в 

6 и .7 Таким образом, интегральные слагаемые, соответствующие 21  и 

,23 уже известны. Область 22 разобьем на две части 22222 =   и 

42222 =    и отметим, что оператор    ddqtxG ),(),(
2

1
),(

22
2   

ограничен в )( 22 L  и удовлетворяет оценкам  

 

.|,),(|sup
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2 Nktx
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xtql
txG
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              (1.57) 

 

 Тем самым, получающееся из (1.56) уравнение ),]([),(=),( 2222 txuGtxFtxu   

имеет ограниченное в 2  решение вида .),(])([=),( 2

1

22 txFGItxu   

Наконец, в случае, когда 5),( tx  имеем 

  

,),(),(
2

1
),(=),(

535251

5

0

 dduqtxutxu













 


          

         (1.58) 

 

где область 











 ||,
2

0|),(=),(5151  ltxl
tx

tx  лежит в 1  и  
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,3 область 


 




 ,
22

|),(),(5252

xt
l

tx
tx   ||||   lltx  лежит в 4  

и ,5 а область 











  txll
xt

ltx 2,2
2

|),(=),(5353 лежит в 

.7 Таким образом, интегральные слагаемые, соответствующие 51 и 53  в 

правой части (1.58) уже известны. Область 52  разобьем на две части 

45252 =   и ,= 55252    и отметим, что оператор 

   ddqtxG ),(),(
2

1
),(

52
5  

  ограничен в )( 52 L  и удовлетворяет 

оценкам 

.|,),(|sup
!

)(

2
),]([

5
),(

2

5 Nktx
k

lxtql
txG

tx

k
k

k 














 




                 (1.59) 

 

 Тем самым, получающееся из (1.58) уравнение ),]([),(=),( 5555 txuGtxFtxu 

имеет ограниченное в 5  решение .),(])([=),( 5

1

55 txFGItxu   

Итак, показано, что вытекающие из соотношения (1.42) интегральные 

уравнения дают ограниченное во всем прямоугольнике lQ2  решение .),( txu

Убедиться в том, что ),( txu  принадлежит классу ,)(ˆ
2

1

2 lQW можно теперь на 

основании равенства (1.42) так же, как это было сделано в заключительной 

части доказательства теоремы 1.1. Теорема 1.4 полностью доказана.  

Замечание 1.3. Пусть ),(* txu  является решением задачи граничного 

управления для уравнения вынужденных колебаний струны (см. формулу 

1.32). Оценки (1.44), (1.46), (1.49), (1.52), (1.55), (1.57), (1.59) и представления 

для первых частных производных решения ,),( txu  получаемые из 

соотношения (1.42), позволяют утверждать, что выполнена оценка
9
  

 

.
23

)
2

(1
2

* qCuu
l

QW


                                   

(1.60) 

                                                      
9
 Здесь и далее  

233 = qCC . 
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Из (1.60) вытекает, что и след решения ,)(0,=)( tut  т.е. граничное 

управление в точке ,0=x  удовлетворяет оценке  

 

,
23

][0,21
2

* qC
lW
                                        (1.61) 

 

где )(0,=)( ** tut  – граничное управление задачи для уравнения 

вынужденных колебаний струны (см. формулу 1.38). 

 Оценка (1.61) показывает регулярность решения исследуемой задачи 

граничного управления III по отношению к аддитивному возмущению 

q(x,t)u(x,t) неоднородного волнового оператора с суммируемым 

коэффициентом q(x,t). 

Замечание 1.4. Из оценок (1.44), (1.46), (1.49), (1.52), (1.55), (1.57), (1.59) 

и формул, задающих решение ),( txu  в виде абсолютно сходящихся рядов 

Неймана в каждой области j , ,1,7=j  вытекает априорная оценка решения 

задачи граничного управления III
 

 

.),(
][0,

2
1][0,

2
][0,1

2
1][0,1

2
3)

2
(1

2





 

lLlLlWlW
l

QW
Ctxu         (1.62) 

 

 Оценка (1.62) свидетельствует об устойчивости полученного решения 

относительно начальных и финальных условий. 
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ГЛАВА 2.  

ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

ТЕЛЕГРАФНЫМ УРАВНЕНИЕМ С ПЕРЕМЕННЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ, ПРОИЗВОДИМОЕ СМЕЩЕНИЯМИ НА ДВУХ 

КОНЦАХ  

  

В этой главе в терминах обобщенного решения телеграфного уравнения 

с переменным коэффициентом вида ),,(=),(),(),(),( txftxutxqtxutxu xxtt   

,<<0 lx  ,<<0 Tt  рассматривается задача граничного управления процесса, 

описываемого приведенным уравнением, производимого смещениями на 

двух концах 0=x  и lx = . Глава состоит из трех разделов. В первом разделе 

приведены постановка задачи и необходимые определения. Во втором 

разделе изучается вопрос существования и единственности решения 

соответствующей смешанной задачи для указанного уравнения. В последнем 

разделе устанавливается существование при lT =  и единственность при lT   

решения рассматриваемой задачи граничного управления. 

 

2.1. Постановка задачи и основные определения 

 

В прямоугольнике ][0][0= TtlxQT   рассмотрим следующие 

задачи: 

– смешанную задачу I:  

,),(=),(),(),(),( Txxtt QвtxftxutxqtxutxuLu                 (2.1) 

,0)(=),(),(=)(0, Ttприttluttu                         (2.2) 

,0)(=,0)(),(=,0)( lxприxxuxxu t                   (2.3) 

в которой ,][0,)(),( 1

2 TWtt  ,][0,)( 1

2 lWx  ,][0,)( 2 lLx   TQLtxf 2),(   и 

выполнены условия согласования  

);(=(0)(0),=(0) l                                     (2.4) 
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– смешанную задачу II: уравнение (2.1) с краевыми условиями (2.2) при 

Tt 0  и условиями  

,0)(=),(),(=),( 11 lxприxTxuxTxu t                  (2.5) 

 в которой ,][0,)(),( 1

2 TWtt  ,][0,)( 1

21 lWx  ,][0,)( 21 lLx   TQLtxf 2),(   и 

выполнены условия согласования   

);(=)((0),=)( 11 lTT                                     (2.6) 

– задачу граничного управления III: уравнение (2.1) c начальными 

условиями (2.3) и финальными условиями (2.5), в которой 

,][0,)(),( 1

21 lWxx   ][0,)(),( 21 lLxx   и  .),( 2 TQLtxf   

В задачах I-III требуется, что переменный коэффициент ),( txq  

принадлежит лишь классу  .2 TQL  

Решение поставленных задач будем искать в классе ,)(ˆ 1

2 TQW определение 

которого приведено в главе 1. 

Отметим, что из принадлежности решения задачи III классу )(ˆ 1

2 TQW  

следует, что функция ),( txu  имеет следы ][0,)(=)(0, 1

2 TWttu   и 

,][0,)(=),( 1

2 TWttlu   которые удовлетворяют условиям согласования с 

функциями )(x  и ,)(1 x т.е. условиям (2.4) и (2.6). 

Определение 2.1. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I 

назовѐм такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

интегральному тождеству  

  dxxxxxdxdttxLtxu t

lTl

,0)]()(,0)()([),(),(
000

  

    

l T

xx

T

dxdttxtxfdttlttt
0 00

),(),(=),()()(0,)(                  (2.7) 

для произвольной функции ,)(ˆ),( 2

2 TQWtx   подчиненной условиям 

0),(=)(0,  tlt  при Tt 0  и условиям 0),(=),(  TxTx t  при ,0 lx   и 

которая, кроме того, удовлетворяет граничным условиям (2.2) и первому 



 
 

89 
 

начальному условию (2.3) для всех ][0, lx , а второму начальному условию 

(2.3) – почти всюду на .][0,l  

Определение 2.2. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи II 

назовѐм такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

интегральному тождеству (2.7), в котором вместо второго интеграла стоит 

взятый со знаком «минус» интеграл dxTxxTxx t

l

)],()(),()([ 11
0

   и которое 

выполнено для любой функции ,)(ˆ),( 2

2 TQWtx  подчиненной условиям 

0),(=)(0,  tlt  при Tt  �0  и условиям 0,0)(=,0)(  xx t  при ,0 lx   и 

которая, кроме того, удовлетворяет граничным условиям (2.2) и первому 

финальному условию (2.5) для всех ][0, lx , а второму финальному условию 

(2.5) – почти всюду на .][0, l  

Определение 2.3. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного 

управления III назовем решение ),( txu  из этого класса смешанной задачи I с 

такими функциями )(t  и ,)(t  что выполнены первое финальное условие 

(2.5) для всех ][0, lx , второе финальное условие (2.5) почти всюду на ][0, l  и 

условия согласования (2.4), (2.6). 

Как было отмечено в гл. 1, замена ),(=),(~ tTxutxu   сводит смешанную 

задачу II к смешанной задаче I с некоторыми функциями ,),(~ txq  ,)(~ x ,)(~ x

,)(~ t )(~ t  из тех же классов. 

 

2.2.  Разрешимость смешанных задач 

 

Этот пункт будем посвящать исследованию разрешимости смешанных 

задач I - II.  

Из тождества (2.7) и схемы рассуждений работы [117, гл.2, §9] вытекает 

следующее (см. ход доказательства утверждения 1.1. из гл.1.) 
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 Утверждение 2.1.  Пусть q(x,t) есть нулевой элемент класса  .2 TQL  

Тогда при любом значении     как смешанная задача I, так и смешанная 

задача II может иметь лишь одно обобщѐнное решение из класса  ̂ 
 (  )  

Теперь будем рассматривать смешанную задачу I, у которой  ( )    на 

отрезке ,   -   ( )    почти всюду на отрезке ,   -  а краевые функции  ( ) 

и  ( ) являются любыми функциями из класса   
 ,   -. Отметим, что при 

этом на основании условия согласования (2.4) должны выполняться 

равенства  ( )     ( )     позволяющие продолжить граничные функции  

 ( ) и  ( ) тождественным нулем на значения    . Обозначим эти 

продолженные функции символоми  ( ) и  ( )  Очевидно, что  ( )  ( )  

  
 ,    -        

 Утверждение 2.2. Пусть      и q(x,t) есть нулевой элемент класса 

 .2 TQL  Тогда единственное решение  (   ) из класса  ̂ 
 (  ) смешанной 

задачи I, у которой  ( )    на отрезке ,   -   ( )    почти всюду на 

,   -   (   )    ,  -  а  ( ) и  ( ) – произвольные функции из класса 

  
 ,   -  которые удовлетворяют условиям  ( )        ( )     

определяется формулой  

 (   )   
 
(   )  

 

 
∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )                             (   ) 

где  
 
(   )   (   )   (     ) – решение смешанной задачи I для 

соответствующего однородного волнового уравнения (см. [127]), а 

подынтегральная функция получена из функции правой части уравнения (2.1) 

 (   ) нечетным продолжением относительно границ     и     

прямоугольника   . 

Доказательство. С использованием свойств функций  (   )  ( ) и 

 ( ) без труда проверяется, что при     функция (2.8) для всех ][0, lx  

удовлетворяет краевым условиям  (   )   ( )  (   )   ( ) и первому 

начальному условию  (   )         ,   -  а второму начальному условию 
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  (   )    – почти всюду на ,   -  Итак, остаѐтся показать, что она 

удовлетворяет интегральному тождеству (2.7), в котором  ( )         

,   -  а  ( ) является нулевым элементом класса   ,   -  т.е. соотношению  

  

       ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   ),   (   )     (   )-     ∫  

 

 

 ( )  (   )    

 

 ∫  

 

 

 ( )  (   )   ∫  

 

 

∫  

 

 

 (   ) (   )                      (   ) 

  

 для произвольной функции  (   ) из определения 2.1. 

С помощью интегрирования по частям придадим соотношению (2.9) 

следующий вид:   

       ∫  

 

 

∫,  (   )  (   )    (   )  (   )- 

 

 

      

 ∫∫ (   ) (   )    

 

 

 

 

                                    (    ) 

 

Итак, нам достаточно доказать, что правая часть (2.10) равна нулю. Это 

для функции  
 
(   ) сделано в [127], а для функции ∫  

 

 
∫  

     

     
 (   )     это 

доказывается аналогично доказательству справедливости соотношения (1.10) 

(см. гл.1, п 1.2). Утверждение 2.2 доказано. 

Рассмотрим теперь смешанную задачу I с нулевыми начальными 

условиями (2.3), произвольными граничными функциями ,][0,)(,)( 1

2 TWtt   

удовлетворяющими условиям согласования ,0=(0)  0=(0) , и 

произвольными функциями ).(),(,),( 2 TQLtxqtxf   Имеет место следующая 
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Лемма 2.1. Пусть lT   и ).(),(,),( 2 TQLtxqtxf   Тогда обобщенное 

решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, у которой 0)( x  при 

,][0, lx 0=)(x  для почти всех ][0, lx  и ,)(t )(t  – произвольные функции 

из класса ,][0,1

2 TW  для которых 0,=(0)  0,=(0)  удовлетворяет 

соотношению  

  .),(),(),(
2

1
)()(=),(

||

||0






ddtxfuqlxtxttxu

ltxl

tx

t

 




(2.11) 

 

 Доказательство. Для получения соотношения (2.11) достаточно в 

формуле (2.8)  учесть нечетность продолженной подынтегральной функции 

),( txf  относительно границ 0=x  и lx =  прямоугольника 
TQ  и после чего 

положить ),(),(),(=:),( txftxutxqtxf   в уравнении (2.1). 

 Справедлива следующая  

Теорема 2.1. Пусть lT   и ).(),(),,( 2 TQLtxftxq   Тогда решение ),( txu  

из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, рассмотренной в лемме 2.1, 

существует, причем выполнена оценка
10

 

,)(sup)(sup),(sup
2

],0[],0[
1

),(













fttMtxu
TtTtQtx T

               (2.12) 

 

равномерная для всех коэффициентов 
2

:),( qtxq  (тем самым,

0)(11  MM ). Если выполнено условие ,0),( txf  то 0),( txu  в области 

.},
2

0|),{( TQtlxt
l

ttx   

Доказательство. Поскольку все рассуждения для каждого значения 

](0,lT   проводятся единообразно, ради простоты ограничимся лишь случаем 

.= lT  Итак, разделим прямоугольник lQ
 на четыре части характеристиками 

tx =  и .= tlx   В полученных областях: 

                                                      
10

 Здесь и всюду далее
2

. обозначает норму в )(2 TQL , а 
,2

.  – норму в )(2 L  для 
TQ .  
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– треугольнике ,,
2

0|),(=1








 tlxt
l

ttx  примыкающем к 

нижнему основанию ;lQ  

– треугольниках 









22

0,0|),(=2

l
t

l
xlttx  и 

,
22

,0|),(=3









 lx
l

t
l

lttx  примыкающих к боковым сторонам ;lQ  

– треугольнике ,,
2

|),(=4








 txtllt
l

tx  примыкающем к 

верхнему основанию ,lQ положим ),(=),( txutxu j  при ,),( jtx  ,1,4=j и 

рассмотрим соотношение (2.11) последовательно для точек ),,( tx  лежащих в 

областях ,1  ,2  3  и 4  как интегральные уравнения для нахождения 

,),(1 txu  ,),(2 txu  ),(3 txu  и .),(4 txu  

При 1=j  соотношение (2.11) примет вид  

 

 

  ,),(),(),(
2

1
=),( 1

1

1  ddfuqtxu
D

                     (2.13) 

 где  

1),( tx  и .},0|),{(=),(11   txtxttxDD  

 

Записывая уравнение (2.13) в операторном виде 

,),]([),(
2

1
=),( 111

1

txuNddftxu
D

 

 

нетрудно убедиться, что оператор 1N  

ограниченно действует в пространстве )( 12 L  и его степени kN1  

удовлетворяют оценкам 

.|,),(|sup
)!(22

),]([
1

),(
,21

1

Nktx
k

t
qtxN

txk

k
kk 







         

        

(2.14) 

 

Следовательно, (2.13) является интегральным уравнением типа 

Вольтерры второго рода. Если функция правой части уравнения 
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тождественно равна нулю, т.е. ,0),( txf  то оно как однородное уравнение 

имеет лишь нулевое решение. Точнее, в этом случае .0),(1 txu  Если ),( txf

любая функция из класса ),(2 TQL то решение интегрального уравнения (2.13) 

можно представить в виде ряда Неймана 

 

  ,),(),(
2

1
=),(

1

11

1







k

k

D

txfNddftxu   

 

абсолютно сходящегося на основании оценки (2.14)
11

. Совершенно 

аналогично доказательству оценки (1.13) (см. гл.1) можно показать, что 

 

,
2

exp
4

),(sup
2

,2

1
),(

1

1

f
qll

txu
tx 


















 

 

которое соответствует оценке (2.12). Очевидно, что если функция ),( txf  есть 

нулевой элемент класса ),(2 TQL  то получим неравенство ,0),(sup 1
),( 1




txu
tx

 из 

которого вытекает, что 0),(1 txu  для всех точек треугольника .1  

 Так как 0)(  lxt  при ,),( 2tx  то при 2=j  из (2.11) получим 

равенство  

,),(
2

1
),(),(

2

1

),(),(
2

1
)(=),(

212

2

2

1

21

2





ddfdduq

dduqxttxu

DDD

D











                    (2.15) 

где  

,
22

,
2

0|),(=),( 12121 














  tx
xtxtxt

txDD

.
22

||,
2

|),(=),( 222 






 








xtxt

txt
xt

txDD    

                                                      
11

 Справедливость оценки (2.14) доказывается аналогично доказательству справедливости оценки (1.15).  
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 Так как область 21D  целиком лежит в треугольнике ,1 то первый 

интеграл в равенстве  (2.15)  известен. Поэтому равенство (2.15) представляет 

собой интегральное уравнение для нахождения ).,(2 txu  Перепишем его в 

операторном виде ),]([),(=),( 2222 txuNtxFtxu   и заметим, что ограниченный в 

)( 22 L оператор 2N  удовлетворяет оценкам  

 

.|,),(|sup
!

)(

2
),]([

2
),(

,2

2

2 Nktx
k

xttq
txN

tx

kk
k

k 




















          (2.16) 

 

Так как известная функция 

 

,),(
2

1
),(),(

2

1
)(),(

21221

12  ddfdduqxttxF
DDD

 


 

 

ограничена, то уравнение (2.15) имеет ограниченное в 2  решение, 

представимое абсолютно сходящимся рядом Неймана 

  .),(=),( 221=2 txFNItxu k

k


  Теперь покажем, что полученное решение 

удовлетворяет оценке (2.12). Имеем 
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Аналогично при 3=j  с учетом того, что 0)(  xt  при ,),( 3tx

соотношение (2.11) примет вид  

,),(),(
2

1
),(=),( 3

3

33  dduqtxFtxu
D

                        (2.17) 

где  
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 Так как интегральный оператор 3N  правой части (2.17) ограниченно 

действует в )( 32 L  и удовлетворяет оценкам  
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           (2.18) 

 

то в силу ограниченности функции ),(3 txF  получим, что уравнение (2.17) 

имеет ограниченное в 3  решение .),()(=),( 331=3 txFNItxu k

k


  Аналогично 

случаю 3=j  можно показать, что полученное решение соответствует оценке 

(2.12). 
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Пусть теперь .),( 4tx  В этом случае из соотношения (2.11) получим  
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Все слагаемые правой части (2.19), кроме последнего, являются 

известными ограниченными в 4  функциями. Тем самым, соотношение 

(2.19) представляет собой интегральное уравнение для нахождения ,),(4 txu  в 

котором оператор  ddqtxN
D

),(),(
2

1
),]([

4
4   ограниченно 

действует в )( 42 L  и удовлетворяет оценкам  

.|,),(|sup
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4 Nktx
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xtql
txN

tx

k
k
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            (2.20) 

Как и для уравнения (2.17), из (2.20) следует, что интегральное 

уравнение (2.19) имеет ограниченное в 4  решение ),(4 txu  и нетрудно 

показать, что оно соответствует оценке (2.12). 
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Исследуем теперь гладкость полученного таким образом 

ограниченного в TQ  решения .),( txu  

Прежде всего равенство (2.11) свидетельствует о непрерывности 

решения .),( txu  Далее положим ),(),(),(),( txftxutxqtxU   и продолжим 

),( txU  нечетно относительно границ 0=x  и lx =  прямоугольника TQ .  

Тогда (2.11) перепишется в виде (2.8) с ),,(=:),(  Uf  откуда 

непосредственным дифференцированием получим, что почти всюду в TQ   

,)],(),([
2

1
)(')('=),(

0

 dtxUtxUlxtxttxu

t

t       (2.21) 

.)],(),([
2

1
)(')('=),(

0

 dtxUtxUlxtxttxu

t

x     (2.22) 

 Из соотношений (2.21) и (2.22) следует, что ),( txut  и ),( txux  

принадлежат )(02 lxL   для всех ][0, lt  и принадлежат )(02 ltL   для 

всех .][0, lx  Теорема 2.1 полностью доказана.  

Замечание 2.1. С помощью рядов Неймана, дающих решения уравнений 

(2.13), (2.15), (2.17), (2.19), и с учетом оценок (2.14), (2.16), (2.18), (2.20) 

получим, что 

,|),(),(|max
22
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),(
qMtxutxu
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Qtx




  

где 
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ddflxtxttxu
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при lT   является единственным из класса )(ˆ 1

2 TQW  решением смешанной 

задачи I для неоднородного волнового уравнения с нулевыми начальными 

условиями (см. утв. 2.2). Принимая во внимание представления (2.21) и 

(2.22), можно сделать вывод о том, что   

.
23

)(1
2

* qMuu
T

QW


                                     
 (2.23) 
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Замечание 2.2. Отметим, что утверждения, аналогичные лемме 2.1 и 

теореме 2.1, могут быть получены и для решений смешанной задачи II с 

нулевыми финальными условиями (2.5) и такими граничными условиями 

(2.2), в которых  TWtt ,0)(),( 1

2  и .0=)(=)( TT   Подчеркнем, что в 

аналоге теоремы 2.1 решение рассматриваемой смешанной задачи для 

однородного уравнения будет тождественным нулем в области 

.},
2

|),{( TQTltxtTTt
l

Ttx   

 Аналогично доказательству теоремы 1.2 главы 1, можно доказать 

следующее утверждение.  

Теорема 2.2. Пусть в уравнении (2.1) коэффициент q(x,t) принадлежит 

классу  .2 TQL  Тогда для любого lT   каждая из смешанных задач I и II 

может иметь не более одного решения из класса  .ˆ 1

2 TQW  

 

2.3. Разрешимость задачи граничного управления при времени, 

меньшем или равном критическому 

 

В этом пункте изучим вопрос существования при lT =  и 

единственности при lT   задачи граничного управления III. Начнем с 

формулировки и доказательства утверждений о единственности и 

существовании решения для частного случая указанной задачи. 

Используя рассуждения, приведенные в работе [127], нетрудно 

убедиться в справедливости следующего утверждения (см. ход 

доказательства утверждения 1.3 из гл.1). 

 Утверждение 2.3.  Пусть       и q(x,t) является нулевым 

элементом класса   (  ). Тогда может существовать только одно 

решение из класса  ̂ 
 (  ) задачи граничного управления III. 

Имеет место следующее 

Утверждение 2.4.  Пусть q(x,t) является нулевым элементом класса 

  (  ). Тогда для того чтобы при      для наперед заданных пяти 
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функций  ( )     ( )    
 ,   -   ( )    ( )    ,   - и  (   )    (  ) 

существовало единственное решение задачи граничного управления III из 

класса  ̂ 
 (  )  необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие 

соотношения:   

 ̂ ( )    ( )   ̂( )   ( )  ∫  

 

 

 ̂(     )                    (    ) 

 ̂ ( )    ( )   ̂( )   ( )  ∫  

 

 

 ̂(   )                      (    ) 

где  ̂( )   ̂ ( ) и  ̂(   ) обозначают первообразные функций  ( )    ( ) и 

 (   ) по   соответственно. 

При выполнении этих условий решение указанной задачи дается 

формулой   

 (   )  

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
[ (   )   (   )   ̂(   )                                 

  ̂(   )  ∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )    +                  

 

 
[ (   )   ̂(   )    (     )                        

  ̂ (     )   (   )]                                      

 

 
[ (   )   ̂(   )    (     )                        

  ̂ (     )   (   )]                                       

 

 
,  (     )    (     )                                     

 ∫  

     

     

  ( )   ∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )    +           

   (    ) 

где   - треугольник, ограниченный отрезками прямых              

          - треугольник, ограниченный отрезками прямых         

                   - треугольник, ограниченный отрезками прямых    
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                       ,   - треугольник, ограниченный отрезками 

прямых                     и 

 (   )  ∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )     ∫  

 

 

 ̂(       )    

  

 (   )  ∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )     ∫  

 

 

 ̂(       )    

     При этом искомые граничные управления  (   )   ( ) и  (   )   ( )  

переводящие процесс вынужденных колебаний из начального состояния в 

финальное, имеют следующий вид:  

 ( )  
 

 
* ( )   ̂( )    (   )   ̂ (   )  ∫  

 

 

 ̂(     )  +  

 ( )  
 

 
*  ( )   ̂ ( )   (   )   ̂(   )  ∫  

 

 

 ̂(       )  +  

 

Доказательство необходимости. Сначала рассмотрим частный случай, 

когда в задаче III  ( )    на сегменте ,   -  а  ( ) является нулевым 

элементом   ,   -  Решение  (   ) из класса  ̂ 
 (  ) задачи III (если оно 

существует) является одновременно решением из того же класса смешанной 

задачи I, у которой  ( )    на ,   -  а  ( ) есть нулевой элемент   ,   -  Но 

это решение в силу утверждения 2.2 представляется в виде (2.8), из которого 

получим соотношение    

  ( )    
 ( )     ( )  ∫  

 

 

 (       )                      (    ) 

     Интегрируя (2.27) по   в пределах от нуля до   и учитывая равенства 

 ( )      ( )    ( )  будем иметь:  
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 ̂ ( )    ( )  ∫  

 

 

 ̂(   )    ̂ ( )    ( )  ∫  

 

 

 ̂(     )     (    ) 

 

     Из соотношения (2.31) вытекает, что если мы обозначим через  ̂ ( ) и 

 ̂(   ) те первообразные функций   ( ) и  (   ) по переменной    которые 

удовлетворяют условию    

 ̂ ( )    ( )  ∫  

 

 

 ̂(     )                          (    ) 

то справедливо равенство  

 ̂ ( )    ( )  ∫  

 

 

 ̂(   )                                (    ) 

Тем самым, для частного случая, когда  ( )    на ,   -  а  ( ) есть 

нулевой элемент   ,   -  необходимость соотношений (2.24) и (2.25) 

установлена. 

Рассмотрим теперь общий случай, когда  ( ) является произвольной 

функцией из класса   
 ,   -  а  ( ) - произвольным элементом класса 

  ,   -  С этой целью продолжим функции  ( ) и  ( ) четно  относительно 

точек     и     на сегменты ,    - и ,    -. Продолжим также функцию 

 (   ) по первой переменной нечетно относительно границ прямоугольника 

         и     на сегменты ,    - и ,    -  Продолженные таким образом 

функции  ( ),  ( ) и  (   ) будут принадлежать классам   
 ,     -, 

  ,     - и   ,(       )  (     )- соответственно. 

С так продолженными функциями  ( )   ( ) и  (   ) рассмотрим 

функцию  

 (   )  
 

 
[ (   )   (   )   ̂(   )   ̂(   )]   
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∫  

 

 

[ ̂(       )   ̂(       )]                        (    ) 

 

удовлетворяющую условиям  (   )   ( )     ,   - и   (   )   ( ) для 

почти всех   ,   -  в которой  ̂( ) обозначает произвольную 

первообразную функции  ( ) и  ̂(   )  первообразную функции  (   ) по 

первой переменной.  

Покажем, что функция (2.31)  является обобщенным решением из класса 

 ̂ 
 (  ) смешанной задачи I, в которой  (   ) заменено на  (   )   ( )  на 

 (   )  а  ( )  на  (   )  Для этого достаточно показать, что она 

удовлетворяет тождеству (2.7), в котором  (   )   ( ) и  ( ) заменены на 

 (   )  (   ) и  (   ) соответственно для любой фигурирующей в 

определении 2.1 функции  (   )  

С помощью интегрирования по частям перепишем соотношение (2.7) в 

следующем виде:   

∫  

 

 

∫  

 

 

,  (   )  (   )    (   )  (   )   (   ) (   )-      

 ∫  

 

 

  (   ) (   )                                    (    ) 

  В силу (2.31) левая часть (2.32) равна 
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что доказывает справедливость (2.32).  

Таким образом, нами показано, что функция (2.31) является 

обобщенным решением из класса  ̂ 
 (  ) смешанной задачи типа I. Поэтому 

разность , (   )   (   )- является решением из того же класса смешанной 

задачи I с начальными условиями при t=0, первое из которых тождественно 

равно нулю, а второе есть нулевой элемент класса   ,   -. В силу выше 

рассмотренного частного случая для этой разности будут справедливы 

соотношения вида (2.29) и (2.30), т.е. 

 

 ̂ ( )    ( )   ̂ (   )   (   )                              (2.33) 

 

 ̂ ( )    ( )   ̂ (   )   (   )                                 (2.34) 

 

в которых символ  ̂ (   ) обозначает первообразную функции   (   ) по  . 

Из равенства (2.31) вытекает, что 



 
 

105 
 

 

 (   )   ( )   ̂( )        (   )   ( )   ̂( )                       (    ) 

 

 ̂ (   )  ∫ (     )

 

 

         ̂ (   )  ∫ (   )

 

 

                      (    ) 

 

  Легко видеть, что в силу (2.35) и (2.36) равенства (2.33) и (2.34) 

переходят в равенства (2.24) и (2.25). Необходимость условий (2.24) и (2.25) 

полностью доказана. 

Доказательство достаточности. Принадлежность (2.26) классу  ̂ 
 (  ) 

вытекает из того, что она в каждой из областей          представляет собой 

алгебраическую сумму функций от аргумента     или      имеющих 

суммируемую с квадратом обобщенную производную и, в силу условий 

(2.24) и (2.25), сохраняет свою непрерывность при переходе через общую 

границу любых двух из указанных областей. 

Без труда проверяется, что для всех   ,   - справедливы равенства 

 (   )   ( )   (   )    ( ) и в смысле совпадения элементов   ,   - 

справедливы равенства   (   )   ( )    (   )    ( )  

Остается доказать справедливость тождества (2.7) для любой функции 

 (   ) из определения 2.1. В силу соотношения (2.32) достаточно доказать 

для  (   ) равенство  

 

∫  

 

 

∫  

 

 

,  (   )  (   )    (   )  (   )   (   ) (   )-      

 ∫  

 

 

 ( ) (   )          (    ) 

     Введем в рассмотрение функцию  
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 (   )  

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
[  (   )   ̂(   )   (   )    (   )]                        

 

 
[   (     )   ̂ (     )                                              

 ∫  

 

 

 ̂(       )    (   )    (   )+                              

 

 
* ̂(   )   (   )  ∫  

 

 

 ̂(       )                      

  (   )    (   )-                                                                       
 

 
[   (     )   ̂ (     )                                              

  (   )    (   )   (   )-                                                     

 

где  

 (   )  ∫  

 

 

 ̂(       )   ∫  

 

 

 ̂(       )    

 

  (   )   (   )   ̂(   )  

 

 (   )  ∫  

 

 

 ̂(       )   ∫  

 

 

 ̂(       )    

 

  (   )    (     )   ̂ (     )  

 

      Так же, как для функции  (   ), доказывается, что  (   ) принадлежит 

классу  ̂ 
 (  )   Легко проверяется, что для почти всех точек прямоугольника 

   справедливы равенства   (   )    (   )    (   )   ̂(   )    (   )  

Используя эти соотношения и свойства функции  (   ) из определения 2.1, 

получим: 
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∫  

 

 

∫  

 

 

,  (   )  (   )    (   )  (   )   (   ) (   )-      

 ∫,∫  (   )  (   )

 

 

  -   

 

 

 ∫,∫  ̂(   )  (   )

 

 

  -   

 

 

  

 ∫,∫  (   )  (   )

 

 

  -   

 

 

 ∫  

 

 

∫ (   ) (   )     

 

 

  

 ∫ (   )

 

 

  (   )   ∫ (   )

 

 

  (   )    

 ∫  

 

 

∫ (   )   (   )     

 

 

 ∫ (   )

 

 

  (   )    

 ∫ (   )

 

 

  (   )   ∫  

 

 

∫ (   )   (   )     

 

 

  

 ∫  ̂(   ) (   )   

 

 

 ∫  ̂(   ) (   )   

 

 

 ∫  

 

 

∫ (   ) (   )     

 

 

  

 ∫  

 

 

∫ (   ) (   )     

 

 

  ∫ (   )

 

 

  (   )    

 ∫  (   ) (   )

 

 

   ∫  

 

 

 ( ) (   )    

 

 Равенство (2.37) установлено. Таким образом, утверждение 2.4 

полностью доказано.   

Теперь рассмотрим общий случай рассматриваемой задачи граничного 

управления. Без ограничения общности, в дальнейшем ради простоты и 

упрощения выкладок считаем, что ),( txf  является нулевым элементом 

класса   (  )    
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Сначала приведем и докажем теорему о единственности. 

Теорема 2.3. Пусть коэффициент ),( txq  в уравнении (2.1) 

принадлежит классу  TQL2 . Тогда для любого ](0,lT   задача граничного 

управления III может иметь лишь одно решение из класса .)(ˆ 1

2 TQW  

Доказательство, как и в теореме 1.3 (см. гл.1, п.3), проведем лишь
12

 в 

случае .= lT  Предположим, что задача III имеет два решения ),((1) txu  и 

),((2) txu  из класса .)(ˆ 1

2 TQW  Тогда их разность ),(),(=),( (1)(2) txutxutxu 

является решением из того же класса задачи III с нулевыми начальными и 

финальными условиями. Положим )(0,=)( tut  и .),(=)( tlut  Из определения 

класса )(ˆ 1

2 lQW  следует, что ][0,)(),( 1

2 lWtt   и .0=)(=(0)=)(=(0) ll   

Тем самым, функция ),( txu  является решением из класса )(ˆ 1

2 lQW  

смешанных задач, рассмотренных в теореме 2.1 и замечании 2.2. В 

частности, ),( txu  обращается в тождественный нуль в области  

.
2222

,0|),(=0









 t
ll

xt
ll

lttx  

Пусть теперь    и    – две произвольные точки отрезка .][0,l

Характеристики 1= txt   и ,= 2tlxt   проходящие соответственно через 

точки )(0, 1t  и ,),( 2tl  пересекают границу 0  в точках  )/2()/2,( 11 tltl   и 

 ,)/2()/2,( 22 tltl   а в них .0=),( txu  Поэтому из соотношения (2.8) получим  
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 где  

                                                      
12

Как видно из нижеследующего рассуждения при lT <  существенно лишь то, что области, где решения, 

рассматриваемых в теореме 2.1 и замечании (2.2) задач I и II тождественно равны нулю, имеют общие 

точки. 



 
 

109 
 

,
22

||,
22

|),(=)( 1
11

10












 
ll

t
tlt

tD  

.||
22

,
22

|),(=)( 2
22

20












 tl
lltlt

tD   

 Рассмотрим теперь произвольную точку .),( 2tx  Из (2.8) имеем 

,),(),(
2

1
)(=),(

0

 dduqxttxu
D  откуда, учитывая первое равенство 

(2.38) с ,=1 xtt   придем к соотношению  
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(2.39) 

где 
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tx
lxttx

txDxtD  

 

Соотношение (2.39) является однородным интегральным уравнением 

типа Вольтерры второго рода, так как оператор 0N  его правой части 

ограниченно действует в )( 22 L  и удовлетворяет оценкам  
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и следовательно, это уравнение имеет только тривиальное решение и в силу 

(2.38) 0=)( 1t  для любого .][0,1 lt   

Аналогично с помощью второго равенства (2.38) рассматривается 

произвольная точка 3),( tx  и доказывается, что 0),( txu  в 3  и 0=)( 2t  

для любого .][0,2 lt  Теорема 2.3 полностью доказана.  

Отметим теперь одну особенность задачи граничного управления III 

при критическом значении .= lT  Как было установлено в [127], функция  
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(2.40) 

 

является единственным решением задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения тогда и только тогда, когда определяемые 

через начальные и финальные условия константы 0A  и 0B  равны между 

собой: 

 .)()((0)=)()((0) 01

0

11

0

0 BdldlA

ll

               (2.41) 

 

Точно также из утверждения 2.4 следует, что функция
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           (2.42) 

 

является единственным решением задачи граничного управления III для 

уравнения вынужденных колебаний струны тогда и только тогда, когда  

0,=),(
0

00 




ddfBA

ll




                                    (2.43) 

                                                      
13

Подынтегральная функция в (2.42) так же, как и в (2.8), получена нечетным продолжением правой части 

уравнения вне .TQ  
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 где 00 ,BA  – константы в левой и правой частях (2.41). 

Получим в рассматриваемой нами задаче граничного управления III для 

телеграфного уравнения с переменным коэффициентом условие, 

необходимое для существования ее решения из класса .)(ˆ 1

2 TQW  Далее ради 

простаты выкладок положим .0),( txf    

Теорема 2.4. Пусть .= lT  Тогда для существования решения из класса 

)(ˆ 1

2 TQW задачи граничного управления III необходимо выполнение следующих 

условий: 

1) ],[0,)(),( 1

21 lWxx   ,][0,)(),( 21 lLxx   

2) начальные и финальные функции удовлетворяют соотношению  

,),(),(=),(),( *
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(2.44) 

где 00 ,BA  – константы из равенства (2.41), величины ),(),,(  BA  

вычисляются через начальные и финальные условия по формулам  

,)()()(=),( 
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 (2.45) 
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(2.46) 

а ядра интегральных операторов ),(* Aq  и ),(* Bq  связаны с 

коэффициентом ),( q  в (2.1) соотношениями  
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 Доказательство. Пусть функция ),( txu  – решение из класса )(ˆ 1

2 lQW

задачи граничного управления III. Тогда она является решением смешанной 

задачи I в треугольнике 1  и решением смешанной задачи II в треугольнике 

.4  Как это было уже сделано в доказательстве теоремы 2.1, составим 

интегральные соотношения, которым удовлетворяет в областях 1  и 4   

функция .),( txu  

Обозначая через ),(1

0

txu  решение (2.40) смешанной задачи I для 

однородного волнового уравнения в ,1 из (2.42) получим соотношение  

 

,),(,),(),(
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1
),(=),( 1

1

1

0

 


txdduqtxutxu 

                  

(2.48) 

 где  

.},0|),{(=),( 111   txtxttx  

 

Аналогично, обозначая через ),(4

0

txu  решение (2.40) смешанной задачи 

II для однородного волнового уравнения в ,4 имеем 

  ,),(,),(),(
2

1
),(=),( 4

4

4

0

 


txdduqtxutxu 

                 

(2.49) 

 где  

.},|),{(=),( 444   txtxlttx  

 

В силу того, что функция ),( txu  как решение из класса )(ˆ 1

2 lQW

непрерывна в ,lQ значение ,/2)/2,( llu  вычисленное с помощью соотношений 

(2.48) и (2.49), должно быть одним и тем же. Поэтому  

 

,),(),(=),(),(
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0  dduqBdduqA 


                (2.50) 

 поскольку ,/2)/2,(2= 1

0

0 lluA /2)/2,(2= 4

0

0 lluB  и ,/2)/2,(= 11 ll  ./2)/2,(= 44 ll  
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Для придания равенству (2.50) окончательного вида (2.44), выразим 

),( txu  через ),(1

0

txu  из (2.48) и через ),(4

0

txu  из (2.49) с помощью 

соответствующих рядов Неймана. Положим: 

,),(),((1/2)=),]([  dduqtxuG
j

j   .1,4=j  

Тогда получим для 1),( tx   

),]([),(=),( 1
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1
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1

0

txuGtxutxu k

k




                            (2.51) 

 и для 4),( tx   

).,]([),(=),( 4
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4
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4

0

txuGtxutxu k

k






                            
(2.52) 

Ряды в правых частях (2.51) и (2.52) сходятся абсолютно, так как 

операторы 1G  и 4G  удовлетворяют оценкам  
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                     (2.53) 
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               (2.54) 

Подставляя (2.51) и (2.52) в (2.50), меняя соответствующим образом 

порядок интегрирования и учитывая, что ,),(2=),( 1

0

txutxA ,),(2=),( 4

0

txutxB

получим соотношения (2.44)-(2.47). Теорема 2.4 полностью доказана.  

Докажем, что полученное в теореме 2.4 необходимое условие (2.44) 

является и достаточным для существования решения задачи граничного 

управления III. 

Теорема 2.5. Пусть lT =  и выполнено условие 1 теоремы 2.4. Тогда 

соотношение (2.44) является и достаточным для существования 

(единственного!) решения из класса )(ˆ 1

2 lQW  задачи граничного управления III. 
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Доказательство. Определим функцию ),( txu  в треугольнике 
1  как 

решение интегрального уравнения (2.48), а в треугольнике 
4  – как решение 

интегрального уравнения (2.49). Эти уравнения в силу оценок (2.53) и (2.54) 

имеют ограниченные решения, задаваемые рядами (2.51) и (2.52). Тот факт, 

что эти решения непрерывны в 1  и ,4  вытекает из непрерывности правых 

частей уравнений (2.48) и (2.49). 

Если выполнено условие (2.44), то как показано в доказательстве 

теоремы 2.4, справедливо равенство (2.50), и следовательно, функция ),( txu  

непрерывна в объединении треугольников 1 и .4  Обозначим через ),(1 txu  и 

),(4 txu  построенные таким образом решения ),( txu  в 1  и 4  

соответственно. 

При 2),( tx  рассмотрим соотношение  

,),(),(
2

1
),(=),(

222
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0

 dduqtxutxu













 

 

                 (2.55) 

в котором ),(2

0

txu  – решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения, определяемое равенством (2.40) в 

треугольнике ,2  а области интегрирования заданы неравенствами 

,,
2

0|),(=),(22











  tx
tx

tx

,
22

,
2

|),(=),(22















   
lxtltx

l
l

tx  

.
22

||,
22

|),(=),(22
















ll

tx
txltx
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 Так как ,12  ,42   то первое и второе интегральные слагаемые 

правой части (2.55) уже известны и потому соотношение (2.55) является 

интегральным уравнением для нахождения функции ),( txu  в области 2   

вида  

),,]([),(=),( 22 txuGtxFtxu                                    (2.56) 
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где ,),(),((1/2)=),]([
2

2  ddqtxG   а функция ),(2 txF  известна. 

Оператор 2G  ограниченно действует в )( 22 L  и удовлетворяет оценкам  
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            (2.57) 

Из этих оценок вытекает, что уравнение (2.56) имеет ограниченное в 

2  решение. Обозначим его через .),(2 txu  Из соотношения (2.55) следует, 

что функция ),(2 txu  непрерывна в .2  

На границе    и   , т.е. при ,
2

0,=
l

ttx 
 

соотношение (2.55) 

переходит в равенство  
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2  dduqttuttu
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                       (2.58) 

Так как ),(=),( 1

0

2

0

ttuttu  и ,),(=),( 12 tttt   то из равенств (2.48) и (2.58) 

следует, что .),(=),( 12 ttuttu  

На границе 2  и ,4  т.е. при ,
2

,= lt
l

tlx   соотношение (2.55) 

переходит в равенство 
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 (2.59) 

 Так как 004

0

2

0

),(=),( BAttluttlu   и ,),(\=),( 442 ttlttl   то в силу 

равенства (2.50), эквивалентного условию (2.44), получим: 

.),(=),( 42 ttluttlu   

Аналогично при 3),( tx  рассмотрим соотношение  
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(2.60) 
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в котором ),(3

0

txu  – решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения в треугольнике 3 (см. (2.40)), а области 

интегрирования заданы следующими неравенствами: 
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Так как ,13  ,43   то первое и второе интегральные слагаемые 

правой части (2.60) уже известны, и следовательно, соотношение (2.60) 

является интегральным уравнением вида  

 

),]([),(=),( 33 txuGtxFtxu                                    (2.61) 

 

 для нахождения его решения ),( txu  в области   . Здесь    

.),(),((1/2)=),]([
3

3  ddqtxG   Оператор 3G  ограниченно действует в 

)( 32 L  и, так как для него справедливы оценки  
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         (2.62) 

 

то уравнение (2.61) имеет ограниченное и непрерывное в    решение 

).,(=),( 3 txutxu  Аналогично (2.58) и (2.59) можно установить, что на 

границе треугольников 3  и :1  ),(=),( 13 ttluttlu   и в силу (2.44) на 

границе 3  и :4  .),(=),( 43 ttuttu  



 
 

117 
 

Таким образом, решения интегральных уравнений (2.48), (2.49), (2.55) и 

(2.60) определяют непрерывную в lQ  функцию ),,( txu  для которой 

),(=),( txutxu j  при ,),( jtx   1,4=j . 

Дифференцируя обе части этих интегральных уравнений по x и по t, 

нетрудно показать, что функция ),( txu  принадлежит классу .)(ˆ 1

2 lQW  Кроме 

того, из утверждения 2.4 следует, что ),( txu  является решением из этого 

класса задачи граничного управления III для телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом. Теорема 2.5 полностью доказана.  

Замечание 2.3. Из оценок (2.53), (2.54), (2.57), (2.62) и формул, 

задающих решения
 

),( txu j  соответствующих интегральных уравнений в 

виде рядов Неймана (см., например, равенства (2.51), (2.52) при 1=j  и 

4=j ), вытекает априорная оценка решения задачи граничного управления 

III
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lLlLlWlW
l

QW
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которая свидетельствует об устойчивости полученного решения 

относительно начальных и финальных условий. 

Замечание 2.4. Если выполнено условие (2.44), то функция ,),(
0

txu

задаваемая равенством (2.40), уже, вообще говоря, не является решением из 

класса )(ˆ 1

2 lQW  задачи граничного управления III для однородного волнового 

уравнения. Определим константу )(= 00 qMM  равенством  
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              (2.63) 

 

Добавляя в выражение, определяющее функцию ),(
0

txu  в области 4 , 

константу ,0M  получим новую функцию ,),(
0

* txu  которая уже является 



 
 

118 
 

обобщенным решением рассматриваемой задачи для однородного волнового 

уравнения, но с модифицированным первым финальным условием 

.)(=),( 01

0

* Mxlxu   

Пользуясь соотношениями (2.44)-(2.47), нетрудно показать, что при 

0
2
q  константа ,0M  определяемая (2.63), стремится к нулю и функция 

),(
0

* txu  переходит в ),(
0

txu . 

Кроме того, из оценок (2.53), (2.54), (2.57) и (2.62) и интегральных 

представлений для первых частных производных решения ),( txu  следует, что 

если 0,
2
q  то 0
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uu  и, соответственно,  
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где   

,)(0,=)(
00

tut  .),(=)(
00

tlut  

 

Это свидетельствует о регулярности решения задачи граничного 

управления III по отношению к аддитивному возмущению ),(),( txutxq

волнового оператора в (2.1) с сумируемым коэффициентом .),( txq   
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ГЛАВА 3.  

ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

ТЕЛЕГРАФНЫМ УРАВНЕНИЕМ С ПЕРЕМЕННЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ, ПРОИЗВОДИМОЕ СМЕЩЕНИЕМ НА ОДНОМ 

КОНЦЕ ПРИ СВОБОДНОМ ВТОРОМ 

   

В этой главе в терминах обобщенного решения телеграфного уравнения 

с переменным коэффициентом вида  
),,(=),(),(),(),( txftxutxqtxutxu xxtt   

,<<0 lx  Tt <<0  исследуется задача граничного управления процесса, 

описываемого этим уравнением, производимого смещением на конце 0=x  

при условии, что конец lx =  свободен. Глава содержит три раздела. В 

первом разделе приводятся постановка задачи и необходимые определения. 

Во втором разделе изучается вопрос существования и единственности 

решения смешанной задачи для указанного уравнения. Раздел 3 посвящается 

доказательству существования при lT 2=  и единственности при lT 2  

решения рассматриваемой задачи граничного управления. 

 

3.1. Постановка задачи и основные определения 

 

 В прямоугольнике ][0][0= TtlxQT   рассмотрим следующие 

задачи: 

- смешанную задачу I:  

)1.3(,),(=),(),(),(),( Txxtt QвtxftxutxqtxutxuLu 
 

)2.3(,00),(),(=)(0, Ttприtluttu x 
 

)3.3(,0)(=,0)(),(=,0)( lxприxxuxxu t 
 

в которой ,][0,)( 1

2 TWt  ,][0,)( 1

2 lWx  ,][0,)( 2 lLx  )(),( 2 TQLtxf   и 

выполнено условие согласования  

 )4.3((0);=(0)   
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- смешанную задачу II: уравнение (3.1) с краевыми условиями (3.2) при 

Tt 0  и условиями  

)5.3(,0)(=),(),(=),( 11 lxприxTxuxTxu t   

в которой ,][0,)( 1

2 TWt   ,][0,)( 1

21 lWx   ,][0,)( 21 lLx   )(),( 2 TQLtxf   и 

выполнено условие согласования  

 )6.3((0);=)( 1 T  

- задачу граничного управления III: уравнение (3.1) с условием 

0),( tlux  при ,0 Tt   начальными условиями (3.3) и финальными 

условиями (3.5), в которой ,][0,)(),( 1

21 lWxx   ,][0,)(),( 21 lLxx 

)(),( 2 TQLtxf   и выполнены условия согласования (3.4) и (3.6). 

В задачах I-III требуется, что переменный коэффициент ),( txq  

принадлежит только классу  .2 TQL  

Решение поставленных задач будем искать в классе ,)(ˆ 1

2 TQW определение 

которого приведено в первом пункте главы 1. 

Определение 3.1. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

тождеству 

dxdttxtxfdttt

dxxxxxdxdttxLtxu

Tl

x

T

t

lTl

),(),(=)(0,)(

,0)]()(,0)()([),(),(

000

000













          (3.7) 

для любой пробной функции ),( tx  из класса ,)(ˆ 2

2 TQW подчиненной 

условиям 0),(=)(0,  tlt x  при Tt 0  и условиям 0),(=),(  TxTx t  

при ,0 lx   и которая, кроме того, удовлетворяет первому граничному 

условию (3.2) и первому начальному условию (3.3) в классическом смысле, а 

второму граничному и второму начальному условиям почти всюду на ][0,T  и 

на ][0, l  соответственно. 
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Определение 3.2. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи II 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

тождеству (3.7), в котором вместо второго интеграла стоит взятый со знаком 

«минус» интеграл dxTxxTxx t

l

)],()(),()([ 11
0

   и которое выполнено для 

любой пробной функции ),( tx  из класса ,)(ˆ 2

2 TQW  подчиненной условиям 

0),(=)(0,  tlt x  при Tt 0  и условиям 0,0)(=,0)(  xx t  при  ,0 lx  

которая, кроме того, удовлетворяет первому граничному условию (3.2) и 

первому финальному условию (3.5) в классическом смысле, а второму 

граничному и второму финальному условиям почти всюду на ][0,T  и на 

][0, l  соответственно.  

Определение 3.3. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного 

управления III назовем решение ),( txu  из этого класса смешанной задачи I с 

такой функцией ,)(t  что выполнены первое финальное условие (3.5) в 

классическом смысле, а второе финальное условие (3.5) почти всюду на .][0, l  

Так же, как и в [134], нетрудно проверить, что если функция u(x,t) – 

решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, то функция 

),(=),(* tTxutxu   является решением из того же класса модифицированной 

смешанной задачи II (см. гл. 1, п. 1.1). 

 

3.2.  Разрешимость смешанных задач  

 

В этом разделе исследуем вопрос существования и единственности 

рассматриваемых смешанных задач I и II. Сначала рассмотрим случай, когда 

переменный коэффициент является нулевым элементом класса  .2 TQL   

Аналогично доказательству утверждения 1.1 главы 1 доказывается 

следующее утверждение.  
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 Утверждение 3.1. Пусть q(x,t) есть нулевой элемент класса  .2 TQL  

Тогда для любого     смешанная задача I может иметь только одно 

обобщенное решение из класса   ̂ 
 (  )  

Используем ниже обозначение )(t
 
для продолженной тождественным 

нулем на значения 0<t  функции .)(t  

Приведем утверждение о существовании решения смешанной задачи I 

для рассматриваемого частного случая.  

Утверждение 3.2. Пусть       Тогда единственное решение  (   ) из 

класса  ̂ 
 (  ) смешанной задачи I, у которой  ( )    на сегменте ,   -  

 ( ), q(x,t) являются нулевыми элементами класса    соответственно на 

отрезке ,   - и в прямоугольнике       (   )    ,  -, а  ( ) - произвольная 

функция из класса   
 ,   -  удовлетворяющая условию  ( )     

определяется равенством 

 (   )   
 
(   )  

 

 
∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )                              (   ) 

где  
 
(   )   (   )   (      ) – решение смешанной задачи I для 

соответствующего однородного волнового уравнения (см. [274]), а 

подынтегральная функция получена из функции правой части уравнения (3.1) 

соответственно нечетным и четным продолжением относительно границ 

    и     прямоугольника   . 

Доказательство. С применением свойств функций  ( ) и  (   ) 

тривиально проверяется, что при      функция (3.8) удовлетворяет 

условию  (   )   ( ) для любого   ,   -, условию   (   )    для почти 

всех   ,   - и первому начальному условию  (   )         ,   -  а 

второму начальному условию   (   )    – почти всюду на ,   -  Поэтому 

достаточно убедиться в том, что она удовлетворяет тождеству (3.7), в 

котором  ( )         ,   -  а  ( ) и q(x,t) являются нулевыми элементами 

класса    соответственно на отрезке ,   - и в прямоугольнике     Однако это 
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можно показать совершенно аналогично (1.8) (см. гл.1, п.1.1, утв.1.2). 

Утверждение 3.2 доказано. 

Рассмотрим теперь общий случай смешанной задачи I с нулевыми 

начальными условиями (3.3) и произвольной граничной функцией 

,][0,)( 1

2 TWt   удовлетворяющей условию согласования 0=(0) . 

Лемма 3.1. Пусть .2lT   Тогда решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной 

задачи I, у которой 0)( x   при ,][0,lx  0=)(x  для почти всех ][0, lx  и 

)(t  – произвольная функция из класса ,][0,1

2 TW  для которой 0,=(0)  

удовлетворяет соотношению
14

  

   









ddfuqxttxu

ltxl

tx

t

),(),(),(
2

1
)(=),(

||

||0

 

 

  


ddfuq

l

txl

ltx

),(),(),(
2

}{0,max

0

 




                     (3.9) 

 

в случае, когда lt 0 , и соотношению  

 

  


















ddfuq

lxtxttxu

lxtl

txl

lt

),(),(),(
2

1

)2()(=),(

||

|2|0

 

   









ddfuq

lxtl

tx

t

lt

),(),(),(
2

1
||

||

 

  


ddfuq

l

tlxl

ltx

lxt

),(),(),(
||}{0,max

 






                   (3.10) 

 

в случае, когда .Ttl   

                                                      
14

 Уравнение (3.10) привлекается для нахождения u(x,t) только в случае T>l. 
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Доказательство. Для получения соотношений (3.9) и (3.10) достаточно 

в формуле (3.8) учесть нечетность продолжения функции правой части 

уравнения ),( txf  относительно границы 0=x  и четность ее продолжения 

относительно границы lx =  прямоугольника ,TQ и после чего положить в 

уравнении (3.1) ),(),(),(=:),( txftxutxqtxf  .  

Теорема 3.1. Пусть lT 2  и ).(),(),,( 2 TQLtxftxq   Тогда решение 

),( txu  из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, в которой 0)( x  при ,][0, lx

0=)(x  для почти всех ][0, lx  и )(t  - произвольная функция из класса 

,][0,1

2 TW  для которой ,0=(0) существует, причем выполнена оценка
15

 

 

,)(sup),(sup
2

],0[
1

),(













ftKtxu
TtQtx T

                           (3.11) 

 

равномерная для всех коэффициентов 
2

:),( qtxq  , тем самым 0)(11  KK . 

Если ,0),( txf  то u(x,t) тождественно равно нулю в области 

.},0|),{( TQlxtlttx   

Доказательство. Все рассуждения для каждого значения ]2(0, lT   

проводятся единообразно. Поэтому ради краткости ограничимся лишь 

случаем .2= lT  Разделим прямоугольник lQ2  на семь частей 

характеристиками, проходящими через его углы. В полученных областях (см. 

гл. 1, п. 1.2, теорема 1.1) положим ),(=),( txutxu j  при jtx ),( , 1,7=j , и 

рассмотрим соотношения (3.9) и (3.10) последовательно для точек ),,( tx  

расположенных в областях 1 , 2 ,..., 7 , как интегральные уравнения для 

нахождения ),(1 txu , ),...,(2 txu , .),(7 txu  

При 1=j  соотношение (3.9) приводит к следующему уравнению для 

нахождения ),(1 txu   

                                                      
15

 Здесь и всюду далее
2

. обозначает норму в )(2 TQL , а 
,2

.  –  норму в )(2 L  для 
TQ .  
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,),(),(),(
2

1
=),(

1

1

1

1  ddfdduqtxu
DD

               (3.12) 

 где .},0|),{(=),(11   txtxttxDD  

Перепишем уравнение (3.12) в операторном виде 

),]([),(=),( 11

1

1 txuNddftxu
D

   и заметим, что интегральный оператор 

 dduqtxuN
D

),(),(
2

1
),]([ 1

1

11   ограниченно действует в пространстве 

)( 12 L  и его степени kN1  удовлетворяют оценкам  

 

 
.,

)!2(2
|),(|sup),]([

1,2

1
),(

1 Nk
k

t
qtxtxN

k

k
k

tx

k 






       

(3.13) 

 

Следовательно, (3.12) является интегральным уравнением типа 

Вольтерры второго рода. Если ,0),( txf  то оно как однородное уравнение 

имеет только тривиальное решение, то есть в этом случае .0),(1 txu  Если 

),( txf  произвольная функция из класса ),(2 TQL то решение уравнения (3.12) 

можно записать в виде ряда Неймана 

 

  ,),(),(
2

1
=),(

1

11

1







k

k

D

txfNddftxu   

 

который абсолютно сходится в силу оценок (3.13)
16

. Справедливость оценки 

(3.11) доказывается аналогично доказательству (1.13) (см. гл.1). 

 В дальнейшем ради краткости выкладок положим .0),( txf  

 Так как 0),(1 txu 17
 и 0)(  xt  при ,),( 3tx  то аналогично (3.12) 

получим для нахождения ),(3 txu  уравнение  

 

                                                      
16

 Справедливость (3.13) доказывается аналогично доказательству (1.15) (см.  гл. 1., п.2).  
17

 С учѐтом .0),( txf  
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,),(),(
2

1
=),( 3

33

3  dduqtxu
DD













 



                       (3.14) 

 где четырехугольник
  

|
2

|
2

,0|),(=),(33

txltxl
ttxDD











 








22

ltxtxl 
  

и треугольник  

 ),(33 txDD  














 l
ltxtxl

ltx 
22

3
,0|),(  

целиком лежат в треугольнике 3 . 

Так как интегральный оператор 3N  правой части (3.14) ограниченно 

действует в )( 32 L  и выполнена оценка  

 

,|,),(|sup
)!(2

,22),]([
3

),(3
3 Nktx

k

t
qtxN

tx

kk
k 










          (3.15) 

 

то, как и для ),(1 txu , придем к выводу, что .0),(3 txu  

В области 2  с учетом того, что ,0),(1 txu  соотношение (3.9) примет 

вид  

,),(),(
2

1
)(=),( 2

2

2  dduqxttxu
D



                     

(3.16) 

где 
 

.
22

||,
2

|),(=),( 222 






 








txtx

txt
xt

txDD   

 Запишем (3.16) в операторном виде ),]([)(=),( 222 txuNxttxu   и 

заметим, что )( xt   ограничена в 2 , а ограниченно действующий в 

)( 22 L  оператор 2N  удовлетворяет оценкам  

.|,),(|sup
!1)!(22

),]([
2

),(

,2

2

2 Nktx
k

tq
txN

tx

k
k

k 



















              (3.17) 
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 Следовательно, уравнение (3.16) имеет решение, представимое 

абсолютно сходящимся рядом Неймана )()(=),( 21=2 xtNItxu k

k



 , 

которое ограничено в .2  

Пусть теперь .),( 4tx Учитывая, что ,0),(1 txu  ,0),(3 txu  из (3.9) 

и (3.10) получим  

,),(),(
2

1
),(),(

2

1
)(=),( 4

4

2

4

4  dduqdduqxttxu
DD

 


  

   (3.18) 

где  

,
22

||,
22

|),(=),(44
















ll

tx
xtlxt

txDD 

 

.
2222

,
2

|),(=),(44





















 
xtxtxtlxtl

t
l

txDD    

 Так как 24 D , то первый интеграл правой части (3.18) – уже 

известная ограниченная функция. Поскольку 44 D , то (3.18) представляет 

собой интегральное уравнение для нахождения ),(4 txu , в котором оператор 

 ddqtxN
D

),(),(
2

1
),]([

4
4   правой части ограниченно действует в 

)( 42 L  и удовлетворяет оценкам  

.|,),(|sup
!

)(

2
),]([

4
),(

,2

4

4 Nktx
k

xtql
txN

tx

k
k

k 




















      (3.19) 

 

 Как и для уравнения (3.16), из (3.19) следует, что интегральное 

уравнение (3.18) имеет ограниченное в      решение .),(4 txu  

Решение ),( txu  в оставшихся областях              строится по 

аналогичной схеме. Приведем лишь получающиеся интегральные уравнения 

и оценки соответствующих операторов. 

В треугольнике 5  имеем: 
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5  dduqdduqxttxu
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      (3.20) 

где   
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а интегральный оператор  ddqtxN
D
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          (3.21) 

  

 В треугольнике 6  имеем: 
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           (3.22) 

где
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а интегральный оператор  ddqtxN
DD
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удовлетворяет оценкам  

  .|,),(|sup
!

)2(
),]([

6
),(

,26
6

Nktx
k

ltx
qltxN

tx

k

kk 






           (3.23) 

И, наконец, в треугольнике 7  получим:  
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где 
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а интегральный оператор  ddqtxN
D
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7   удовлетворяет 

оценкам  
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       (3.25) 

 Итак, показано, что уравнения (3.9) и (3.10) имеют в прямоугольнике TQ  

ограниченное решение .),( txu  Отметим, что оценка (3.11) доказывается 

совершено аналогично оценке (1.15) из первой главы. Исследуем теперь  

гладкость полученного нами решения. 

Так как все слагаемые в правых частях (3.9) и (3.10) непрерывны по 

),( tx  в TQ , то найденное решение ),( txu  также непрерывно в .TQ  Для 

упрощения записи введем функцию ),(),(),( txutxqtxU   и продолжим ее 

нечетно относительно границы 0=x  и четно относительно границы .= lx

Тогда соотношения (3.9) и (3.10) можно переписать в виде одного равенства  

.),(
2

1
)2()(=),(

0






ddUlxtxttxu

tx

tx

t






                (3.26) 

Из (3.26) непосредственным дифференцированием получим, что  

)27.3(,)],(),([
2

1
)2(')('=),(

0

 dtxUtxUlxtxttxu

t

x  
 

)28.3(,)],(),([
2

1
)2(')('=),(

0

 dtxUtxUlxtxttxu

t

t  
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откуда следует, что производные ),( txux  и ),( txut  принадлежат )(02 lxL   

для всех ][0,2lt  и принадлежат )2(02 ltL   для всех .][0, lx  Теорема 3.1 

полностью доказана.  

Замечание 3.1. Непосредственный анализ рядов Неймана, дающих 

решения уравнений (3.12), (3.14), (3.16), (3.18), (3.20), (3.22), (3.24), с учетом 

неравенств (3.13), (3.15), (3.17), (3.19), (3.21), (3.23), (3.25) приводит к оценке 

  

,|),(),(|max
22

*

),(

qKtxutxu
T

Qtx




                                   (3.29) 

где 











tx

tx

t

dfdlxtxttxu ),(
2

1
)2()(=),(

0

*
 – решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  

смешанной задачи I для уравнения вынужденных колебаний струны с 

нулевыми начальными условиями и нулевым коэффициентом q(x,t) при 

lT 2  (см. утв. 3.2). 

А из равенств (3.27) и (3.28) следует, что  

.
22

)(
2

*

)(
2

* qKuuuu
T

QL
tt

T
QL

xx                            (3.30) 

 Тем самым, объединяя (3.29) и (3.30), получим оценку  

.
22

)(1
2

* qKuu
T

QW
                                             (3.31) 

 Оценка (3.31) свидетельствует о регулярности решения 

рассматриваемой смешанной задачи по отношению к аддитивному 

возмущению q(x,t)u(x,t) неоднородного волнового оператора с суммируемым 

коэффициентом q(x,t). 

Замечание 3.2. Отметим, что утверждения, аналогичные лемме 3.1 и 

теореме 3.1, могут быть получены и для решений смешанной задачи II с 

нулевыми финальными условиями (3.5) и такими граничными условиями 

(3.2), в которых  TWt ,0)( 1

2  и .0)( T  Подчеркнем лишь, что в аналоге 

теоремы 3.1 решение рассматриваемой смешанной задачи для однородного 



 
 

132 
 

уравнения будет тождественным нулем в области 

.},0),(max|),{( TQlxtTTtlTtx     

 Используя тождество (3.7) и теорему 3.1, повторяя рассуждения, 

приведѐнные при доказательстве теоремы 1.2 главы 1, можно доказать 

следующую теорему. 

Теорема 3.2. Пусть в уравнении (3.1) коэффициент q(x,t) принадлежит 

классу  .2 TQL  Тогда для любого lT 2  каждая из смешанных задач I и II 

может иметь не более одного решения из класса  .ˆ 1

2 TQW  

 

3.3. Разрешимость задачи граничного управления при времени, 

меньшем или равном критическому 

 

В этом параграфе сформулируем и докажем теоремы о единственности 

при lT 2  и существовании при lT 2=  решения задачи граничного 

управления III. Установим сначала единственность и существование решения 

рассматриваемой задачи для случая, когда переменный коэффициент q(x,t) 

является нулевым элементом класса   (  )    

Повторяя расуждения, приведенные в работе [274], легко убедиться в 

справедливости следующего утверждения (см. ход доказательства 

утверждения 1.3 первой главы). 

 Утверждение 3.3.  Для любого      может существовать только 

одно обобшенное решение из класса  ̂ 
 (  ) рассматриваемой задачи 

граничного управления III. 

Приведем и докажем утверждение о существовании решения задачи 

граничного управления III для рассматриваемого частного случая. 

Утверждение 3.4. Пусть      и q(x,t) является нулевым элементом 

класса   (   ). Тогда для того чтобы для наперед заданных пяти функций 

 ( )     ( )    
 ,   -   ( )     ( )    ,   - и  (   )    (  )  

существовало единственное решение задачи граничного управления III из 
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класса  ̂ 
 (   )  необходимо и достаточно, чтобы эти функции 

удовлетворяли условию 

 ̂ ( )    ( )   ̂( )   ( )  ∫  

  

 

 ̂(   )                      (    ) 

 

где символами  ̂( )   ̂ ( ) и  ̂(   ) обозначены соответственно 

первообразные функций  ( )    ( ) и  (   ) по  , удовлетворяющие 

равенствами  

 ̂ ( )   ̂( )     

 

При выполнении этого условия решение указаной задачи дается 

формулой   

 (   )   (   )   (      )  
 

 
∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )             (    ) 

 

где функция   ( ) определяется выражениями 

 

         
 

 
, ̂( )   ( )-       при                                        (3.34) 

 

             
 

 
, ̂(    )   (    )-       при                           (3.35)  

 

 
 

 
* ̂ (    )    (    )  ∫  

  

 

 ̂(     )  + 

         при            (3.36)  

 

 
 

 
* ̂ (    )    (    )  ∫  ̂(        )  

  

 

+   

 при            (3.37) 
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     При этом искомое граничное управление  (   )   ( )    
 ,    -  

переводящее процесс колебаний из начального состояния (3.3) в финальное 

состояние (3.5), имеет следующий вид: 

 

 ( )  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
, ̂( )   ( )   ̂ ( )    ( )                                                     

                                     ∫  

  

 

 ̂(        )  -                   

 

 
,  ̂(    )   (    )   ̂ (    )                                         

                                    (    )  ∫  

  

 

 ̂(     )  -           

(    ) 

 

Доказательство необходимости. Сначала рассмотрим частный случай, 

когда в задаче III  ( )    на сегменте ,   -  а  ( )    почти всюду на 

,   -  В этом случае, если решение  (   ) из класса  ̂ 
 (  ) задачи III 

существует, то оно является одновременно решением из того же класса 

смешанной задачи I, у которой  ( )    на ,   -  а  ( ) есть нулевой 

элемент   ,   -  Единственное решение последней задачи в силу 

утверждения 3.2 представляется в виде (3.8).  

Дифференцируя (3.8) по  , полагая      , получим:  

  

  ( )    (    )    ( )   

 

 
 

 
∫  

 

 

, (        )   (        )-                         (    ) 

 

для почти всех   ,   -  Проинтегрировав (3.39) по   в пределах от   до     

учитывая свойства функции  (   ) и потребовав выполнение равенства 

 ̂ ( )     имеем:   

 ̂ ( )    (    )   ( )   
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∫  

  

 

 ̂(        )   
 

 
∫  

  

 

 ̂(        )                   (    ) 

справедливое для любого   ,   -  

С другой стороны, из формулы (3.8) при x=t  и  t=2l  имеем: 

 

  ( )   (    )   ( )   

 
 

 
∫  

  

 

 ̂(        )   
 

 
∫  

  

 

 ̂(        )              (    ) 

 

Почленно складывая равенства (3.40) и (3.41), будем иметь: 

 

 ̂ ( )    ( )    ( )  ∫  

  

 

 ̂(        )    

 

  Полагая в последнее равенство t=0, учитывая определение функции 

 ( ) и свойства функции  (   )  получим справедливость равенства (3.32) 

для рассматриваемого частного случая. 

 Рассмотрим теперь общий случай, когда  ( ) – произвольная функция 

из класса   
 ,   -  а  ( ) – произвольный элемент   ,   -  

Продолжим функции  ( ) и  ( ) сначала на сегмент ,    - четно 

относительно точки    , а затем на сегменты ,     - и ,     - так, чтобы 

 ( )    
 ,      -   ( )    ,      -. Продолжим также функцию  (   ) 

по первой переменной нечетно относительно точки     на сегменты ,    - 

и четно относительно точки     на ,    -  После такого продолжения 

получим, что  (   )    ,(       )  (      )-  

С так продолженными функциями  ( )   ( ) и  (   ) рассмотрим 

функцию  
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 (   )   
 
(   )  

 

 
∫  

 

 

[ ̂(       )   ̂(       )]              (    ) 

в которой  

 
 
(   )  

 

 
, (   )   (   )   ̂(   )   ̂(   )-  

 

а  ̂( ) обозначает первообразную функции  ( )  удовлетворяющую 

условию  ̂( )    и  ̂(   ) обозначает первообразную функцию  (   ) по 

первой переменной.  

Убедимся в том, что функция (3.42)  является обобщенным решением из 

класса  ̂ 
 (   ) смешанной задачи типа I, у которой  (   )   ( )     

,   -    (   )   ( ) в смысле совпадения элементов   ,   -     (   )  

   почти всюду на ,   -   а граничное значение  (   ) берется из выражения 

(3.42). Нужно только доказать, что она удовлетворяет тождеству (3.7), в 

котором  (   ) и  ( ) заменены соответственно на  (   ) и  (   )  для 

любой фигурирующей в определении 3.1 функции  (   )  

С помощью интегрирования по частям перепишем (3.7) в виде   

∫  

 

 

∫  

  

 

,  (   )  (   )    (   )  (   )   (   ) (   )-      

 ∫  

 

 

 ( ) (   )                                                 (    ) 

        В [274] показано, что функция  
 
(   )удовлетворяет соотношению (3.43) 

в  случае, когда в нем отсутствует ∫  
 

 
∫  

 

 
 (   ) (   )      

Поэтому нам достаточно доказать, что для интегрального слагаемого, 

стоящего в правой части (3.42), справедливо (3.43), но это уже сделано при 

доказательстве утверждения 3.2.  

Таким образом, функция (3.42) является обобщенным решением из 

класса  ̂ 
 (   ) смешанной задачи типа I. Отсюда следует, что разность 
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, (   )   (   )- будет удовлетворять всем требованиям рассмотренного 

выше частного случая с нулевой правой частью  (   ). Поэтому для нее 

будет справедливо тождество вида (3.32). Это тождество имеет следующий 

вид: 

 , ̂ ( )   ̂ (    )-  ,  ( )   (    )-                     (3.44) 

 

в котором символ  ̂ (   ) обозначает первообразную функции   (   ) по   и 

определяется равенством   

 ̂ (   )  
 

 
, (   )   (   )   ̂(   )   ̂(   )   

 ∫  

 

 

, ̂(       )   ̂(       )-  +                 (    ) 

     

Равенства (3.42) и (3.45) позволяют переписать (3.44) в следующем виде: 

  

 ̂ ( )    ( )   (  )   ̂(  )  ∫  

  

 

 ̂(      )              (     ) 

 

     Теперь для установления справедливости соотношения (3.32) нам остается 

заметить, что так как относительно точки     функция  ( ) является 

четной, функция  ̂( ) – нечетной, а функция  ̂(   ) будет нечетой, то 

справедливы равенства  (  )   ( )    ̂(  )    ̂( ) и  ̂(      )  

  ̂(   ). Необходимость соотношения (3.32) полностью доказана. 

Доказательство достаточности. Для того чтобы доказать, что функция 

 (   )  определяемая равенством (3.33), принадлежит классу  ̂ 
 (   )  

достаточно убедиться в том, что функция  ( )  определяемая соотношениями 

(3.34) - (3.37), принадлежит классу   
 ,    -  Соотношения (3.34) - (3.37) 

позволяют утверждать, что функция  ( ) принадлежит классу   
  на каждом 

из сегментов ,   -, ,    -, ,     - и ,     -. 
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Для доказательства принадлежности  ( ) классу   
 ,    - достаточно 

показать, что: 1) значения  ( ), определяемые из равенств (3.34) и (3.35), 

совпадают между собой; 2) значения  (  )  определяемые из равенств (3.35) 

и (3.36), совпадают между собой; 3) значения  (  )  определяемые из 

равенств (3.36) и (3.37), одинаковы. Но 1) вытекает из условия   ̂( )   , 

справедливость 2) сразу вытекает из тождества (3.32) и свойств функции 

 ̂(   ), а справедливость 3) – из соотношения  ̂ ( )    и свойств функции 

 ̂(   ). Итак,  ( ) принадлежит классу   
 ,    - и поэтому функция  (   )  

определяемая равенством (3.33), принадлежит классу  ̂ 
 (   ).  

С помощью соотношений (3.34) - (3.37) легко проверяется, что для всех 

  ,   - справедливы равенства  (   )   ( )  (   )    ( ) и для почти 

всех   ,   - – равенства   (   )   ( )    (   )    ( )  

 Остается доказать, что для функции  (   )  определяемой равенством 

(3.33) и для граничного управления  (   )   ( )  взятого как указано в 

условии теоремы, справедливо тождество (3.7) для произвольной функции 

 (   ) из определения 3.1. А это доказывается так же, как и для функции 

(1.32) (см. гл. 1, утв. 1.4). Утверждение 3.4 полностью доказана. 

Теперь рассмотрим общий случай изучаемой задачи граничного 

управления. Как и в первой главе, без ограничения общности, в дальнейшем 

ради простоты и упрощения выкладок, считаем, что .0),( txf  

Установим сначала единственность решения задачи граничного 

управления III при времени, меньшем или равном критическому. 

Теорема 3.3. Для любого ](0,2lT   задача граничного управления III 

может иметь лишь одно решение из класса  .ˆ 1

2 TQW  

 Приведѐнная теорема доказывается совершенно аналогично 

доказательству теоремы 1.3 из гл. 1. 

Отметим теперь одну особенность задачи граничного управления III при 

значении .2= lT  Из работы [274] следует, что функция  
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является единственным решением задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения тогда и только тогда, когда  

.)((0)=)((0) 01

0

1

0

0 BddA

ll

                    (3.47) 

Точно так же из утверждения 3.4 следует, что функция 
18

  






ddftxutxu

tx

tx

t

),(
2

1
),(=),(

0

0








                        

(3.48) 

 

является единственным решением задачи граничного управления III для 

уравнения вынужденных колебаний струны тогда и только тогда, когда  

 

,),(=),(
2

2

0

0
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ddfBddfA

l

l

l

l

ll




                     (3.49) 

 

 где 00 ,BA  – константы в левой и правой частях (3.47). 

                                                      
18

Подынтегральная функция в (3.48) получена продолжением правой части уравнения вне .TQ  
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Получим теперь в рассматриваемой нами задаче граничного управления 

III для телеграфного уравнения (3.1) условие, необходимое для 

существования еѐ решения из класса .)(ˆ 1

2 TQW  

Теорема 3.4. Пусть .2= lT  Тогда для существования решения из класса 

)(ˆ
2

1

2 lQW  задачи граничного управления III, необходимо выполнение 

следующих условий: 

1) ],[0,)(),( 1

21 lWxx   ][0,)(),( 21 lLxx  , 

2) начальные и финальные функции удовлетворяют соотношению
 

,),(),(~

2

1
=),(),(~

2

1 *

2

2

0

*

2

0
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ddBqBddAqA B
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l

l
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(3.50) 

где 00 ,BA  - константы из равенства (3.47), величины ),(),,(  BA  

вычисляются через начальные и финальные условия по формулам  

,|)|(|)|(|)|(
2

1
=),(
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 (3.51) 
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     (3.52) 

а ядра интегральных операторов ),(~ * Aq  и ),(~ * Bq  связаны с 

коэффициентом ),( q  в (3.1) соотношениями  
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Доказательство. Пусть функция ),( txu  – решение из класса )(ˆ
2

1

2 lQW  

задачи граничного управления III. Тогда она является решением смешанной 

задачи I в треугольниках 1 , 3  и решением смешанной задачи II в 

треугольниках ,6 .7 Как это было уже сделано в доказательстве теоремы 

3.1, составим интегральные соотношения, которым удовлетворяет в областях 

,1 ,3 6  и 7  функция .),( txu  

Пусть сначала .),( 31  tx  Обозначая через ),(1

0

txu  и ),(3

0

txu  

решения (3.46) смешанной задачи I для однородного волнового уравнения в 

1  и 3  соответственно, получим  

)54.3(,),(,),(),(
2

1
),(=),( 1

1

1

0

 


txdduqtxutxu 

 

)55.3(,),(,),(),(
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1
),(=),( 3

33

3

0















 

 

txdduqtxutxu 

 

где  

,),(=),( 11 txDtx    txttx ,0|),(=),(33

 









22

ltxtxl 
,      0|),{(=),(33 tx  

.}2, ltxlltx    

 

Продолжим участвующие в (3.55) функции ,),( txu  ,),( txq  а также 

используемые в ),(3

0

txu  начальные функции ,)(x )(x  четно по 

переменной х относительно точки lx =  на значения 

].2[0]2[=),( 2 ltlxlQtx l   Обозначим продолженные таким образом 

функции символами ,),(~ txu ,),(~ txq  ,)(~ x )(~ x  и отметим, что 

).,(~])(~)(~)(~[
2

1
=),( 1

0

3

0

txudtxtxtxu

tx

tx
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В результате такого продолжения равенство (3.55) можно переписать в 

виде 

 
,),(~),(~

2

1
),(~=),(~

1

1

0

 dduqtxutxu 


                       (3.56) 

справедливом, как и (3.55), для всех точек .),( 3tx  

Очевидно, что равенство (3.56) переходит в равенство (3.54) при 

1),( tx  и в силу четности, сохраняет свой вид, если точка ),( tx

принадлежит треугольнику, симметричному треугольнику 31    

относительно .= lx  

Таким образом, продолженное решение ),(~ txu  удовлетворяет равенству 

(3.56) для всех }.2,0|),{(=
~

),( 1 tlxtlttxtx   

Аналогично для ,),( 76  tx обозначая через ),(6

0

txu  и ),(7

0

txu  

решения (3.46) смешанной задачи II для однородного волнового уравнения в 

6  и 7  соответственно, из соотношений  

,),(,),(),(
2

1
),(=),( 7

7

7

0

 


txdduqtxutxu                (3.57) 
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1
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66
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txdduqtxutxu 

           

(3.58) 

в которых 

,},2|),{(=),(77   txtxlttx
 

,
22

,2|),(=),(66







 





ltxtxl

txlttx



 

,}2,2|),{(=),(66 ltxlltxltx       

следует, что продолженное решение ),(~ txu  для всех  

}2,2|),{(=
~

),( 7 txtlltltxtx   удовлетворяет равенству  
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.),(~),(~

2

1
),(~=),(~

7

7

0

 dduqtxutxu 


                          (3.59) 

Здесь  

],)(~)2(~)2(~[
2

1
=),(~

1

2

2

117

0

 dltxltxtxu

ltx

ltx






  

где )(~),(~
11 xx   – продолженные четно по переменной x относительно lx =  

финальные функции ,)(1 x )(1 x  соответственно. 

В силу того, что функция ),( txu  (а следовательно, и функция ),(~ txu ) 

как решение из класса )(ˆ
2

1

2 lQW  непрерывна в lQ2 , значение ,),(~=),( llullu

вычисленное с помощью соотношений (3.56) и (3.59), должно быть одним и 

тем же. Поэтому  

.),(~),(~

2

1
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1
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),(
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   (3.60) 

Так как 
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Bdllullu
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и, кроме того, ,
~

=),( 11  ll ,
~

=),( 77  ll то соотношение (3.60) приводит к 

равенству  

.),(~),(~

2

1
=),(~),(~

2

1

71

~
0

~
0  dduqBdduqA 



             (3.61) 

Для придания равенству (3.61) окончательного вида (3.50) выразим 

),(~ txu  через ),(~
1

0

txu  из (3.56) и через ),(~
7

0

txu  из (2.59) с помощью 

соответствующих рядов Неймана, после чего подставим получившиеся 

выражения соответственно в левую и правую части (3.61). 

Положим: 
 

 dduqtxuG
j

j ),(~),(~

2

1
=),](~[  , .1,7=j  Тогда получим для 

1

~
),( tx   
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),](~[),(~=),(~
1

0

1

1=

1

0

txuGtxutxu k

k




                               (3.62) 

 и для 7

~
),( tx   

).,(~),(~=),(~
7

0

7

1=

7

0

txuGtxutxu k

k










                              (3.63) 

 

Ряды в правых частях (3.62) и (3.63) сходятся абсолютно, так как 

операторы 1G  и 7G  удовлетворяют оценкам  

  ,|,),(|sup
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),(
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1 Nktx
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                 (3.64) 
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       (3.65) 

 

Используя соотношения (3.62) и (3.63) в (3.61), меняя соответствующим 

образом порядок интегрирования и учитывая, что ,),(~=),( 1

0

txutxA

,),(~=),( 7

0

txutxB  |),|(=)(~ lxlx   ,|)|(=)(~ lxlx   |),|(=)(~
11 lxlx   

,|)|(=)(~
11 lxlx   ,)|,|(=),(~ tlxlqtxq   получим соотношения (3.50)-

(3.53). Теорема 3.4 полностью доказана.  

Докажем, что полученное в теореме 3.4 необходимое условие (3.50) 

является и достаточным для существования решения задачи граничного 

управления III. 

Теорема 3.5. Пусть lT 2=  и выполнено условие 1 теоремы 3.3. Тогда 

соотношение (3.50) является достаточным для существования решения из 

класса )(ˆ
2

1

2 lQW  задачи граничного управления III. 

Доказательство. Определим функцию ),( txu  в треугольниках 1  и 

3  как решение построенного в доказательстве теоремы 3.4 уравнения (3.56), 

а в треугольниках 6  и 7  – как решение уравнения (3.59). Эти уравнения в 
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силу оценок (3.64) и (3.65) имеют ограниченные решения, задаваемые рядами 

(3.62) и (3.63). Эти решения непрерывны в 31    и 76    в силу 

непрерывности правых частей уравнений (3.56) и (3.59). 

Если выполнено условие (3.50), то как показано в доказательстве 

теоремы 3.4, справедливо равенство (3.60), и следовательно, функция ),( txu

непрерывна в объединении .7631    

Обозначим через ),( txu j  построенные таким образом решения ),( txu  в j  

при 1,3,6,7=j и рассмотрим оставшиеся области прямоугольника .2lQ  

При 4),( tx  рассмотрим соотношение  

,),(),(
2

1
),(=),(

447464643434141
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       (3.66) 

в котором ),(4

0

txu   решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения, определяемое равенством (3.46) в 

треугольнике ,4 а области интегрирования заданы неравенствами  

,,
2

0|),(=),(4141








  l
l

tx

,2,
2

0|),(=),(4141











    ltxl
lxt

tx

,
2222

,
2

0|),(=),(4343







 











txltxllltx

tx

,
22

3
,0|),(=),(4343















   l
ltxtxl

ltxtx 

,
2

2

2

2
,|),(=),(4646















 l
txltxl

txlltx 

,
22

3

2

3

2
,

2

3
|),(=),(4646







 







  
txltxllltxl

ltx




,
2

3

2
2,2

2

3
|),(=),(4747







 





txltxl

ll
l

tx 

.||||,
2

2

2
|),(=),(44















 lltx
txltx

tx   



 
 

146 
 

 Так как ,14141   ,34343   ,64646   ,747 

,44  то все интегральные слагаемые правой части (3.66), кроме 

последнего, уже известны и потому соотношение (3.66) является 

интегральным уравнением для нахождения функции ),( txu  в области 4  

вида  

),,]([),(=),( 44 txuGtxFtxu                                 (3.67) 

где  ,),(),((1/2)=),]([
4

4  ddqtxG   а функция ),(4 txF  уже найдена.   

 Оператор 4G  ограниченно действует в )( 42 L  и удовлетворяет оценкам  
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             (3.68) 

 

 Из этих оценок вытекает, что уравнение (3.67) имеет ограниченное в 4  

решение. Обозначим его через .),(4 txu  Из соотношения (3.66) следует, что 

функция ),(4 txu  непрерывна в .4  

На границе 3  и ,4 т.е. при ,
2

,= lt
l

tx   соотношение (3.66) 

переходит в равенство  
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1
),(=),( 12
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           (3.69) 

 Так как ,),(=),( 3

0

4

0

ttuttu  ,=),(=),( 11341  tttt  ,),(=),( 1341    tttt

,),(=),( 3343  tttt ,),(=),( 3343    tttt
 то из равенств (3.55) и (3.69) 

следует, что .),(=),( 34 ttuttu  

На границе 4  и ,6 т.е. при ,
2

3
,2=

l
tltlx   соотношение (3.66) 

переходит в равенство  
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                                (3.70) 

Учитывая ,),(2=),(2 006

0

4

0

BAttluttlu   в силу равенства (3.61), 

эквивалентного условию (3.50), и соотношения (3.58), получим, что 

.),(2=),(2 64 ttluttlu   

Аналогично, при 2),( tx имеем:  
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в котором ),(2

0

txu   решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения в треугольнике 2 (см. (3.46)), а области 

интегрирования заданы неравенствами:   
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Так как ,121  ,424  ,62626    ,727  ,22  то все 

интегральные слагаемые правой части (3.71), кроме последнего, уже 

известны, и следовательно, соотношение (3.71) является интегральным 

уравнением вида  

),]([),(=),( 22 txuGtxFtxu                                      (3.72) 

для нахождения решения ),( txu  в области .2  Здесь использовано 

обозначение .),(),(
2

1
=),]([

2

2  ddqtxG 


 Оператор 2G  ограниченно 

действует в )( 22 L  и для него справедливы оценки 
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               (3.73) 

в силу чего уравнение (3.72) имеет ограниченное и непрерывное в 2  

решение  .),(=),( 2 txutxu  

Из равенств (3.54), (3.66), (3.71) следует, что на границе ,1 :2

),(=),( 12 ttuttu  и на границе ,2 :4  .),(=),( 42 ttluttlu   

И, наконец, при 5),( tx  имеем соотношение  

,),(),(2
2

1
),(=),(

55757565453535151

5

0

 dduqtxutxu













 

   

 (3.74) 

в котором ),(5

0

txu  – решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения в треугольнике 5 (см. (3.46)), а области 

интегрирования заданы неравенствами: 
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 Поскольку ,15151    ,35353    ,454   ,656 

,75757   ,55  то все интегральные слагаемые правой части 

(3.74), кроме последнего, уже известны, поэтому соотношение (3.74) 

представляет собой интегральное уравнение вида  

 

),,]([),(=),( 55 txuGtxFtxu                                         (3.75) 

 

для нахождения решения ),( txu  в области ,5  в котором 
 

 

.),(),((1/2)=),]([
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5  ddqtxG   

 

 Оператор 5G  ограниченно действует в )( 52 L  и, так как для него 

справедливы оценки  
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то уравнение (3.75) имеет ограниченное и непрерывное в 5  решение 

.),(=),( 5 txutxu  

С помощью равенств (3.57), (3.66) и (3.74) нетрудно убедиться в том, что 

на границе 5  и :4  
,),(=),( 45 tltutltu   и в силу условия (3.50) на границе 

5  и :7  .),(2=),(2 75 ttluttlu   

Таким образом, решения интегральных уравнений (3.54), (3.55), (3.57), 

(3.58), (3.67), (3.72) и (3.75) определяют непрерывную в lQ2  функцию ),,( txu  

для которой ),(=),( txutxu j  при jtx ),( , .1,7=j  

Дифференцируя обе части этих интегральных уравнений по x и по t (как 

это было сделано при доказательстве теоремы 1.4 гл.1), нетрудно показать, 

что функция ),( txu  принадлежит классу )(ˆ
2

1

2 lQW  и  0=),( tlux  для почти всех 

].[0,2lt  Непосредственная подстановка интегральных уравнений, 

определяющих ,),( txu  в интегральное тождество (3.7) – определение 

обобщенного решения, соображения, приведенные при доказательстве 

леммы 3.1, показывают, что ),( txu  – искомое обобщенное решение задачи 

граничного управления III. Теорема 3.5 полностью доказана.  

Замечание 3.3. Из оценок (3.64), (3.65), (3.68), (3.73), (3.76) и формул, 

задающих решения ,),( txu j ,1,7=j  соответствующих интегральных уравнений 

в виде рядов Неймана (см., например, равенства (3.62), (3.63) при 1=j  и 

7=j ), вытекает априорная оценка решения рассматриваемой задачи 

граничного управления III 
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lLlLlWlW
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QW
Ktxu   

 

которая свидетельствует об устойчивости полученного решения 

относительно начальных и финальных условий. 

Замечание 3.4. Если выполнено условие (3.50), то функция ,),(
0

txu

задаваемая равенством (3.46), уже, вообще говоря, не является решением из 
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класса )(ˆ
2

1

2 lQW  задачи граничного управления III для однородного волнового 

уравнения. Определим константу )(
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00 qCC  равенством 
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            (3.77) 

 Добавляя в выражения, определяющие функцию ),(
0

txu в областях 6  и 

,7  константу 0

~
C , получим новую функцию ,),(*

0

txu  которая уже является 

обобщенным решением рассматриваемой задачи для однородного волнового 

уравнения, но с модифицированным первым финальным условием 

.
~

)(=),2(* 01

0

Cxlxu   

Пользуясь соотношениями (3.51)-(3.53), нетрудно показать, что при 

0
2
q  константа ,

~
0C  определяемая (3.77), стремится к нулю и функция 

),(*
0

txu  переходит в .),(
0

txu  

Кроме того, из оценок (3.64), (3.65), (3.68), (3.73), (3.76) и интегральных 

представлений для первых частных производных решения ),( txu следует, 

что если 0
2
q , то 0

)
2

(1
2

0



l
QW

uu  и, соответственно, ,0
][0,21

2

0


lW

  где 

.)(0,=)(
00

tut  Это свидетельствует о регулярности решения задачи 

граничного управления III по отношению к аддитивному возмущению 

),(),( txutxq  волнового оператора в (3.1) с суммируемым коэффициентом 

.),( txq  
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ГЛАВА 4.  

ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

ТЕЛЕГРАФНЫМ УРАВНЕНИЕМ С ПЕРЕМЕННЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ, ПРОИЗВОДИМОЕ УПРУГОЙ СИЛОЙ НА 

ОДНОМ КОНЦЕ ПРИ ЗАКРЕПЛЕННОМ ВТОРОМ 

 

В данной главе в терминах обобщенного решения одномерного 

телеграфного уравнения с переменным коэффициентом вида 

),,(=),(),(),(),( txftxutxqtxutxu xxtt   ,<<0 lx  Tt <<0  изучается вопрос о 

граничном управлении процесса, описываемого этим уравнением, 

производимом упругой силой на конце 0=x  при условии, что конец lx =  

закреплен. Глава состоит из трех пунктов. В первом пункте приводятся 

постановка задачи и необходимые определения. Во втором пункте изучен 

вопрос существования и единственности решения смешанной задачи для 

рассматриваемого уравнения. Основному результату данной главы – 

доказательству существования при lT 2=  и единственности при lT 2  

решения изучаемой задачи граничного управления посвящен третий пункт. 

 

4.1. Постановка задачи и основные определения 

 

В замкнутом прямоугольнике ][0][0= TtlxQT   рассмотрим 

следующие три задачи:    

- смешанную задачу I:   

,),(=),(),(),(),( TQвtxftxutxqtxutxuLu xxtt           (4.1) 

 ,00),(),(=)(0, Ttприtluttu x                 (4.2) 

,0)(=,0)(),(=,0)( lxприxxuxxu t               (4.3) 

в которой ,][0,)( 2 TLt   ,][0,)( 1

2 lWx   ,][0,)( 2 lLx   )(),( 2 TQLtxf   и 

выполнено условие согласования  

0;=)(l                                                     (4.4) 
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- смешанную задачу II: уравнение (4.1) с краевыми условиями (4.2) при 

Tt 0  и финальными условиями  

,0)(=),(),(=),( 11 lxприxTxuxTxu t 
              (4.5) 

в которой ,][0,)( 2 TLt   ,][0,)( 1

21 lWx  ][0,)( 21 lLx   и выполнено условие 

согласования  

0;=)(1 l                                                      (4.6) 

- задачу граничного управления III: уравнение (4.1) с условием 

закрепления  (   )    при ,0 Tt   начальными условиями (4.3) и 

финальными условиями (4.5), в которой ][0,)(),( 1

21 lWxx  , 

][0,)(),( 21 lLxx   – произвольные функции, удовлетворяющие условиям 

согласования (4.4) и (4.5). 

В задачах I-III требуется, что переменный коэффициент ),( txq  

принадлежит лишь классу  .2 TQL  

Как и раньше, решение поставленных задач понимаем в обобщенном 

смысле и будем искать в классе .)(ˆ 1

2 TQW  Дадим теперь определения решения 

поставленных задач. 

Определение 4.1. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

тождеству  

  dxxxxxdxdttxtxqtxtxtxu t

l

xxtt

Tl

,0)]()(,0)()([)],(),(),(),()[,(
000

  

 0=),(),()(0,)(
000

dxdttxtxfdttt

TlT

   (4.7) 

 для произвольной функции )(ˆ),( 2

2 TQWtx  , подчиненной условиям 

0),(0,)(0,  tltx  при Tt 0  и условиям 0),(0,),(  TxTx t  при 

lx 0 . 
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Определение 4.2. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи II 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

тождеству (4.7), в котором вместо второго интеграла стоит взятый со знаком 

«минус» интеграл dxTxxTxx t

l

)],()(),()([ 11
0

   и которое выполнено для 

любой пробной функции )(ˆ),( 2

2 TQWtx  , подчиненной условиям 

0),(0,)(0,  tltx  при Tt 0  и условиям 0,0)(0,,0)(  xx t  при 

lx 0 .  

Определение 4.3. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного 

управления III назовем решение ),( txu  из этого класса смешанной задачи I с 

такой функцией )(t , что выполнены первое финальное условие (4.5) в 

классическом смысле, а второе условие (4.5) почти всюду на ][0, l . 

Так же, как и в [134], нетрудно проверить, что если функция ),( txu  – 

решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, то функция ),(=),(ˆ tTxutxu   

является решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи II, у которой в 

уравнении (4.1) следует заменить коэффициент ),( txq  на ),( tTxq  , функцию 

)(t  в (4.2) на )( tT   и в (4.4) положить )(=)(1 xx  , )(=)(1 xx   .  

 

 4.2. Разрешимость смешанных задач  

 

В этом пункте изучим вопрос существования и единственности 

решения смешанных задач I и II. 

 Из тождества (4.7) и схемы рассуждений, изложенных в [117], вытекает 

следующее (см. гл. 1, утв. 1.1) 

Утверждение 4.1. Пусть q(x,t) есть нулевой элемент класса  .2 TQL  

Тогда для любого T>0 как смешанная задача I, так и смешанная задача II 

может иметь только одно решение из класса  TQW 1

2
ˆ . 



 
 

155 
 

Рассмотрим теперь смешанную задачу I, у которой 0)( x  на сегменте 

],0[ l , 0)( x  почти всюду на ],0[ l , q(x,t) есть нулевой элемент класса  ,2 TQL

а граничное значение )(t  является произвольной функцией из класса 

].,0[2 TL  Обозначим символом )(t  функцию, совпадающую с )(t  при 

Tt 0  и продолженную нулѐм при .0t  Имеет место следующее 

Утверждение 4.2. Пусть lT 2 . Тогда единственное решение u(x,t) из 

класса  TQW 1

2
ˆ  смешанной задачи I, при приведѐнных предположениях 

определяется равенством 

 






t tx

tx

ddftxutxu
0

0

,),(
2

1
),(),(





                                 (4.8) 

где 




lxtxt

ddtxu

2

00

0

)()(),(   – решение смешанной задачи I для 

соответствующего однородного волнового уравнения (см. [247]), а 

подынтегральная функция получена из функции правой части уравнения (4.1) 

соответственно чѐтным и нечѐтным продолжением относительно границ 

x=0 и  x=l прямоугольника TQ . 

 Приведенное утверждение доказывается аналогично утверждению 1.2 из 

главы 1. 

Имеет место следующая 

Лемма 4.1. Пусть lT 2  и ).(),(,),( 2 TQLtxqtxf   Тогда решение из 

класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, у которой 0)( x  при ][0, lx , 0)( x  

для почти всех ][0, lx  и )(t  – произвольная функция из класса ],[0,2 TL  

удовлетворяет соотношению  

    





ddfuqdtxu

xtxtmaxxt

),(),(),()(=),(
0

}{0,

00

 

 




ddfuq

ltxl

tx

t

)],(),(),([
2

1
||

||0

 




                         (4.9) 

в случае, когда lt 0 , и соотношению  
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(4.10) 

в случае, когда .2ltl   

Доказательство. Для получения соотношений (4.9) и (4.10) достаточно 

в формуле (4.8) учесть свойства продолженной за пределы TQ  функции 

),( txf  и после этого вместо ),( txf  в уравнении вынужденных колебаний 

струны положить ),(),(),( txftxutxq  .  

Докажем теперь справедливость следующего утверждения. 

Теорема 4.1. Пусть lT 2  и ).(),(),,( 2 TQLtxftxq   Тогда уравнения (4.9) 

и (4.10) имеют едиственное ограниченное в TQ  решение ),( txu , причем если 

0),( txf , то 0),( txu  в области .},0|),{( lxtlttx   

Доказательство. Без потери общности ограничимся лишь случаем 

.2= lT  Как это было сделано при доказательстве теоремы 1.1 первой главы, 

разделим прямоугольник lQ2  на семь частей характеристиками, 

проходящими через его углы. В полученных областях: 

– треугольнике },/2,0|),{(=1 tlxtlttx   примыкающем к нижнему 

основанию lQ2 , 

– треугольниках |}/2|/20,0|),{(=2 ltlxlttx   и 

}|/2|/2,0|),{(=3 lxltllttx  , примыкающих к боковым 

сторонам lQ2  в его нижней половине, 

– квадрате |}|||/2,3/2|),{(=4 ltlxltltltx  , 

– треугольниках |}/23|/20,2|),{(=5 ltlxltltx   и 

,}|/23|/2,2|),{(=6 lxltlltltx   примыкающих к боковым 

сторонам lQ2  в его верхней половине и 
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– треугольнике ,}2,2/23|),{(=7 ltxtlltltx   примыкающем 

к верхнему основанию lQ2 ,  

положим ),(=),( txutxu j  при jtx ),(  и рассмотрим соотношения (4.9) и 

(4.10) последовательно для точек ),,( tx  расположенных в областях 1 , 2 ,...,

7 , как двумерные интегральные уравнения для нахождения 1,7=),,( jtxu j . 

При 1=j  соотношение (4.9) приводит к следующему уравнению для 

),(1 txu :  

 ,),(),(
2

1
),(

2

1
=),( 1

11

1  dduqddftxu
DD

   (4.11) 

 где },0|),{(=),(11   txtxttxDD . 

Положив  dduqtxuN
D

),(),(
2

1
=),]([ 1

1

11  , запишем уравнение (4.11) в 

операторном виде ),]([),(
2

1
=),( 111

1

txuNddftxu
D

  . Если )(),( 2 TQLtxq  , то 

будет выполнена оценка  

 
 

.,
)!2(2

|),(|sup),]([
1,2

1
),(

1 Nk
k

t
qtxtxN

k

k
k

tx

k 




    (4.12) 

Справедливость оценки (4.12) доказывается с помощью метода 

математической индукции (см. оценку 1.15 гл. 1).  

Итак, (4.11) является интегральным уравнением типа Вольтерры второго 

рода. Если 0),( txf , то оно имеет только тривиальное решение, то есть в 

этом случае 0),(1 txu . Если ),( txf  произвольная функция из класса )(2 TQL , 

то решение уравнения (4.11) можно записать в виде ряда Неймана  

 ,),(
2

1
=),(),,]([),(=),(

1

111

1=

11  ddftxFtxFNtxFtxu
D

k

k




  

который абсолютно сходится в силу оценки (4.12). 

Так как 0)(  xt  при ,),( 3tx  то аналогично (4.11) из (4.9) получим 

для ),(3 txu  следующее уравнение:  
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  dduqtxu
D

),(),(
2

1
=),( 3

3

3   

,),(
2

1
),(),(

2

1

313

1

31

 ddfdduq
DDD

 


                    (4.13) 

где 
 















22

,
2

|),(=),(33

txltxl
t

ltx
txDD  ||   txll   

и  








  tx
txl

txDD ;
2

0|),(=),(3131 .
22

3









ltxtxl


 

Область 3D  целиком лежит в 3 , поэтому первый интеграл правой части 

(4.13) содержит пока неизвестную функцию ),(3 txu . Однако область 31D  - 

дополнение 3D  до всей области интегрирования является частью 

треугольника ,1 поэтому второй и третий интеграл в (4.13) известны. 

Положим  

,),(),(
2

1
),]([

3

3  ddqtxΝ
D



 

 ddfdduqtxF
DDD

),(
2

1
),(),(

2

1
=),(

313

1

31

3  


 

 

 Тогда уравнение (4.13) примет следующий операторный вид:  

 ).,]([),(=),( 3333 txuNtxFtxu   

 Аналогично доказательству оценки (4.12) можно доказать, что степени 

оператора 3N  удовлетворяют следующей оценке:  

 .,
!2

])[(
|),(|sup),]([

)
3

(
2

3
),(

3 Nk
k

tltx
qtxtxN

k

k
k

L
tx

k 








  (4.14) 

Таким образом, уравнение (4.13) также является интегральным 

уравнением типа Вольтерры второго рода для функции ),(3 txu . Если 
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0),( txf , то 0),(1 txu  в 31D  и отсюда 0),(3 txF . Поэтому 0),(3 txu  в 3  

как решение однородного уравнения. 

Если же ),( txf  произвольная функция из класса )(2 TQL , то уравнение 

(4.13) имеет решение, представимое абсолютно сходящимся рядом Неймана  

 ).,]([),(=),( 33

1=

33 txFNtxFtxu k

k




  

 В области 2  соотношение (4.9) примет следующий вид:  

 

  


 dduqddfdtxu
DDDDD

xt

),(),(
2

1
),(
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)(=),( 1

112121211
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 ,),(),(
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),(),(
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1
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1
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 dduqdduq
DDD

 


      (4.15) 

где 

  ;)/2;(0:),(=),( 11111   txxttxDD  

  ;)/2;(0:),(=),( 11212   xtxttxDD  

  ;|)/2(|)/2(0;0:),(=),( 222  xtxtxttxDD   



 .|)/2(|)/2(

|)/2(|)/2(;0:),(=),(

2

2121





xtxt

txtxttxDD




 

Введя обозначения  

    dduqtxuN
DD

),(),(
2

1
=),( 2

212

22 


 

и  

 ,),(),(
2

1
),(

2

1
)(=),( 1

12112121211
0

2  dduqddfdtxF
DDDDDD

xt
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перепишем интегральное уравнение (4.15) в операторном виде 

  ).,(),(=),( 2222 txuNtxFtxu   Нетрудно показать, что степени оператора 2N  

удовлетворяют следующей оценке:  

 .,
!

)]([
|),(|sup),]([

)
2

(
2

2
),(

2 Nk
k

xtt
qtxtxN

k
k

L
tx

k 







              (4.16) 

 

Итак, уравнение (4.15) относительно функции ),(2 txu  является 

уравнением типа Вольтерры второго рода, решение которого представимо 

абсолютно сходящимся рядом Неймана  

 ).,]([),(=),( 22

1=

22 txFNtxFtxu k

k




  

 Рассмотрение остальных частей прямоугольника lQ2  проводится 

аналогичным образом в следующей последовательности: .,,, 7654   Для 

каждой части 4,7=, jj  выделяется подобласть Dj области интегрирования, 

целиком лежащая в j , при этом интеграл по области, дополнительной к Dj, 

берется уже от известных функций. В правой части каждого уравнения будут 

присутствовать интегралы от   и f  по соответствующей области. Ниже 

будут приведены лишь получающиеся интегральные уравнения и 

соответствующие оценки степени оператора. 

В четырехугольнике 4  получим:  

 ,),(),(
2

1
),(=),( 4

46

44  dduqtxFtxu
D

  (4.17) 

 где  

  






 dduqddfdtxF k

k
Dk

j
D

xt

j

),(),(
2

1
),(

2

1
)(=),(

14,2

2

1=

4

0

4
6

1



 

 ,),(),(
2

1
),(),(

2

1
3

454,2

2

1=

 dduqdduq
D

k

k
Dk

      

 



 
 

161 
 

  ;)/2;(0:),(=),( 14141   xtxttxDD  

  ;|)/2(|)/2(3/2;0:),(=),( 14242  ltxxtlltxDD   

  ;|)/2(|)/2(0;0:),(=),( 24343  xtxtxttxDD   

  ;|/2|/2|)/2(|)/2()/2;(0:),(=),( 24444  lltxtxlxttxDD   

  ;|||/2|/2)/2;()/2(:),(=),( 34545   ltxlllxtltxtxDD  

4

4646

|})/2(|)/2(

|)/2(|)/2(;/2:),{(=),(),(
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lxtltxtltxDtxD




 

и  
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tx
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                  (4.18) 

 

В треугольнике 5  имеем:  

 ,),(),(
2

1
),(=),( 5
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55  dduqtxFtxu
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         (4.19) 

 где  
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  ;)/2(|)/2(3/2;0:),(=),( 15151  ltxtxlltxDD   

  ;|)/2(|)/2(3/2;0:),(=),( 15252  lxtxtlltxDD   
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  ;|/2|/20;0:),(=),( 25353  llltxDD   

  ;|||/2|/2)/2;()/2(:),(=),( 35454  lxtlllxtlxttxDD 
 

  ;|||/2|/2)/2;()/2(:),(=),( 35555   ltxlllxtltxtxDD  

;}2/)(|)/2(||)/2;(/2:),{(=),( 45656  xtxtllxtltxDD   

;|})/2(|)/2(||)/2;(/2:),{(=),( 45757  xtxtllxtltxDD   

;|})/2(|)/2(0;:),{(=),( 55858  lxtlxtxtltxDD   
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             (4.20) 

 

В треугольнике 6  будем иметь:  
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 где  
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       (4.22) 

 

Наконец, в треугольнике 7  имеем:  
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  (4.23) 

где  
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Итак, нами показано, что уравнения (4.9) и (4.10) имеют в 

прямоугольнике TQ  ограниченное решение ),( txu . Исследуем теперь 

гладкость полученного решения. 

Так как все слагаемые в правых частях (4.9) и (4.10) непрерывны по 

),( tx  в TQ , то найденное решение ),( txu  также непрерывно в TQ . Для 

упрощения записи введем функцию ),(),(),(),( txftxutxqtxU   и продолжим 

ее за пределы TQ  четно относительно границы 0=x  и нечетно относительно 

границы lx = . Продолжим также нулем функцию )(t  на значения t<0 и 

обозначим таким образом полученную функцию через )(t . Тогда 

соотношения (4.9) и (4.10) можно переписать в виде следующего равенства:  
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Из (4.25) непосредственным дифференцированием получим, что  
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 dtxUtxUlxtxttxu
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t       (4.27) 

 откуда следует, что производные ),( txux  и ),( txut  принадлежат )(02 lxL   

для всех ][0,2lt  и принадлежат )2(02 ltL   для всех ][0, lx . Теорема 4.1 

полностью доказана. 

Следствие 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 4.1. Тогда 

полученное решение удовлетворяет оценке  
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fCtxu   (4.28) 

 равномерной для всех коэффициентов :),( txq  ,
)(

2


T

QL
q  тем самым, 

0.>)(= CC  

Доказательство. Действительно, пусть 1),( tx , тогда на основании 

оценки (4.12) и неравенства Коши-Буняковского имеем:  
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 Отсюда следует, что  
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 (4.29) 

 что соответствует оценке (4.28). 

Пусть теперь 2),( tx . Сначала рассмотрим случай 0),( txf . Имеем:  
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 Если ),( txf  произвольная функция из класса )(2 TQL , то  

 














 








!

)(
1|),(|sup|),(|

)
2

(
2

1=

2

21
),(

2
k

ql
txFtxu

k

L

ktx

 

 

 








































)
2

(
2

)
1

(
2

)(
2

)
1

(
2

)(
2

][0,
2

exp
22

exp
4

2
LL

T
QL

L

T
QLTL

ql
l

qf
qll

fll   

 

 .
)(

2
][0,

2
2 





 

T
QLTL

fC   

 

 Аналогично обосновывается справедливость оценки (4.28) и для 

остальных областей. 

Замечание 4.1. Согласно утверждению 4.2 функция  
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при lT 2�  является решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I с 

нулевыми начальными условиями и нулевым коэффициентом q(x,t). Анализ 

рядов Неймана, дающих решение уравнений (4.11), (4.13), (4.15), (4.17), 
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(4.19), (4.21), (4.23), с учетом оценок на ядро их интегрального оператора 

приводит к оценке  

 ,|),(),(|max
)(

2

*

),( T
QL

T
Qtx

qKtxutxu 


 (4.30) 

 в которой константа K  не зависит от нормы функции ),( txq . 

С другой стороны, из равенств (4.26) и (4.27) следует, что  
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Объединяя (4.30) и (4.31), получаем оценку  
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QL
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которая означает, что решение рассматриваемой смешанной задачи 

регулярно по отношению к аддитивному возмущению ),(),( txutxq  

неоднородного волнового оператора с суммируемым коэффициентом ),( txq . 

Замечание 4.2. Отметим, что утверждения, аналогичные лемме 4.1 и 

теореме 4.1, могут быть получены и для решения смешанной задачи II с 

нулевыми финальными условиями (4.4) и такими граничными условиями 

(4.2), в которых ].[0,)( 2 TLt   При этом решение рассматриваемой 

смешанной задачи для однородного уравнения будет тождественным нулем в 

области TQlxtTTtlTtx  },,0}{max:),{( . 

Из теоремы 4.1 и схемы рассуждений, приведенных при доказательстве 

теоремы 1.2 (см. гл. 1), вытекает, что имеет место 

Теорема 4.2. Пусть в уравнении (4.1) коэффициент ),( txq  

принадлежит классу )(2 TQL . Тогда для любого lT 2  как смешанная задача I, 

так и смешанная задача II может иметь не более одного решения из класса 

)(ˆ 1

2 TQW .  
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Замечание 4.3. Из теоремы 4.2 следует, что решение, рассматриваемое 

в лемме 4.1, является единственным обобщенным решением из класса 

)(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи для уравнения (4.1) с граничными условиями (4.2) 

и с нулевыми начальными условиями (4.3), а потому теорема 4.1 

устанавливает существование именно этого решения. 

 

 4.3. Разрешимость задачи граничного управления при времени, 

меньшем или равном критическому 

  

В этом разделе сформулируем и докажем теоремы о единственности при 

lT 2  и существовании при lT 2=  решения задачи граничного управления III. 

Установим сначала единственность и существование решения 

рассматриваемой задачи для частного случая, когда переменный 

коэффициент q(x,t) является нулевым элементом класса  TQL2 . 

Повторяя рассуждения, приведенные в [247], можно убедиться в 

справедливости следующего утверждения. 

Утверждение 4.3. Пусть lT 2  и q(x,t) является нулевым элементом 

класса  TQL2 . Тогда может существовать только одно решение из класса 

)(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного управления III. 

Имеет место следующее 

Утверждение 4.4. Пусть lT 2 ,  lQLtxf 22),(   и q(x,t) – нулевой 

элемент класса  lQL 22 . Тогда необходимыми и достаточными условиями 

существования единственного решения задачи граничного управления III из 

класса )(ˆ
2

1

2 lQW  являются следующие требования: 

 1) условия гладкости  ,,0)(),( 1

21 lWxx   lLxx ,0)(),( 21  ; 

 2) удовлетворение условиям закрепления (4.4) и (4.6). 

 При выполнении этих требований решение указанной задачи даѐтся 

формулой 
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и 1 - треугольник, ограниченный линиями ,0,0,0  tltxtx  

2 - треугольник, ограниченный линиями ,0,0,0  xltxtx
3 - 

треугольник, ограниченный линиями ,,0,0 lxltxtx 
4 - 

четырѐхугольник, ограниченный линиями ,0,0  ltxtx  

,02,0  ltxlxt 5  - треугольник, ограниченный линиями 

,0,02,0  xltxlxt
6 - треугольник, ограниченный линиями 

,,0,02 lxlxtltx  7 - треугольник, ограниченный линиями 

.2,0,02 ltlxtltx   

При этом искомое граничное управление ],2,0[)(),0( 2 lLttu x    

переводящее процесс вынужденных колебаний из начального состояния (4.3) 

в финальное состояние (4.5), имеет вид   
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.2 tls   

Кратко наметим схему доказательства приведенного утверждения. 

Необходимость требований 1) и 2) вытекает из граничного условия 

],0[0),( Tttlu   и определения класса )(ˆ 1

2 TQW . Перейдем к обоснованию 

их достаточности. Продолжим функцию f(x,t) четным образом относительно 

границы x=0 и нечетным образом относительно границы x=l прямоугольника 

Q2l. Принадлежность (4.33) классу )(ˆ 1

2 TQW  вытекает из того, что она в каждой 

из областей 7,1,  ii  представляет собой алгебраическую сумму функций от 

аргумента x+t или x-t, имеющих суммируемую с квадратом обобщенную 
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производную и, в силу условий (4.4) и (4.6), сохраняет свою непрерывность 

при переходе через общую границу любых двух из указанных областей. 

Без труда проверяется, что для всех ],0[ lx  справедливы равенства 

)()2,(),()0,( 1 xlxuxxu    и в смысле совпадения элементов ],0[2 lL  

справедливы равенства )()2,(),()0,( 1 xlxuxxu tt   . 

Остается доказать справедливость тождества (4.7) для любой функции 

),( tx  из определения 4.1, а это делается аналогично доказательству 

утверждения 3.4 (см. гл. 3). 

Теперь рассмотрим общий случай рассматриваемой задачи граничного 

управления.  

Теорема 4.3. Пусть в уравнении (4.1) коэффициент ),( txq  

принадлежит классу )(2 TQL . Тогда для любого lT 2  задача граничного 

управления III может иметь лишь одно решение из класса )(ˆ 1

2 TQW . 

Приведенная теорема доказывается аналогично теореме 1.3 (см. гл.1). 

Теперь приведем и докажем теорему о существовании решения 

изучаемой задачи граничного управления при критическом времени. 

Теорема 4.4. Пусть lT 2=  и )(),(,),( 2 TQLtxftxq  . Тогда для 

существования из класса )(ˆ
2

1

2 lQW  решения задачи граничного управления III 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия: 

1) ],[0,)(),( 1

21 lWxx   ][0,)(),( 21 lLxx  , 

2) 0.=)(=)( 1 ll   

Доказательство. Необходимость условий 1) и 2) следует из 

определения класса )(ˆ
2

1

2 lQW . Поэтому докажем их достаточность. Для 

упрощения выкладок положим 0.),( txf   

Перенесем слагаемое ),(),( txutxq  в правую часть уравнения (4.1) и, 

считая эту правую часть известной функцией, выпишем решение 

соответствующей задачи граничного управления III для уравнения 

вынужденных колебаний струны (см. утв. 4.4). Проанализируем вытекающие 
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из представления (4.33) интегральные уравнения для решения из класса 

)(ˆ
2

1

2 lQW  рассматриваемой задачи в каждой из областей j , 1,7=j . 

Как это было сделано при доказательстве теоремы 4.1, согласно (4.33) 

положим ),(=),( txutxu j  при jtx ),( , 1,7=j . 

В треугольнике 1  имеем  
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1
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0

 dduqtxutxu 


  (4.34) 

в котором 







 





 dtxtxtxu

tx

tx

)()()(1/2=),(1

0

 и область 

интегрирования },0:),{(=),(11   txtxttx  целиком 

расположена в 1 . Поэтому равенство (4.34) является интегральным 

уравнением  

 ),]([),(=),( 111

0

1 txuGtxutxu   

 

для нахождения искомой функции ),(1 txu , в котором интегральный оператор 

1G  ограниченно действует в )( 12 L  и удовлетворяет оценкам  
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В силу оценки (4.35) решение полученного уравнения существует и 

представимо абсолютно сходящимся рядом Неймана 

),()(=),( 1

0
1

11 txuGItxu 





 

, сумма которого ограничена в 1 . 

Аналогично в треугольнике 7  получим  
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  (4.36) 
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 в котором 
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ltx

ltx
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2
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117

0

 и область 

},2:),{(=),(77   txtxlttx  целиком расположена в .7  

Поэтому, переписывая (4.36) в операторном виде ),]([),(=),( 777

0

7 txuGtxutxu   и 

учитывая, что ограниченно действующий в )( 72 L  оператор 7G  удовлетворяет 

оценкам  

 ,,
!2

)](2[
|),(|sup),]([

)
7

(
2

7
),(

7 Nk
k

tll
qtxtxG

k

k
k

L
tx

k 








  (4.37) 

 

получаем, что решение ),(7 txu  представимо ограниченным в 7  абсолютно 

сходящимся рядом Неймана ),()(=),( 7

0
1

77 txuGItxu 





 

. 

Рассмотрим треугольник 3 . Для 3),( tx  имеем  
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               (4.38) 

где 
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 и область интегрирования 

|}|,0:),{(=),(33   txlltxttx  расположена в 

двух треугольниках 1  и 3 . Разобьем 3  на две части: 13

*

3 =   и 

,= 33

**

3   где 

|})/2(|)/2(3�)/2,(0:),{(=),(*

3

*

3   ltxtxltxtxltx , 

|}||)/2(|)/2(,)/2(:),{(=**

3

**

3   txlltxltxltltx   

и, полагая  ddqtxG ),(),(1/2),]([
**

3
3  , запишем уравнение (4.38) в 

виде  

),,]([),(=),( 3333 txuGtxFtxu                                 (4.39) 
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здесь  dduqtxutxF ),(),(1/2),(=),( 1

*
3

3

0

3 


  – известная функция. 

Так как оператор 3G  ограниченно действует в )( 32 L  и удовлетворяет 

оценкам  
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)]([
|),(|sup),]([

)
3

(
2

3
),(

3 Nk
k

lxtl
qtxtxG

k

k
k

L
tx
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                (4.40) 

 

то уравнение (4.39) имеет ограниченное в 3  решение, представимое 

абсолютно сходящимся рядом Неймана   ),()(=),( 3

1

33 txFGItxu  . 

Аналогично для 6),( tx  получим  

 

 ,),(),(
2

1
),(=),(

6

6

0

 dduqtxutxu 


                      (4.41) 

 в котором 









 





 dxtltxtxu

ltx

xt

)()()2(1/2=),( 1

2

116

0

 

и область интегрирования  

 
|}|,2:),{(=),(66   txlltxlttx  

 

расположена в треугольниках 6  и 7 . Разобьем ее на две части: 76

*

6 =   

и 
66

**

6 =  , где 

 

|})/2(3|)/2(,2)/2(:),{(=),(*

6

*

6   txltxltxlltxtx ,  

|}||)/2(|)/2()/2,(3:),{(=),(**

6

**

6   lxtlltxltxxtlttx . 

Полагая  ddqtxG ),(),(
2

1
),]([

**
6

6  , запишем (4.41) в виде  

 

 ),,]([),(=),( 6666 txuGtxFtxu                          (4.42) 
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в котором ),(6 txF  является суммой ),(6

0

txu  и интегрального слагаемого по 

области 7

*

6  . Так как оператор 6G  ограниченно действует в )( 62 L  и 

удовлетворяет оценкам  

,,
!

)(

2
|),(|sup),]([
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6

(
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),(

6 Nk
k

ltxql
txtxG

k

k

L

tx
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       (4.43) 

 

то уравнение (4.42) также имеет ограниченное в 6  решение 

  ),()(=),( 6

1

66 txFGItxu  . 

Рассмотрим теперь квадрат 4 . Если ,),( 4tx  то  

 

 


 dduqdduqtxutxu ),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(=),(

4341

4

0

 

 

,),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(),(

2

1

44746

 dduqdduqdduq 


    (4.44) 

где  

,)()((0)(0))()(2
2

1
=),( 1

0

2

0

114

0









 



 ddxttxltxu

xttxl

 

|})/2(|)/2(3/2,0:),{(=),(4141   ltxtxlltx , 

|}||/2|/2)/2,()/2(:),{(=),(4343   ltxlllxtltxtx , 

|}||)/2(3|/2)/2,(3)/2(:),{(=),(4646   txlllltxlxtltx , 

|})/2(3|)/2(2,2)/2(3:),{(=),(4747   txltxlllltx , 

|}|||)/2,(2)/2(:),{(=),(44 lltxtxltxtx   . 

Область 41  лежит в 1 , область 43  – в 3 , область 46  – в 6 , область 

47  – в 7 , а потому соответствующие интегралы в (4.44) по этим областям 
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уже известны. Так как 44  , то обозначив  ddqtxG ),(),(1/2),]([
4

4  , 

запишем соотношение (4.44) как интегральное уравнение  

 ),,]([),(=),( 4444 txuGtxFtxu                                 (4.45) 

 в котором ),(4 txF  – известная ограниченная в 4  функция. Так как оператор 

4G  ограниченно действует в )( 42 L  и для его степеней выполнены оценки  
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              (4.46) 

 

то уравнение (4.45) имеет ограниченное в 4  решение, представимое 

абсолютно сходящимся рядом Неймана   ),()(=),( 4

1

44 txFGItxu  . 

Если 2),( tx , то получим соотношение  

 

 


 dduqdduqtxutxu ),(),(
2
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1
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2421

2

0
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2

1
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1

22726

 dduqdduqdduq 


    (4.47) 

где  

 ,)()((0)(0))()(
2

1
=),( 1

00
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 ddxttxtxu

xttx

 

},)/2,(0:),{(=),(2121   txtxtx  

|},||)/2(|)/2()/2,(2/2:),{(=),(2424 lltxltxltxlltx    

|},||)/2(3|/2)/2,(3)/2(2:),{(=),(2626 txlllltxltxltx    

|},)/2(3|)/2(2,2)/2(3:),{(=),(2727 txltxlllltx    

|}./2|/2||)/2,()/2(:),{(=),(22 lltxtxltxtx    
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Область 21  лежит в 1 , область 24  – в 4 , область 26  – в 6 , область 

27  – в 7 . Следовательно, первые четыре интегральных слагаемых в (4.47) 

уже известны. Введя обозначение   ,),(),(1/2),(
2

2  ddqtxG   

представим соотношение (4.47) в виде  

 

 ),,]([),(=),( 2222 txuGtxFtxu   (4.48) 

 

в котором ),(2 txF  – известная ограниченная функция области 2 . Так как 

оператор 2G  ограниченно действует в )( 22 L  и его степени удовлетворяют 

оценкам  
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  (4.49) 

 

 то уравнение (4.48) имеет ограниченное в области 2  решение 

  ),()(=),( 2

1

22 txFGItxu  . 

Наконец, при 5),( tx  имеем  
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 dduqdduqdduq 


     (4.50) 

 где  
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 ddxtlxtltxu

xtltxl

 

|},)/2(|)/2(3/2,0:),{(=),(5151 ltxtxlltx    

|},||/2|/2)/2,()/2(:),{(=),(5353 ltxllltxltxtx    

|},||)/2(|)/2()/2,(3)/2(:),{(=),(5454 llltxltxltxtx    
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},2,2)/2(2:),{(=),(5757   txlltxltx  

|}.)/2(3|/2||)/2,(2)/2(:),{(=),(55 lltxtxlltxtx    

Область 51  лежит в 1 , область 53  – в 3 , область 54  – в 4 , область 

57  – в 7 , поэтому интегральные слагаемые по этим областям в правой 

части (4.50) уже известны. Введем оператор    ddqtxG ),(),(1/2),(
5

5   

и отметим, что он ограничен в )( 52 L , а его степени удовлетворяют оценкам 
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  (4.51) 

 

Тем самым, получающееся из соотношения (4.50) уравнение 

),]([),(=),( 5555 txuGtxFtxu   имеет ограниченное в области 5  решение 

  .),()(=),( 5

1

55 txFGItxu   

Итак, показано, что вытекающие из соотношения (4.33) интегральные 

уравнения дают ограниченное во всем прямоугольнике lQ2  решение ),( txu . 

Так же, как это было сделано в конце доказательства теоремы 4.1, на 

основании (4.33) несложно убедиться в том, что ),( txu  принадлежит классу 

).(ˆ
2

1

2 lQW  Теорема 4.4  доказана. 

Замечание 4.4. Оценки (4.35), (4.37), (4.40), (4.43), (4.46), (4.49), (4.51) и 

представления для первых частных производных решения ),( txu , которые 

находятся из соотношения (4.33), позволяют утверждать, что  

 

 ,
)

2
(

2
1

)
2

(1
2

0

l
QL

l
QW

qKuu                           (4.52) 

где ),(
0

txu  – решение соответствующей задачи граничного управления для 

уравнения вынужденных колебаний струны (утв. 4.4) и 1K  не зависит от 

нормы функции ).,( txq  
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Из оценки (4.52) вытекает, что и след решения )(0,=)( tut x , т.е. 

граничное управление упругой силой в точке 0=x , удовлетворяет оценке  

 

 ,
)

2
(

2
1

][0,2
2

0

l
QL

lL

qK                                (4.53) 

 где )(0,=)(
00

tut x  – граничное управление задачи для неоднородного 

волнового уравнения (см. утв. 4.4). 

Оценка (4.53) означает, что решение рассматриваемой задачи 

граничного управления регулярно относительно аддитивного возмущения 

),(),( txutxq  неоднородного волнового оператора с суммируемым с квадратом 

коэффициентом ),( txq . 

Замечание 4.5. Из оценок (4.35), (4.37), (4.40), (4.43), (4.46), (4.49), (4.51) 

и формул, задающих решение ),( txu  в виде абсолютно сходящихся рядов 

Неймана в каждой области j , 1,7=j , вытекает, что для решения задачи 

граничного управления III имеет место априорная оценка  
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1][0,

2
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2
1][0,1

2
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lLlLlWlW
l

QW
Ku   

  

которая означает устойчивость решения этой задачи относительно начальных 

и финальных условий. 
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ГЛАВА 5.  

ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

ТЕЛЕГРАФНЫМ УРАВНЕНИЕМ С ПЕРЕМЕННЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ, ПРОИЗВОДИМОЕ УПРУГИМИ СИЛАМИ НА 

ДВУХ КОНЦАХ  

  

В этой главе в терминах обобщенного решения телеграфного уравнения 

с переменным коэффициентом вида ),,(=),(),(),(),( txftxutxqtxutxu xxtt   

,<<0 lx  ,<<0 Tt  рассматривается задача граничного управления процесса, 

описываемого этим уравнением, производимого упругими силами на двух 

концах 0=x  и lx = . Глава состоит из трех разделов. В первом разделе 

приведены постановка задачи и необходимые определения. Во втором 

разделе изучается вопрос существования и единственности решения 

соответствующей смешанной задачи для указанного уравнения. В последнем 

разделе устанавливается существование при lT =  и единственность при lT   

решения рассматриваемой задачи граничного управления. 

 

5.1. Постановка задачи и основные определения 

 

В прямоугольнике ][0][0= TtlxQT   рассмотрим следующие 

задачи: 

- смешанную задачу I:  

,),(=),(),(),(),( Txxtt QвtxftxutxqtxutxuLu                  (5.1) 

,0)(=),(),(=)(0, Ttприttluttu xx                     (5.2) 

,0)(=,0)(),(=,0)( lxприxxuxxu t                     (5.3) 

в которой ,][0,)(),( 2 TLtt  ,][0,)( 1

2 lWx  ,][0,)( 2 lLx   TQLtxf 2),(  ; 

- смешанную задачу II: уравнение (5.1) с краевыми условиями (5.2) при 

Tt 0  и условиями  
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,0)(=),(),(=),( 11 lxприxTxuxTxu t                 (5.4) 

 в которой ,][0,)(),( 2 TLtt  ,][0,)( 1

21 lWx  ,][0,)( 21 lLx   ;),( 2 TQLtxf   

- задачу граничного управления III: уравнение (5.1) c начальными 

условиями (5.3) и финальными условиями (5.5), в которой ,][0,)(),( 1

21 lWxx   

][0,)(),( 21 lLxx   и  .),( 2 TQLtxf   

В задачах I-III требуется, что переменный коэффициент ),( txq  

принадлежит лишь классу  .2 TQL  

Решение поставленных задач будем искать в классе ,)(ˆ 1

2 TQW  определение 

которого приведено в главе 1. 

Определение 5.1. Обобщенным решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной 

задачи I назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая 

удовлетворяет тождеству  

  dxxxxxdxdttxLtxu t

lTl

,0)]()(,0)()([),(),(
000

  

    

l T

xx

T

dxdttxtxfdttlttt
0 00

),(),(=),()()(0,)(                 (5.5) 

для любой функции ,)(ˆ),( 2

2 TQWtx   подчиненной условиям 

0),(=)(0,  tlt xx  при Tt 0  и условиям 0),(=),(  TxTx t  при 

,0 lx   и которая, кроме того, удовлетворяет граничным условиям (5.2) и 

второму начальному условию (5.3) почти всюду на ,][0, l  а первому 

начальному условию (5.3) – для всех .][0, lx  

Определение 5.2. Обобщенным решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  

смешанной задачи II назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая 

удовлетворяет тождеству (5.5), в котором вместо второго интеграла стоит 

взятый со знаком «минус» интеграл dxTxxTxx t

l

)],()(),()([ 11
0

   и 

которое выполнено для любой функции ,)(ˆ),( 2

2 TQWtx   подчиненной 
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условиям 0),(=)(0,  tlt xx  при Tt 0  и условиям 0,0)(=,0)(  xx t  при 

,0 lx   и которая, кроме того, удовлетворяет первому финальному условию 

(5.4) в классическом смысле, а граничным условиям (5.2) и второму 

финальному условию (5.4) – почти всюду на .][0, l   

Определение 5.3. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного 

управления III назовем решение ),( txu  из этого класса смешанной задачи I с 

такими функциями )(t  и )(t  из класса  TQL2 , что выполнены первое 

финальное условие (5.4) в классическом смысле, а второе условие (5.4) почти 

всюду на ][0, l . 

Аналогично работе [138], нетрудно проверить, что если функция ),( txu  – 

решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, то функция ),(=),( tTxutxu 


 

является решением из того же класса модифицированной смешанной задачи 

II (см. п. 1.1, гл. 1). 

 

5.2.  Разрешимость смешанных задач 

 

В этом пункте исследуем вопрос разрешимости смешанных задач I - II.  

Используя тождество (5.5) и схему рассуждений, приведенных в работе 

[117], можно доказать следующее (см. гл.1, п.1.2, ход доказательства 

утверждения 1.1) 

 Утверждение 5.1.  Пусть q(x,t) есть нулевой элемент класса  .2 TQL  

Тогда для любого     как смешанная задача I, так и смешанная задача II 

имеет не более одного решения из класса  ̂ 
 (  )  

Имеет место следующее 

Утверждение 5.2. Пусть      и q(x,t) есть нулевой элемент класса 

 .2 TQL  Тогда единственное решение  (   ) из класса  ̂ 
 (  ) смешанной 

задачи I, у которой  ( )    на сегменте ,   -   ( )    почти всюду на 

,   -  а  (   )    ,  -,  ( ) и  ( ) – произвольные функции из класса 

],0[2 TL  определяется равенством 
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1
)()(

t-x000






dfdddtx,u

txtlxtxt








                        (5.6) 

где 


















,0,0

,0),(
)(

,0,0

,0),(
)(

t

tt
t

t

tt
t





 а функция ),( txf  получена из 

функции правой части уравнения (5.1) чѐтным продолжением относительно 

точек x=0 и x=l.  

Для доказательства этого утверждения достаточно повторить все 

рассуждения, приведѐнные в пункте 2.2 главы 2, при доказательстве 

утверждения 2.2. 

Рассмотрим теперь смешанную задачу I с нулевыми начальными 

условиями (5.3), произвольными граничными функциями ][0,)(,)( 2 TLtt   

и произвольными функциями ).(),(,),( 2 TQLtxqtxf   Имеет место следующая 

Лемма 5.1. Пусть lT   и ).(),(,),( 2 TQLtxqtxf   Тогда обобщенное 

решение из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, у которой 0)( x  при 

,][0, lx  0=)(x  для почти всех ][0, lx  и ,)(t )(t  – произвольные 

функции из класса ][0,2 TL  удовлетворяет соотношению 

 

      



















dfuqdddtx,u

ltxltx

xtx-t

tlxtxt 22
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1
),(),(),(

2

1

2000








l

txl

x-ltxtt-x

dfuqddfuqd




  (5.7) 

 

 Доказательство. Для получения соотношения (5.7) достаточно в 

формуле (5.6)  учесть четность продолженной подынтегральной функции 

),( txf  относительно границ 0=x  и lx =  прямоугольника TQ  и после чего 

положить ),(),(),(=:),( txftxutxqtxf   в уравнении (5.1). 

 Покажем теперь, что соотношение (5.7) как интегральное уравнение 

имеет ограниченное в TQ  решение относительно функции u(x,t).  Справедливо 

следующая  
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Теорема 5.1. Пусть lT   и ).(),(),,( 2 TQLtxftxq   Тогда решение ),( txu  

из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, рассмотренной в лемме 5.1, 

существует. Если выполнено условие ,0),( txf  то 0),( txu  в области 

.},
2

0|),{( TQtlxt
l

ttx   

Доказательство проведѐм при T=l, то есть в квадрате ,lQ  следуя схеме, 

использованной в пункте 2 главы 2, при доказательстве теоремы 2.1. 

Разделим квадрат lQ  на четыре части характеристиками x=t  и x=l-t. В 

полученных областях: 

– треугольнике ,,
2

0|),(=1








 tlxt
l

ttx  примыкающем к 

нижнему основанию ;lQ  

– треугольниках 









22

0,0|),(=2

l
t

l
xlttx  и 

,
22

,0|),(=3









 lx
l

t
l

lttx  примыкающих к боковым сторонам ;lQ  

– треугольнике ,,
2

|),(=4








 txtllt
l

tx  примыкающем к 

верхнему основанию ,lQ положим ),(=),( txutxu j  при ,),( jtx  ,1,4=j

и рассмотрим соотношение (5.7) последовательно для точек ),,( tx  лежащих в 

областях ,1  ,2  3  и 4  как интегральные уравнения для нахождения 

,),(1 txu  ,),(2 txu  ),(3 txu  и .),(4 txu  

При 1=j  соотношение (5.7) примет вид  

 

  ,),(),(),(
2

1
=),( 1

1

1  ddfuqtxu
D

                          (5.8) 

 где 1),( tx  и .},0|),{(=),(11   txtxttxDD  

Записывая интегральное уравнение (5.8) в операторном виде 
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нетрудно убедиться, что оператор 
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        dduqtxu
D
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  ограниченно действует в пространстве 

)( 12 L  и его степени kN1  удовлетворяют оценкам 
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(5.9) 

 

Оценки (5.9) показывают, что (5.8) является интегральным уравнением 

типа Вольтерры второго рода. Если ,0),( txf  то оно как однородное 

уравнение имеет только тривиальное решение, то есть в этом случае 

.0),(1 txu  Если ),( txf  произвольная функция из класса ),(2 TQL то решение 

уравнения (5.8) можно записать в виде абсолютно сходящегося ряда Неймана 
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Пусть  j=2, тогда имеем: 
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где 
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Так как области 11D  и 12D  целиком лежат в области 1Δ , то в (5.10) 

второй и третий интегралы содержат уже известную функцию ).,(1 txu  Введя 

обозначение  
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запишем (5.10) в операторном виде 
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где  
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 Нетрудно показать, что ограниченно действующий в  2Δ2L  оператор 

2  удовлетворяет следующим оценкам: 
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             (5.11) 

 

Следовательно, уравнение (5.10) имеет ограниченное решение в области 

2Δ , которое можно представить в виде абсолютно сходящегося ряда 

Неймана 
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 При  j=3 из соотношения (5.7) имеем: 
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где 
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 В уравнении (5.12) четыре первых интеграла берутся от известных 

функций. Введя обозначение  
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получим относительно 
),(3 txu  следующее интегральное уравнение типа 

Вольтеры: 

    ,,),( 3333 txutxFtx,u   

где интегральный оператор       ddu,qtxu
D D
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1
, 333

3 31














    

ограниченно действует в  3Δ2L  и его степени удовлетворяют следующим 

оценкам: 
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  .            (5.13) 

 

В силу ограниченности функции ),(3 txF  и оценок (5.13) получим, что 

уравнение (5.12) имеет ограниченное в 3  решение, представимое в виде 

абсолютно сходящегося ряда Неймана 
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  Наконец, при  j=4 имеем следующее уравнение: 
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- уже известная ограниченная функция,   
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Записав уравнение (5.14) в операторном виде 

    ,,),( 4444 txutxFtx,u   

легко можно убедиться в том, что оператор     

4D

ddu,qtxu  ),(
2

1
, 444

ограниченно действует в  4Δ2L  и его степени удовлетворяют следующим 

оценкам: 
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       (5.15) 

 

Отсюда следует, что уравнение (5.14) является интегральным 

уравнением типа Вольтеры и имеет ограниченное решение в   , 

представимое в виде абсолютно сходящегося ряда Неймана 
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Исследуем теперь гладкость полученного решения. Из (5.7) вытекает, 

что решение u(x,t) в прямоугольнике QT непрерывно. Положим 

),(),()()( txutxqtx,ftx,U   и продолжим )( tx,U   чѐтно относительно границ 

x=0 и x=l прямоугольника QT. В результате чего равенство (5.7) переходит в 

равенство  
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Продифференцировав это равенство по t и x, получим для почти всех 

TQtx, )(  следующие равенства:  
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 Из представлений (5.16) и (5.17) видно, что  tx,ut  и  tx,ux  принадлежат 

 lxL 02  для всех  Tt ,0  и принадлежат  TtL 02
 для всех  .0,Tx

Теорема 5.1 доказана.
 

Следствие 5.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда 

полученное решение удовлетворяет оценке  
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 равномерной для всех коэффициентов :),( txq  ,
)(

2


T

QL
q

 
тем самым, 

0.>)(= 11 CC
 

Замечание 5.1. Пусть ),( txu*  является решением смешанной задачи (5.1) 

– (5.3) с нулевым коэффициентом, которое представляется в виде (5.6) и u(x,t) 

– решение общей задачи. С помощью рядов,  дающих решения уравнений 

(5.8), (5.10), (5.12), (5.14), с учѐтом оценок (5.9), (5.11), (5.13), (5.15) получим, 

что 

,),(),(max
)(

*

Q),( 2
T

TQLtx
qCtxutxu 


 

 

где константа С не зависит от нормы функции q(x,t). Отсюда в силу 

соотношений (5.16) и (5.17) придѐм к оценке 

 

,
)()(

*

2
1
2 TT

QLQW
qCuu   

 

которая свидетельствует об устойчивости решения рассматриваемой 

смешанной задачи относительно аддитивного возмущения q( , ) ( , ) в (5.1) 

с суммируемым  с квадратом коэффициентом q( , ).  

Замечание 5.2. Отметим, что утверждения, аналогичные лемме 5.1 и 

теореме 5.1, могут быть получены и для решений смешанной задачи II с 

нулевыми финальными условиями (5.4) и такими граничными условиями 
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(5.2), в которых  TLtt ,0)(),( 2 .  Подчеркнем, что в аналоге теоремы 5.1 

решение рассматриваемой смешанной задачи для однородного уравнения 

будет тождественным нулем в .},
2

|),{( TQTltxtTTt
l

Ttx   

 Аналогично доказательству теоремы 1.2 главы 1 доказывается 

следующая  

Теорема 5.2. Пусть в уравнении (5.1) коэффициент q(x,t) принадлежит 

классу  .2 TQL  Тогда для любого lT   каждая из смешанных задач I и II 

может иметь не более одного решения из класса  .ˆ 1

2 TQW  

 

5.3. Разрешимость задачи граничного управления при времени, 

меньшем или равном критическому 

 

В этом разделе исследуем вопрос существования при lT =  и 

единственности при lT   задачи граничного управления III. Сначала 

приведем утверждения о единственности и существовании решения для 

частного случая, когда переменный коэффициент является нулевым 

элементом класса  TQL2 . 

Используя рассуждения, приведенные в работе [127], можно доказать 

справедливость следующего утверждения (см. ход доказательства 

утверждения 1.3 из гл.1). 

 Утверждение 5.3.  Пусть     и q(x,t) является нулевым элементом 

класса   (  ). Тогда может существовать только одно решение из класса 

 ̂ 
 (  ) задачи граничного управления III. 

Имеет место следующее 

Утверждение 5.4.  Пусть q(x,t) есть нулевой элемент класса   (  ) и 

   . Тогда необходимым и достаточным условием существования 

единственного решения задачи граничного управления III из класса )(ˆ 1

2 TQW  

является следующее требование: 
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dfddxxldxxl    (5.18) 

 При выполнении этого условия решение указанной задачи даѐтся 

формулой 
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(5.19) 

где  
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txJddftxJ  


  ;;0:),(),(33   txlltx  

 




4

;:),(),(,),(
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1
),( 444  txtxlttxddftxJ  

и 1 - треугольник, ограниченный линиями ,0,0,0  tltxtx  

2 - треугольник, ограниченный линиями ,0,0,0  xltxtx
3 - 

треугольник, ограниченный линиями ,,0,0 lxltxtx 
4 -

треугольник, ограниченный линиями .,0,0 ltltxtx   

 При этом искомые граничные управления вычисляются с помощью 

следующих аналитических формул: 
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Доказательство необходимости. Сначала рассмотрим частный случай, 

когда в задаче III  ( )    на сегменте ,   -  а  ( ) является нулевым 

элементом   ,   -  Решение  (   ) из класса  ̂ 
 (  ) задачи III (если оно 

существует) является одновременно решением из того же класса смешанной 

задачи I, у которой  ( )    на ,   -  а  ( ) есть нулевой элемент   ,   -  Но 

это решение в силу утверждения 5.2 представляется в виде (5.6), из которого 

получим соотношение    

  ( )    
 ( )    ( )  ∫  

 

 

 (       )                      (    ) 

  Интегрируя (5.20) по   в пределах от нуля до   и учитывая равенство  

 

 ∫ 

 

 

( )      ( )  ∫  

 

 

∫  (   )  

    

 

  

будем иметь:  

∫  ( )  

 

 

   ( )    ( )  ∫  

 

 

∫  (   )  

   

 

    

 

Тем самым, для частного случая, когда  ( )    на ,   -  а  ( ) есть 

нулевой элемент   ,   -  необходимость соотношения (5.18) доказана. 

Общий случай рассматривается аналогично доказательству необходимости 

условий (2.24) и (2.25) (см. гл. 2, утв. 2.4). 

Доказательство достаточности. Принадлежность функции (5.19) 

классу  ̂ 
 (  ) вытекает из того, что она в каждой из областей          

представляет собой алгебраическую сумму функций от аргумента     или 

     имеющих суммируемую с квадратом обобщенную производную и, в 
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силу условия (5.18), сохраняет свою непрерывность при переходе через 

общую границу любых двух из указанных областей. 

Легко проверяется, что для всех   ,   - справедливы равенства 

 (   )   ( )   (   )    ( ) и в смысле совпадения элементов   ,   - 

справедливы равенства   (   )   ( )      (   )    ( )  

Остается доказать справедливость тождества (5.5) для любой функции 

 (   ) из определения 5.1, а это делается аналогично доказательству 

тождества (2.37) (см. гл. 2, утв. 2.4). 

Теперь рассмотрим общий случай рассматриваемой задачи граничного 

управления. Без ограничения общности, в дальнейшем ради простоты и 

упрощения выкладок считаем, что ),( txf  является нулевым элементом класса 

  (  )    

Повторяя все рассуждения, приведѐнные при доказателстве теоремы 

2.3 главы 2, можно доказать следующее утверждение.  

Теорема 5.3. Пусть коэффициент ),( txq  в уравнении (5.1) 

принадлежит классу  TQL2 . Тогда для любого ](0,lT   задача граничного 

управления III может иметь лишь одно решение из класса .)(ˆ 1

2 TQW  

Приведем и докажем теперь теорему о существовании решения задачи 

граничного управления III. 

Теорема 5.4. Пусть .= lT  Тогда для существования решения из класса 

)(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного управления III необходимо и достаточно 

выполнение следующих условий: 

1) ],[0,)(),( 1

21 lWxx   ,][0,)(),( 21 lLxx   

2) начальные и финальные функции удовлетворяют соотношению  
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(5.21) 

где  
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 Доказательство необходимости. Пусть функция ),( txu  – решение из 

класса )(ˆ 1

2 lQW  задачи граничного управления III. Тогда она является 

решением смешанной задачи I в треугольнике 1  и решением смешанной 

задачи II в треугольнике .4  Как это было уже сделано в доказательстве 

теоремы 5.1, составим интегральные соотношения, которым удовлетворяет в 

областях 1  и 4   функция .),( txu   

Обозначая через ),(1

0

txu  решение смешанной задачи I для однородного 

волнового уравнения в ,1 т.е. 

,)()()(
2

1
),(

0

1 







 





 dtxtxtxu

tx

tx

 

из (5.19) получим соотношение  
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 где  

.},0|),{(=),( 111   txtxttx  
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Аналогично, обозначая через ),(4

0

txu  решение смешанной задачи II для 

однородного волнового уравнения в ,4 т.е. 
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из (5.19) имеем 
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(5.23) 

 где  

.},|),{(=),( 444   txtxlttx  

 

В силу того, что функция ),( txu  как решение из класса )(ˆ 1

2 lQW

непрерывна в ,lQ значение ,/2)/2,( llu  вычисленное с помощью соотношений 

(5.22) и (5.23), должно быть одним и тем же. Поэтому  
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              (5.24) 

 поскольку ,/2)/2,(2= 1

0

0 lluA /2)/2,(2= 4

0

0 lluB  и ,/2)/2,(= 11 ll  ./2)/2,(= 44 ll  

Для придания равенству (5.24) окончательного вида (5.21), выразим 

),( txu  через ),(1

0

txu  из (5.22) и через ),(4

0

txu  из (5.23) с помощью 

соответствующих рядов Неймана. Положим: 
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j

j   .1,4=j  

Тогда получим для 1),( tx   

),]([),(=),( 1

0

1

1=

1

0

1 txuGtxutxu k

k




                            (5.25) 

 и для 4),( tx   

).,]([),(=),( 4

0

4

1=

0

44 txuGtxutxu k

k






                            
(5.26) 
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Ряды в правых частях (5.25) и (5.26) сходятся абсолютно, так как 

операторы 1G  и 4G  удовлетворяют оценкам  

|,),(|sup
!2

),]([
1

),(

,2

1
1 tx

k

tq
txG

tx

k

k

k 

















                     (5.27) 
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txG

tx
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             (5.28) 

 

Подставляя (5.25) и (5.26) в (5.24), получим соотношения (5.21). 

Необходимость условия (5.21) доказана.  

Доказательство достаточности. Определим функцию ),( txu  в 

треугольнике 1  как решение интегрального уравнения (5.22), а в 

треугольнике 4  - как решение интегрального уравнения (5.23). Эти 

уравнения в силу оценок (5.27) и (5.28) имеют ограниченные решения, 

задаваемые рядами (5.25) и (5.26). Тот факт, что эти решения непрерывны в  

1  и ,4  вытекает из непрерывности правых частей уравнений (5.22) и 

(5.23). 

Если выполнено условие (5.21), то справедливо равенство (5.24), и 

следовательно, функция ),( txu  непрерывна в объединении треугольников 1  

и .4  Обозначим через ),(1 txu  и ),(4 txu  построенные таким образом 

решения ),( txu  в 1  и 4  соответственно. 

При 2),( tx  рассмотрим соотношение  

 

 
  



2 22

2

0

,),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(),(

2

1
),(=),(  dduqdduqdduqtxutxu               

(5.29) 

в котором ),(2

0

txu  – решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения, определяемое равенством  



 
 

198 
 

,)()()()()0()(
2

1
),( 2111

0

0

2 







 



вdlltxdtxtxu

ltx

l

tx

  

а области интегрирования заданы неравенствами 
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 Так как ,12   ,42    то первое и второе интегральные слагаемые 

правой части (5.29) уже известны и потому соотношение (5.29) является 

интегральным уравнением для нахождения функции ),( txu  в области 2  

вида  

),,]([),(=),( 22 txuGtxFtxu                               (5.30) 

где ,),(),((1/2)=),]([
2

2  ddqtxG   а функция ),(2 txF  известна. 

Оператор 2G  ограниченно действует в )( 22 L  и удовлетворяет оценкам  

 

.,|),(|sup
!
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),]([

2
),(
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txlql
txG

tx
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k
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        (5.31) 

 

Из (5.31) вытекает, что уравнение (5.30) имеет ограниченное в 2  

решение. Обозначим его через .),(2 txu  Из соотношения (5.29) следует, что 

функция ),(2 txu  непрерывна в .2  

На границе 1  и ,2  т.е. при ,
2

0,=
l

ttx 
 

соотношение (5.29) 

переходит в равенство  

.),(),(
2

1
),(=),( 1

),(
2

2

0

2  dduqttuttu
tt




                   (5.32) 
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Так как ),(=),( 1

0

2

0

ttuttu  и ,),(=),( 12 tttt   то из равенств (5.22) и (5.32) 

следует, что .),(=),( 12 ttuttu  

На границе 2  и ,4  т.е. при ,
2

,= lt
l

tlx   соотношение (5.29) 

переходит в равенство 

 .),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(=),( 4

),(
2

1

1

2

0

2  dduqdduqttluttlu
ttl


 

    (5.33) 

 Так как 004

0

2

0

),(=),( BAttluttlu   и ,),(\=),( 442 ttlttl   то в силу 

равенства (5.24), эквивалентного условию (5.21), получим: 

.),(=),( 42 ttluttlu   

Аналогично при 3),( tx  из (5.19) получим соотношение  

,),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(),(

2

1
),(=),(

333

3

0

 dduqdduqdduqtxutxu 
 



         

(5.34) 

в котором ),(3

0

txu  – решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения в треугольнике :3  
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а области интегрирования заданы следующими неравенствами:
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tx   

Так как ,13  ,43   то первое и второе интегральные слагаемые 

правой части (5.34) уже известны, и следовательно, соотношение (5.34) 

является интегральным уравнением вида  
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),]([),(=),( 33 txuGtxFtxu                                  (5.35) 

 для нахождения его решения ),( txu  в области   . Здесь    

.),(),((1/2)=),]([
3

3  ddqtxG   Оператор 3G  ограниченно действует в 

)( 32 L  и, так как для него справедливы оценки  

,|,),(|sup
!

)(

2
),]([

3
),(

,2

3

3 Nktx
k

ltxql
txG

tx

k

k
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      (5.36) 

то уравнение (5.35) имеет ограниченное и непрерывное в    решение 

).,(=),( 3 txutxu  Аналогично (5.32) и (5.33) можно установить, что на 

границе треугольников 3  и :1  ),(=),( 13 ttluttlu   и в силу (5.21) на 

границе 3  и :4 .),(=),( 43 ttuttu  

Таким образом, решения интегральных уравнений (5.22), (5.23), (5.29) и 

(5.34) определяют непрерывную в lQ  функцию ),,( txu  для которой 

),(=),( txutxu j  при ,),( jtx   1,4=j . 

Дифференцируя обе части этих интегральных уравнений по x и по t, 

нетрудно показать, что функция ),( txu  принадлежит классу .)(ˆ 1

2 lQW  Кроме 

того, из утверждения 5.4 следует, что ),( txu  является решением из этого 

класса задачи граничного управления III для телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом.  

Достаточность условия (5.21) для существования решения задачи 

граничного управления III установлена и таким образом, теорема 5.4 

полностью доказана.  

Замечание 5.3. Из оценок (5.27), (5.28), (5.31), (5.36) и формул, 

задающих решения
 

),( txu j  соответствующих интегральных уравнений в 

виде рядов Неймана (см., например, равенства (5.25), (5.26) при j=1 и j=4), 

вытекает априорная оценка решения задачи граничного управления III
 

,),(
][0,

2
1][0,

2
][0,1

2
1][0,1

2
)(1

2





 

lLlLlWlW
l

QW
Mtxu   
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которая свидетельствует об устойчивости полученного решения 

относительно начальных и финальных условий. 

Замечание 5.4. Если выполнено условие (5.21), то функция 

4,1,),(),,(),(
00

 jtxtxutxu jj  уже, вообще говоря, не является решением 

из класса )(ˆ 1

2 lQW  задачи граничного управления III для однородного 

волнового уравнения. Определим константу )(= 00 qMM  равенством  

.),(),(
2

1
),(),(

2

1
= 4

2

1

2

0

0 








dduqdduqM
l

l

l

l

l






           (5.37) 

Добавляя в выражение, определяющее функцию ),(
0

txu  в области ,4

константу ,0M получим новую функцию ,),(
0

* txu  которая уже является 

обобщенным решением рассматриваемой задачи для однородного волнового 

уравнения, но с модифицированным первым финальным условием 

.)(=),( 01

0

* Mxlxu   

Нетрудно показать, что при 0
2
q  константа ,0M определяемая (5.37), 

стремится к нулю и функция ),(
0

* txu  переходит в ),(
0

txu . 

Кроме того, из оценок (5.27), (5.28), (5.31), (5.36) и интегральных 

представлений для первых частных производных решения ),( txu  следует, что 

если 0,
2
q  то 0

)(1
2

0



l
QW

uu  и, соответственно, ,0
][0,

0

2


lL

  

,0
][0,

0

2


lL

  где ,)(0,=)(
00

tut .),(=)(
00

tlut  

Это свидетельствует о регулярности решения задачи граничного 

управления III относительно аддитивного возмущения ),(),( txutxq

волнового оператора в (5.1) с суммируемым с квадратом коэффициентом 

.),( txq   
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ГЛАВА 6.  

ГРАНИЧНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССА, ОПИСЫВАЕМОГО 

ТЕЛЕГРАФНЫМ УРАВНЕНИЕМ С ПЕРЕМЕННЫМ 

КОЭФФИЦИЕНТОМ, ПРОИЗВОДИМОЕ УПРУГОЙ СИЛОЙ НА 

ОДНОМ КОНЦЕ ПРИ СВОБОДНОМ ВТОРОМ 

   

В этой главе в терминах обобщенного решения телеграфного уравнения 

с переменным коэффициентом вида  ),,(=),(),(),(),( txftxutxqtxutxu xxtt   

,<<0 lx  Tt <<0  исследуется задача граничного управления процесса, 

описываемого этим уравнением, производимого упругой силой на конце 

0=x  при условии, что конец lx =  свободен. Глава содержит три раздела. В 

первом разделе приводятся постановка задачи и необходимые определения. 

Во втором разделе изучается вопрос существования и единственности 

решения соответствующей смешанной задачи для указанного уравнения. 

Раздел 3 посвящается доказательству существования при lT 2=  и 

единственности при lT 2  решения рассматриваемой задачи граничного 

управления. 

 

6.1. Постановка задачи и основные определения 

 

 В прямоугольнике ][0][0= TtlxQT   рассмотрим следующие 

задачи: 

- смешанную задачу I:  

)1.6(,),(=),(),(),(),( Txxtt QвtxftxutxqtxutxuLu 
 

)2.6(,00),(),(=)(0, Ttприtluttu xx 
 

)3.6(,0)(=,0)(),(=,0)( lxприxxuxxu t 
 

в которой ,][0,)( 2 TLt  ,][0,)( 1

2 lWx  ,][0,)( 2 lLx  )(),( 2 TQLtxf  ; 
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- смешанную задачу II: уравнение (6.1) с краевыми условиями (6.2) при 

Tt 0  и условиями  

)4.6(,0)(=),(),(=),( 11 lxприxTxuxTxu t   

в которой ,][0,)( 2 TLt  ,][0,)( 1

21 lWx  ,][0,)( 21 lLx   )(),( 2 TQLtxf  ; 

- задачу граничного управления III: уравнение (6.1) с условием  

  (   )    при ,0 Tt   начальными условиями (6.3) и финальными 

условиями (6.4), в которой ,][0,)(),( 1

21 lWxx  ,][0,)(),( 21 lLxx 

)(),( 2 TQLtxf  . 

В задачах I-III предполагается, что переменный коэффициент ),( txq  

принадлежит только классу  .2 TQL  

Решение поставленных задач будем искать в классе ,)(ˆ 1

2 TQW определение 

которого приведено в первом пункте главы 1. 

Определение 6.1. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

тождеству 

dxdttxtxfdttt

dxxxxxdxdttxLtxu

TlT

t

lTl

),(),(=)(0,)(

,0)]()(,0)()([),(),(

000

000













        (6.5) 

для любой пробной функции ),( tx  из класса ,)(ˆ 2

2 TQW подчиненной 

условиям 0),(=)(0,  tlt xx  при Tt 0  и условиям 0),(=),(  TxTx t  

при ,0 lx   и которая, кроме того, удовлетворяет первому начальному 

условию (6.3) в классическом смысле, а граничным условиям (6.2) и второму 

начальному условию (6.3) почти всюду на ][0,T  и на ][0, l  соответственно. 

Определение 6.2. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи II 

назовем такую функцию ),( txu  из этого класса, которая удовлетворяет 

тождеству (6.5), в котором вместо второго интеграла стоит взятый со знаком 
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«минус» интеграл dxTxxTxx t

l

)],()(),()([ 11
0

   и которое выполнено для 

любой пробной функции ),( tx  из класса ,)(ˆ 2

2 TQW  подчиненной условиям 

0),(=)(0,  tlt xx  при Tt 0  и условиям 0,0)(=,0)(  xx t  при и ,0 lx  

которая, кроме того, удовлетворяет первому финальному условию (6.4) в 

классическом смысле, а граничным условиям (6.2) и второму финальному 

условию (6.4) почти всюду на ][0,T  и на ][0, l  соответственно.  

Определение 6.3. Решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного 

управления III назовем решение ),( txu  из этого класса смешанной задачи I с 

такой функцией ,)(t  что выполнены первое финальное условие (6.4) в 

классическом смысле, а второе финальное условие (6.4) почти всюду на ][0, l . 

Как было отмечено в предыдущих главах, замена ),(=),(~ tTxutxu   

сводит смешанную задачу II к смешанной задаче I с некоторыми функциями 

,),(~ txq  ,)(~ x ,)(~ x ,)(~ t )(~ t  из тех же классов. 

 

6.2.  Разрешимость смешанных задач  

 

В этом разделе исследуем вопрос существования и единственности 

рассматриваемых смешанных задач I и II. Сначала рассмотрим случай, когда 

переменный коэффициент является нулевым элементом класса  .2 TQL   

Аналогично доказательству утверждения 1.1 главы 1 доказывается 

следующее  

 Утверждение 6.1. Пусть q(x,t) есть нулевой элемент класса  .2 TQL  

Тогда для любого     как смешанная задача I, так и смешанная задача II 

может иметь только одно обобщенное решение из класса  ̂ 
 (  )  

Используем ниже обозначение )(t
 
для продолженной тождественным 

нулем на значения 0<t  функции .)(t  

Приведем утверждение о существовании решения смешанной задачи I 

для рассматриваемого частного случая.  
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Утверждение 6.2. Пусть       Тогда единственное решение  (   ) из 

класса  ̂ 
 (  ) смешанной задачи I, у которой  ( )    на сегменте ,   -  

 ( ), q(x,t) являются нулевыми элементами класса    соответственно на 

отрезке ,   - и в прямоугольнике       (   )    ,  -, а  ( ) - произвольная 

функция из класса   ,   -   определяется равенством 

 (   )   
 
(   )  

 

 
∫  

 

 

∫  

     

     

 (   )                              (   ) 

где  
 
(   )   ∫  ( )  

   

 
 ∫  ( )  

      

 
 – решение смешанной задачи I 

для соответствующего однородного волнового уравнения, а 

подынтегральная функция получена из функции правой части уравнения (6.1) 

четным продолжением относительно границ     и     прямоугольника 

  . 

Доказательство. С помощью свойств функций  ( ) и  (   ) тривиально 

проверяется, что при      функция (6.6) удовлетворяет граничным 

условиям   (   )   ( ) и   (   )    для почти всех   ,   - и первому 

начальному условию  (   )         ,   -  а второму начальному условию 

  (   )    - почти всюду на ,   -  Поэтому достаточно убедиться в том, что 

она удовлетворяет тождеству (6.5), в котором  ( )         ,   -  а  ( ) и 

q(x,t) являются нулевыми элементами класса    соответственно на отрезке 

,   - и в прямоугольнике   , однако это делается совершенно аналогично 

тождеству (1.8) (см. гл.1, п.1.1, утв.1.2). Утверждение 6.2 доказано. 

Рассмотрим теперь общий случай смешанной задачи I с нулевыми 

начальными условиями (3.3) и произвольной граничной функцией 

.][0,)( 2 TLt   

Лемма 6.1. Пусть lT 2  и  TQLtxftxq 2),(),,(  . Тогда решение из 

класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, у которой 0)( x   при ,][0, lx  
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0)( x  для почти всех ][0, lx  и )(t  – произвольная функция из класса 

][0,2 TL , удовлетворяет соотношению
19
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                      (6.7) 

 

в случае, когда lt 0 , и соотношению  

 

 
 lxtxt

ddtxu

2

00

)()(=),(   

   









dfuqd

lxtl

tx

t

lt

),(),(),(
2

1
||

||

 

   





dfuqd

ltxlxt

),(),(),(

||

00

 

   







dfuqd

l

txl

lxt

),(),(),(
20

 

   











dfuqd

lxtl

txl

lt

),(),(),(
2

1
||

20

 

   dfuqd

l

ltx

lxt

),(),(),(
2

1

2

}{0,max

0

 




                      (6.8) 

в случае, когда .Ttl   

                                                      
19

 Уравнение (6.8) привлекается для нахождения u(x,t) только в случае T>l. 



 
 

207 
 

Доказательство. Для получения соотношений (6.7) и (6.8) достаточно в 

формуле (6.6) учесть четность продолжения функции правой части 

уравнения ),( txf  относительно границ 0=x  и lx =  прямоугольника TQ  и 

после чего в уравнении (6.1) вместо ),( txf  положить .),(),(),( txftxutxq   

Теорема 6.1. Пусть lT 2  и ).(),(),,( 2 TQLtxftxq   Тогда решение 

),( txu  из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I, в которой 0)( x  при 

,][0, lx 0)( x  для почти всех ][0, lx , а )(t  – произвольная функция из 

класса ][0,2 TL , существует, причем, если ),( txf  является нулевым 

элементом класса  TQL2 , то решение тождественно равно нулю в области 

.},0|),{( TQlxtlttx    

Доказательство. Все рассуждения для каждого значения ]2(0, lT   

проводятся единообразно. Поэтому ограничимся лишь случаем .2= lT  

Следуя схеме доказательства теоремы 3.1 (см. гл.3, п. 3.2), разделим 

прямоугольник lQ2  на семь частей характеристиками, проходящими через 

его углы. В полученных областях: 

– треугольнике },/2,0|),{(=1 tlxtlttx   примыкающем к 

нижнему основанию lQ2 , 

– треугольниках |}/2|/20,0|),{(=2 ltlxlttx   и 

}|/2|/2,0|),{(=3 lxltllttx  , примыкающих к боковым 

сторонам lQ2  в его нижней половине, 

– квадрате |}|||/2,3/2|),{(=4 ltlxltltltx  , 

– треугольниках |}/23|/20,2|),{(=5 ltlxltltx   и 

,}|/23|/2,2|),{(=6 lxltlltltx 
 примыкающих к боковым 

сторонам lQ2  в его верхней половине и 

– треугольнике ,}2,2/23|),{(=7 ltxtlltltx   примыкающем 

к верхнему основанию lQ2 ,  
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положим ),(=),( txutxu j  при 7,1,),(  jtx j  и рассмотрим соотношения 

(6.7) и (6.8) последовательно для точек ),,( tx  расположенных в областях 

,7,1,  jj   как интегральные уравнения для нахождения 7,1,),( jtxu j . 

При 1=j  соотношение (6.7) приводит к следующему уравнению для 

нахождения ),(1 txu : 

,),(),(),(
2

1
=),(

1

1

1

1  ddfdduqtxu
DD

            (6.9) 

 где .},0|),{(=),(11   txtxttxDD  

Перепишем уравнение (6.9) в операторном виде 

),]([),(=),( 11

1

1 txuNddftxu
D

   и заметим, что интегральный оператор 

 dduqtxuN
D

),(),(
2

1
),]([ 1

1

11   ограниченно действует в пространстве 

)( 12 L  и его степени 
kN1  удовлетворяют оценкам

20
  

 

 
.,

)!2(2
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1,2

1
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1 Nk
k

t
qtxtxN

k

k
k

tx

k 






      

(6.10) 

 

Следовательно, (6.9) является интегральным уравнением типа 

Вольтерры второго рода. Если ,0),( txf  то оно как однородное уравнение 

имеет только тривиальное решение, то есть в этом случае .0),(1 txu  Если 

),( txf  произвольная функция из класса ),(2 TQL то решение уравнения (6.9) 

можно записать в виде ряда Неймана 

  ,),(),(
2

1
=),(

1

11

1







k

k

D

txfNddftxu   

который абсолютно сходится в силу оценок (6.10)
21

.  

                                                      
20

 Здесь и всюду далее
2

. обозначает норму в )(2 TQL , а 
,2

.  –  норму в )(2 L  для 
TQ . 

21
 Справедливость (6.10) доказывается аналогично доказательству (1.15) (см.  гл. 1., п.1.2).  
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 Так как 0)(  xt  при ,),( 3tx  то аналогично (6.9) получим для 

нахождения ),(3 txu  уравнение  
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                         (6.11) 

где  
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0|),(=),(3131
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0|),(=),(3332
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,0|),(=),(3333

txltxl
ttxDD  ;

22 







ltxtxl 

   















 l
ltxtxl

ltxtxDD 
22

3
,0|),(=),(3434 . 

Области 33D  и 34D  целиком лежат в 3 , поэтому четвертый и пятый 

интегралы правой части (6.11) содержат пока неизвестную функцию ),(3 txu . 

Однако области 31D  и 32D  являются частью треугольника ,1 поэтому первый, 

второй и третий интеграл в (6.11) известны. 

Положим 

 

 ddqtxΝ
DD
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13 




















j

jD
DD

ddfdduqtxJ   

 Тогда уравнение (6.11) примет следующий операторный вид:  

 ).,]([),(=),( 3333 txuNtxJtxu   
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Интегральный оператор 3N  ограниченно действует в )( 32 L  и нетрудно 

показать, что для его степеней выполняется оценка  

 

  .,
!

])[(
|),(|sup),]([

)
3

(
2

3
),(

3 Nk
k

tltx
qtxtxN

k
k

L
tx

k 







            (6.12) 

 

Таким образом, уравнение (6.11) также является интегральным 

уравнением типа Вольтерры второго рода для функции ),(3 txu . Если 

0),( txf , то 0),(1 txu  в 3231, DD  и отсюда 0),(3 txJ . Поэтому 0),(3 txu  в 3  

как решение однородного уравнения. 

Если же ),( txf  произвольная функция из класса )(2 TQL , то уравнение 

(6.11) имеет решение, представимое абсолютно сходящимся рядом Неймана  

 ).,]([),(=),( 33

1=

33 txJNtxJtxu k

k




  

 В области 2  соотношение (6.7) примет следующий вид:  
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   (6.13) 

где 
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Введя обозначения  

    dduqtxuN
DD
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и  

 ,),(),(
2

1
),(

2

1
)(=),( 1

2221
0

2
4

1

2

 dduqddfdtxJ
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перепишем интегральное уравнение (6.13) в операторном виде 

  ).,(),(=),( 2222 txuNtxJtxu   Нетрудно показать, что степени оператора 
2N  

удовлетворяют следующей оценке:  
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  (6.14) 

 

Итак, уравнение (6.13) относительно функции ),(2 txu  является 

уравнением типа Вольтерры второго рода, решение которого представимо 

абсолютно сходящимся рядом Неймана  

).,]([),(=),( 22

1=

22 txJNtxJtxu k

k




  

 Исследование остальных частей прямоугольника lQ2  проводится 

аналогичным образом в следующей последовательности: .,,, 7654   Для 

каждой части 4,7=, jj  выделяется подобласть 
jD  области интегрирования, 

целиком лежащая в j , при этом интеграл по области, дополнительной к Dj, 

берется уже от известных функций. В правой части каждого уравнения будут 

присутствовать интегралы от   и f  по соответствующей области. Внизу 

будут приведены лишь получающиеся интегральные уравнения и 

соответствующие оценки степени оператора. 

В четырехугольнике 4  получим:  
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  (6.15) 
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              (6.16) 
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В треугольнике 5  имеем:  
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          (6.18) 

 

В треугольнике 6  будем иметь:  
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 Наконец, в треугольнике 7  имеем: 
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             (6.22) 

 

Итак, нами показано, что уравнения (6.7) и (6.8) имеют в 

прямоугольнике TQ  ограниченное решение ),( txu . Исследуем теперь 

гладкость полученного решения. 

Так как все слагаемые в правых частях (6.7) и (6.8) непрерывны по ),( tx  

в TQ , то найденное решение ),( txu  также непрерывно в TQ . Для упрощения 

записи введем функцию ),(),(),(),( txftxutxqtxU   и продолжим ее четно 

относительно границ 0=x  и lx =  прямоугольника TQ . Продолжим также 

нулем функцию )(t  на значения 0<t  и обозначим таким образом 

полученную функцию через )(t . Тогда соотношения (6.7) и (6.8) можно 

переписать в виде следующего равенства:    
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Из (6.23) непосредственным дифференцированием получим, что почти 

всюду в 
TQ   
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x         (6.24) 
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t        (6.25) 

откуда следует, что производные ),( txux  и ),( txut  принадлежат )(02 lxL   для 

всех ][0,2lt  и принадлежат )2(02 ltL   для всех ][0, lx . Теорема 6.1 

полностью доказана. 

 Следствие 6.1. Пусть выполнены условия теоремы 6.1. Тогда 

полученное решение удовлетворяет оценке 
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равномерной для всех коэффициентов 
2

:),( qtxq , тем самым 

0)(  MM . 

Доказательство. Пусть 1),( tx , тогда на основании оценки (6.10) и 

неравенства Коши-Буняковского имеем:  
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 Отсюда следует, что  
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                         (6.27)  

 

что соответствует оценке (6.26). Если 0),( txf , то из (6.27) получим 

соотношение 0|),(|sup 1

1
),(




txu
tx

, из которого вытекает, что .0),( txu  

Пусть теперь 2),( tx . Сначала рассмотрим случай 0),( txf . В этом 

случае имеем:  
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 Если ),( txf  произвольная функция из класса )(2 TQL , то  
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Теперь предположим, что 3),( tx . В этом случае будем иметь: 
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Если ,0),( txf  то 0),(3 txu  и отсюда ,0),(3 txu  что соответствует 

условию теоремы. 

 Совершенно аналогично обосновывается справедливость оценки (6.26) и 

для остальных областей. 

Замечание 6.1. В силу утверждения 6.2 функция  
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при lT 2  является решением из класса )(ˆ 1

2 TQW  смешанной задачи I с 

нулевыми начальными условиями и нулевым коэффициентом. Анализ рядов 

Неймана, дающих решение уравнений (6.9), (6.11), (6.13), (6.15), (6.17), 

(6.19), (6.21), с учетом оценок на ядро их интегрального оператора (6.10), 

(6.12), (6.14), (6.16), (6.18), (6.20), (6.22) приводит к оценке  

 ,|),(),(|max
)(

2

*

),( T
QL

T
Qtx

qBtxutxu 


 (6.28) 
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 в которой константа B не зависит от нормы функции ),( txq . 

С другой стороны, из соотношений (6.24) и (6.25) вытекает, что  
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Объединяя (6.28) и (6.29), получаем оценку  

 

 ,
)(

2)(1
2

*

T
QL

T
QW

qBuu   (6.30) 

 

которая означает, что решение рассматриваемой смешанной задачи 

регулярно по отношению к аддитивному возмущению ),(),( txutxq  

неоднородного волнового оператора с суммируемым коэффициентом ),( txq . 

  Замечание 6.2. Следует отметить, что утверждения, аналогичные лемме 

6.1 и теореме 6.1, могут быть получены и для решения смешанной задачи II с 

нулевыми финальными условиями (6.5) и такими граничными условиями 

(6.2), в которых ].[0,)( 2 TLt   В аналоге теоремы 6.1 решение 

рассматриваемой смешанной задачи для однородного уравнения будет 

тождественным нулем в области .},0),(max|),{( TQlxtTTtlTtx      

 Аналогично теореме 1.2 доказывается следующая (см. гл.1, п.2) 

Теорема 6.2. Пусть в уравнении (6.1) коэффициент q(x,t) принадлежит 

классу  .2 TQL  Тогда для любого lT 2  каждая из смешанных задач I и II 

может иметь не более одного решения из класса  .ˆ 1

2 TQW  

 

6.3. Разрешимость задачи граничного управления при времени, 

меньшем или равном критическому 

 

В этом пункте сформулируем и докажем теоремы о единственности при 

lT 2  и существовании при lT 2=  решения задачи граничного управления III. 

Установим сначала единственность и существования решения 
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рассматриваемой задачи граничного управления для частного случая. 

Точнее, предположим, что переменный коэффициент q(x,t) является нулевым 

элементом класса  TQL2 . 

Повторяя расуждения, приведенные при доказательстве утверждения 1.3 

главы 1, можно убедиться в справедливости следующего утверждения. 

Утверждение 6.3. Пусть lT 2  и q(x,t) является нулевым элементом 

класса  TQL2
. Тогда может существовать только одно решение из класса 

)(ˆ 1

2 TQW  задачи граничного управления III. 

Справедливо следующее 

Утверждение 6.4. Пусть lT 2 ,  lQLtxf 22),(   и q(x,t) есть нулевой 

элемент класса  lQL 22 . Тогда необходимыми и достаточными условиями 

существования единственного решения задачи граничного управления III из 

класса )(ˆ
2

1

2 lQW  являются следующие требования: 

 1) условия гладкости  ,,0)(),( 1

21 lWxx   lLxx ,0)(),( 21  ; 

 2) начальные и финальные функции удовлетворяют соотношению  

.0),(),()()()0()0(
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dfddfddd


  (6.31) 

 При выполнении этих требований решение указанной задачи даѐтся 

формулой 
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и 1 - треугольник, ограниченный линиями ,0,0,0  tltxtx  2

- треугольник, ограниченный линиями ,0,0,0  xltxtx
3 - 

треугольник, ограниченный линиями ,,0,0 lxltxtx 
4 - 

четырѐхугольник, ограниченный линиями ,0,0  ltxtx  

,02,0  ltxlxt 5  - треугольник, ограниченный линиями 

,0,02,0  xltxlxt
6 - треугольник, ограниченный линиями 
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,,0,02 lxlxtltx  7 - треугольник, ограниченный линиями 

.2,0,02 ltlxtltx   

При этом искомое граничное управление ],2,0[)(),0( 2 lLttux    

переводящее процесс вынужденных колебаний из начального состояния (6.3) 

в финальное состояние (6.4), имеет вид   
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.2 tls   

Доказательство необходимости. Сначала рассмотрим частный случай, 

когда в задаче III  ( )    на сегменте ,   -  а  ( )    почти всюду на 

,   -  В этом случае, если решение  (   ) из класса  ̂ 
 (  ) задачи III 

существует, то оно является одновременно решением из того же класса 

смешанной задачи I, у которой  ( )    на ,   -  а  ( ) есть нулевой 

элемент   ,   -  Единственное решение последней задачи в силу 

утверждения 6.2 представляется в виде (6.6).  

Дифференцируя (6.6) по   и по  , полагая      , получим соотношения  

   ( )    (    )   ( )   

 
 

 
∫  

  

 

, (        )   (        )-                          (    ) 

  
 ( )   (    )   ( )   

 
 

 
∫  

  

 

, (        )   (        )-                          (    ) 

справедливые для почти всех   ,   -  Почленно складывая равенства (6.33) 

и (6.34), будем иметь: 
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  ( )    
 ( )     ( )  ∫  

  

 

 (        )                    (    ) 

 Проинтегрировав (6.35) по   в пределах от   до    придем к 

соотношению 

∫  ( )

 

 

     ( )    ( )    ∫ ( )  

 

 

 ∫   

  

 

∫  (   )  

    

    

  

 Учитывая свойства функции  (   ) и используя равенство 

  ( )    ∫ ( )  

 

 

 
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  

    

   

  

вытекающее из (6.6) при           получим соотношение (6.31) для 

рассматриваемого частного случая, т.е. справедливо 

 

∫  ( )

 

 

     ( )  ∫  

 

 

∫ (   )  

 

 

 ∫   

  

 

∫  (   )    

 

    

    (    ) 

 

 Рассмотрим теперь общий случай, когда  ( ) – произвольная функция 

из класса   
 ,   -  а  ( ) – произвольный элемент   ,   -  

Продолжим функции  ( ) и  ( ) четно относительно точек     

и      на сегменты ,    - и  ,    -. Продолжим также функцию  (   ) по 

первой переменной четно относительно границ     и       

прямоугольника    .   

С так продолженными функциями  ( )   ( ) и  (   ) рассмотрим 

функцию  

 (   )  
 

 
* (   )   (   )  ∫  ( )  

   

   

+  
 

 
∫  

 

 

∫  (   )  

     

     

   

(6.37) 
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Нетрудно убедиться в том, что функция (6.37)  является обобщенным 

решением из класса  ̂ 
 (   ) смешанной задачи типа I, у которой  (   )  

 ( )     ,   -    (   )   ( ) в смысле совпадения элементов 

  ,   -     (   )     почти всюду на ,   -  а граничное значение   (   ) 

берется из выражения (6.37) (см., например, гл.1, п.1.2, утв. 1.2).  

Отсюда следует, что разность , (   )   (   )- будет удовлетворять 

всем требованиям рассмотренного выше частного случая с нулевой правой 

частью  (   ). Поэтому для нее будет справедливо тождество вида (6.36), 

имеющее следующий вид: 

 

 *∫  ( )  

 

 

 ∫  (    )  

 

 

+  ,  ( )   (    )-                  (    ) 

 

Из (6.37) при      и       с учетом свойств функций  ( ) и  ( ) 

имеем: 

 (    )  
 

 
* (  )   (   )  ∫  ( )  

  

   

+  
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  

    

    

  

  ( )   ∫ ( )   
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  

    

    

 

 

                            (    ) 

 

Дифференцируя (6.37) по переменной    подставляя в полученное 

соотношение     , получим:  

 

  (    )  
 

 
,  (    )    (    )   (    )   (    )-   

 
 

 
∫, (        )   (        )-  

  

 

   

 

Учитывая свойства функций  ( ) и  ( ), будем иметь: 
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∫  (    )  

 

 

 
 

 
* (  )   (  )   (  )   (   )  ∫  ( )   

  

  

 

 

 ∫  ( )  
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∫   

  

 

∫  (   )  

    

    

 
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  

   

    

  

 

 ∫ ( )   
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  

    

    

 
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  

   

    

 

 

 

          (    ) 

 

 Подставляя (6.40) и (6.39) в (6.38), учитывая свойства функции  (   ), 

получаем: 

 

∫  ( )   ∫ ( )  

 

 

 
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  

    

    

 
 

 
∫   

  

 

∫  (   )  
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∫  (   )

    

    

    

 

  ( )    ( )  ∫ ( )   ∫  ( )  

 

 

 
 

 
∫   

  

 

∫  (   )

    

    

   

 

 

 

 
 

 
∫   

  

 

∫  (   )

    

   

    ( )    ( )  ∫ ( )  

 

 

 ∫  ( )  

 

 

  

 ∫  

 

 

∫ (   )

 

 

   ∫   

  

 

∫  (   )

 

    

      

 

Необходимость соотношения (6.31) полностью доказана. 
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Доказательство достаточности. Принадлежность функции (6.32) 

классу  ̂ 
 (   ) вытекает из того, что она в каждой из областей          

представляет собой алгебраическую сумму функций от аргумента     или 

     имеющих суммируемую с квадратом обобщенную производную и, в 

силу условия (6.31) сохраняет свою непрерывность при переходе через 

общую границу любых двух из указанных областей. 

Легко проверяется, что для всех   ,   - справедливы равенства 

 (   )   ( )  (    )    ( ) и для почти всех   ,   - – равенства 

  (   )   ( )    (    )    ( )  

 Остается доказать, что для функции  (   )  определяемой равенством 

(6.32) и для граничного управления   (   )   ( )  взятого как указано в 

условии теоремы, справедливо тождество (6.5) для произвольной функции 

 (   ) из определения 6.1. Нетрудно видеть, что решение вида (6.32) можно 

представить в виде 

 (   )   (   )   (      )  
 

 
∫  

 

 

∫  (   )  

     

     

       (    ) 

в котором  ( ) выражается явным аналитическим видом через функции, 

входящие в задачу граничного управления III. С помощью интегрирования 

по частям тождество (6.5) можно переписать в виде  

∫∫  (   )  (   )    

 

 

 

 

 ∫∫  (   )  (   )    

 

 

 

 

 

 

 

 ∫ ( )

 

 

 (   )   ∫ ( ) (   )  

 

 

 ∫∫ (   ) (   )    

 

 

 

 

        (    ) 

 В пункте 1.3 главы 1 нами было показано, что функция  

  (   )  
 

 
∫  

 

 

∫  (   )  
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удовлетворяет тождеству 

∫∫,  (   )  (   )    (   )  (   )-    

 

 

 

 

 ∫∫ (   ) (   )    

 

 

 

 

    

 Поэтому нам достаточно показать, что функция (6.41) без интегрального 

слагаемого удовлетворяет тождеству (6.42), в котором отсутствует 

∫ ∫  (   ) (   )    
 

 

 

 
  Используя метод интегрирования по частям, 

получаем, что 

∫∫  (   )  (   )    

 

 

 

 

 ∫∫  (   )  (   )    

 

 

 

 

 

 

 ∫,∫,  (   )    (      )-

 

 

  (   )  -  

 

 

  

 ∫,∫,  (   )    (      )-

 

 

  (   )  -  

 

 

  

 ∫  (   )

 

 

, (   )   (      )-   ∫  (   )

 

 

, ( )   

  (    )-   ∫∫, (   )   (      )-   (   )    

 

 

 

 

  

 ∫  (   )

 

 

, (   )   (   )-   ∫  (   ), ( )

 

 

  

  (    )-   ∫∫, (   )   (      )-   (   )    
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  ∫  (   )

 

 

, ( )   (    )-   ∫  (   ), ( )

 

 

  (    )-    

   (   ), ( )   ( )-   (   ), ( )   (  )-   

 ∫ (   )

 

 

,  ( )    (    )-    (   ), ( )   (    )-   

  (   ), ( )   (  )-  ∫ (   ),  ( )    (    )-  

 

 

  

 ∫  ( ) (   )   

 

 

∫ ( )

 

 

 (   )    

 Утверждение 6.4 полностью доказано. 

Теперь рассмотрим общий случай изучаемой задачи граничного 

управления. Без ограничения общности, в дальнейшем ради простоты и 

упрощения выкладок, считаем, что .0),( txf  

Установим сначала единственность решения задачи граничного 

управления III при времени, меньшем или равном критическому. 

Теорема 6.3. Для любого ](0,2lT   задача граничного управления III 

может иметь лишь одно решение из класса  .ˆ 1

2 TQW  

Доказательство этой теоремы не будем приводить, так как она 

доказывается совершенно аналогично теореме 1.3 из гл. 1. 

Получим теперь в рассматриваемой нами задаче граничного управления 

III для телеграфного уравнения (6.1) условие, необходимое и достаточное для 

существования еѐ решения из класса .)(ˆ 1

2 TQW  

Теорема 6.4. Пусть lT 2=  и ],[0,)(),( 1

21 lWxx  ,][0,)(),( 21 lLxx   

).(),( 22 lQLtxq   Тогда для существования единственного решения из класса 



 
 

231 
 

)(ˆ
2

1

2 lQW
 задачи граничного управления III, необходимо и достаточно 

выполнение следующего условия: 
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Доказательство необходимости. Пусть функция ),( txu  является 

решением из класса )(ˆ
2

1

2 lQW  задачи граничного управления III. Тогда она 

будет решением смешанной задачи I в треугольниках 1 , 3  и решением 

смешанной задачи II в треугольниках ,6 .7  Как это было уже сделано в 

доказательстве теоремы 6.1, составим интегральные соотношения, которым 

удовлетворяет в областях ,1 ,3 6  и 7  функция .),( txu  

Сначала предположим, что .),( 31  tx  Обозначая через ),(
0

1 txu  и 

),(
0

3 txu  решения смешанной задачи I для однородного волнового уравнения 

в 1  и 3  соответственно, т.е. 
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1
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dtxtxtxu   
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получим  

)44.6(,),(,),(),(
2

1
),(=),( 1

1

0

1  


txdduqtxutxu 
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txdduqtxutxu 

 

где  

 ;;0|),(=),(11   txtxttx  

 ;
22

,0|),(=),(3131









ltxtxl

txttx




 

.}2,0|),{(=),(3232 ltxlltxtx    

Продолжим функции ,),( txu  ,),( txq  ,)(x )(x  четно по переменной х 

относительно точки lx =  на значения 
].2[0]2[=),( 2 ltlxlQtx l   

Обозначим продолженные таким образом функции символами ,),(~ txu ,),(~ txq

,)(~ x )(~ x . Очевидно, что 

).,(~])(~)(~)(~[
2

1
=),(

0

1

0

3 txudtxtxtxu

tx

tx

 




  

После такого продолжения равенство (6.45) можно переписать в виде 

 
,),(~),(~

2

1
),(~=),(~

1

0

1  dduqtxutxu 


                      (6.46) 

справедливом, как и (6.45), для всех точек .),( 3tx  

Отметим, что равенство (6.46) переходит в равенство (6.44) при 

1),( tx  и в силу четности, сохраняет свой вид, если точка ),( tx

принадлежит треугольнику, симметричному треугольнику 31    

относительно .= lx  



 
 

233 
 

Итак, продолженное решение  ),(~ txu  удовлетворяет соотношению (6.46) 

для всех }.2,0|),{(=
~

),( 1 tlxtlttxtx   

Аналогично для ,),( 76  tx обозначая через ),(6

0

txu  и ),(7

0

txu  

решения смешанной задачи II для однородного волнового уравнения в 

треугольниках 6  и 7  соответственно, т.е. 
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из соотношений  
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),(=),( 7
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txdduqtxutxu             (6.47) 
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(6.48) 

в которых 

,},2|),{(=),(77   txtxlttx  
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ltxtxl
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,}2,2|),{(=),(6262 ltxlltxltx     

следует, что продолженное решение ),(~ txu  для всех  

}2,2|),{(=
~

),( 7 txtlltltxtx   удовлетворяет равенству  

.),(~),(~

2

1
),(~=),(~

7

7

0

 dduqtxutxu 


                     (6.49) 

В равенстве (6.49)  
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где )(~),(~
11 xx   – продолженные четно по переменной x относительно точки 

lx =  финальные функции ,)(1 x )(1 x  соответственно. 

В силу того, что функция ),( txu  (а следовательно, и функция ),(~ txu ) 

как решение из класса )(ˆ
2

1

2 lQW  непрерывна в lQ2 , значение ,),(~=),( llullu

вычисленное с помощью соотношений (6.46) и (6.49), должно быть одним и 

тем же. Поэтому  
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      (6.50) 

Так как 
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1 =)((0)=),(=),(~,=)((0)=),(=),(~ BdllulluAdllullu
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и, кроме того, ,
~

=),( 11  ll ,
~

=),( 77  ll то соотношение (6.50) приводит к 

равенству  
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1
=),(~),(~
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~
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~
0  dduqBdduqA 



                 (6.51) 

 

Для придания равенству (6.51) окончательного вида (6.43) выразим 

),(~ txu  через ),(~
1

0

txu  из (6.46) и через ),(~
7

0

txu  из (6.49) с помощью 

соответствующих рядов Неймана. 

Положим: 
 

 dduqtxuG
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j ),(~),(~

2

1
=),](~[  , .1,7=j  Тогда получим для 

1

~
),( tx   

),](~[),(~=),(~
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txuGtxutxu k
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                               (6.52) 

 и для 7

~
),( tx   
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7
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7
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txuGtxutxu k

k










                           (6.53) 
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Ряды в правых частях (6.52) и (6.53) сходятся абсолютно, так как 

операторы 1G  и 7G  удовлетворяют оценкам  

  ,|,),(|sup
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                 (6.54) 
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txG
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       (6.55) 

Используя соотношения (6.52) и (6.53) в (6.51) и учитывая, что  

|),|(=)(~ lxlx   ,|)|(=)(~ lxlx   |),|(=)(~
11 lxlx   ,|)|(=)(~

11 lxlx   

,)|,|(=),(~ tlxlqtxq   получим соотношение (6.43).   

Необходимость условия (6.43) для существования решения 

рассматриваемой задачи граничного управления доказана.  

Доказательство достаточности. Покажем, что необходимое условие 

(6.43) является и достаточным для существования решения задачи 

граничного управления III.  

Определим функцию ),( txu  в треугольниках 1  и 3  как решение 

построенного выше уравнения (6.46), а в треугольниках 6  и 7  – как 

решение уравнения (6.49). Эти уравнения в силу оценок (6.54) и (6.55) имеют 

ограниченные решения, задаваемые рядами (6.52) и (6.53). Эти решения 

непрерывны в 31    и 76    в силу непрерывности правых частей 

уравнений (6.46) и (6.49). 

Если выполнено условие (6.43), то как показано в доказательстве 

необходимости, справедливо равенство (6.51), и следовательно, функция 

),( txu непрерывна в объединении .7631    

Обозначим через ),( txu j  построенные таким образом решения ),( txu  в j  

при 1,3,6,7=j и рассмотрим оставшиеся области прямоугольника .2lQ  

При 4),( tx  имеем соотношение  
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    (6.56) 

в котором ),(4

0

txu   решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения, определяемое в треугольнике 4

равенством  
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а области интегрирования заданы неравенствами  
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 Так как ,14847   ,34645   ,64342   ,741 

,444  то все интегральные слагаемые правой части сотншения (6.56), 

кроме последнего, уже известны и потому оно является интегральным 

уравнением для нахождения функции ),( txu  в области 4  вида  

),,]([),(=),( 44 txuGtxFtxu                                 (6.57) 

где ,),(),((1/2)=),]([
44

4  ddqtxG   а известная функция ),(4 txF  

определяется равенством 
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 Оператор 4G  ограниченно действует в )( 42 L  и удовлетворяет оценкам  
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          (6.58) 

 

 Из этих оценок вытекает, что уравнение (6.57) имеет ограниченное в 4  

решение. Обозначим его через .),(4 txu  Из соотношения (6.56) следует, что 

функция ),(4 txu  непрерывна в .4  

На границе 3  и ,4 т.е. при ,
2

,= lt
l

tx   соотношение (6.56) 

переходит в равенство  
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    (6.59) 

 Так как ,),(=),( 3

0

4

0

ttuttu  ,),(=),( 474631  tttt ,),(=),( 484532  tttt то 

из равенств (6.45) и (6.49) следует, что .),(=),( 34 ttuttu  
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На границе 4  и ,6 т.е. при ,
2

3
,2=

l
tltlx   соотношение (6.56) 

переходит в равенство  
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                                  (6.60) 

Учитывая ,),(2=),(2 006

0

4

0

BAttluttlu   в силу равенств (6.51), (6.60) 

и соотношения (6.48), получим, что .),(2=),(2 64 ttluttlu   

Аналогично, при 2),( tx имеем 
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в котором ),(2

0

txu   решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения в треугольнике 2 : 
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а области интегрирования заданы неравенствами:   

 

,,
2

0:),(=),(2121











  tx
xt

tx    

,
22

||,
22

:),(=),(2222
















ll

tx
txltx

tx    

,||
22

,
2

2

2
:),(=),(2323















  ll
txltxltxll

tx

 



 
 

239 
 

,
22

3

2

3

2
,

2

3
:),(=),(2424







 








lxttxllltxl

ltx


  

,
2

2

2

2
,:),(=),(2525















 l
txltxl

lxtltx 

 

.
2

3

2
2,2

2

3
:),(=),(2626







 





txltxl

ll
l

tx 

 

Так как ,121  ,222  ,423  ,62524   ,726  то 

все интегральные слагаемые правой части соотношения (6.61), кроме 

последнего, уже известны, и следовательно, оно является интегральным 

уравнением вида  

),]([),(=),( 22 txuGtxFtxu                                    (6.62) 

для нахождения решения ),( txu  в области .2  Здесь использованы 

обозначения 
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 Оператор 2G  ограниченно действует в )( 22 L  и для него справедливы 

оценки 
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           (6.63) 

в силу чего уравнение (6.62) имеет ограниченное и непрерывное в 2  

решение  .),(=),( 2 txutxu  
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Из равенств (6.44), (6.56), (6.61) следует, что на границе ,1 :2

),(=),( 12 ttuttu  и на границе ,2 :4  .),(=),( 42 ttluttlu   

И, наконец, при 5),( tx  имеем соотношение  
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            (6.64) 

в котором ),(5

0

txu  – решение задачи граничного управления III для 

однородного волнового уравнения в треугольнике 5 : 
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а области интегрирования заданы следующими неравенствами: 
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 Поскольку ,15251   ,35453   ,455   ,656  ,75857 

,559  то все интегральные слагаемые правой части соотношения (6.64), 

кроме последнего, уже известны, поэтому оно представляет собой 

интегральное уравнение вида  

),,]([),(=),( 55 txuGtxFtxu                                    (6.65) 

для нахождения решения ),( txu  в области ,5  в котором 
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 Оператор 5G  ограниченно действует в )( 52 L  и, так как для него 

справедливы оценки  
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             (6.66) 

 

то уравнение (6.65) имеет ограниченное и непрерывное в 5  решение 

.),(=),( 5 txutxu  

С помощью равенств (6.47), (6.56) и (6.64) нетрудно убедиться в том, что 

на границе 5  и :4  
,),(=),( 45 tltutltu   и в силу условия (6.43) на границе 

5  и :7  .),(2=),(2 75 ttluttlu   



 
 

242 
 

Таким образом, решения интегральных уравнений (6.44), (6.45), (6.47), 

(6.48), (6.57), (6.62) и (6.65) определяют непрерывную в lQ2  функцию ),,( txu  

для которой ),(=),( txutxu j  при jtx ),( , .1,7=j  

Дифференцируя обе части этих интегральных уравнений по x и по t, 

нетрудно показать, что функция ),( txu  принадлежит классу )(ˆ
2

1

2 lQW  и 

0=),( tlux  для почти всех ].[0,2lt  Непосредственная подстановка 

интегральных уравнений, определяющих ,),( txu  в интегральное тождество 

(6.5) – определение обобщенного решения, соображения, приведенные при 

доказательстве леммы 6.1, показывают, что ),( txu  является искомым 

обобщенным решением задачи граничного управления III.  

Достаточность условия 6.43 для существования решения 

рассматриваемой задачи граничного управления обоснована. Таким образом, 

теорема 6.4 полностью доказана.  

Замечание 6.3. Из оценок (6.54), (6.55), (6.58), (6.63), (6.66) и формул, 

задающих решения ,),( txu j ,1,7=j  соответствующих интегральных уравнений 

в виде рядов Неймана, вытекает априорная оценка решения задачи 

граничного управления III 
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QW
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которая свидетельствует об устойчивости полученного решения 

относительно начальных и финальных условий. 

Замечание 6.4. Аналогично замечанию 3.4 из главы 3 и здесь можно 

убедиться в том, что если выполнено условие (6.43), то функция 

7,1,),(),,(),(
00

 jtxtxutxu jj  вообще говоря, не является решением из 

класса )(ˆ
2

1

2 lQW задачи граничного управления III для однородного волнового 

уравнения. Определим константу )(
~

=
~

00 qDD  равенством 
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   (6.67) 

 Добавляя в выражения, определяющие функцию ),(
0

txu в областях 6  и 

,7 константу 0

~
D , получим новую функцию ,),(*

0

txu  которая уже является 

обобщенным решением рассматриваемой задачи для однородного волнового 

уравнения, но с модифицированным первым финальным условием 

.
~

)(=),2(* 01

0

Dxlxu   

Нетрудно показать, что при 0
2
q  константа 

0

~
D , определяемая (6.67), 

стремится к нулю и функция ),(*
0

txu  переходит в .),(
0

txu  

Кроме того, из оценок (6.54), (6.55), (6.58), (6.63), (6.66) и интегральных 

представлений для первых частных производных решения ),( txu следует, 

что если 0
2
q , то 0

)
2

(1
2

0
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uu  и, соответственно, ,0
]2,0[

0

2


lL

  где 

.)(0,=)(
00

tut x  Это свидетельствует о регулярности решения задачи 

граничного управления III по отношению к аддитивному возмущению 

),(),( txutxq  волнового оператора в (6.1) с суммируемым коэффициентом 

.),( txq  
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ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

 

 В данном разделе вкратце будем проводить анализ полученных в 

диссертационной работе результатов.  

 В первой главе диссертации для телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом  (   )  принадлежащим лишь классу     вида  

 

   (   )     (   )   (   ) (   )   (   )                           (  ) 

 
исследована задача граничного управления смещением на левом конце при 

условии, что правый конец закреплѐн, т.е.  (   )         ,   -  Под 

задачей граничного управления понимается существование такой граничной 

функции  

 (   )   ( )    
 ,   -                                         (  ) 

 

которая переводит рассматриваемый процесс из произвольного начального 

состояния  

 

* (   )   ( )    
 ,   -      (   )   ( )    ,   -+            (  ) 

 

в наперѐд заданное финальное состояние  

 

* (   )    ( )    
 ,   -      (   )    ( )    ,   -+                (  ) 

 

 Решение понимается в обобщѐнном смысле (в смысле интегрального  

тождества) и ищется в классе  ̂ 
 (  )     (     )  (     )  

впервые введѐнном В.А.Ильиным в 2000 году [127].  

 Главным результатом данной главы является доказательство  

разрешимости рассматриваемой задачи граничного управления при 

критическом моменте времени T=2l (Теоремы 1.3 и 1.4). В теореме 1.4 

сформулированы необходимые и достаточные условия существования 
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решения задачи граничного управления при минимальных ограничениях на 

начальные и финальные функции. Точнее, эти полученные необходимые и 

достаточные условия состоят из выполнения условия гладкости и условия 

закрепления  ( )    и   ( )     которые входят в формулировку задачи. 

 Доказана также разрешимость соответствующей смешанной задачи 

(Теоремы 1.1 и 1.2).  Помимо этого обоснована устойчивость и регулярность 

решения обеих задач по отношению к функциям, входящим в задачи, и к 

аддитивному возмущению  (   ) (   ) в уравнении (  ) с суммируемым с 

квадратом коэффициентом. 

 Аналогичная задача для однородного волнового уравнения, т.е. при 

 (   )    и  (   )    была рассмотрена в статье В.А.Ильина [128]. В этой 

работе была доказана разрешимость задачи граничного управления и была 

показана, что критическим является момент времени T=2l. Решение искомого 

граничного управления найдено в явном аналитическом виде.  

 Полученные в первой главе необходимые и достаточные условия для 

существования решения задачи граничного управления совпадают с 

необходимыми и достаточными условиями, полученными для частного 

случая В.А.Ильиным в работе [128]. 

 В работе [23-А] изучаемая задача была решена в случае, когда  (   )  

  и  (   )    (  )  В этой работе результаты работы [128] были перенесены 

для уравнения вынужденных колебаний струны.  

 В совместной работе В.А. Ильина и Е.И. Моисеева [134] аналогичная 

задача граничного управления исследована для обычного телеграфного 

уравнения, т.е. когда  (   )              и  (   )     Ими построено 

решение задачи искомого граничного управления при критическом времени 

T=2l, использующее функции Бесселя первого и третьего рода.  

 В работе [12-А] доказана разрешимость рассматриваемой задачи 

граничного управления для измеримого и ограниченного коэффициента 

уравнения (  ). 



 
 

246 
 

 При доказательстве теорем о существовании нами использованы 

результаты работ [12-А] и [23-А], а для доказательства теорем о 

единственности использована методика, предложенная в статье 

Л.В.Крицкова [209].   

  Таким образом, результаты главы 1 обобщают результаты, полученные 

в указанных работах [128] и [134], как с точки зрения смешанной задачи, так 

и с точки зрения задачи граничного управления.    

 Во второй главе диссертации для уравнения (  ) изучена задача 

граничного управления, производимого смещениями на двух концах  Под 

задачей граничного управления понимается существование таких граничных 

функций  (   )   ( )    
 ,   -  (   )   ( )    

 ,   -  которые 

обеспечивают переход процесса из начального состояния (  ) в финальное 

состояние (  ). Как и в первой главе, решение понимается в обобщѐнном 

смысле  и ищется в классе  ̂ 
 (  )     (     )  (     )   

 Центральным результатом главы 2 является доказательство  

разрешимости рассматриваемой задачи граничного управления при 

критическом моменте времени T=l (Теоремы 2.3, 2.4 и 2.5). В теореме 2.4 

сформулированы необходимые условия существования решения задачи 

граничного управления при минимальных ограничениях на начальные и 

финальные функции. Точнее, эти полученные необходимые условия состоят 

из двух требований: выполнение условия гладкости и функционального 

соотношения  

 

 (
 

 
 
 

 
)  ∫∫  (   )

   

 

 (   )    

 

 

                               (  ) 

где  

 (   )   (   )   (   )  ∫  ( )  
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   (     )    (     )  ∫   ( )  

     

     

  

 

а ядро  (   ) вычисляется через  (   )  В теореме 2.5 доказано, что 

необходимые условия, сформулированные в теореме 2.4, являются и 

достаточными для существования единственного (согласно теореме 2.3) 

решения задачи граничного управления. 

 Разрешимость соответствующей смешанной задачи также доказана 

(Теоремы 2.1 и 2.2). Как и в главе 1, обоснована устойчивость и регулярность 

решения смешанной задачи и задачи граничного управления по отношению к 

функциям, входящим в задачи, и к аддитивному возмущению  (   ) (   ) в 

уравнении (  ) с суммируемым с квадратом коэффициентом. 

 По сравнению с результатами первой главы здесь два различия: 1) 

критическим является момент времени T=l; 2) необходимые и достаточные 

условия существования решения усложняются.  

 Отметим, что аналогичная задача для однородного волнового уравнения, 

т.е. при  (   )    и  (   )    была рассмотрена в статье В.А. Ильина 

[127], в ней была доказана разрешимость задачи граничного управления и 

была показана, что критическим является момент времени T=l. Решение 

искомого граничного управления находится в явном аналитическом виде.  

 Полученные во второй главе необходимые и достаточные условия для 

существования решения задачи искомого граничного управления при 

 (   )     совпадают с необходимыми и достаточными условиями, 

полученными для частного случая В.А. Ильиным в работе [127]. 

 В статье [24-А] рассматриваемая задача граничного управления была 

решена в случае, когда  (   )    и  (   )    (  )  В этой работе 

результаты работы [127] были перенесены для уравнения вынужденных 

колебаний струны, однако в необходимых и достаточных условиях 

присутствует и функция правой части уравнения.  
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 В совместной статье В.А. Ильина и Е.И. Моисеева [138] аналогичная 

задача граничного управления исследована для телеграфного уравнения, т.е. 

когда  (   )              и  (   )     Ими сформулированы 

необходимые условия существования решения задачи искомого граничного 

управления при критическом времени T=l и решение найдено в явном 

аналитическом виде, использующим функции Бесселя первого и третьего 

рода.  

 В работе [13-А] доказана разрешимость рассматриваемой задачи 

граничного управления при критическом моменте времени T=l для 

измеримого и ограниченного коэффициента  (   ).  

 Итак, результаты главы 2 обобщают результаты, полученные в  работах 

[127] и [138]. 

 В третьей главе диссертации для телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом вида (  ) исследована задача граничного 

управления смещением на левом конце при условии, что правый конец 

свободен, т.е.   (   )         ,   -  Под задачей граничного управления 

понимается существование такой граничной функции (  ), позволяющей 

перевести рассматриваемый процесс из произвольного начального состояния 

(  ) в наперѐд заданное финальное состояние (  ). 

 Как и раньше, решение понимается в обобщѐнном смысле и ищется в 

классе  ̂ 
 (  )   

 Основным результатом данной главы является доказательство  

разрешимости рассматриваемой задачи граничного управления при 

критическом моменте времени T=2l (Теоремы 3.3, 3.4 и 3.5). В теореме 3.4  

сформулированы необходимые условия существования решения задачи 

граничного управления при минимальных ограничениях на начальные и 

финальные функции, состоящие из выполнения условия гладкости и 

функционального соотношения типа (  )  Надо отметить, что условие (  ) в 

данном случае немного усложняется. В теореме 3.5 доказано, что требования 
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необходимых условий, сформулированных в теореме 3.4, являются и 

достаточными для нахождения единственного решения (в силу теоремы 3.3) 

задачи граничного управления.  

 Как и в предыдущих главах, здесь доказана также разрешимость 

соответствующей смешанной задачи (Теоремы 3.1 и 3.2) и обоснована 

устойчивость и регулярность решения обеих задач по отношению к 

функциям, входящим в задачи, и к аддитивному возмущению  (   ) (   ) в 

уравнении (  ) с суммируемым с квадратом функции  (   ). 

 Эта задача для однородного волнового уравнения, т.е. при  (   )    и 

 (   )    была исследована в статье П.А. Рево и Г.Д. Чабакаури [274]. В 

этой работе была доказана разрешимость задачи граничного управления для 

критического момента времени T=2l. При этом решение искомого 

граничного управления представлено в явном аналитическом виде.  

 Полученные в третьей главе необходимые и достаточные условия для 

существования решения рассматриваемой задачи граничного управления при 

 (   )     переходят в необходимые и достаточные условия, полученные 

для частного случая в [274]. 

 В статье [11-А] изучаемая задача граничного управления была решена в 

случае, когда  (   )    и  (   )    (  )  В этой работе результаты работы 

[274] были перенесены для уравнения вынужденных колебаний струны.  

  В статье [14-А] доказана разрешимость рассматриваемой задачи 

граничного управления для измеримого и ограниченного коэффициента 

 (   ) в уравнении (  ). 

 При доказательстве основных теорем нами использованы результаты 

работ [11-А] и [14-А]. 

 В четвѐртой главе диссертации для телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом вида  (  ) исследована задача граничного 

управления упругой силой на левом конце при условии, что правый конец 
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закреплѐн, т.е.  (   )         ,   -  Задача граничного управления 

заключается в отыскании граничной функции  

 
  (   )   ( )    ,   -                                           (  ) 

 

позволяющей перевести рассматриваемый процесс из произвольного 

начального состояния (  ) в наперѐд заданное финальное состояние (  )  

 Как и раньше, решение полученной задачи граничного управления 

понимается в обобщѐнном смысле и ищется в классе  ̂ 
 (  )  

 Главным результатом главы 4 является доказательство  разрешимости 

рассматриваемой задачи граничного управления при критическом моменте 

времени T=2l (Теоремы 4.3 и 4.4). В теореме 4.4 сформулированы 

необходимые и достаточные условия существования единственного (на 

основании теоремы 4.3) решения задачи граничного управления при 

минимальных ограничениях на начальные и финальные функции. 

Аналогично случаю управления смещением на одном конце при 

закреплѐнном втором (глава 1) полученные необходимые и достаточные 

условия состоят лишь из выполнения условия гладкости и условия 

закрепления  ( )    и   ( )     входящие в формулировку задачи. 

 Кроме того, доказана разрешимость соответствующей смешанной 

задачи (Теоремы 4.1 и 4.2), также обоснована устойчивость и регулярность 

решения смешанной задачи и задачи граничного управления по отношению к 

функциям, входящим в задачи, и к аддитивному возмущению  (   ) (   ) в 

уравнении (  ) с суммируемым с квадратом коэффициентом. 

 Аналогичная задача для однородного волнового уравнения, т.е. при 

 (   )    и  (   )    была рассмотрена в статье А.А.Никитина [247], в 

которой была доказана разрешимость задачи граничного управления при 

критическом моменте времени T=2l. Решение искомого граничного 

управления представлено в явном аналитическом виде.  
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 Полученные в четвѐртой главе необходимые и достаточные условия для 

существования единственного решения задачи граничного управления 

совпадают с необходимыми и достаточными условиями, полученными для 

частного случая А.А. Никитиным в [247]. 

 В статье [8-А] изучаемая задача граничного управления была решена в 

случае, когда  (   )    и  (   )    (  )  В этой статье результаты работы 

А.А. Никитина были перенесены для уравнения вынужденных колебаний 

струны. При доказательстве основных теорем использованы результаты 

статьи [8-А].   

В пятой главе диссертации для уравнения (  ) изучена задача 

граничного управления, производимого упругими силами на двух концах  

Здесь под задачей граничного управления понимается существование таких 

граничных функций   (   )   ( )    ,   -    (   )   ( )    ,   -  

которые обеспечивают переход процесса из начального состояния (  ) в 

финальное состояние (  ). Как и в предыдущих главах, решение понимается 

в обобщѐнном смысле  и ищется в классе  ̂ 
 (  )   

 Как и раньше, и в главе 5 центральным результатом является 

доказательство разрешимости рассматриваемой задачи граничного 

управления при критическом моменте времени T=l (Теоремы 5.3 и 5.4). В 

теореме 5.4 сформулированы необходимые и достаточные условия 

существования единственного (в силу теоремы 5.3) решения задачи 

граничного управления при минимальных требованиях на начальные и 

финальные функции, состоящие из выполнения условия гладкости и 

функционального соотношения типа (  ).  

 Как и в главах 1-4, здесь также доказана разрешимость соответствующей 

смешанной задачи (Теоремы 2.1 и 2.2) и обоснована устойчивость и 

регулярность решения смешанной задачи и задачи граничного управления по 

отношению к функциям, входящим в задачи, и к аддитивному возмущению 

 (   ) (   ) в уравнении (  ) с суммируемым с квадратом коэффициентом. 
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 Отметим, что аналогичная задача для однородного волнового уравнения, 

т.е. при  (   )    и  (   )    была рассмотрена в статье А.В. Беликова 

[55], в ней была доказана разрешимость задачи граничного управления и 

была показана, что критическим является момент времени T=l. Фактически 

А.В.Беликов эту задачу решал для неоднородного стержня в случае 

совпадения времени прохождения волны по каждому из участков 

неоднородности. Решение искомого граничного управления находится в 

явном аналитическом виде.  

 Сформулированные в пятой главе необходимые и достаточные условия 

для существования решения задачи искомого граничного управления при 

 (   )     переходят в необходимые и достаточные условия, приведѐнные 

для частного случая А.В. Беликовым в [55]. 

 В статье [6-А] рассматриваемая задача граничного управления была 

исследована в случае, когда  (   )    и  (   )    (  ) и полученные в 

ней результаты использованы при доказательстве основных теорем главы 5. 

 И, наконец, в шестой главе диссертации для телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом вида (  ) исследована задача граничного 

управления упругой силой на левом конце при условии, что правый конец 

свободен, т.е.   (   )         ,   -  Под задачей граничного управления 

понимается нахождение такой граничной функции (  ), позволяющей 

перевести рассматриваемый процесс из произвольного начального состояния 

(  ) в наперѐд заданное финальное состояние (  ). 

 Как и в главах 1-5, решение понимается в смысле интегрального 

тождества и ищется в классе  ̂ 
 (  )   

 Аналогично главам 1-5 и здесь основным результатом является 

доказательство  разрешимости рассматриваемой задачи граничного 

управления при критическом моменте времени T=2l (Теоремы 6.3 и 6.4). В 

теореме 6.4 сформулированы необходимые и достаточные условия 

существования единственного (в силу теоремы 6.3) решения задачи 
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граничного управления при минимальных ограничениях на начальные и 

финальные функции, заключающиеся в выполнении условия гладкости и 

функционального соотношения типа (  )  В данном случае условие (  ) 

немного усложняется. 

 Помимо этого, как и в предыдущих главах, здесь доказана также 

разрешимость соответствующей смешанной задачи (Теоремы 6.1 и 6.2) и 

обоснована устойчивость и регулярность решения каждой из 

рассматриваемых задач по отношению к функциям, входящим в задачи, и к 

аддитивному возмущению  (   ) (   ) в уравнении (  ) с суммируемым с 

квадратом функции  (   ). 

 Следует отметить, что с точки зрения объѐма вычислений случай 

управления упругой силой на одном конце при свободном втором является 

самым сложным случаем. 

 Отметим, что в монографии О.А.Ладыженской [216] теорема 

единственности доказана при выполнении дополнительных условий на 

коэффициент  (   ). В диссертации И.Н.Смирнова [286] исследованы 

некоторые смешанные задачи  для телеграфного уравнения, т.е. когда 

 (   )              и  (   )    в случае, когда система состоит из 

двух участков разной плотности и упругости. И.Н.Смирнов находит решение 

смешанной задачи в явном аналитическом виде, использующем функции 

Бесселя первого и третьего рода.  

 На основании теорем единственности и существовании, а также с 

учѐтом априорных оценок можно сделать вывод о том, что все 

рассматриваемые задачи поставлены корректно.  

 Необходимо отметить, что из-за отсутствия явного аналитического 

решения уравнения (  ), во всех главах диссертации решение 

соответствующих задач строится в виде абсолютно сходящегося ряда 

Неймана. При этом искомое граничное управление выражается через 

решение двумерного интегрального уравнения типа Вольтеры.    
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 Таким образом, на основании вышеизложенного можно заключить, что 

все полученные в диссертационной работе результаты являются новыми и 

обобщают полученные другими авторами результаты, как для смешанных 

задач, так и для задач граничного управления для телеграфного уравнения с 

переменным коэффициентом (  )  При  (   )    полученные результаты 

переходят в известные результаты, что подтверждает их достоверность. 

Иными словами, при  (   )    результаты диссертации согласуются с 

известными ранее результатами В.А.Ильина и его учеников. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Таким образом, мы подробно исследовали все поставленные задачи. 

Вкратце перечислим полученные результаты.   

 Для одномерного телеграфного уравнения с переменным 

коэффициентом вида 

,0,0),,(),(),(),(),( Ttlxtxftxutxqtxutxu xxtt   

в обобщѐнной трактовке: 

1. Изучена задача граничного управления смещением на одном конце при 

закреплѐнном втором [1-А], [9-А], [12-А], [19-А], [23-А], [30-А], [31-А], 

[48-А], [49-А], [52-А]; 

2. Рассмотрена задача граничного управления смещениями на двух концах 

[1-А], [13-А], [15-А], [16-А], [17-А], [18-А], [20-А], [24-А], [25-А]; 

3. Исследована задача граничного управления смещением на одном конце 

при свободном втором [1-А], [10-А], [11-А], [14-А], [22-А], [46-А], [47-А], 

[50-А], [51-А]; 

4. Изучена задача граничного управления упругой силой на одном конце при 

закреплѐнном втором [4-А], [8-А], [21-А], [32-А], [35-А], [40-А], [41-А], 

[43-А], [44-А], [45-А]; 

5. Рассмотрена задача граничного управления упругими силами на двух 

концах [2-А], [3-А], [5-А], [6-А], [7-А], [26-А], [28-А], [34-А], [36-А],    

[37-А], [38-А], [42-А]; 

6. Исследована задача граничного управления упругой силой на одном 

конце при свободном втором [27-А], [29-А], [33-А], [39-А]. 

Во всех случаях доказана теорема о единственности решения 

рассматриваемой задачи граничного управления при времени меньшем или 

равном критическому; получены необходимые и достаточные условия 

существования искомого граничного управления за критическое время; 

получена априорная оценка решения задачи граничного управления, которая 
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свидетельствует об устойчивости полученного решения относительно 

начальных и финальных условий; обоснована регулярность решения задачи 

граничного управления по отношению к аддитивному возмущению 

),(),( txutxq  волнового оператора с суммируемым коэффициентом .),( txq  

Помимо этого доказана разрешимость всех соответствующих 

смешанных задач для рассматриваемого уравнения. Точнее, доказаны 

теоремы о единственности решения соответствующих смешанных задач; 

доказаны теоремы о существовании решения соответствующих смешанных 

задач; обосновано, что решение соответствующих смешанных задач 

устойчиво по отношению к аддитивному возмущению ),(),( txutxq , а также 

относительно функций, входящих в задачи. 

Следует отметить, что разрешимость всех рассмотренных задач сначала 

показана для уравнения вынужденных колебаний струны, которое является 

частным случаем рассматриваемого уравнения при 0),( txq . Для этого 

частного случая сформулированы все соответствующие утверждения.  

    

Рекомендации по практическому использованию результатов: 

 

 Диссертационная работа носит теоретический характер. Разработанные 

в ней методы позволяют провести исследование разрешимости сходных 

задач граничного управления для различных процессов. Еѐ результаты 

можно использовать при чтении спецкурсов для старшекурсников, 

магистрантов и аспирантов специальностей математики и физики высших 

профессиональных учебных заведений.  

 Кроме того, учитывается, что полученные результаты также могут быть 

использованы для моделирования различных процессов, описываемых 

рассмотренными уравнениями. 
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