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Обозначения

N — совокупность всех натуральных чисел

R — совокупность всех действительных чисел

Z — совокупность всех целых чисел

T2n−1 — множество тригонометрических полиномов

L2 := L2[0, 2π] — пространство 2π-периодических функций

ωm(f, t) — модуль непрерывности m-го порядка

∆m
h f(x) — разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h

Λm(f, t)2 — усредненная характеристика гладкости функции f ∈ L2

En−1(f)2 — величина наилучшего приближения функции f ∈ L2

sup — точная верхняя грань

inf — точная нижняя грань

Si(x) — интегральный синус

dn(N, L2) — n-мерный поперечник (по Колмогорову) множества N в L2

δn(N, L2) — n-мерный поперечник (линейный) множества N в L2

Πn(N, L2) — n-мерный поперечник (проекционный) множества N в L2

dn(N, L2) — n-мерный поперечник (по Гельфанду) множества N в L2

bn(N, L2) — n-мерный поперечник (по Бернштейну) множества N в L2
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Введение

Актуальность темы исследования. При решении ряда экстремальных

задач теории приближения функций как комплексного, так и действительно-

го переменного в последнее время часто применяют различные модификации

классической характеристики гладкости функции – её модуля непрерывности.

В большинстве случаев это продиктовано спецификой рассматриваемых за-

дач и позволяет получить новые содержательные результаты. Так, для опреде-

ления эффективных характеристик гладкости функции в работах Z.Ditzian,

V.Totik [94], К.В.Руновского [49], Н.П.Пустовойтова [48], М.Ш.Шабозова,

С.Б.Вакарчука и В.И.Забутнаяой [74] рассматривались различные способы

осреднения конечных разностей, а в работах В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой

[1], С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [14], М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [85],

М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева [78], М.Ш.Шабозова и А.А.Шабозовой [80] рас-

сматривались модификации конечных разностей, основанных на применении

сглаживающих операторов Стеклова.

Данная диссертационная работа посвящена одной из характеристик глад-

кости функций, рассмотренной ранее в упомянутой выше работе Руновского и

недавно более подробно рассмотренной в работе С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной

[14] в метрике пространства L2. Полученные в диссертационной работе резуль-

таты являются обобщениями ранее полученных результатов в метрике L2 на

случай метрики Lq (1 ≤ q ≤ ∞) и являются окончательными и неулучшаемы-

ми. При этом результаты К.В.Руновского [49], С.Б.Вакарчука и В.И.Забутная

[14], М.Ш.Шабозова [71, 72] обобщаются и распространяются на случай сов-

местного приближения функций и её промежуточных производных, вычисля-

ются точные верхние грани наилучших совместных приближений различных

4



классов функций, находятся точные значения целых ряд n-поперечников ука-

занных классов функций. Следует отметить, что экстремальными задачами

приближения классов периодических функций в различных банаховых про-

странствах в разное время занимались А.Н.Колмогоров [95], С.М.Никольский

[42, 43], С.Б.Стечкин [53, 54], Н.П.Корнейчук [29, 31, 32], В.К.Дзядык [19],

Н.И.Черных [67, 68], Л.В.Тайков [61], В.В.Арестов [92, 93], В.И.Иванов [23, 24],

В.А.Юдин [89], А.А.Лигун [35, 36, 38–40], В.В.Жук[21, 22], В.Ф.Бабенко

[6], А.Г.Бабенко [5], Н.Айнуллоев [3], Ю.Хуссейн [91], С.Б.Вакарчук [8, 11,

12], М.Ш.Шабозов [69–72, 101], Г.А.Юсупов [90, 105], К.Тухлиев [64, 65],

М.Р.Лангаршоев [97], Н.Ф.Олифтаев [44, 45], К.К.Палавонов [46, 47] и многие

другие.

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Задача

совместного (или одновременного) приближения функций и их производных

изучены сравнительно мало, а аналогичные задачи для наилучшего совместно-

го приближения находятся в стадии разработки. Следует отметить, что экстре-

мальные задачи наилучшего совместного приближения для некоторых классов

сплайн-функции изучены Н.П.Корнейчуком [33]. Для наилучшего совместного

приближении функций тригонометрическими полиномами некоторые резуль-

таты получены С.Б.Вакарчуком [8], а для аналитических в единичном круге

функций экстремальные задачи совместного приближения изучены в работе

М.Ш.Шабозова, Г.А.Юсупова и Дж.Дж.Заргарова [87].

Связь работы с научными программами (проектами), темами.

Диссертационная работа выполнена в рамках реализации перспективного пла-

на научно-исследовательских работ кафедры функционального анализа и диф-

ференциальных уравнений Таджикского национального университета на 2015-

2020 гг. и на 2021-2025 гг. по теме “Теория аппроксимации функций”.
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Общая характеристика работы

Цель исследования. Хорошо известно, что интерес к полиномам и их

свойствам проявили математики, занимавшиеся вопросами теории приближе-

ний. При выборе аппарата для приближенного представления функций они,

как правило, останавливались на алгебраических и тригонометрических поли-

номах благодаря простоте их структуры и широким аппроксимационным воз-

можностям. В последнее время выяснилось, что полиномы не только в задачах

наилучших приближения функций играют главенствующий роль, но и с таким

же успехом применяются в экстремальных задачах наилучшего совместного

приближения функций и её последовательных производных.

Основной цель диссертационного работа является в точном решении раз-

личных экстремальных задач наилучшего совместного приближения классов

функций как в гильбертовом пространстве L2, так и в более важном простран-

стве Lp (0 < p ≤ ∞).

Задачи исследования. В соответствие с поставленной цели выделяются

следующие задачи:

• найти точную верхнюю грань отношения между величиною наилучшего

совместного приближения и характеристикой гладкости Руновского клас-

са комплекснозначных функций L(r)
2 , r ∈ N;

• найти точную константу в неравенстве Джексона-Стечкина между

наилучшим совместным приближением комплекснозначных функций и

усреднённым значением характеристики гладкости Руновского порядка m

с произвольным весом в метрике пространства Lp (0 < p ≤ ∞);
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• решить экстремальную задачу отыскания верхней грани наилучших сов-

местных приближений классов функций из L(r)
2 , определяемых заданной

мажорантой Ψ;

• вычислить точные значения n-поперечников некоторых классов функций

из L2, задаваемых усреднённым значением характеристики гладкости Ру-

новского в метрике Lp (0 < p ≤ ∞).

Объект исследования. Объектом исследования является отыскании точ-

ной верхней грани наилучших совместных приближений различных классов пе-

риодических функций тригонометрическими полиномами, задаваемых харак-

теристикой гладкости К.В.Руновского.

Предмет исследования. Предметом исследования является отыска-

нии точных верхних граней наилучших совместных приближений некоторых

классов комплекснозначных функций и нахождении точных значений их n-

поперечников.

Научная новизна исследований. В диссертации получены следующие

основные результаты:

• найдено точное значение верхней грани отношения величины наилучшего

совместного приближения и характеристики гладкости Руновского класса

комплекснозначных функций L(r)
2 , r ∈ N;

• найдена точная константа в неравенстве Джексона-Стечкина между наи-

лучшим совместным приближением комплекснозначных функций и усо-

еднённым значением характеристики гладкости Руновского порядка m с

произвольным весом в метрике пространства Lp (0 < p ≤ ∞);

• решена экстремальная задача отыскания верхней грани наилучших сов-
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местных приближений классов функций из L(r)
2 , определяемых заданной

мажорантой Ψ;

• вычислены точные значения различных n-поперечников некоторых клас-

сов функций из L2, задаваемых усреднённым значением характеристики

гладкости Руновского в метрике Lp (0 < p ≤ ∞).

Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Работа

носит теоретический характер. Полученные результаты и методы их доказа-

тельства можно применять при решении экстремальных задач функций ком-

плексного переменного, принадлежащих пространствам Харди и Бергмана.

Положения, выносимые на защиту:

• основные теоремы о точных оценках наилучшего совместного приближе-

ния функций посредством характеристики гладкостиm-го порядка Рунов-

ского;

• теоремы о точных константах в неравенстве Джексона-Стечкина меж-

ду величиной наилучшего совместного приближения комплекснозначных

функций и усреднённым значением характеристики гладкости Руновского

порядкаm с произвольным весом в метрике пространства Lp (0 < p ≤ ∞);

• теоремы о решении экстремальных задач отыскания верхней грани наи-

лучших совместных приближений классов функций, определяемых задан-

ной мажорантой;

• теоремы о точных значениях n-поперечников некоторых классов функций

из L2, задаваемых усреднённым значением характеристики гладкости Ру-

новского в метрике Lp (0 < p ≤ ∞).
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Степень достоверности результатов.Достоверность научных результа-

тов диссертационной работы обеспечивается строгими математическими дока-

зательствами всех утверждений, приведённых в диссертации, подтверждается

исследованиями других авторов.

Соответствия диссертации паспорту научной специальности

(формуле и области исследования). Диссертационная работа выполнена

по специальности 01.01.01 – Вещественный, комплексный и функциональный

анализ и является разделом математического анализа указанной в пункте III

параграфа 3 паспорта научной специальности.

Личный вклад соискателя ученой степени. Содержание диссертации

и основные результаты, выносимые на защиту, отражают персональный вклад

автора в опубликованных работах. Все приведенные в диссертационной работе

результаты получены лично автором.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссерта-

ции докладывались и обсуждались на:

• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных

уравнений Таджикского национального университета под руководством

академика НАН Таджикистана, профессора М.Ш.Шабозова (Душанбе,

2016-2022 гг.);

• международной научной конференции “Современные проблемы и прило-

жения алгебры, теории чисел и математического анализа” (Душанбе, 13-14

декабря 2019 г.);

• международной научной конференции “Сингулярные интегральные урав-

нения и дифференциальные уравнения с сингулярными коэффициентами”

9



(Душанбе, 30-31 января 2020 г.);

• международной научной конференции “Теория приближения и её приме-

нение” (Днепро, Украина, 16-19 сентября 2020 г.);

• республиканской научно-практической конференции “Современные про-

блемы теории дифференциальных уравнений” (Душанбе, 26 сентября

2020 г.).

• международной научной конференции “Актуальные проблемы современ-

ной математики” (Душанбе, 25-26 июня 2021 г.);

• международной конференции “Современные проблемы теории чисел и ма-

тематического анализа” (Душанбе, 29-30 апреля 2022 г.);

• международной научной конференции “Современные проблемы математи-

ческого анализа и теории функций” (Душанбе, 24-25 июня 2022 г.).

Публикации по теме диссертации. Результаты исследований автора

по теме диссертационной работы опубликованы в 12 научных работах, из них

5 статьи опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень ВАК

Республики Таджикистан, а 7 – в трудах международных конференций.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

трех глав, списка цитированной литературы из 117 наименования, занимает

112 страниц машинописного текста и набрана на LATEX. Для удобства в дис-

сертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий и формул.

Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номером

главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый номер

теорем, лемм, следствий или формулы в данном параграфе.
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ГЛАВА 1. Анализ литературы по теме исследования и

формулировка нерешённых задач

В данной главе кратко анализируем существующую литературу непосред-

ственно примыкающем к теме диссертационной работе, формулируем поста-

новку нерешённых задач, которых будем решать в последующих главах дис-

сертационной работы, где также приводятся их применение.

§ 1.1. Характеристики гладкости Руновского и связанные с ней экс-

тремальных задач

Пусть f(x) — непрерывная 2π-периодическая функция, такая, что

f(x) 6= const,

En−1(f)C := E(f, Tn−1)C = inf
{∥∥f − Tn−1∥∥C : Tn−1 ∈ T2n−1

}
— наилучшее равномерное приближение тригонометрическими полиномами

Tn−1 ∈ T2n−1 в пространстве C := C[0, 2π], где T2n−1 — множество полиномов

вида

Tn−1(x) = α +
n−1∑
k=1

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
,

а равенством

ω(f, t)C = sup
{∣∣f(x′)− f(x′′)

∣∣ :
∣∣x′ − x′′∣∣ ≤ t

}
определим модуль непрерывности функции f ∈ C := C[0, 2π].

В 1962 г. Н.П.Корнейчук [26] доказал, что

En−1(f)C ≤ 1 · ω
(
f,
π

n

)
C
, n = 1, 2, 3, . . . , (1.1.1)
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и для любых ε > 0 и n ∈ N существует непрерывная 2π-периодическая функ-

ция fn(x, ε) такая, для которой

En−1(fn)C >

(
1− 1

2n
− ε
)
ω
(
fn,

π

n

)
C
.

Последнее неравенство означает, что в неравенстве (1.1.1), число 1 нельзя

заменит меньшей.

Такой результат для пространств Lp[0, 2π] (1 ≤ p < ∞) не был известен и

лишь в 1967 г. Н.И.Черных [67] нашел точную константу в случае p = 2.

Пусть L2 := L2[0, 2π] — пространство 2π-периодических функций, квадрат

которых суммируем на (0, 2π). Положим

∥∥f∥∥
2

:=
∥∥f∥∥

L2
=

1

π

2π∫
0

∣∣f(x)
∣∣2dx

1/2

,

ω(f, t)2 := ω(f, t)L2
:= sup

{∥∥f(·+ h)− f(·)
∥∥
2

:
∣∣h∣∣ ≤ t

}
,

En−1(f)2 :=
∥∥f − Sn−1(f)

∥∥
2
,

где Sn−1(f, x) — n-я частичная сумма ряда Фурье функции f .

Н.И.Черных [67] доказал, что если f ∈ L2, то для любого n ∈ N имеет

место неравенство

En−1(f)2 <
1√
2
ω
(
f,
π

n

)
2
, (1.1.2)

причём существуют функции g ∈ L2, для которых отношение

En−1(g)

ω
(
g,
π

n

)
2

→ 1√
2
, n→∞.

Обобщая результат (1.1.2), Н.И.Черных [67] также доказал, что для любой

12



функции f ∈ L2 и n ∈ N справедливо неравенство

En−1(f)2 ≤
1√
2

n2
π/n∫
0

ω2(f, t) sinnt dt


1/2

, (1.1.3)

причём существует функция g ∈ L2, для которой неравенство (1.1.3) обраща-

ется в равенство

sup
f∈L2

En−1(f)2n2
π/n∫
0

ω2(f, t) sinnt dt


1/2

=

=
En−1(g)2n2

π/n∫
0

ω2(f, t) sinnt dt


1/2

=
1√
2
.

Пусть теперь

ωm
(
f, t
)
2

:= sup

{∥∥∆m
h f(x)

∥∥
2

:
∣∣h∣∣ ≤ t

}
— модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2, где

∆m
h f(x) =

m∑
l=0

(−1)l
(
m

l

)
f(x+ lt), m ∈ N

— разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h. Н.И.Черных [67],

доказал, что для любой функции f ∈ L2 и любых m,n ∈ N справедливо нера-

венство

En−1(f)2 ≤ Kn,m

 2π/n∫
0

ω2
m(f, t)ϕn(t) dt


1/2

, (1.1.4)

где

ϕn(t) = sin
nt

2
+

1

2
sinnt,
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Kn,m =
1

2

√
n(Cm

2m)−1 ,

и для любых фиксированных m и n > m константа Kn,m неулучшаема. Из

неравенства (1.1.4) вытекает следующее неравенство типа Джексона-Стечкина

En−1(f) <
(
Cm

2m

)−1/2
ωm(f, 2π/n)2. (1.1.5)

При n > m константу (Cm
2m)−1/2 в правой части неравенства (1.1.5) нельзя

заменить меньшей.

Следующий шаг в развитие этой тематики был сделан Л.В.Тайковым [61].

Он доказал, что при любом n ∈ N, r ∈ Z+ и 0 < nh ≤ 3π/(4n) имеет место

соотношение

sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)2 h∫
0

ω2
(
f (r), t

)
2
dt

1/2
=

{
n

2(nh− sinnt)

}1/2

. (1.1.6)

Здесь L
(r)
2 — множество функций f ∈ L2, у которых производная f (r−1)(x)

абсолютно непрерывна, а
∥∥f (r)∥∥

L2
<∞.

Условимся под весовой функцией на [0, h] понимать неотрицательную изме-

римую суммируемую функцию q(t), не эквивалентную нулю на этом отрезке.

Обобщение соотношений (1.1.3) и (1.1.6) дано А.А.Лигуном [41], который

доказал, что при любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ и 0 < h < 3π/4n и ψ(t) ≥ 0 —

весовая на отрезке [0, h] функция имеет место двустороннее неравенство

1

Br,mn,h (ψ)
≤ sup

f∈L(r)
2

E2
n−1(f)2

h∫
0

ω2
m

(
f (r), t

)
2
ψ(t)dt

≤ 1

inf
n≤k<∞B

r,m
k,h (ψ)

, (1.1.7)
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где

Br,mk,h (ψ) = 2mk2r
h∫

0

(
1− cos kt

)m
ψ(t)dt.

Дальнейшее обобщение результата А.А.Лигуна (1.1.7) принадлежит

М.Ш.Шабозову и Г.А.Юсупову [86]. Ими, в частности, доказано, что для лю-

бых m,n ∈ N; r ∈ Z+; 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ 3π/(4n), ϕ — некоторая весовая на

отрезке [0, h] функция, справедливо неравенство

1

Ar,pn,m(ϕ, h)
≤ sup

f∈L(r)
2

En−1(f)2 h∫
0

ωpm
(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt

1/p
≤ 1

inf
n≤k<∞ A

r,p
k,m(ϕ, t)

, (1.1.8)

где

Ar,pk,m(ϕ, t) := 2m/2

krp h∫
0

(
1− cos kt

)mp/2
ϕ(t)dt

1/p

.

В [86] доказано, что из неравенства (1.1.8) вытекают все цитированные вы-

ше результаты при конкретных значениях параметров m,n, r, p и конкретном

выборе весовой функции ϕ на отрезке [0, h]. При этом нужно отметить, что

верхняя грань в соотношениях (1.1.6)-(1.1.8) вычисляется по всем функциям

f ∈ L(r)
2 , которые не являются постоянными, то есть f 6= const.

Более тонкое характеристики гладкости, чем модуль непрерывности m-го

порядка ωm(f, t), является характеристики гладкости

Λm(f, t)2 :=

1

t

t∫
0

∥∥∥∆m
h f
∥∥∥2
2
dh

1/2

, (1.1.9)

введенный К.И.Руновским [49]. Так как

Λm(f, t)2 :=

1

t

t∫
0

ω2
m(f, h)2 dh

1/2

≤ ωm(f, t)2, (1.1.10)
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то очевидно, что экстремальные задачи приближения, которые характеризу-

ются при помощи характеристики (1.1.9) более тонкие, то есть в задачах отыс-

кания точной константы в неравенствах типа Джексона-Стечкина могут при-

вести к меньшим константам, причем структурные характеристики классов

функций, задаваемых характеристикой Λm(f, t), содержат внутри себя те же

классы функций, задаваемые модулем непрерывности m-го порядка, и с этой

точки зрения более ценны.
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§ 1.2. Предварительные результаты и постановка новых

экстремальных задач

Как мы отметили выше характеристика гладкости

Λm(f, t)2 :=

1

t

t∫
0

∥∥∥∆m
h f
∥∥∥2
2
dh

1/2

(1.2.1)

была введена К.И.Руновским [49] для оценки скорости сходимости в пря-

мых теорем теории приближения функций. Основные свойства характеристики

гладкости (1.2.1) изучены С.Б.Вакарчуком и В.И.Забутной [14].

Приводим известные результаты о наилучших полиномиальных приближе-

нии периодических функций характеристики гладкости которых оцениваются

посредством (1.2.1). С.Б.Вакарчук и В.И.Забутной [14] доказали, что при лю-

бых натуральных n,m и любом t ∈ (0, 2π] имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

nr En−1(f)2
Λm(f (r), t/n)2

=
1

J1,m(t)
. (1.2.2)

Задача I. Доказать обобщение равенство (1.2.2) на случай совместного

приближения функций f ∈ L
(r)
2 и всех её промежуточных производных f (s)

(s = 1, 2, . . . , r − 1). Применить полученный результат к задаче отыскании

точной константы в неравенстве типа Джексона-Стечкина.

Задача II. Доказать точное неравенство типа Джексона-Стечкина в инте-

гральной метрике Lp (0 < p ≤ ∞) содержащей усреднённой с весом ϕ харак-

теристику первого порядка Λp
1(f

(r), t) в степени p для производной f (r) ∈ L2.

Для классов функций естественно возникающие из решения этой задачи найти

точные значения n-поперечников и вычислить верхней грани модулей коэффи-

циентов Фурье.
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Задача III. Определить точную верхнюю грань величины

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
q(t)dt

1/p
.

Отправляясь от полученного результата найти точную неравенства типа

Джексона-Стечкина для осреднённой с весом характеристики гладкости

Λm

(
f (r), t

)
2
на классах функций f ∈ L(r)

2 , r ∈ N.

Задача IV. Определить точное значение следующей экстремальной вели-

чины

E (s)n−1(M
(r))2 := sup

{
En−1(f

(s))2 : f ∈M(r)
}

для классов функций естественно возникающихся из решения задач I – III.

В данной диссертационной работе экстремальные задачи совместного при-

ближения функций и их промежуточных производных содержащие характери-

стики гладкости (1.2.1), решены в гильбертовом пространстве L2 := L2[0, 2π]

и, в частности, все результаты являются окончательными. Этим обоснованием

и характеризуется актуальность выбора темы диссертационной работы.

Полученные результаты затем обобщаются в Lp — норме для всех значений

p ∈ (0,+∞]. При некоторых конкретных значениях p и явного вида весовой

функции из полученных нами результатов, как частные случаи, получаем мно-

гие ранее полученные результаты других авторов.

Анализ работ [1-104] выявлять основные задачи I – IV которые решаются

в данной диссертационной работе и решение которых излагаются во втором и

третьей главе.
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ГЛАВА 2. Некоторые неравенства между наилучшими

приближениями и усредненными характеристиками в

пространстве L2 := L2[0, 2π]

В этой главе излагаются новые результаты по наилучшим среднеквадрати-

ческим приближениям дифференцируемых периодических функций f(x) три-

гонометрическими полиномами в пространстве L2 = L2[0, 2π]. Прежде чем из-

лагать наши основные результаты, приводим краткий исторический обзор ре-

зультатов по исследуемой тематике и покажем ее ход развития для обоснова-

ния выбора темы диссертационной работы. Задачи наилучшего приближения

периодических функций в пространстве L2 впервые исследовались в работе

С.Б.Вакарчуком и В.И.Забутной [14]. Наиболее общий результат этой работы

является следующее общее двустороннее неравенство

1

Jn,k,r,p(g, t)
≤ sup

f∈L(r)
2

2m/2En−1(f)
t∫

0

Λp
m(f (r), τ)g(τ)dτ


1/p
≤ 1

inf
n≤j<∞

Jj,k,r,p(g, t)
. (2.0.1)

Наша цель найти точное значение величин в средней части неравенство

(2.0.1) и распространить полученный результат на случай совместного прибли-

жения функций и их промежуточных производных.

Результаты изложенные в этой главе опубликованы в работах [1-A, 2-A,

4-A, 5-A, 6-A, 7-A].
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§ 2.1. Общие сведения. Предварительные факты и основные

определения и обозначения

2.1.1. Тригонометрические ряды и ряды Фурье. Вспомогательные

факты

Тригонометрическим рядом называется ряд следующего вида

a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
. (2.1.1)

Здесь x – вещественное переменное, числовые коэффициенты a0, ak, bk, k ∈ N—

произвольные числа, которые не зависят от переменного x. Всюду далее будем

предполагать, что они действительные числа. Но, если они являются комплекс-

ными числами, то мы можем рассматривать действительную и мнимую части

тригонометрического ряда (2.1.1) отдельно. Заметим, что все слагаемые ряда

(2.1.1) 2π-периодические функции, а потому изучение указанного ряда доста-

точно провести на любом отрезке длины 2π, например на отрезке [0, 2π] или

[−π, π].

Отметим, что если рассмотреть комплексный ряд

1

2
a0 +

∞∑
k=1

(
ak − ibk

)
· zk (2.1.2)

на единичной окружности z = eix, |z| = 1, то ряд (2.1.1) представляет собой

действительную часть ряда (2.1.2). В самом деле, по формуле Эйлера eix =

cosx+ i sinx, а потому из (2.1.2) имеем:

1

2
a0 +

∞∑
k=1

(
ak − ibk

)
eikx =

=
1

2
a0 +

∞∑
k=1

(
ak − ibk

)(
cos kx+ i sin kx

)
=
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=
1

2
a0 +

∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
+

+i
∞∑
k=1

(
ak cos kx− bk sin kx

)
. (2.1.3)

Здесь второй ряд в (2.1.3), то есть ряд
∞∑
k=1

(
ak sin kx− bk cos kx

)
называется сопряженным рядом к тригонометрическому ряду (2.1.1).

Конечная тригонометрическая сумма

Tn(x) =
1

2
α0 +

n∑
k=1

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
(2.1.4)

называется тригонометрическим полиномом порядка n. Множество всех три-

гонометрических полиномов Tn(x) вида (2.1.4) обозначим символом T2n−1. При

этом, если |an|+ |bn| 6= 0, то говорят, что тригонометрический полином (2.1.4)

имеет точный порядок n. Очевидно, что каждый полином (2.1.4) есть действи-

тельная часть обычного (степенного) многочлена

Pn(z) = c0 + c1z + ....+ cnz
n =

∞∑
k=0

ckzk,

при ck := αk − iβk, z = eix = cosx+ i sinx.

Таким же образом, выражая синусы и косинусы через показательную функ-

цию, можно записать n-ю частную сумму

Sn(f, x) :=
a0
2

+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

в виде

Sn(f, x) :=
a0
2

+
1

2

n∑
k=1

{(
ak − ibk

)
eikx +

(
ak + ibk

)
e−ikx

}
.
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Если мы определим ak и bk для отрицательных k равенствами

a−k = ak, b−k = −bk, k ∈ Z+,

так, что в частности, b0 = 0, то Sn(x) будет n-й симметричной суммой 2n + 1

центральных членов ряда Лорана:
+∞∑
−∞

cke
ikx

(
ck =

1

2

(
ak − ibk

))
, (2.1.5)

где ak и bk, действительные, и в этом случае имеем

c−k = c̄k, k ∈ Z+. (2.1.6)

С другой стороны, каждый ряд (2.1.5), удовлетворяющий условию (2.1.6), мо-

жет быть записан в форме (2.1.1), где ak и bk-действительные числа.

Заметим, что система функций

einx = cosnx+ i sinnx (n = 0,±1,±2, . . .) (2.1.7)

ортогональна на любом отрезке длины 2π, поскольку

α+2π∫
α

eimx · e−inxdx =


0, m 6= n;

2π, m = n.

Ряд Фурье по системе ортогональных функций (2.1.7) для заданной перио-

дической функции f(x), определенной, например, на интервале (−π, π), имеет

вид

f(x) =
+∞∑
−∞

ck e
ikx, (2.1.8)

где

ck(f) =
1

2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt, k = 0,±1,±2, . . . . (2.1.9)

Положим

ak(f) =
1

π

π∫
−π

f(t) cos ktdt, bk(f) =
1

π

π∫
−π

f(t) sin ktdt, k ∈ Z+ (2.1.10)
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так, что

ck =
1

2

(
ak − ibk

)
, c−k =

1

2

(
ak + ibk

)
, k ∈ Z+. (2.1.11)

Группируя в (2.1.8) члены с номерами ±k, запишем указанный ряд в виде

c0 +
(
c1e

ix + c−1e
−ix)+ . . .+

(
cne

inx + c−ne
−inx)+ . . . =

=
∞∑
n=1

(
cne

inx + c−ne
−inx)

или, принимая во внимание формулы (2.1.11), получаем

1

2
a0 + (a1 cosx+ b1 sinx) + . . .+ (an cosnx+ bn sinnx) + . . . . (2.1.12)

Так как ортогональность двух функций ϕ1 и ϕ2 влечет за собой ортого-

нальность пар ϕ1 ± ϕ2, то легко видеть, что система функций

1

2
,
eix + e−ix

2
,
eix + e−ix

2i
, · · · , e

inx + e−inx

2
,
einx − e−inx

2i
, · · ·

или, что то же самое, система

1

2
, cosx, sinx, . . . , cosnx, sinnx, . . . (2.1.13)

ортогональна на любом отрезке длины 2π.

Таким образом, ряд (2.1.12) будет рядом Фурье функции f(x) (−π ≤ x ≤ π)

по системе функций (2.1.13).

Легко заметить, что если функция f(x) четна, то есть если f(−x) = f(x),

то

ak(f) =
2

π

π∫
0

f(t) cos ktdt, bk = 0; k ∈ Z+, (2.1.14)

а если f(x) нечетна, то есть если f(−x) = −f(x), то

ak(f) = 0, bk(f) =
2

π

π∫
0

f(t) sin ktdt k ∈ Z+. (2.1.15)
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Последовательность функции (2.1.13) называется тригонометрической си-

стемой, а (2.1.6) комплексной тригонометрической системой. Числа ak(f), bk(f)

называют коэффициентами Фурье, а числа ck(f) комплексными коэффициен-

тами Фурье функции f .

Ряд (2.1.12) или что то же тригонометрический ряд (2.1.1) с коэффициента-

ми (2.1.10) называют рядом Фурье функции f , а ряд (2.1.8) с коэффициентами

(2.1.9) называют комплексным рядом Фурье функции f .

2.1.2. Пространство L2 := L2[−π, π]

Всюду далее через L2 := L2[−π, π] (или L2 := L2[0, 2π]) обозначим множе-

ство 2π-периодических функций f(x), интегрируемых с квадратом на отрезке

[−π, π] (или [0, 2π]), то есть множество 2π-периодических функций f с конеч-

ной нормой ∥∥f∥∥
2

:=
∥∥f∥∥

L2
=

1

π

π∫
−π

f 2(x)dx

1/2

<∞. (2.1.16)

Предположим, что функция f(x) имеет формальное разложение в ряд Фурье

f(x) =
a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
. (2.1.17)

Тогда, пользуясь тождеством Парсеваля, в силу ортогональности систем

функций
{

sin kx, cos kx
}∞
k=0

из (2.1.17) получаем

1

π

π∫
−π

f 2(x)dx =
a20(f)

2
+
∞∑
k=1

(
a2k(f) + b2k(f)

)
. (2.1.18)

Таким образом требование конечности нормы (2.1.16) равносильно сходи-

мости числового ряда справа в равенстве (2.1.18). Всюду далее, ради краткости,
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полагаем

ρ20(f) =
a20(f)

2
; ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f), k ∈ N (2.1.19)

и, пользуясь которыми, запишем равенство (2.1.18) коротко в виде

∥∥f∥∥2
2

=
∞∑
k=0

ρ2k(f). (2.1.20)

2.1.3. Наилучшее приближение функции f в среднем

Рассмотрим следующую аппроксимационную задачу: среди всех полиномов

Tn(x) ∈ T2n+1 найти тот, который реализует точную нижнюю грань в задаче

на минимум:

En(f)2 := inf

{∥∥f − Tn∥∥2 : Tn ∈ T2n+1

}
. (2.1.21)

Полином T 0
n(x), который реализует нижнюю грань в правой части ра-

венства (2.1.21), называется полиномом наилучшего среднеквадратического

приближения функции f ∈ L2. Хорошо известно ([58, c.25-26]), что единствен-

ным полиномом T 0
n(x), который доставляет минимум (или инфимум) в правой

части (2.1.21), является n-я частная сумма Sn(x) ряда (2.1.17):

Sn(f, x) =
a0(f)

2
+

n∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
, (2.1.22)

причем

En(f)2 =
∥∥f − Sn(f)

∥∥
2

=

{ ∞∑
k=n+1

ρ2k(f)

}1/2

. (2.1.23)

Здесь, ради полноты изложения, исходя из комплексная форма ряда Фу-

рье, приводим доказательство равенство (2.1.23). Предположим, что функция

f разложена в комплексного вида ряд Фурье
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f(x) =
+∞∑
−∞

ck(f)eikx, (2.1.24)

где

ck(f) =
1

2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt. (2.1.25)

Положим

pn−1(x) =

∑
|k|≤n

dke
ikx ∈ T2n−1.

Имеем: ∥∥f − pn−1∥∥22 =
1

π

π∫
−π

∣∣f(x)− pn−1(x)
∣∣2dx =

=
1

π

π∫
−π

(
f(x)− pn−1(x)

)(
f(x)− pn−1(x)

)
dx =

=
1

π

π∫
−π

(
+∞∑
−∞

ck(f)eikx −
∑
|k|≤n−1

dke
ikx

)
×

×

(
+∞∑
−∞

cl(f)e−ilx −
∑
|l|≤n−1

dle
−ilx

)
dx =

=
1

π

π∫
−π

(∑
|k|≥n

ck(f)eikx +

∑
|k|≤n−1

(
ck(f)− dk

)
eikx
)
×

×
(∑
|l|≥n

cl(f)e−ilx +

∑
|l|≤n−1

(
cl(f)− dl

)
e−ilx

)
dx =

=

∑
|k|≥n

∑
|l|≥n

ck(f)cl(f)
1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx+

+

∑
|k|≥n

∑
|l|≤n−1

ck(f)
(
cl(f)− dl

)
· 1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx+
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+

∑
|k|≤n−1

∑
|l|≥n

(
ck(f)− dk

)
· cl(f) · 1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx+

+

∑
|k|≤n−1

∑
|l|≤n−1

(
ck(f)− dk

)(
cl(f)− dl

)
· 1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx =

= 2

{∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 +

∑
|k|≤n−1

∣∣ck(f)− dk
∣∣2}. (2.1.26)

Пользуясь формулой (2.1.26), для величины (2.1.21) находим

E2
n−1(f)2 := inf

{∥∥∥f − pn−1∥∥∥2
2

: pn−1 ∈ T2n+1

}
=

= 2 · inf
dk

{∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 +

∑
|k|≤n−1

∣∣ck(f)− dk
∣∣2} =

=
∣∣∣ck(f) ≡ dk

∣∣∣ = 2 ·
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 =

= 2 ·
{ ∞∑
k=n

∣∣ck(f)
∣∣2 +

−n∑
k=−∞

∣∣ck(f)
∣∣2} =

= 2 ·
∞∑
k=n

{
|ck(f)|2 + |c−k(f)|2

}
. (2.1.27)

В силу формул (2.1.11), получаем

∣∣ck(f)
∣∣2 =

∣∣c−k(f)
∣∣2 =

1

4

(
a2k(f) + b2k(f)

)
.

Подставляя эти равенства в (2.1.27), будем иметь

E2
n−1(f)2 = 2 ·

{
1

4

∞∑
k=n

(
a2k(f) + b2k(f)

)
+

1

4

∞∑
k=n

(
a2k(f) + b2k(f)

)}
=
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=
∞∑
k=n

(
a2k(f) + b2k(f)

)
=

∞∑
k=n

ρ2k(f).

Таким образом, доказана следующая

Лемма 2.1.1. Среди всех комплексных полиномов вида

pn−1(x) =

∑
|k|≤n−1

dke
ikx

величине (1.1.21) минимальное значение доставляет частичная сумма ком-

плексного ряда Фурье (2.1.24):

Sn−1(f, x) =

∑
|k|≤n−1

ck(f)eikx.

При этом

E2
n−1(f)2 := 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 =

∞∑
k=n

(
a2k(f) + b2k(f)

)
=

∞∑
k=n

ρ2k(f). (2.1.28)

Через L(r)
2

(
r ∈ Z+, L

(0)
2 = L2

)
обозначим множество функций f ∈ L2, у

которых производные (r − 1)-го порядка f (r−1)(x) абсолютно непрерывны, а

r-е производные f (r)(x) ∈ L2, то есть удовлетворяют условию

∥∥∥f (r)∥∥∥
2

=

1

π

π∫
−π

∣∣f (r)(x)
∣∣2dx

1/2

<∞. (2.1.29)

Записав функцию f в комплексном виде ряда Фурье

f(x) =
+∞∑
−∞

ck(f)eikx (2.1.30)

и дифференцируя r-раз ряда (2.1.30), будем иметь

f (r)(x) =
+∞∑
−∞

(ik)rck(f)eikx. (2.1.31)
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Применением тождеством Парсеваля из (2.1.31) имеем:

∥∥f (r)∥∥2
2

= 2 ·
+∞∑
−∞

k2r
∣∣ck(f)

∣∣2 =

= 2
∞∑
k=1

k2r
{∣∣ck(f)

∣∣2 +
∣∣c−k(f)

∣∣2} =
∞∑
k=1

k2rρ2k(f). (2.1.32)

Последнее равенство означает, что конечность нормы (2.1.29) равносильно схо-

димости числового ряда в правой части (2.1.32). Пользуясь схемой доказатель-

ство леммой 2.1.1 и проведя простые вычисления находим

E2
n−1
(
f (r)
)
2

:= inf

{∥∥f (r) − Tn−1∥∥22 : Tn−1 ∈ T2n−1
}

=

=
∥∥f (r) − S(r)

n−1(f)
∥∥2
2

=
∥∥f (r) − Sn−1(f (r))∥∥22 =

= 2 ·
∞∑
k=n

k2r
{∣∣ck(f)

∣∣2 +
∣∣c−k(f)

∣∣2} =
∞∑
k=n

k2rρ2k(f). (2.1.33)

Далее нам понадобиться следующее утверждение

Теорема 2.1.1. Для произвольной функции f ∈ L2 справедливо неравен-

ство

En−1(f)2 ≤ n−rEn−1
(
f (r)
)
2
. (2.1.34)

Существует функция f0(x) ∈ L(r)
2 для которой неравенство (2.1.33) обраща-

ется в равенство.

Доказательство. В самом деле пользуясь формулой (2.1.33) из соотноше-

ния (2.1.28) получаем

E2
n−1(f)2 :=

∞∑
k=n

ρ2k(f) ≤
∞∑
k=n

(
k

n

)2r

ρ2k(f) =
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=
1

n2r

∞∑
k=n

k2rρ2k(f) = n−2rE2
n−1
(
f (r)
)
2
,

откуда и вытекает неравенство (2.1.34).

Докажем, что для функции f0(x) = a cos(nx + ϕ) где a, ϕ ∈ R :=

(−∞,+∞), n ∈ N, — очевидно принадлежащей классу L
(r)
2 , r ∈ Z+, нера-

венство (2.1.34) обращается в равенство. Имеем

f
(r)
0 (x) = anr cos(nx+ ϕ+ rπ/2)

и в силу равенств (2.1.28) и (2.1.33) запишем

E2
n−1(f0)2 =

∞∑
k=n

ρ2k(f0) = a2,

E2
n−1(f

(r)
0 ) =

∞∑
k=n

k2rρ2k(f0) = n2ra2, (2.1.35)

пользуясь которыми будем иметь

E2
n−1(f0)2 := a2 = n−2r

(
a2n2r

)
= n−2rE2

n−1
(
f
(r)
0

)
2
,

откуда и следует утверждение теоремы 2.1.1.

Доказанная теорема 2.1.1 допускает следующее обобщение.

Для любого s ∈ Z+, s ∈ [0, r], r ∈ N, записав вытекающую из (2.1.33) фор-

мулу

E2
n−1
(
f (s)
)
2

=
∞∑
k=n

k2sρ2k(f), (2.1.36)

сформулируем и докажем следующее утверждение

Теорема 2.1.2. Пусть n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда справедливо следую-

щее точное неравенство

En−1
(
f (s)
)
2
≤ n−(r−s)En−1

(
f (r)
)
2
. (2.1.37)
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Неравенство (2.1.37) точно в том смысле, что для функции

f0(x) = a cos(nx+ ϕ), a, ϕ ∈ R, n ∈ N

обращается в равенство.

Доказательство. В самом деле, учитывая (2.1.33) из (2.1.36) имеем:

E2
n−1
(
f (s)
)
2

=
∞∑
k=n

k2sρ2k(f) =
∞∑
k=n

k−2(r−s) · k2rρ2k(f) ≤

≤ n−2(r−s)
∞∑
k=n

k2rρ2k(f) = n−2(r−s)E2
n−1
(
f (r)
)
2
. (2.1.38)

Требуемое неравенство (2.1.37) вытекает из (2.1.38). Докажем точность нера-

венство (2.1.37). Так как для любого s ∈ [0, r]

f
(s)
0 (x) = ans cos

(
nx+ ϕ+

sπ

2

)
,

E2
n−1
(
f
(s)
0

)
2

=
∞∑
k=n

k2sρ2k(f0) = n2sa2, (2.1.39)

то, учитывая равенства (2.1.35) и (2.1.39), получаем

E2
n−1
(
f
(s)
0

)
2

:= a2n2s = n−2(r−s) · (n2ra2) = n−2(r−s)E2
n−1
(
f
(r)
0

)
2
.

Этим точность неравенства (2.1.37) установлена и тем самым доказана

теорема 2.1.2.

2.1.4. Модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2

Если функция f ∈ L2, то символом ∆m
h f(x) обозначим конечную разность

m-го порядка функции f ∈ L2 с шагом h:

∆m
h f(x) :=

∞∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x+ kh),
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и найдём норму разности m-го порядка в L2:

∥∥∆m
h f(·)

∥∥
2

=

1

π

2π∫
0

∣∣∣ m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x+ kh)

∣∣∣2dx


1/2

.

Равенством

ωm(f, t)2 := sup

{∥∥∆m
h f(·)

∥∥
2

: |h| ≤ t

}
(2.1.40)

определим модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2. Исходя из

комплексного вида ряда Фурье функции f(x):

f(x) =
+∞∑
−∞

ck(f)eikx, ck(f) :=
1

2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx,

найдем явный вид модуля непрерывности (2.1.40). Найдем конечную разность

m-го порядка функции f(x)

∆m
h f(x) =

m∑
l=0

(−1)l
(
m

l

)
f(x+ lh) =

=
m∑
l=0

(−1)l
(
m

l

){+∞∑
−∞

ck(f)eik(x+lh)

}
=

=
+∞∑
−∞

ck(f)eikx

{
m∑
l=0

(−1)l
(
m

l

)(
eikh
)l}

=

=
+∞∑
−∞

ck(f)eikx(1− eikh)m. (2.1.41)

Применяя тождество Парсеваля к равенству (2.1.41), находим норму разности

m-го порядка функции f ∈ L2:

∥∥∆m
h f(·)

∥∥2
2

= 2 ·
+∞∑
−∞

∣∣ck(f)
∣∣2 · ∣∣1− eikh∣∣2m =
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= 2
+∞∑
−∞

∣∣ck(f)
∣∣2 · (1− cos kh)m =

= 2m+1
+∞∑
−∞

{∣∣ck(f)
∣∣2 +

∣∣c−k(f)
∣∣2} · (1− cos kh)m. (2.1.42)

Пользуясь формулой (2.1.23), где доказано что

2

{∣∣ck(f)
∣∣2 +

∣∣c−k(f)
∣∣2} = ρ2k(f) ≡ a2k(f) + b2k(f),

равенство (2.1.42) запишем в конечном виде

∥∥∆m
h f(·)

∥∥2
2

= 2m
∞∑
k=1

ρ2k(f)(1− cos kh)m. (2.1.43)

Так как для функции f ∈ L
(r)
2 , ρ2k

(
f (r)
)

= k2rρ2k(f), то из (2.1.43) для любой

функции f ∈ L(r)
2 имеем:

∥∥∆m
h f

(r)(·)
∥∥2
2

= 2m
∞∑
k=1

ρ2k
(
f (r)
)
· (1− cos kh)m =

= 2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kh)m. (2.1.44)

Теперь из формулы (2.1.40) для любой функции f ∈ L(r)
2 получаем общий вид

модуля непрерывности m-го порядка производной f (r) ∈ L2 :

ω2
m

(
f (r), t

)
2

:= 2m sup
|h|≤t

{ ∞∑
k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kh)m

}
. (2.1.45)

При решении ряда экстремальных задач теории аппроксимации функций

в последнее время применяют различные модификации классической харак-

теристики гладкости функций – их модулей непрерывности порожденными

конечно-разностными сдвигами функций. Полученные такими способами обоб-

щенные модули гладкости во многих случаях учитывают специфику рассмат-

риваемых задач и позволяют получить новые содержательные результаты (см.,
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например, работы [1, 8, 14, 16, 48, 49, 51, 58, 74, 78] и приведенную в них лите-

ратуру).

В следующем пункте 2.1.5 мы вводим конкретного вида модификации

модуля непрерывности функции f ∈ L2 и с его помощью обобщим как ранее

полученные результаты, так и новые содержательные результаты, в некотором

смысле, окончательные, где уже нельзя добавить и убавить что-либо суще-

ственное.

2.1.5. Усреднённая характеристики гладкости Λm(f, t)2

Исходя из равенства (2.1.43), введем в рассмотрение усредненную характе-

ристику гладкости функции f ∈ L2 :

Λm(f, t)2 :=

1

t

t∫
0

∥∥∆m
h (f)

∥∥2
2
dh


1/2

, t ∈ R+. (2.1.46)

Из равенств (2.1.45) и (2.1.46), для любого t ∈ R+ вытекает неравенство

Λm(f, t)2 =

1

t

t∫
0

∥∥∆m
h (f)

∥∥2
2
dh


1/2

≤

≤

1

t

t∫
0

ω2
m(f, h)2dh


1/2

≤ ωm(f, t)2. (2.1.47)

Укажем ряд свойств величины (2.1.46), полагая, что функция f , f1, f2 —

элементы пространства L2.

Свойство 1. Функция Λm(f, t) — непрерывная функция при t > 0.

Свойство 2. Выполнено равенство lim
t→0+0

Λm(f, t) = 0.

Свойство 3. Имеет место оценка Λm(f, t) ≤ 2m
∥∥f∥∥ для любого t > 0.
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Свойство 4. Имеет место оценка

Λm(f, nt) ≤ nmΛm(f, t),

где n ∈ N и t > 0 произвольные числа.

Доказательство. Из формулы (2.1.46), выполняя замену переменной

h = nτ , имеем следующее соотношение:

Λm(f, nt)2 :=

:=

 1

nt

nt∫
0

∥∥∆m
h (f)

∥∥2
2
dh


1/2

=

1

t

t∫
0

∥∥∆m
nτ(f)

∥∥2
2
dτ


1/2

. (2.1.48)

Далее воспользуемся равенством

∆m
nτ(f, x) =

n−1∑
j1=0

· · ·
n−1∑
jk=0

∆m
τ

(
f, x+ (j1 + · · ·+ jk)τ

)
.

Учитывая периодичность функции f , из данного равенства имеем

∥∥∆m
nτ(f)

∥∥ ≤ nm
∥∥∆m

τ (f)
∥∥. (2.1.49)

Используя формулы (2.1.46) и (2.1.48), (2.1.49), получаем свойство 4.

Свойство 5. Выполнено неравенство

Λm(f1 + f2, t) ≤
√

2
(
Λm(f1, t) + Λm(f2, t)

)
.

Свойство 6. Функция Λm(f, t) почти возрастает, то есть существует

константа c, не зависящая от t, такая, что для всех 0 < t1 < t2 выполняется

неравенство

Λm(f, t1) ≤ cΛm(f, t2).

Доказательство. На основании идеи доказательства теоремы 3.1 из ра-

боты Руновского [49] можно показать, что для произвольного положительного
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числа t справедливо неравенство

ωm(f, t) ≤ cΛm(f, t), (2.1.50)

где константа c не зависит от f ∈ L2 и от t. Из формул

Λm(f, t) ≤ ωm(f, t)

и (2.1.50) для 0 < t1 < t2 и произвольной функции f ∈ L2 получаем

Λm(f, t1) ≤ ωm(f, t1) ≤ ωm(f, t2)̧ Λm(f, t2),

то есть свойство 6 имеет место.

Далее, для k,m ∈ N и t ∈ R+ положим

Jk,m(t) :=

1

t

t∫
0

(1− cos kh)mdh


1/2

. (2.1.51)

Сделав замену переменных, легко проверить, что

Jk,m(t) = J1,m(kt). (2.1.52)

В самом деле, имеем:

Jk,m(t) =

1

t

t∫
0

(1− cos kh)mdh


1/2

=

=

 1

kt

t∫
0

(1− cos kh)md(kh)


1/2

=

=

 1

kt

kt∫
0

(1− cos τ)mdτ


1/2

= J1,m(kt), (2.1.53)

и равенство (2.1.52) имеет место. Здесь и далее условимся, что при вычислении

верхней грани по всем функциям f ∈ L(r)
2 всегда предполагается, что f 6= const.

В этом контексте имеет место следующая
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Теорема 2.1.3. Пусть n,m ∈ N, r, s ∈ Z+ r ≥ s, и 0 < t ≤ 2π. Тогда

справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1
(
f (s)
)
2

Λm

(
f (r), t/n

)
2

=
1

2m/2J1,m(t)
. (2.1.54)

Доказательство. Пусть f ∈ L(r)
2 , r ∈ N, s ∈ [0, r]. Так как

∥∥∆m
h f

(s)
∥∥2
2

= 2m
∞∑
k=1

k2sρ2k(f)(1− cos kh)m,

то в силу равенств (2.1.46) запишем

Λ2
m

(
f (r), t

)
2

:=
2m

t

t∫
0

∞∑
k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kh)mdh =

= 2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)

1

t

t∫
0

(1− cos kh)mdh

 =

= 2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)J1,m(kt) ≥ 2m
∞∑
k=n

k2rρ2k(f)J2
1,m(kt) =

= 2m
∞∑
k=n

k2(r−s) · k2sρ2k(f)J2
1,m(kt).

Таким образом мы доказали, что

Λ2
m

(
f (r), t

)
2

= 2m
∞∑
k=n

k2(r−s) · k2sρ2k(f)J2
1,m(kt)

Пользуясь этим равенством получаем

Λ2
m

(
f (r), t

)
2

= 2m
∞∑
k=n

k2(r−s) · k2sρ2k(f)J2
1,m(kt) ≥

≥ 2m min
k≥n

{
k2(r−s)J2

1,m(kt)

}
·
∞∑
k=n

k2sρ2k(f) =
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= 2m min
k≥n

{
k2(r−s)J2

1,m(kt)

}
· E2

n−1
(
f (s)
)
2
. (2.1.55)

В [16] доказано, что при любых l ∈ N и t ∈ R+, такое, что 0 < t ≤ 2π,

min
k≥n

k2lJ2
1,m(kt) = n2lJ2

1,m(nt),

учитывая которой из (2.1.55) получаем нужное нам неравенство

Λ2
m

(
f (r), t

)
2
≥ 2m · n2(r−s)J2

1,m(nt) · E2
n−1
(
f (s)
)
2

или, что то же,

Λm

(
f (r), t

)
2
≥ 2m/2 · n(r−s)J1,m(nt)En−1

(
f (s)
)
2
. (2.1.56)

Заменяя здесь t на t/n, запишем

Λm

(
f (r), t/n

)
2
≥ 2m/2 · n(r−s)J1,m(t)En−1

(
f (s)
)
2
. (2.1.57)

Так как полученное неравенство верно для любой функции f ∈ L
(r)
2 , то из

него сразу следует оценка сверху величины стоящей в левой части (2.1.54):

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1
(
f (s)
)
2

Λm

(
f (r), t/n

)
2

≤ 1

2m/2J1,m(t)
. (2.1.58)

Для получения аналогичной оценки снизу заметим, что для рассмотренной

ранее нами функции f0(x) = a cos(nx + ϕ) ∈ L(r)
2 , для которой в силу первого

равенства в соотношении (2.1.55)

Λm

(
f
(r)
0 , t

)
2

= 2m/2a nrJ1,m(nt) (2.1.59)

и равенств (2.1.39) имеет место оценка

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1
(
f (s)
)
2

Λm

(
f (r), t/n

)
2

≥
nr−sEn−1

(
f
(s)
0

)
2

Λm

(
f
(r)
0 , t/n

)
2

=
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=
nr−s · a · ns

2m/2 · anr · J1,m(t)
=

1

2m/2J1,m(t)
. (2.1.60)

Требуемое равенство (2.1.54) получаем из сравнения оценки сверху (2.1.58) с

оценкой снизу (2.1.60), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.3.

Отметим, что из теоремы 2.1.3 при s = 0 получаем результат

С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [14, c. 219]:

sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)2

Λm

(
f (r), t/n

)
2

=
1

2m/2J1,m(t)
.

Следствие 2.1.1. В условиях теоремы 2.1.3 при t = π справедливо

равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1
(
f (s)
)
2

Λm

(
f (r), π/n

)
2

=
1

2m/2

{
m!

(2m− 1)!!

}1/2

. (2.1.61)

Доказательство. В самом деле, из равенства (2.1.54) при значение t = π

имеем

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1
(
f (s)
)
2

Λm

(
f (r), π/n

)
2

=
1

2m/2J1,m(π)
. (2.1.62)

Но так как

J1,m(π) =

1

π

π∫
0

(1− cos t)mdt


1/2

=

=

2m

π

π∫
0

sin2m t

2
dt


1/2

=

2m+1

π

π/2∫
0

sin2m tdt


1/2

=

=


2m

π
·

Γ

(
m+

1

2

)
Γ

(
1

2

)
m!


1/2

, (2.1.63)
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где Γ(u) — гамма-функция Эйлера [66, с.400], и поскольку

Γ

(
m+

1

2

)
=

(2m− 1)!!

2m
·
√
π, Γ

(
1

2

)
=
√
π,

то, подставляя эти формулы в правую часть (2.1.63), имеем:

J1,m(π) =

{
2m

π
· (2m− 1)!!

2m
· π · 1

m!

}1/2

=

{
(2m− 1)!!

m!

}1/2

.

Учитывая последнюю формулу, получаем равенство (2.1.61).

Следствие 2.1.1 доказано.

Следствие 2.1.2. В условиях теоремы 2.1.3 справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))

Λ1(f (r), t/n)
=

1√
2(1− sinc t)

. (2.1.64)

Доказательство. Следует отметить, что равенство (2.1.64) при s = 0 ра-

нее установлено С.Б.Вакарчуком и В.И.Забутной [14, c. 218], так что (2.1.64)

являлась следствием теоремы 2.1.3 одновременно является обобщением резуль-

тата С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной, упоминавшей выше.

Переходим к доказательству (2.1.64). Полагая в (2.1.54) m = 1 получаем

J2
1,1(t) =

1

t

t∫
0

(1− cosh)dh = 1− sin t

t
= 1− sinc t. (2.1.65)

Учитывая равенство (2.1.65) имеем (2.1.64), чем и завершаем доказатель-

ство следствие 2.1.2.

2.1.6. Неравенство Джексона-Стечкина

Одна из основных задач теории аппроксимации периодических функций

тригонометрическими полиномами может быть сформулирована таким обра-
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зом: дана периодическая функция, требуется выяснить, какой точности при-

ближения можно добиться, аппроксимируя ее по заданной норме банахова про-

странства полиномами Tn−1(x) ∈ T2n−1. Другими словами, требуется найти

или дать хорошие оценки величины наилучшего приближения En−1(f) по за-

данному порядку гладкости модулей непрерывности. Решение этой задачи да-

ет неравенство Джексона-Стечкина для модулей непрерывности m-го порядка

(m ∈ N).

Напомним, что под неравенствами Джексона-Стечкина понимают неравен-

ства, в котором величина наилучшего приближения функции

En−1(f)X := E(f,Nn−1)X

конечномерным подпространством Nn−1 нормированного пространства X оце-

нивается сверху через некоторую характеристику гладкости самой функции

f(x) или некоторую ее производную f (r)(x), например, через Λm

(
f (r), π/n

)
X

или ωm
(
f (r), π/n

)
, то есть имеет место неравенство

En−1(f)X := E(f,Nn−1)X ≤
χ

nr
Λm

(
f (r), π/n

)
X

или неравенство

En−1(f)X := E(f,Nn−1)X ≤
χ

nr
ωm
(
f (r), π/n

)
X
,

где n ∈ N, r ∈ Z+, χ — константа, которая не зависеть ни от n, r, f , а зависеть

только от числа m ∈ N.

В рассматриваемом нами случае Nn−1 := T2n−1 — подпространство триго-

нометрических полиномов, X := L2 = L2[−π, π] — гильбертово пространство.
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Заметим, что в силу основного свойства характеристики гладкости

Λm

(
f (r), t

)
имеет место неравенство

Λm

(
f (r),

π

n

)
2

≤ ωm

(
f (r),

π

n

)
2

,

а потому из доказанного в предыдующем пункте следствие 2.1.1 сразу полу-

чаем неравенство Джексона-Стечкина с точной константой

En−1(f)2 ≤
1

2m/2

{
m!

(2m− 1)!!

}1/2

· 1

nr
ωm

(
f (r),

π

n

)
2

. (2.1.66)

Здесь точная константа Джексона-Стечкина равна

χ := χ(m) =
1

2m/2

{
m!

(2m− 1)!!

}1/2

. (2.1.67)

В частности, при m = 1 из (2.1.67) получаем χ = 1/
√

2, ранее найденную

Н.И.Черных [67] для модуля непрерывности первого порядка.

Далее найдены точные константы в неравенствах типа Джексона-Стечкина

для характеристик гладкости Λm(f), m ∈ N, определенных при помощи усред-

нения нормы конечных разностей первого порядка функций f в L2.

При решении ряда экстремальных задач теории аппроксимации функций

как в действительной, так и в комплексной области часто применяют раз-

личные модификации классической характеристики гладкости функций - её

модуля непрерывности, порожденным различными операторами сдвига. Полу-

ченные такими способами обобщенные модули гладкости во многих случаях

учитывают специфику рассматриваемых задач и позволяют получить новые

содержательные результаты (см., например, [5, 17, 25, 74, 80, 85, 94] и приве-

денную там литературу).
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Напомним, что под неравенством типа Джексона-Стечкина понимают нера-

венство, в котором величина наилучшего приближения функции конечномер-

ным подпространством оценивается сверху через некоторую характеристику

гладкости самой функции или ее некоторой производной заданного порядка.

Введем также обозначение

sinc t :=

{
sin t

t
, если t 6= 0; 1, если t = 0

}
.

В соотношениях общего характера при вычислении верхней грани по всем

функциям f ∈ L
(r)
2 всюду далее будем предполагать, что f 6= const. В этих

предположениях имеет место следующая

Теорема 2.1.4. Пусть n, r ∈ N, 0 < p ≤ ∞, 0 < h ≤ 3π/(4n), ϕ —

весовая на отрезке [0, h] функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

√
2 · nr · En−1(f)2 h∫

0

Λp
1

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt

1/p
=

=
1 h∫

0

(
1− sincnt

)p/2
ϕ(t)dt

1/p
. (2.1.68)

Доказательство. Прежде всего отметим, что для параметра p, удовлетво-

ряющего условию 0 < p ≤ ∞, функционал ‖Λ1‖p в знаменателе дроби в левой

части (2.1.68) определен соотношением

‖Λ1‖p =



 h∫
0

Λp
1(f

(r), t)2 ϕ(t)dt

1/p

, если 0 < p <∞,

max
0≤t≤h Λ1(f

(r), t)2, если p =∞.
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При этом указанный функционал лишь при 1 ≤ p ≤ ∞ является нор-

мой. Переходим к доказательству равенства (2.1.68). Воспользуясь равенством

(2.1.46) при m = 1 и учитывая, что J2
1,1(kt) = 1 − sinc kt для произвольной

функции f ∈ L(r)
2 , запишем

Λ2
1(f

(r), t)2 = 2
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)J2
1,1(kt) =

= 2
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)(1− sinc kt) ≥ 2
∞∑
k=n

k2rρ2k(f)(1− sinc kt). (2.1.69)

Учитывая тот факт [59, с. 135], что при 0 < nt ≤ 3π/4

max
{
|sincu| : u ≥ nt

}
= sincnt,

min
{

(1− sincu) : u ≥ nt
}

= 1−max
u≥nt

sin cu = 1− sincnt,

продолжим неравенство (2.1.69)

Λ2
1(f

(r), t)2 ≥ 2
∞∑
k=n

k2rρ2k(f)(1− sinc kt) ≥

≥ 2n2r(1− sincnt)
∞∑
k=n

ρ2k(f) =

= 2n2r(1− sincnt)E2
n−1(f)2.

Отсюда

Λ1(f
(r), t)2 ≥

√
2nr
√

1− sincnt · En−1(f)2.

Возведя обе части полученного неравенства в степень p (0 < p ≤ ∞),

умножив на весовую функцию ϕ и интегрируя по отрезку [0, h], будем иметь h∫
0

Λp
1(f

(r), t)2 ϕ(t)dt

1/p

≥
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≥
√

2nr · En−1(f)2 ·

 h∫
0

(
1− sincnt

)p/2
ϕ(t) dt

1/p

. (2.1.70)

Из неравенства (2.1.70) вытекает оценка сверху величины, расположенной

в левой части равенства (2.1.68):

sup
f∈L(r)

2

√
2nr En−1(f)2 h∫

0

Λp
1(f

(r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
≤

≤ 1 h∫
0

(
1− sincnt

)p/2
ϕ(t) dt

1/p
. (2.1.71)

Для получения оценки снизу указанной величины рассмотрим функцию

g0(x) := sinnx, очевидно принадлежащую классу L
(r)
2 . Используя формулы

(2.1.23) и (2.1.69), получаем

En−1(g0)2 = 1, Λ1

(
g
(r)
0 , t

)
2
=
√

2 · nr
√

1− sincnt. (2.1.72)

Учитывая равенств (2.1.72), запишем

sup
f∈L(r)

2

√
2nr En−1(f)2 h∫

0

Λp
1

(
f (r), t

)
2

ϕ(t)dt

1/p
≥

≥
√

2nr En−1(g0)2 h∫
0

Λp
1

(
g
(r)
0 , t

)
2

ϕ(t) dt

1/p
=
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=
1 h∫

0

(
1− sincnt

)p/2
ϕ(t) dt

1/p
. (2.1.73)

Требуемое равенство (2.1.68) вытекает из сопоставления неравенств (2.1.71)

и (2.1.73), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.4.

Следующая теорема является обобщением теоремы 2.1.4.

Теорема 2.1.5. Пусть r, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда при любом h ∈ (0, 3π/(4n)]

справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

√
2nr−sEn−1(f

(s))2 h∫
0

Λp
1(f

(r), t)2 ϕ(t) dt

1/p
=

=
1 h∫

0

(
1− sincnt

)p/2
ϕ(t) dt

1/p
. (2.1.74)

Доказательство. В левой части равенства (2.1.74), полагая f (s) = g,

получаем f (r) = g(r−s), а потому из условия f ∈ L(r)
2 вытекает, что g ∈ L(r−s)

2 .

Но тогда, учитывая равенство (2.1.68), получаем

sup
f∈L(r)

2

√
2nr−sEn−1(f

(s))2 h∫
0

Λp
1(f

(r), t)2 ϕ(t) dt

1/p
=

= sup
g∈L(r−s)

2

√
2nr−sEn−1(g)2 h∫

0

Λp
1(g

(r−s), t)2 ϕ(t) dt

1/p
=
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=
1 h∫

0

(
1− sincnt

)p/2
ϕ(t) dt

1/p
,

откуда и вытекает утверждение теоремы 2.1.5.

Из теоремы 2.1.5 следует ряд утверждений.

Следствие 2.1.3. В условиях теоремы 2.1.5 при p = 2, ϕ ≡ 1 имеет

место равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2

h∫
0

Λ2
1(f

(r), t)2 dt


1/2

=

{
n

2(nh− Si(nh))

}1/2

, (2.1.75)

где Si(t) =

t∫
0

sincudu — интегральный синус.

В частности, из (2.1.75) при h = π/(2n) получаем

sup
f∈L(r)

2

En−1(f
(s))2 π/(2n)∫

0

Λ2
1(f

(r), t)2dt


1/2

=
n−(r−s)+1/2√
π − 2Si(π/2)

. (2.1.76)

Следствие 2.1.4. В условиях теоремы 2.1.5 при p = 2, ϕ(t) = t имеет

место равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

tΛ2
1(f

(r), t)2 dt

1/2
=

2

h

{
1−

(
2

nh
· sin nh

2

)2
}−1/2

. (2.1.77)
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В частности, из (2.1.77) при h = π/(2n) вытекает равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−s−1En−1(f
(s))2 π/(2n)∫

0

tΛ2
1(f

(r), t)2 dt


1/2

=
4√

π2 − 8
. (2.1.78)

Заметим, что из равенства (2.1.76) при всех s = 0, 1, . . . , r следует неравен-

ство типа Джексона-Стечкина

En−1(f
(s))2 ≤

1

2

√
π

π − Si(π/2)
· 1

nr−s+1/2
· Λ1

(
f (r),

π

2n

)
,

а из (2.1.78) получаем

En−1(f
(s))2 ≤

2π√
π2 − 8

· 1

nr−s
· Λ1

(
f (r),

π

2n

)
.

Приведенные выше теоремы 2.1.5 и вытекающее из неё следствие 2.1.3 и

следствие 2.1.4 и результат С.Б.Вакарчука [11] обобщается в более общем виде.

В [11] доказано, что для любых r ∈ Z+; m,n ∈ N; 0 < p ≤ 2; 0 < h ≤ 2π/n, q

— весовая на [0, h] функции имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 · En−1(f)2 h∫
0

Λp
m(f (r), t)2q(t)dt

1/p
=

=
{

inf
n≤k<∞

Ak,m,r,p(q, h)
}−1

, (2.1.79)

где

Ak,m,r,p(q, h) =

krp h∫
0

Jp1,m(kt)q(t)dt

1/p

. (2.1.80)
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Поскольку для функции f ∈ L
(r)
2 , r ∈ N её промежуточные производные

f (ν), ν = 1, 2, . . . , r− 1 также принадлежат пространству L2, то определённый

интерес представляет изучение поведения величин En−1
(
f (ν)
)
2
на некотором

подклассе M(r) ⊂ L
(r)
2 или на самом классе L(r)

2 . При этом, легко заметить, что

при любом ν (0 ≤ ν ≤ r, r ∈ N) имеет место равенство

En−1
(
f (ν)
)
2
=
∥∥∥f (ν) − Sn−1(f (ν))∥∥∥

2
=

{ ∞∑
k=n

k2νρ2k(f)

}1/2

. (2.1.81)

Справедлива следующая

Теорема 2.1.6. Пусть r ∈ Z+; m,n ∈ N; 0 < p ≤ ∞; 0 < h ≤ 2π/n;

q — весовая на [0, h] функция. Тогда для любого ν (0 ≤ ν ≤ r) имеет место

равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 · En−1(f
(ν))2 h∫

0

Λp
m(f (r), t)2q(t)dt

1/p
=

=
{

inf
n≤k<∞

Ak,m,r−ν,p(q, h)
}−1

. (2.1.82)

Доказательство. Пусть f ∈ L(r)
2 , f 6= const. Так как∥∥∥4m

h

(
f (r)
)∥∥∥2

2
= 2m

∞∑
k=1

k2rρ2k(f)
(
1− cos kh

)m
,

то, учитывая соотношения (2.1.46), (2.1.17) и (2.1.52), запишем

Λm

(
f (r), t

)
=

2m

t

t∫
0

∞∑
k=1

k2rρ2k(f)
(
1− cos kh

)m
dh


1/2

=

=

2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f) · 1

kt

kt∫
0

(
1− cosh

)m
dh


1/2

=
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=

{
2m

∞∑
k=1

k2rρ2k(f) · J1,m(kt)

}1/2

. (2.1.83)

Пользуясь упрощенным вариантом неравенства Минковского [98, с.104]:

 h∫
0

( ∞∑
k=n

∣∣∣gj(t)∣∣∣2)p/2

dt

1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

∣∣∣gj(t)∣∣∣pdt
2/p


1/2

,

где h > 0, 0 < p ≤ 2, и полагая gk := fkq
1/p, где fk ∈ L2, k = n, n + 1, . . .

получаем h∫
0

( ∞∑
k=n

∣∣∣fj(t)∣∣∣2q(t)dt)p/2
1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

∣∣∣fj(t)∣∣∣pq(t)dt
2/p


1/2

. (2.1.84)

Учитывая соотношения (2.1.79) и (2.1.80), запишем h∫
0

Λp
m(f (r), t)2q(t)dt

1/p

≥

≥

2mp/2
h∫

0

( ∞∑
k=n

k2rρ2k(f)J1,m(kt)

)p/2

q(t)dt


1/p

=

= 2m/2


∞∑
k=n

k2νρ2k(f)

kp(r−ν) h∫
0

Jp1,m(kt)q(t)dt

2/p


1/2

=

= 2m/2

{ ∞∑
k=n

k2νρ2k(f)Ak,m,r−ν,p(q, h)

}1/2

≥

≥ 2m/2En−1
(
f (ν)
)
2
· inf
n≤k<∞

Ak,m,r−ν,p(q, h). (2.1.85)
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Отсюда сразу следует оценка сверху

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 · En−1(f
(ν))2 h∫

0

Λp
m(f (r), t)2q(t)dt

1/p
≤

≤
{

inf
n≤k<∞

Ak,m,r−ν,p(q, h)
}−1

. (2.1.86)

С целью получения оценки снизу величины, расположенной в левой части

неравенства (2.1.86), рассмотрим в классе L(r)
2 множество функций

fk(x) := cos kx, k ∈ N, k ≥ n.

Поскольку En−1
(
f
(ν)
k

)
= kν и в силу формулы (2.1.46)

Λm(f
(r)
k , t)2 = 2m/2krJ1,m(kt),

то имеем

2m/2En−1
(
f
(ν)
k

)
2

h∫
0

Λp
m(f

(r)
k , t)2q(t)dt


1/p

=
2m/2kν

2m/2

krp
h∫

0

Jp1,m(kt)q(t)dt


1/p

=

=
1k(r−ν)p

h∫
0

Jp1,m(kt)q(t)dt


1/p

=
1

Ak,m,r−ν,p(q, h)
.

Отсюда сразу следует оценка снизу той же величины

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 · En−1(f
(ν))2 h∫

0

Λp
m(f (r), t)2q(t)dt

1/p
≥
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≥ sup
n≤k<∞

2m/2 · En−1(f
(ν)
k )2 h∫

0

Λp
m(f

(r)
k , t)2q(t)dt

1/p
=

= sup
n≤k<∞

1

Ak,m,r−ν,p(q, h)
=
{

inf
n≤k<∞

Ak,m,r−ν,p(q, h)
}−1

. (2.1.87)

Сопоставляя оценку сверху (2.1.86) с оценкой снизу (2.1.87), получаем тре-

буемое равенство (2.1.82). Теорема 2.1.6 доказана.

Отметим, что теорема 2.1.6 при ν = 0 доказана в работе [11].

Возникает естественной вопрос: найти необходимое и достаточное условие

на фигурирующих числовых параметрах и весовой функции q в условиях тео-

ремы 2.1.6, при выполнении которых имеет место равенство

inf
n≤k<∞

Ak,m,r−ν,p(q, h) = An,m,r−ν,p(q, h). (2.1.88)

Ответ на этот вопрос содержится в следующем утверждении

Теорема 2.1.7. Пусть m,n, r ∈ N; 1/(r − ν) ≤ p ≤ 2, 0 ≤ ν < r,

0 < h ≤ 2π/n, и весовая функция q(t) ∈ C(1)[0, h] удовлетворяет условию

[
(r − ν)p− 1

]
q(t)− tq′(t) ≥ 0. (2.1.89)

Тогда выполняется равенство (2.1.88) и имеет место соотношение

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

2m/2 · En−1(f
(ν))2 h∫

0

Λp
m(f (r), t)2q(t)dt

1/p
=

1

An,m,r−ν,p(q, h)
. (2.1.90)
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Доказательство. Очевидно, что для справедливости (2.1.88), исходя из

равенства (2.1.80), достаточно показать, что функция

y(x) = x(r−ν)p
h∫

0

Jp1,m(xt)q(t)dt

при выполнении неравенства (2.1.89) является неубывающей при значении x ≥

n. Для этого вычислим производную первого порядка

y′(x) = (r − ν)px(r−ν)p−1
h∫

0

Jp1,m(xt)q(t)dt+

+x(r−ν)p
h∫

0

∂

∂x
Jp1,m(xt)q(t)dt. (2.1.91)

Непосредственной проверкой можно убедиться в справедливости равенства

∂

∂x

(
Jp1,m(xt)

)
=
t

x
· ∂
∂t

(
Jp1,m(xt)

)
. (2.1.92)

Учитывая соотношения (2.1.92), из равенства (2.1.91) имеем

y′(x) = (r − ν)px(r−ν)p−1
h∫

0

Jp1,m(xt)q(t)dt+

+x(r−ν)p−1
h∫

0

tq(t)
∂

∂t

(
Jp1,m(xt)

)
dt =

= x(r−ν)p−1
{

(r − ν)p

h∫
0

Jp1,m(xt)q(t)dt+

h∫
0

tq(t)
∂

∂t
Jp1,m(xt)dt

}
. (2.1.93)

Выполнив интегрирование по частям, во втором интеграле справа в (2.1.93)

приходим к соотношению

y′(x) = x(r−ν)p−1×

×

hq(h)Jp1,m(xh) +

h∫
0

{[
(r − ν)p− 1

]
q(t)− tq′(t)

}
·Jp1,m(xt)dt

 . (2.1.94)
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Учитывая, что функция Jp1,m является положительной на R+, q ≥ 0 на [0, h], p ∈

[1/(r−ν), 2], из (2.1.94) имеем y′(x) ≥ 0 для любого x ∈ [n,∞). Следовательно,

inf
n≤x<∞

y1/p(x) = y1/p(n) = An,m,r−ν,p(q, h). (2.1.95)

Равенство (2.1.95) означает, что соотношение (2.1.88) имеет место и в силу

(2.1.80) справедливо равенство (2.1.90), чем и завершаем доказательство тео-

ремы 2.1.7.

Из доказанной теоремы вытекает ряд утверждений.

Следствие 2.1.5. В условиях теоремы 2.1.7 при m = 1, p = 2 и q(t) ≡ 1

имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2 · n(r−ν)−1/2En−1(f

(ν))2
h∫

0

Λ2
1(f

(r), t)2dt


1/2

=
(
nh− Si(nh)

)−1/2
,

где Si(x) :=

x∫
0

sin cxdx — интегральный синус.

Следствие 2.1.6. Пусть выполнены условия теоремы 2.1.7. Тогда при

m = 1, p = 2 и q(t) = t справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2 · n(r−ν)−1/2En−1(f

(ν))2
h∫

0

tΛ2
1(f

(r), t)2dt


1/2

=


2(

nh
)2−(2 sin

nh

2

)2


1/2

,

и, в частности, при nh = π имеем

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

√
2 · n(r−ν)−1/2En−1(f

(ν))2
h∫

0

tΛ2
1(f

(r), t)2dt


1/2

=

{
2

π2 − 4

}1/2

.
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§ 2.2. Неравенства типа Джексона-Стечкина для осредненной с

весом характеристики гладкости Λm

(
f (r), t

)
2
на классах

функций L
(r)
2 , r ∈ N

В этом параграфе мы докажем по существу основные теоремы первой гла-

вы, которые в дальнейшем играют существенную роль при доказательстве тео-

рем о поперечниках во второй главе.

Отметим, что для функции f(x) ∈ L
(r)
2 (r ∈ Z+, L

(0)
2 ≡ L2) её промежу-

точные производные f (s)(x) (s = 1, 2, . . . , r − 1; r ∈ N; r ≥ 2) наравне с самой

функций f(x) и её r-й производной f (r)(x) также принадлежат пространству

L2. Этот факт вытекает из следующего неравенства Колмогорова для проме-

жуточных производных f (s)(x) (s = 1, 2, . . . , r − 1, r ≥ 2, r ∈ N) функций

f(x) ∈ L(r)
2 :

Теорема Колмогорова [34, c.127]. Если f ∈ L
(r)
2 (r ∈ N, r ≥ 2), то

имеет место неравенство

‖f (s)‖2 ≤ ‖f‖1−s/r2 · ‖f (r)‖s/r2 , s = 1, 2, . . . , r − 1.

Знак равенства здесь имеет место для функций f(x) = γ cosm(t+ α), γ, α ∈

R := (−∞,+∞).

Представляет несомненный интерес изучение поведения наилучших при-

ближений En−1
(
f (s)
)
2

(s = 0, 1, 2, . . . , r; r ∈ N) на самом классе L(r)
2 или на

некотором подклассе M(r) ⊂ L
(r)
2 . Другими словами, требуется найти точное

значение следующей экстремальной величины:

E (s)n−1
(
M(r)

)
2

:= sup

{
En−1

(
f (s)
)
2

: f ∈M(r)

}
. (2.2.1)
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Ясно, что для решения сформулированной задачи (2.2.1) нужно предва-

рительно получить неравенство типа Джексона-Стечкина для усредненной с

заданной весовой функции характеристику гладкости Λm

(
f (r), t

)
2
, из которой

можно было бы получить информацию о подклассе M(r) ⊂ L
(r)
2 .

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.2.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s, 0 < h ≤ 2π и

0 < p ≤ ∞, ϕ — весовая на [0, h] функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−s · En−1
(
f (s)
)
2 h∫

0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt

1/p
=


h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt


−1/p

. (2.2.2)

Доказательство. Прежде всего по-прежнему отметим, что для пара-

метра p, удовлетворяющего условию 0 < p ≤ ∞, функционал
∥∥Λmϕ

1/p
∥∥
p
в

знаменателе дроби в левой части неравенства (2.1.58) определен соотношением

∥∥Λmϕ
1/p
∥∥
p

:=



 h∫
0

Λp
m(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p

, если 0 < p <∞,

essup
0≤t≤h Λm(f (r), t)2, если p =∞.

При этом указанный функционал лишь при 1 ≤ p ≤ ∞ является нормой.

Переходим теперь к доказательству равенства (2.2.2). Далее, воспользуемся

неравенством (2.1.56), где доказано, что для любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s

имеет место неравенство

Λm

(
f (r), t

)
2
≥ 2m/2 nr−s J1,m(nt) · En−1

(
f (s)
)
2
.

Возведя обе части последнего неравенства в степень p (0 < p ≤ ∞), затем,
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умножая на весовую функцию ϕ и интегрируя по отрезку [0, h] (0 < h ≤ 2π),

приходим к неравенству

h∫
0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt ≥

≥ 2pm/2 · np(r−s) · Ep
n−1
(
f (s)
)
2
·

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt.

Отсюда следует, что  h∫
0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt

1/p

≥

≥ 2m/2 · nr−sEn−1
(
f (s)
)
2

 h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt

1/p

.

Так как последнее неравенство верно для любой функции f(x) ∈ L
(r)
2 , то

из него вытекает оценка сверху величины, стоящей в левой части равенства

(2.2.2):

sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−s · En−1
(
f (s)
)
2 h∫

0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt

1/p
≤

≤ 1 h∫
0

Jp1,m(nt) ϕ(t)dt

1/p
. (2.2.3)

Для получения оценки снизу экстремальной характеристики, лежащей в

левой части (2.2.3), рассмотрим ранее введенную нами функцию

f0(x) = a cos(nx+ ϕ) ∈ L(r)
2 ,
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для которой в силу равенств (2.1.39) и первого равенства из (2.1.55) имеют

место равенства

En−1
(
f
(s)
0

)
2

= a ns,

Λm

(
f
(r)
0 , t

)
2

= 2m/2 nrJ1,m(nt)a.

Воспользуясь этими равенствами, запишем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−s · En−1
(
f (s)
)
2 h∫

0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt

1/p
≥

≥
2m/2nr−s · En−1

(
f
(s)
0

)
2 h∫

0

Λp
m

(
f
(r)
0 , t

)
2
ϕ(t)dt

1/p
=

=
1 h∫

0

Jp1,m(nt) ϕ(t)dt

1/p
. (2.2.4)

Таким образом, требуемое равенство (2.2.2) следует из соотношений (2.2.3)

и (2.2.4), чем и завершается доказательство теоремы 2.2.1.

В качестве следствий из теоремы 2.2.1 вытекают приведенные в предыду-

щем параграфе результаты и следующее утверждение

Следствие 2.2.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s, 0 < p ≤ ∞,

0 < h ≤ 2π/n и ϕ ≡ 1. Тогда имеет место равенство
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sup
f∈L(r)

2

nr−s−1/pEn−1
(
f (s)
)
2 h∫

0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
dt

1/p
=

=
1

2m+ 1
2


nh∫
0

 t/2∫
0

sin2m τdτ


p/2

dt


1/p
. (2.2.5)

Доказательство. В самом деле, в предположении ϕ(t) ≡ 1 в знаменателе

правой части равенства (2.2.2) имеем h∫
0

Jp1,m(nt)dt

1/p

=

1

n

nh∫
0

Jp1,m(t)dt

1/p

=

=

1

n

nh∫
0

1

t

t∫
0

(1− cos τ)mdτ

p/2

dt


1/p

=

=

2mp/2

n

nh∫
0

1

t

t∫
0

sin2m τ

2
dτ

p/2

dt


1/p

=

=

2(m+1)p/2

n

nh∫
0

1

t

t/2∫
0

sin2m τdτ


p/2

dt


1/p

=

=
2(m+1)/2

n1/p
·


nh∫
0

1

t

t/2∫
0

sin2m τdτ


p/2

dt


1/p

. (2.2.6)
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Воспользуясь равенством (2.2.6) из (2.2.2) получаем

sup
f∈L(r)

2

nr−s · En−1
(
f (s)
)
2 h∫

0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
dt

1/p
=

1

2m/2

 h∫
0

Jp1,m(nt)dt

1/p
=

=
n1/p

2m+ 1
2


h∫

0

1

t

t/2∫
0

sin2m τdτ


p/2

dt


1/p
.

Поделив обе части последнего равенство на числа n1/p, приходим к равенству

(2.2.5), чем и завершаем доказательство следствия 2.2.1.

В завершении данного параграфа отметим, что при некотором жестком

ограничении относительно весовой функции ϕ утверждения вышеприведен-

ных теоремы 2.2.1 и следствия 2.2.1 в частном случае s = 0 и 1/r ≤ p ≤ 2

ранее были получены в работе С.Б.Вакарчука и В.И. Забутной [16]. Кроме то-

го, следует отметить, что приведенная выше общая теорема 2.2.1. является

своеобразным обобщением аналогичного утверждения, ранее доказанного для

модуля непрерывности m-го порядка ωm
(
f (r), t

)
2
в работе М.Ш.Шабозова и

Г.А.Юсупова [86], на случай характеристики гладкости Λm

(
f (r), t

)
2
. В то же

время результат М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [86] является обобщением ре-

зультата А.А.Лигуна [41].
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§ 2.3. Решение экстремальной задачи (2.2.1) для некоторых

классов функций из L(r)
2 , определяемых заданной

мажорантой Ψ

Теорема, доказанная нами в предыдующим параграфе, обеспечивает

возможность решить общую экстремальную задачу отыскания верхней грани

наилучших совместных приближений функций и их последовательных произ-

водных тригонометрическими полиномами (2.2.1):

E (s)n−1
(
M(r)

)
2

:= sup

{
En−1

(
f (s)
)
2

: f ∈M(r)

}
, (2.3.1)

при всех значениях n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s для некоторых классов функций

M(r), r ∈ Z+, задаваемых мажорантами Φ(h) и Ψ(h). Используя определе-

ние характеристики гладкости Λm(f) введём в рассмотрение следующий класс

функций. Пусть Φ(u), где u ∈ (0, 2π], есть непрерывная возрастающая функ-

ция такая, что lim
u→+0

Φ(u) = Φ(0) = 0. Символом W (r)(Λm,Φ) обозначим класс

функций f ∈ L(r)
2 , для которых при любом τ ∈ (0, 2π] имеет место неравенство

Λm(f (r), τ) ≤ Φ(τ).

Обозначим через t∗ величину аргумента функции sinc τ при котором она до-

стигает на множестве (0, 2π] своего наименьшего значения. Очевидно, что t∗ —

наименьший положительный корень уравнения

t = tg t (4.49 < t∗ < 4.51)

(см., например, [11]). Следуя работу [11] полагаем

(1− sinc τ)∗ :=


1− sinc τ, если 0 ≤ τ ≤ t∗;

1− sinc t∗, если t∗ ≤ τ <∞.
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Приведём теперь, решение экстремальной задачи (2.3.1) для класса

W (r)(Λ1,Φ) пользуясь результатом следствие 2.1.3

Теорема 2.3.1. Пусть n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и мажоранта Φ удовле-

творяет условию

Φ(τ)

Φ
(
π/(2n)

) ≥ {π(1− sinc τ)∗
π − 2

}1/2

. (2.3.2)

Тогда при всех s = 0, 1, . . . , r имеют место равенство

E (s)n−1

(
W (r)(Λ1,Φ)

)
= sup

{
En−1(f

(s)) : f ∈ W (r)(Λ1,Φ)
}

=

=

√
π

2(π − 2)
· 1

nr−s
· Φ
( π

2n

)
. (2.3.3)

Доказательство. Из равенство (2.1.61) для произвольной функции f ∈

L
(r)
2 вытекает неравенство

En−1(f
(s)) ≤ 1

nr−s
· Λ1(f

(r), t/n)√
2(1− sinc t)

.

Полагая здесь t = π/2 и учитывая определение класса W (r)(Λ1,Φ) запишем

оценку сверху величины стоящей в левой части равенство (2.3.3):

E (s)n−1

(
W (r)(Λ1,Φ)

)
≤
√

π

2(π − 2)
· 1

nr−s
· Φ
( π

2n

)
. (2.3.4)

В силу соотношения (2.3.2) для получения соответствующей оценок снизу ука-

занной величины достаточно показать, что в подпространство тригонометри-

ческих полиномов T2n+1 порядка n шар

S2n+1 :=

{
Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤

√
π

2(π − 2)
· 1

nr
· Φ
( π

2n

)}
принадлежит классу W (r)(Λ1,Φ).
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Используя формулу [14, c. 219, формула (2.10)]

Λ1(f
(r), τ) =

{
2
∞∑
k=1

k2r ρ2k(f) J2
1,1(kτ)

}1/2

для любого полинома Tn ∈ T2n+1 получаем

Λ1(T
(r)
n , τ) =

{
2

n∑
k=1

k2r ρ2k(f) J2
1,1(kτ)

}1/2

≤

≤ n2r ·
{

2
(
1− sincnτ

)
∗

}1/2

· ‖Tn‖. (2.3.5)

В силу неравенств (2.3.5) и условия (2.3.2) для произвольного полинома Tn ∈

S2n+1 при любом τ ∈ (0, 2π] запишем

Λ1(T
(r)
n , τ) ≤ n2r

{
2
(
1− sincnτ

)
∗

}1/2

·
√

π

2(π − 2)
· 1

nr
· Φ
( π

2n

)
=

=

{
π
(
1− sincnτ

)
∗

π − 2

}1/2

· Φ
( π

2n

)
≤ Φ(τ).

Этим доказано, что S2n+1 ⊂ W (r)(Λ1,Φ). Принимая это во внимание рас-

смотрим функцию

F0(x) =

√
π

2(π − 2)
· 1

nr
· Φ
( π

2n

)
sinnx.

Так как

‖F0‖ =

√
π

2(π − 2)
· 1

nr
· Φ
( π

2n

)
,

то функция F0 ∈ W (r)(Λ1,Φ). Для этой функции при всех s = 0, 1, . . . , r

F (s)
0 (x) =

√
π

2(π − 2)
· 1

nr−s
· Φ
( π

2n

)
sin
(
nx+

sπ

2

)
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и в силу формулы (2.1.36) имеем

En−1
(
F (s)

0

)
=

√
π

2(π − 2)
· 1

nr−s
· Φ
( π

2n

)
,

используя которой запишем оценка снизу

E (s)n−1

(
W (r)(Λ1,Φ)

)
≥ En−1

(
F (s)

0

)
=

√
π

2(π − 2)
· 1

nr−s
· Φ
( π

2n

)
. (2.3.6)

Сопоставляя оценки сверху (2.3.4) с оценками снизу (2.3.6) получаем тре-

буемое равенство (2.3.3), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.1.

Теперь приведём решение экстремальной задачи (2.3.1) для класса функций

W (r)(Λm,Φ) при любом m ∈ N.

Теорема 2.3.2. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Если мажоранта Φ

для произвольных τ ∈ (0, 2π] и n ∈ N удовлетворяет условию

Φ(t)

Φ(π/n)
≥

√
2m

Cm
2m

· J1,m(nτ), (2.3.7)

то при всех s = 0, 1, . . . , r справедливы равенства

E (s)n−1

(
W (r)(Λm,Φ)

)
2

= (Cm
2m)−1/2 · 1

nr−s
· Φ
(π
n

)
. (2.3.8)

Доказательство. Для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 при t = π из ра-

венство

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nrEn−1(f)

Λm(f (r), t/n)
=

1

2m/2J1,m(t)

получаем

En−1(f
(s)) ≤ 1

2m/2 J1,m(π)
· 1

nr−s
· Λm

(
f (r),

π

n

)
=

= (Cm
2m)−1/2 · 1

nr−s
· Λm

(
f (r),

π

n

)
. (2.3.9)
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Используя определение классаW (r)(Λm,Φ) отсюда получаем оценку сверху ве-

личины стоящей в левой части (2.3.8):

E (s)n−1

(
W (r)(Λm,Φ)

)
2
≤ (Cm

2m)−1/2 · 1

nr−s
· Φ
(π
n

)
. (2.3.10)

При доказательстве теоремы 5 из [16] была показана, что множество три-

гонометрических полиномов Tn ∈ T2n+1, удовлетворяющих условию

∥∥Tn∥∥ ≤ (Cm
2m)−1/2 · n−r · Φ

(π
n

)
принадлежит классу W (r)(Λm,Φ). Принимая это во внимание введём в рас-

смотрение функцию

f1(x) := (Cm
2m)−1/2 · n−r · Φ(π/n) cosnx.

Для этой функции при всех s = 0, 1, . . . , r

f
(s)
1 (x) := (Cm

2m)−1/2 · n−(r−s) · Φ(π/n) cos
(
nx+

sπ

2

)
,

En−1(f
(s)) = (Cm

2m)−1/2 · n−(r−s) · Φ(π/n). (2.3.11)

Так как ∥∥f1∥∥ = (Cm
2m)−1/2 · n−r · Φ(π/n),

то f1 ∈ W (r)(Λm,Φ) и учитывая (2.3.11) имеем:

E (s)n−1

(
W (r)(Λm,Φ)

)
2
≥ En−1(f

(s)) = (Cm
2m)−1/2 · 1

nr−s
· Φ
(π
n

)
. (2.3.12)

Сопоставляя неравенств (2.3.10) и (2.3.12) получаем требуемое равенство

(2.3.8). Теорема 2.3.2 доказана.

Приводим решение задачи (2.3.1) для следующий класс функций.
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Символом W
(r)
p (Λ1,Φ), где r ∈ N, 0 < p ≤ ∞, Φ — некоторая мажоранта,

обозначим класс функций f ∈ L(r)
2 , у которых производные r-го порядка f (r)

при любом 0 < τ < 2π удовлетворяют условию
τ∫

0

Λp
1(f

(r), t)dt ≤ Φp(τ).

Теорема 2.3.3. Пусть n ∈ N, r, s ∈ R+, r ≥ s, 0 < q ≤ ∞. Если для

любых значений τ ∈ (0, 2π] и n ∈ N мажоранта Φ удовлетворяет условию

Φp(τ)

Φp(π/n)
≥

nτ∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

, (2.3.13)

то имеет место равенства

E (s)n−1

(
W (r)

p (Λ1,Φ)
)
2

=

=
1√

2nr−s−1/p
·


π∫

0

(
1− sinc t

)p/2
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
. (2.3.14)

При этом множество мажорант Φ, удовлетворяющих ограничению

(2.3.13), не пусто.

Доказательство. Если в равенстве (2.2.2) полагать m = 1, ϕ(t) ≡ 1, h =

π/n, то имеем

sup
f∈L(r)

2

√
2nr−s · En−1

(
f (s)
)
2 π/n∫

0

Λp
1

(
f (r), t

)
2
dt


1/p

=


π/n∫
0

Jp1,1(nt) dt


−1/p

. (2.3.15)

Так как J1,1(t) =
√

1− sinc t, то из (2.3.15) находим
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sup
f∈L(r)

2

√
2nr−s−1/p · En−1

(
f (s)
)
2 π/n∫

0

Λp
1

(
f (r), t

)
2
dt


1/p

=
1 π/n∫

0

(
1− sinc t

)p/2
dt


1/p
. (2.3.16)

Так как равенство (2.3.16) верно для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 , то из

него следует неравенство

En−1(f
(s))2 ≤

1√
2nr−s−1/p

·

 π/n∫
0

Λp
1

(
f (r), t

)
2
dt


1/p

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

1/p
.

Отсюда, учитывая определение класса W (r)
p (Λ1,Φ) получаем оценка сверху ве-

личины E (s)n−1

(
W

(r)
p (Λ1,Φ)

)
:

E (s)n−1

(
W (r)

p (Λ1,Φ)
)
2
≤

≤ 1√
2nr−s−1/p

·


π∫

0

(
1− sinc t

)p/2
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
. (2.3.17)

Для получения оценок снизу рассматриваемой величины в подпространстве

тригонометрических полиномов Tn ∈ T2n+1 рассмотрим шар

σ2n+1 :=

:=

Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤
1√

2nr−s−1/p
·

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φ
(π
n

)
и покажем, что σ2n+1 ⊂ W

(r)
p (Λ1,Φ). Используя формулу

Λ1(T
(r)
n , τ) ≤

√
2nr

(
1− sincnt

)p/2
dt · ‖Tn‖p.
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доказанное в [14, c. 230] для произвольного полинома Tn ∈ T2n+1 при любом

τ ∈ (0, 2π] запишем
τ∫

0

Λp
1(T

(r)
n , t)dt ≤ 2p/2 nrp

τ∫
0

(
1− sincnt

)p/2
dt · ‖Tn‖p.

Тогда для произвольного полинома Tn ∈ σ2n+1 на основании условия (2.3.13)

получаем
τ∫

0

Λp
1(T

(r)
n , t)dt ≤ 2p/2 nrp

τ∫
0

(
1− sincnt

)p/2
dt×

× 1

2p/2 nrp+1

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φp
(π
n

)
=

=

nτ∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

· Φp
(π
n

)
≤ Φp(τ),

где 0 < τ ≤ 2π. Следовательно, шар σ2n+1 принадлежит классу W (r)
p (Λ1,Φ).

Имея это обстоятельство в виде введём в рассмотрение функцию

f1(x) =
1√

2nr−s−1/p

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φ
(π
n

)
cosnx.

Для этой функции

‖f1‖2 =
1√

2nr−s−1/p

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φ
(π
n

)
,

а потому функция f1 принадлежит шару σ2n+1 и, следовательно, классу

W
(r)
p (Λ1,Φ). Поскольку для s = 0, 1, 2, . . . , r
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f
(s)
1 (x) =

1√
2nr−s−1/p

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φ
(π
n

)
cos
(
nx+

sπ

2

)

и в силу

En−1(f
(s)
1 ) =

1√
2nr−s−1/p

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φ
(π
n

)
.

Пользуясь последним равенством запишем оценок снизу

E (s)n−1

(
W (r)

p (Λ1,Φ)
)
≥ En−1

(
f
(s)
1

)
=

=
1√

2nr−s−1/p

 π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φ
(π
n

)
. (2.3.18)

Требуемое равенство (2.3.14) получаем из сравнении оценок сверху (2.3.17)

с оценкой снизу (2.3.18). В [14, стр. 233] доказано, что мажоранта

Φ̃(t) := tα/p, где α :=
π

π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

,
(
1 + p/2 < α < 1 + p

)

удовлетворяет условию (2.3.13). Теорема 2.3.3 доказана.

Пусть Ψ(h), h ∈ R+ — непрерывная неубывающая функция такая, что в

нуле равна нулю, Ψ(0) = 0. Исходя из результата теоремы 2.2.1, символом

F (r)
p,m

(
Ψ, ϕ

)
:= F (r)

p

(
Λm; Ψ, ϕ

)
2
, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞, ϕ(t) — весовая на [0, h]

функция обозначим множество функций f(x) ∈ L
(r)
2 , удовлетворяющих при

любом 0 < h ≤ 3π/(4n) ограничению h∫
0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t) dt

1/p

≤ Ψ(h).
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Таким образом, задача состоит в точном вычислении величины (2.3.1) в

случае, когда M ≡ F (r)
p,m

(
Ψ, h

)
2
.

Справедлива следующая

Теорема 2.3.4. Пусть n ∈ N, r, s ∈ R+, r ≥ s, ϕ(t) — весовая на (0, h]

функция. Тогда при любых m ∈ N и h ∈ (0, 3π/(4n)] имеет место равенство

E (s)n−1

(
F (r)
p,m(Ψ, ϕ)

)
2

:=

:= 2−m/2 n−(r−s)


h∫

0

Jp1,m(n, t)ϕ(t) dt


−1/p

Ψ(h). (2.3.19)

Доказательство. В самом деле, из неравенства (2.2.3) для произвольной

функции f(x) ∈ L(r)
2 вытекает

En−1
(
f (s)
)
2
≤ 1

2m/2 · nr−s
·

 h∫
0

Λp
m(f (r), t)2ϕ(t)dt

1/p

 h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt

1/p
. (2.3.20)

Из (2.3.20) в предположении f(x) ∈ F (r)
p,m

(
Ψ, ϕ

)
имеем

En−1
(
f (s)
)
2
≤ 1

2m/2 · nr−s
· Ψ(h) h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt

1/p
,

откуда сразу получаем оценку сверху величины в левой части (2.3.1):

E (s)n−1

(
F (r)
p,m(Ψ, ϕ)2

)
2
≤

≤ 2−m/2 · n−(r−s)
 h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt

−1/p ·Ψ(h). (2.3.21)
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С целью получения аналогичной оценки снизу той же величины вводим в

рассмотрение функцию

f1(x) =
1

2m/2 · nr
· Ψ(h) · cosx h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt

1/p
.

Для функции f1(x), согласно равенством (2.1.36) и правой части определения

Λm(f (r), t)2 в соотношении (2.1.55) запишем:

En−1
(
f
(s)
1

)
2

=
1

2m/2 · nr−s
· Ψ(h) h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt

1/p
, (2.3.22)

Λm

(
f
(s)
1 , t

)
2

=
1

2m/2 · nr−s
· Ψ(h)J1,m(nt) h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt

1/p
,

h∫
0

Λp
m

(
f
(s)
1 , t

)
2
ϕ(t)dt = Ψp(h). (2.3.23)

Равенство (2.3.22) означает, что функция f1(x) ∈ F (r)
p,m(Ψ, ϕ). Учитывая это

обстоятельство, запишем нужную оценку снизу

E (s)n−1

(
F (r)
p,m(Ψ, ϕ)

)
2
≥ En−1

(
f
(s)
1

)
2

=

= 2−m/2 · n−(r−s)
 h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt

−1/p ·Ψ(h). (2.3.24)

Таким образом доказательство теоремы 2.3.4 завершается сопоставлением

оценки сверху (2.3.21) с оценкой снизу (2.3.24).
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Из теоремы 2.3.4 вытекает ряд следствий.

Следствие 2.3.1. Пустьm = 1, n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s, 0 < h ≤ 3π/(4n),

0 < p ≤ ∞, ϕ(t) — неотрицательная на [0, h] функция. Тогда имеет место

равенство

E (s)n−1

(
F (r)
p,1 (Ψ, ϕ)

)
2

=
n−(r−s)Ψ(h)

√
2

 h∫
0

(1− sincnt)p/2 · ϕ(t) dt

1/2
. (2.3.25)

Из (2.3.25), в частности, при p = 2, ϕ(t) ≡ 1 получаем

E (s)n−1

(
F (r)

2,1 (Ψ, 1)
)
2

=

{
n

2(nh− Si(nh))

}1/2

· n−(r−s)Ψ(h). (2.3.26)

В свою очередь из (2.3.26) при h = π/(2n) имеем

E (s)n−1

(
F (r)

2,1 (Ψ, 1)
)
2

=

=
Ψ
( π

2n

)
n−(r−s)+1/2√

π − 2Si(π/2)
∼
√

2

π
· 1

n(r−s)−1/2
·Ψ
( π

2n

)
.

Следствие 2.3.2. При выполнении условий теоремы 2.3.4 при p = 2,

ϕ(t) = t имеет место равенство

E (s)n−1

(
F (r)

2,1 (Ψ, t)
)
2

= n−(r−s) · h−1
1−

(
2

nh
sin

nh

2

)2

−1/2

Ψ(h),

из которого, в частности, при h = π/(2n) получаем

E (s)n−1

(
F (r)

2,1 (Ψ, t)
)
2

=
1√

π2 − 4
· 1

nr−s
·Ψ
( π

2n

)
.
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ГЛАВА 3. Поперечники классов функций в метрике

пространства L2

§ 3.1. Определение поперечников и классов функций

Прежде всего отметим, что изложенные в этой главе результаты полностью

опубликованы в работах автора [4-A, 5-A, 10-A, 12-A].

Основной целью исследования настоящей главы является вычисление зна-

чения различных поперечников для классов функций, возникающих естествен-

ным образом из результатов, полученных в параграфах 2.2 и 2.3.

Прежде чем сформулировать результаты о поперечниках, напомним необ-

ходимые понятия и определения, используемые в дальнейшем. ПустьN — неко-

торый класс функций из L2 и пусть Λn ⊂ L2 — некоторое подпространство

размерности n. Величину

En

(
N
)

= sup
{
En(f) : f ∈ N

}
=

= sup
{

inf
{
‖f − g‖ : g ∈ Λn

}
: f ∈ N

}
(3.1.1)

называют наилучшим приближением класса N подпространством Λn ⊂ L2 и

она характеризует отклонение класса N от подпространства Λn в метрике про-

странства L2. Если обозначить через L(L2,Λn) множество всех линейных непре-

рывных операторов A : L2 → Λn, действующих из L2 в произвольное заданное

подпространство Λn ∈ L2 размерности n, то возникает задача: найти величину

En(N) = inf
{

sup
{
‖f − Af‖ : f ∈ N

}
: A ∈ L(L2,Λn)

}
(3.1.2)
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и указать оператор A∗ ∈ L(L2,Λn), реализующий точную нижнюю грань

En(N) = sup
{
‖f − A∗f‖ : f ∈ N

}
.

Если в L(L2,Λn) выделить класс L⊥(L2,Λn) операторов A линейного проекти-

рования на подпространство Λn, то есть таких, что Af = f при условии f ∈ Λn,

то принято рассматривать величину

E⊥n (N) = inf
{

sup
{
‖f − Af‖ : f ∈ N

}
: A ∈ L⊥(L2,Λn)

}
. (3.1.3)

Напомним определения поперечников, значения которых будут вычислены в

этой главе для некоторых конкретных классов N функций.

Поперечником в смысле А.Н.Колмогорова [95] класса функций N называ-

ется величина

dn(N, L2) = inf
{
En(N) : Λn ∈ L2

}
=

= inf
{

sup
{

inf{‖f − g‖ : g ∈ Λn} : f ∈ N
}

: Λn ∈ L2

}
, (3.1.4)

где нижняя грань рассматривается сначала по всем функциям g(x), принад-

лежащим n-мерному подпространству Λn ⊂ L2, а затем по всем подпростран-

ствам заданной размерности n.

Если исходить из наилучшего линейного приближения En(N), то величину

δn(N, L2) = inf{En(N) : Λn ∈ L2} =

= inf
{

inf{sup{‖f − Af‖ : f ∈ N} : A ∈ L(L2,ρ,Λn)} : Λn ∈ L2

}
. (3.1.5)

называют линейным поперечником. Рассматривают также проекционный по-

перечник

Πn(N, L2) =
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= inf
{

inf
{

sup{‖f − Af‖ : f ∈ N} : A ∈ L⊥(L2,Λn)
}

: Λn ∈ L2

}
.

Величина

dn(N, L2) = inf
{

sup{‖f‖ : f ∈ N ∩ Ln} : Λn ⊂ L2

}
, (3.1.6)

где inf берется по всем подпространствам Λn коразмерности n, называется n-

поперечником по Гельфанду.

Пусть S — единичный шар в L2 . Величина

bn(N, L2) = sup{sup{N ∩ Λn+1 ⊃ εs ∩ Λn+1 : ε > 0} : Λn+1 ⊂ L2} (3.1.7)

называется n-поперечником по Бернштейну. Отметим свойства монотонности

поперечников, которые сразу вытекают из их определений.

Пусть pn(·) — любой из вышеуказанных поперечников. Тогда имеют места

следующие неравенства:

а) pn(N, L2) ≥ pn+1(N, L2) — монотонность по n;

б) pn(M, L2) ≤ pn(N, L2), если M ⊂ N.

Так как подпространство L2 является гильбертовым, то имеет место соот-

ношение

bn
(
N, L2

)
≤ dn

(
N, L2

)
≤ dn

(
N, L2

)
= δn

(
N, L2

)
= Πn

(
N, L2

)
. (3.1.8)

Первое неравенство bn(N, X) ≤ dn(N, X) справедливо для любого банахова

пространства X, и его можно найти в монографии А.Пинкуса [98, с.19], а все

остальные в книге В.М.Тихомирова [62, c.239]. При вычислении поперечни-

ков в любом банаховом пространстве X весьма важным является следующая

фундаментальная
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Теорема В.М.Тихомирова [62]. Пусть pn(N, X) — любой из пе-

речисленных выше поперечников класса N в пространстве X и пусть

d2n−1(N, X) ≤ R. Если шар S2n+1 = {x : ‖x‖X ≤ R} размерности не мень-

ше 2n + 1 содержится в классе N, S2n+1 ⊂ N, то при N = 2n − 1 и

N = 2n, b2n−1(N, X) ≥ b2n(N, X) ≥ b2n(S2n+1, X) ≥ R, а потому p2n−1(N, X) =

p2n(N, X) = R.

Отметим, что вычислению в пространстве L2 точных значений n-

поперечников классов 2π-периодических дифференцируемых функций, зада-

ваемых различными характеристиками гладкости, посвящено достаточно мно-

го работ (см., например, [16] и приведенную там литературу). Все полученные

точные значения n-поперечников ниже рассматриваемых классов функций в

этой главе основываются на фундаментальной теореме Тихомирова, формули-

ровка которой приведена выше.

Приводим теперь определение классов функций, возникающих при реше-

нии задач в параграфах 2.1 и 2.2.

Пользуясь определением характеристики гладкости (2.1.46), введем в рас-

смотрение следующий класс функций.

Пусть Φ(t) (0 ≤ t ≤ 2π) — непрерывная возрастающая функция, та-

кая, что Φ(0) = 0. Такая функция называется мажорантой. Символом

W
(r)
p (ϕ; Φ) := W

(r)
p (Λ1, ϕ; Φ) обозначим класс функций f(x) ∈ L(r)

2 , у которых

производные r-го порядка f (r)(x) при любых 0 < p ≤ ∞, r ∈ Z+ и h ∈ (0, 2π]

удовлетворяют условию
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h∫
0

Λp
1(f

(r), t)2 ϕ(t) dt ≤ Φp(h).

Справедлива следующая

Теорема 3.1.1. Пусть 0 < p ≤ ∞, r ∈ Z+, ϕ
∗(t) = t. Если для любых

h ∈ (0, 2π] и n ∈ N мажоранта Φ удовлетворяет условию

Φp(h)

Φp(π/n)
≥

nh∫
0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt

π∫
0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt

, (3.1.9)

то имеют место равенства

λ2n

(
W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

)
;L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

)
;L2

)
= En−1

(
W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

))
2
=

=
n2/p−r√

2
·


π∫

0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt


−1/p

Φ
(π
n

)
, (3.1.10)

где λn(·) — любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·) и Πn(·), а

En−1(M) := sup
{
En−1(f) : f ∈M

}
.

Доказательство. Из неравенства (2.1.71) для произвольной функции f ∈

W
(r)
p (ϕ∗,Φ), полагая h = π/n, запишем оценку сверху величины её наилучшего

приближения на всем классе функций:

En−1

(
W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

))
2
= sup

{
En−1(f)2 : f ∈ W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

)}
≤

≤ n2/p−r√
2
·


π∫

0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (3.1.11)
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Отсюда, учитывая соотношения (3.1.8), запишем

λ2n

(
W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

)
;L2

)
≤ λ2n−1

(
W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

)
;L2

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

p

(
ϕ∗,Φ

))
2

≤ n2/p−r√
2


π∫

0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt


−1/2

· Φ
(
π

n

)
. (3.1.12)

С целью получения оценок снизу указанных n-поперечников в подпростран-

стве тригонометрических полиномов T2n+1 рассмотрим шар

S2n+1 :=

=

Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖2 ≤
n2/p−r√

2

 π∫
0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p · Φ(π
n

)
и покажем справедливость включения S2n+1 ⊂ W

(r)
p (ϕ∗,Φ). В самом деле, пусть

Tn — произвольный полином из S2n+1. Используя левую часть формулы (2.1.69)

для 0 < nt ≤ π, запишем

Λ1

(
T (r)
n , t

)
2
= 2

n∑
k=1

k2rρ2k(Tn)(1− sinc kt) ≤

≤ 2n2r(1− sincnt)
n∑
k=1

ρ2k(Tn) = 2n2r(1− sincnt)·
∥∥Tn∥∥22,

откуда, учитывая условия (3.1.9), при любых r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞ и h ∈ (0, 2π]

получаем

 h∫
0

tΛp
1

(
T (r)
n , t

)
2
dt

1/p

≤
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≤
√

2 · nr‖Tn‖2 ·

 h∫
0

t
(
1− sincnt

)p/2
dt

1/p

=

=
√

2 · nr−2/p · ‖Tn‖2

 h∫
0

t
(
1− sincnt

)p/2
dt

1/p

=

=

 nh∫
0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt

1/p π∫
0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt

−1/p Φ

(
π

n

)
≤ Φ(h).

Следовательно, шар S2n+1 принадлежит классуW (r)
p

(
ϕ∗,Φ). Учитывая фор-

мулу (3.1.9) и определение бернштейновского n-поперечника, запишем оценку

снизу рассматриваемых экстремальных величин

λ2n−1

(
W (r)

p (ϕ∗,Φ);L2

)
≥ λ2n

(
W (r)

p (ϕ∗,Φ);L2

)
≥

≥ b2n

(
W (r)

p (ϕ∗,Φ);L2

)
≥ b2n

(
S2n+1;L2

)
≥

≥ n2/p−r√
2
·


π∫

0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt


−1/p

Φ

(
π

n

)
. (3.1.13)

Сопоставляя оценки сверху (3.1.12) с оценками снизу (3.1.13), получаем

требуемое равенство (3.1.10). Легко показать, что множество мажорант, удо-

влетворяющих условию (3.1.9), не пусто. Как следует из схемы рассуждений

теоремы 6 работы [16, с.232] условию (3.1.9) удовлетворяет, например, функция

Φ∗(t) := tα/p, где
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α :=
π2

π∫
0

t(1− sinc t)p/2dτ

. (3.1.14)

Для функции Φ∗(t) условие (3.1.9) имеет следующий вид:

(
nh

π

)α
≥

nh∫
0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt

π∫
0

t
(
1− sinc t

)p/2
dt

. (3.1.15)

Полагая u := nh, где 0 ≤ u <∞, и используя формулу (3.1.14), из (3.1.15)

получаем неравенство

uα ≥ απα−2
u∫

0

t(1− sinc t)p/2dt, (3.1.16)

которое ещё требуется доказать. Сначала найдём границы изменения величины

α, то есть вычислим оценки сверху и снизу числа α. При получении оценки

сверху воспользуемся неравенством

1− sinc t >
(
t

π

)2

, (3.1.17)

где 0 < t < π, доказательство которого приведено в [16, с. 234]. Используя

неравенство (3.1.17), из (3.1.14) имеем

α :=
π2

π∫
0

t (1− sinc t)p/2
<

π2

π∫
0

t

(
t

π

)p
dt

=
1

1∫
0

tp+1dt

= p+ 2. (3.1.18)

С другой стороны, из геометрических соображений очевидно, что для любого

t ∈ (0, π) выполняется неравенство sinc t > 1 − t/π, а потому из соотношения
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(3.1.14) получаем обратное неравенство

α >
π2

π∫
0

t

(
t

π

)p/2
dt

= 2 +
p

2
. (3.1.19)

Из неравенство (3.1.18) и (3.1.19) следует, что при любом p ∈ (0,+∞] число α

имеет следующие границы значений:

2 +
p

2
< α < 2 + p. (3.1.20)

Исходя из формулы (3.1.16) рассмотрим вспомогательную функцию

ϕ(u) := uα − απα−2
u∫

0

t (1− sinc t)p/2dt (3.1.21)

и докажем, что на положительной полуоси 0 ≤ u <∞ она является неотрица-

тельной. Рассуждения приведём для трёх случаев в зависимости от изменения

переменной u:

а) u ∈ [0, 2π];

б) u ∈ [π, 2π];

в) u ∈ [2π,+∞].

а) Пусть u ∈ [0, 2π]. Поскольку при t ∈ [0, π] имеет место неравенство

sin t > t− t3/6, то из (3.1.21) следует, что

ϕ(u) ≥ uα − απα−2
u∫

0

t(t2/6)p/2dt = uα
(

1− απα−2

6 p/2
· up+2−α

)
. (3.1.22)

Из формул (3.1.20) и (3.1.22) следует, что при u→ 0 + 0 функция ϕ(u) прини-

мает лишь положительные значения.
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Покажем, что на всём интервале (0, π) функция ϕ(u) является положитель-

ной. С этой целью применим метод рассуждения от противного, предполагая,

что существует некоторая точка η ∈ (0, π), при переходе аргумента u через

которую функция ϕ(u) меняет свой знак. Учитывая равенство (3.1.14), из со-

отношения (3.1.21) получаем ϕ(0) = ϕ(π) = 0. Отсюда, в силу теоремы Ролля

следует, что производная первого порядка

ϕ
′
(u) = αuα−1 − απα−2 · u (1− sincu)p/2 =

= απα−2 · u
((u

π

)α−2
− (1− sinc t)p/2

)
(3.1.23)

должна иметь на интервале (0, π) не менее двух различных нулей. Из (3.1.23)

следует, что столько различных нулей на (0, π) и в тех же точках должна иметь

функция

ϕ1(u) =
(u
π

)(α−2)2/p
− 1 + sincu . (3.1.24)

Из формулы (3.1.24) получаем ϕ1(0) = ϕ1(π) = 0, а потому функция ϕ1(u)

должна иметь на отрезке [0, π] не менее четырёх различных нулей. Представ-

ляем функцию ϕ1(u) в виде

ϕ1(u) =
ϕ2(u)

u
,

где

ϕ2(u) = π(2−α)2/p u1+(α−2)2/p − u+ sinu. (3.1.25)

Из сказанного выше следует, что в силу представления (3.1.25) функция ϕ2(u)

на отрезке [0, π] также должна иметь не менее четырёх различных нулей. На
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основании теоремы Ролля заключаем, что производная первого порядка

ϕ
′

2(u) = π(2−α)2/p
(

1 + (α− 2)2/p
)
u(α−2)2/p − 1 + cosu (3.1.26)

должна обращаться в нуль на интервале (0, π) не менее чем в трёх различных

точках. Так как ϕ′(0) = 0, то на основании той же теоремы Ролля производная

второго порядка

ϕ
′′

2(u) = π(2−α)2/p
(

1 + (α− 2)2/p
)

(α− 2)2/p u(α−2)2/p−1 − sinu (3.1.27)

должна иметь на (0, π) не менее трёх различных нулей. Учитывая левую часть

неравенства (3.1.20), из соотношения (3.1.27) получаем ϕ
′′

2(0) = 0. Это значит,

что производная третьего порядка

ϕ
′′′

2 (u) = π(2−α)2/p
(

1 + (α− 2)2/p
)
×

×(α− 2)2/p((α− 2)2/p− 1)u(α−2)2/p−2 − cosu (3.1.28)

должна обращаться в нуль на (0, π) не менее чем в трёх различных точках.

На основании неравенства (3.1.28) получаем, что функция u(α−2)2/p−2 является

положительной выпуклой вниз и монотонно убывающей на (0, π). Учитывая

поведение функции cosu на этом же интервале, заключаем, что на основании

формулы (3.1.28) функция ϕ′′′2 (u) может иметь на интервале (0, π) не больше

двух различных нулей. Полученное противоречие доказывает справедливость

неравенства (3.1.16) в случае а).

Рассмотрим теперь случай б). Из формулы (3.1.27) следует, что на отрез-

ке [π, 2π] функция ϕ′′2(u) принимает только положительные значения, то есть
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ϕ
′

2(u) является монотонно возрастающей на [π, 2π] функцией. Используя фор-

мулу (3.1.19), из соотношения (3.1.26) получаем

ϕ
′

2(π) =
2

p
(α− 2)− 1 > 0.

Следовательно, ϕ′2(u) > 0 для любого u ∈ [π, 2π], что означает монотонно

возрастание функции ϕ2(u) на указанном множестве точек из [π, 2π]. Так как

ϕ2(π) = 0, то при значении u ∈ (π, 2π] имеем ϕ2(u) > 0. Но это означает, что

на основании формул (3.1.23) – (3.1.25) при всех u ∈ (π, 2π] ϕ
′
(u) > 0 и так как

ϕ(π) = 0, то функция ϕ(u) является положительной монотонно возрастающей

функцией на полуинтервале (π, 2π], а это в силу (3.1.21) означает выполнение

неравенства (3.1.16) в случае б).

Рассмотрим случай в). Анализируя функцию (3.1.16) и учитывая неравен-

ство (3.1.19), для любого значения u ∈ [2π,+∞) получаем оценку производной

ϕ
′

2(u) снизу

ϕ
′

2(u) ≥ π(2−α)2/p
(

1 +
2

p
(α− 2)

)
min

2π≤u<∞
u(α−2)2/p − 1 + min

2π≤u<∞
cosu =

= 2
{

2(α−2)2/p−1
(

1 + (α− 2)2/p
)
− 1
}
> 2.

Полученное неравенство означает, что ϕ
′

2(u) принимает положительные

значения на множестве [2π,∞), то есть функция ϕ2(u) является монотонно

возрастающей. Поскольку, как следует из формул (3.1.19) и (3.1.25),

ϕ2(2π) = 2π
(

2(α−2)2/p − 1
)
> 0,
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то производная ϕ′(u), в силу (3.1.23) – (3.1.25), принимает только положитель-

ные значения на множестве точек из [2π,∞), то есть функция ϕ(u) является

монотонно возрастающей. Исследование пункта б) показывает, что ϕ(2π) > 0,

то есть ϕ(u) > 0 для произвольного u ∈ [2π,∞) и неравенство (3.1.16) имеет

место также в случае в). Теорема 3.1.1 полностью доказана.

По аналогичной схеме доказывается следующая

Теорема 3.1.2. Пусть 0 < p ≤ ∞, r ∈ Z+, ϕ
∗∗(t) ≡ 1. Если для любых

h ∈ (0, 2π] и n ∈ N мажоранта Φ удовлетворяет условию

Φp(h)

Φp(π/n)
≥

nh∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

π∫
0

(
1− sinc t

)p/2
dt

, (3.1.29)

то имеют место равенства

λ2n

(
W (r)

p

(
ϕ∗∗,Φ

)
;L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

p

(
ϕ∗∗,Φ

)
;L2

)
=

= En−1

(
W (r)

p

(
ϕ∗∗,Φ

))
2
=
n1/p−r√

2
·


π∫

0

(
1− sinc t

)p/2
dt


−1/p

Φ
(π
n

)
, (3.1.30)

где λn(·) — любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·) и Πn(·).

Следует отметить, что теорема 3.1.2 для случая 0 < p ≤ 2 была доказана

С.Б.Вакарчуком и В.И.Забутной [16], а на случая 0 < p ≤ ∞ распространяется

по схеме доказательства предыдующей теоремы 3.1.1.
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§ 3.2. Точные значения n-поперечников классов W (r)
p (Λm, ϕ;h)

Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, h ∈ (0, 3π/(4n)], 0 < p ≤ ∞, ϕ – весовая на отрез-

ке [0, h] функция. Символом W
(r)
p (Λm, ϕ;h) (W

(0)
p (Λm, ϕ;h) := Wp(Λm, ϕ;h))

обозначим класс функций f ∈ L(r)
2 , у которых производные r-го порядка f (r)

удовлетворяют условию

h∫
0

Λp
m(f (r), t)2 ϕ(t)dt ≤

h∫
0

ϕ(t)dt.

Теорема 3.2.1. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞ и 0 < h ≤ 3π/(4n).

Тогда имеют место равенства

λ2n

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
=

= En−1

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h)
)
2

=
1

2m/2 nr



h∫
0

ϕ(t)dt

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt



1/p

, (3.2.1)

где функция J1,m(·) — определяется формулой (2.1.51), а λn(·) — любой из

вышеперечисленных поперечников.

Доказательство. Используя неравенство (2.2.3) для произвольной функ-

ции f ∈ L(r)
2 , получаем

En−1(f)2 ≤
1

2m/2 nr
·

 h∫
0

Λp
m(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p

 h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt

1/p
. (3.2.2)
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Отсюда, учитывая соотношение (3.1.8) между n-поперечниками и определение

класса W (r)
p (Λm, ϕ;h), запишем

λ2n

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
≤ λ2n−1

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
≤

≤ d2n−1

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
≤ En−1

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h)
)
2
≤

≤ 1

2m/2 nr



h∫
0

ϕ(t)dt

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt



1/p

. (3.2.3)

Для получения аналогичных оценок снизу рассматриваемых n-поперечников

на множестве T2n−1 ∩ L2 рассмотрим шар

S̃2n+1 :=


Tn ∈ T2n−1 : ‖Tn‖2 ≤

1

2m/2nr



h∫
0

ϕ(t)dt

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt



1/p

.

Из равенства

Λ2
m

(
f (r), t

)
2

= 2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)J2
1,m(kt),

легко вытекающего из (2.1.46) и (2.1.52), для любого Tn ⊂ T2n−1 ∩L2 получаем

Λ2
m

(
T (r)
n , t

)
2

= 2m
n∑
k=1

k2rρ2k(Tn)J
2
1,m(kt) ≤
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≤ 2m max
1≤k≤n

{
k2rJ2

1,m(kt)

}
·

n∑
k=1

ρ2k(Tn) = 2mn2rJ2
1,m(nt) · ‖Tn‖22. (3.2.4)

Возведя обе части неравенства (3.2.4) в степень p/2 (0 < p ≤ ∞), затем умно-

жая на весовую функцию ϕ и интегрируя по переменной t в пределах от 0 до

h (0 < h ≤ 3π/(4n)], получаем

h∫
0

Λp
m

(
T (r)
n , t

)
2
ϕ(t)dt ≤ 2mp/2nrp · ‖Tn‖p2 ·

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt.

Отсюда для произвольного полинома Tn ∈ S̃2n+1 имеем

h∫
0

Λp
m

(
T (r)
n , t

)
2
ϕ(t)dt ≤

h∫
0

ϕ(t)dt.

Этим включение S̃2n+1 ⊂ W
(r)
p (Λm, ϕ;h) доказано. Используя определение

бернштейновского n-поперечника, запишем оценки снизу рассматриваемых n-

поперечников

λ2n

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
≥

≥ b2n

(
S̃2n+1, L2

)
≥ 1

2m/2 nr



h∫
0

ϕ(t)dt

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt



1/p

. (3.2.5)

Требуемые равенства (3.2.1) получаем из соотношений (3.2.3) и (3.2.5), чем

и завершаем доказательство теоремы 3.2.1.
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§ 3.3. Оценка модулей коэффициентов Фурье на классах функций

В теории приближения функций определённый интерес представляет вы-

числение точных значений модулей косинус- и синус-коэффициентов Фурье на

различных классах функций (см., например, цитированную литературу в [16]).

Доказанные в предыдующых пунктах теоремы 3.1.1, 3.1.2 и 3.2.1 обеспечива-

ют возможность решать аналогичную задачу на рассмотренных нами классах

функций. Полученные результаты сформулируем в виде следствий указанных

теорем.

Следствие 3.3.1. Пусть выполнены все условия теоремы 3.1.1. Тогда

для произвольного n ∈ N и r ∈ Z+ имеют место равенства

sup

{
|an(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗,Φ)

}
=

= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗,Φ)

}
=

=
n2/p−r√

2


π∫

0

t (1− sinc t)p/2dt


−1/p

Φ
(π
n

)
, (3.3.1)

где an(·) и bn(·) соответственно косинус- и синус-коэффициенты Фурье.

Доказательство. Представим коэффициент bn(f) в следующем виде

bn(f) =
1

π

2π∫
0

f(t) cosn
(
t+

π

2n

)
dt =

1

π

2π∫
0

f
(
t− π

2n

)
cosntdt

и так как сдвиг по аргументу не выводит функцию f из класса W (r)
p (ϕ∗,Φ), то
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очевидно, что

sup

{
|an(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗,Φ)

}
= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗,Φ)

}
.

Следовательно, достаточно рассмотреть одну из них. Докажем равенство

(3.3.1) для косинус-коэффициентов Фурье an(f). Так как

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(t) cosntdt =
1

π

2π∫
0

(
f(t)− Sn−1(f, t)

)
cosntdt, (3.3.2)

где Sn−1(f) — частная сумма (n − 1)-го порядка функции f ∈ W
(r)
p (ϕ∗,Φ),

то, применяя неравенство Коши-Буняковского с учётом равенства (2.1.23), из

(3.3.2) получаем

|an(f)| ≤
∥∥f − Sn−1(f)

∥∥
2

= En−1(f)2.

Переходя в обеих частях полученного неравенства к верхним граням по

всем функциям из рассматриваемого класса и учитывая соотношения (3.1.13),

получаем оценку сверху

sup

{
|an(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗,Φ)

}
≤ En−1

(
W (r)

p (ϕ∗,Φ)

)
2

=

=
n2/p−r√

2


π∫

0

t (1− sinc t)p/2dt


1/p

Φ
(π
n

)
. (3.3.3)

Для получения аналогичной оценки снизу воспользуемся функцией

f2(x) =
n2/p−r√

2


π∫

0

t(1− sinc t)p/2dt


1/p

Φ
(π
n

)
cosnx,
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которая, как легко проверить, принадлежит шару S2n+1, введенному при дока-

зательстве теоремы 3.1.1. Поскольку S2n+1 ⊂ W
(r)
p (ϕ∗,Φ), то f2 также принад-

лежит этому классу, а потому

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗,Φ)
}
≥ |an(f2)| =

=
n2/p−r√

2


π∫

0

t (1− sinc t)p/2dt


1/p

Φ
(π
n

)
. (3.3.4)

Требуемое равенство (3.3.1) получаем из сопоставления неравенств (3.3.3)

и (3.3.4), откуда и следует утверждение следствия 3.3.1.

Следствие 3.3.2. Пусть выполнены все условия теоремы 3.1.2. Тогда

для произвольного n ∈ N имеют место равенства

sup

{
|an(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗∗,Φ)

}
=

= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

p (ϕ∗∗,Φ)

}
=

=
n1/p−r√

2


π∫

0

(1− sinc t)p/2dt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (3.3.5)

Следствие 3.3.3. Пусть выполнены условия теоремы 3.2.1. Тогда для

любого n ∈ N имеют место равенства

sup

{
|an(f)| : f ∈ W (r)

p (Λm, ϕ;h)

}
=

= sup

{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

p (Λm, ϕ;h)

}
=
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=
1

2m/2 nr



h∫
0

ϕ(t)dt

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt



1/p

. (3.3.6)

Доказательство следствия 3.3.2 и 3.3.3 не приводится, поскольку оба дока-

зательства повторяют схему доказательства следствия 3.3.1.
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Обсуждение полученных результатов

В последнее время при решении ряда задач теории аппроксимации функ-

ций действительного переменного часто принимают различные модифика-

ции классического модуля непрерывности. Так, например, в монографии

Z.Ditzian и V.Totik [94], Б.Сендова и В.Попова [51] рассматриваются раз-

личные усреднённые модули непрерывности и гладкости различных поряд-

ков. Во многих случаях введение таких модификаций продиктовано специ-

фикой рассматриваемых задач и позволяют получить новые содержатель-

ные результаты на основе которых удаётся полностью определить как струк-

турных свойств, так и конструктивных свойств функций. Так, например,

для определения эффективных характеристик гладкости функций в рабо-

тах К.Руновский [49], Н.А.Пустовойтова [48], В.А.Абилова и Ф.В.Абилова

[1], С.Б.Вакарчука [8–10], М.Ш.Шабозова, С.Б.Вакарчука, В.И.Забутная [74],

С.Б.Вакарчука, В.И.Забутная [14], М.Ш.Шабозова, Г.А.Юсупова [85] рассмат-

ривались различные способы осреднения конечных разностей, а также спосо-

бы их модификации, основанные на применении сглаживающих операторов,

например, оператора Стеклова [13, 14, 85]

S(f, x) =
1

2h

h∫
−h

f(x+ t)dt, h ∈ R+,

вместе классического оператора сдвига

Th(f, x) := f(x+ h), x, h ∈ R.

В данной диссертационной работе продолжается и развивается указанную
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тематику и посвящена использованию одной из характеристик гладкости

Λm(f, t) :=

1

t

t∫
0

∥∥∆m
h (f)

∥∥2dh


1/2

. (0.0.1)

Характеристика гладкости (0.0.1) впервые в явном виде была использова-

на К.В.Руновским [49] при доказательстве прямых теорем теории приближе-

ния функций. При решении экстремальных задач теории приближения пери-

одических функций тригонометрическими полиномами характеристики (0.0.1)

использована С.Б.Вакарчуком и В.И.Забутной [16]. При этом в работе [16] до-

казаны все свойства функций (0.0.1) многие из которых аналогичны свойствам

модулей непрерывности m-го порядка. Следует отметить, что не все результа-

ты, приведенные в работе [16] являются точными.

В диссертационной работе характеристика гладкости (0.0.1) используется

при решении экстремальных задач наилучшего совместного приближения

функций и её промежуточных производных. Один из основных результатов

работы С.Б.ВАкарчука и В.И.Забутной [16] является следующее равенство

sup
f∈L(r)

2

nr En−1(f)2
Λm(f (r), t/n)2

=
1

2m/2 J1,m(t)
, (0.0.2)

где m,n, r ∈ N, 0 < t ≤ 2π, J1,m(t) :=


1

t

t∫
0

(1− cosh)mdh


1/2

.

В теореме 2.1.3 равенство (0.0.2) обобщается на случай наилучшего

приближения функций и их производных, принадлежащих классу L
(r)
2 . При

этом доказывается, что при любых n,m ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и 0 < t ≤ 2π
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справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2

Λm(f (r), t/n)2
=

1

2m/2 J1,m(t)
. (0.0.3)

В частности, из (0.0.3) при t = π имеем:

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2

Λm(f (r), π/n)2
=

1

2m/2

{
m!

(2m− 1)!!

}1/2

. (0.0.4)

Равенство (0.0.4) является точная константа типа Джексона-Стечкина в

неравенстве между наилучшим совместном приближении En−1(f
(s))2 и харак-

теристикой гладкости Λm(f (r), π/n)2 который имеет явный вид:

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2

{
m!

(2m− 1)!!

}1/2

· 1

nr−s
Λm(f (r), π/n)2. (0.0.5)

Отметим, что обычное неравенство Джексона-Стечкина из (0.0.5) вытекает при

s = 0 с точной константой

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2

{
m!

(2m− 1)!!

}1/2

· 1

nr
Λm

(
f (r),

π

n

)
2
. (0.0.6)

Далее отметим, что в теореме 2.1.5 доказывается при любых m,n ∈ N,

r, s ∈ Z+, r ≥ s и любой h ∈ (0, 3π/4n) справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

√
2 · nr−sEn−1(f

(s))2 h∫
0

Λp
1(f

(r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
=

1 h∫
0

(1− sincnt)p/2ϕ(t)dt

1/p
. (0.0.7)

При s = 0 из этого равенство следует ранее полученного результата из

[16]. В свою очередь, из (0.0.7) следуют важные следствия 2.1.3 и 2.1.4 в ко-
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торых при h = π/(2n) и весовых значений ϕ(t) ≡ 1 и ϕ(t) ≡ t правый часть

(0.0.7) доведено до численного значения. Так, например, из (0.0.7) при всех

s = 0, 1, . . . , r следует неравенство типа Джексона-Стечкина для наилучшего

совместного приближения произвольной функции f ∈ L(r)
2

En−1(f
(s))2 ≤

1

2

√
π

π − Si(π/n)
· 1

nr−s+1/2
· Λ1

(
f (r), π/(2n)

)
,

а из результата следствия 2.1.4 получаем

En−1(f
(s))2 ≤

2π√
π2 − 8

· 1

nr−s
· Λ1

(
f (r), π/(2n)

)
.

Приведенные выше результаты затем обобщаются в более общем виде в

теореме 2.2.1, где доказывается, что при любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s,

h ∈ (0, 2π], 0 < p ≤ ∞, ϕ — весовая на [0, h] функция имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−s · En−1
(
f (s)
)
2 h∫

0

Λp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt

1/p
=


h∫

0

Jp1,m(nt)ϕ(t) dt


−1/p

. (0.0.8)

Пользуясь равенством (0.0.8) в параграфе 2.3 решаются ряд задач для наилуч-

шего совместного приближения классов функций. Одним из основных резуль-

татов данного параграфа является теорема 2.3.4.

В третьем главе пользуясь результатами основных теорем доказанных

во второй главе, для классов функций, естественно возникающих из доказа-

тельств указанных теорем.

В первом параграфе третьей главы после формулировки определения n-

поперечников значений этих аппроксимационных характеристик для класса
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W
(r)
m (ϕ; Φ) при ϕ(t) = t вычисляется в теореме 3.1.1. Этот результат позволяет

решать задачу отыскании верхней грани модуля коэффициентов Фурье для

класса W (r)
p (ϕ; Φ).

Во второй параграфе третьей главы получен основной результат в теореме

3.2.1 для класса W (r)
p (Λm, ϕ;h) — функций f ∈ L

(r)
2 , у которых производные

r-го порядка f (r) удовлетворяют условию

h∫
0

Λp
m(f (r), t)2 ϕ(t)dt ≤

h∫
0

ϕ(t)dt,

а именно утверждается, что если n,m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞,

0 < h ≤ 3π/(4n), ϕ(t) — произвольная весовая функция, то имеют ме-

сто равенства

λ2n

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h), L2

)
=

= En−1

(
W (r)

p (Λm, ϕ;h)
)
2

=
1

2m/2 nr



h∫
0

ϕ(t)dt

h∫
0

Jp1,m(nt)ϕ(t)dt



1/p

,

где функция J1,m(t) — определено в (2.1.51), а λn(·) — любой из n-поперечников

Бернштейна, Колмогорова, Гельфанда, линейный или проекционный.

В завершающем параграфе доказаны ряд следствий о точном вычислении

верхней грани модулей коэффициентов Фурье для различных классов функ-

ций.
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Выводы

Основные научные результаты работы заключаются в следующем:

• найдено точное значение верхней грани отношения величины наилучшего

совместного приближения и характеристики гладкости Руновского класса

комплекснозначных функций L(r)
2 , r ∈ N [1-A, 4-A, 5-A];

• найдена точная константа в неравенстве Джексона-Стечкина между

наилучшим совместным приближением комплекснозначных функций и

усреднённым значением характеристики гладкости Руновского порядка m

с произвольным весом в метрике пространства Lp (0 < p ≤ ∞) [1-A, 4-A,

8-A];

• решена экстремальная задача отыскания верхней грани наилучших сов-

местных приближений классов функций из L(r)
2 , определяемых заданной

мажорантой Ψ [3-A, 4-A, 9-A];

• вычислен точные значения различных n-поперечников некоторых клас-

сов функций из L2, задаваемых усреднённым значением характеристики

гладкости Руновского в метрике Lp (0 < p ≤ ∞) [2-A, 4-A].

Рекомендации по практическому использованию результатов

Результаты диссертационной работы и методы их доказательств можно

применять в экстремальных задачах теории приближения функций комплекс-

ного переменного аналитических в круге функций, принадлежащих простран-

ству Бергмана Bp.
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