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Введение

Актуальность темы исследования. Вырождающиеся краевые задачи 

впервые были рассмотрены М. В. Келдышем в основополагающей работе [1] 

(см. также [2]). Им были рассмотрены уравнения эллиптического типа, вида

Уп|^ + |“2 + а(х,у)|и + Ь(х,у)|и + с(х,у)и = 0 
дх2 ду2 дх ду

в области, лежащей в полуплоскости у > 0 и примыкающей к оси х. 

М.В. Кельдыш показал, как правильно ставить для этого уравнения первую 

краевую задачу, чтобы получить единственное ограниченное решение. Работа 

М. В. Келдыша стимулировала дальнейшие многочисленные исследования в 

указанном им направлении. В монографии А. В. Бицадзе [3],[4] была 

сформулирована проблема постановки общих весовых граничных условий для 

вырождающихся уравнений. Исследованию свойств решений многих 

уравнений и задач с различными вырождениями посвящено большое число 

важных работ А.М. Ильина [5], В.П. Глушко [6],[7], И.А. Киприянова [8] - 

[10], В.В. Катрахова [11], В.В. Крехивского [12], М.И. Матийчука [13]-[15] и 

др.

Значительный вклад в развитие теории эллиптических сингулярных 

дифференциальных уравнений внес академик Л.Г. Михайлов [16] - [19]. Им в 

1959 г. было начато изучение сингулярного дифференциального уравнения

п

Zbk(x) с(х)
-^■и'+^-и = 0.

|х| Хк |х|2
к=1

Следуя классическому методу объемных потенциалов, он приходит к 

многомерным интегральным уравнениям с однородными ядрами. 

Л.Г.Михайлов показал, что при условиях малости коэффициентов эти 

интегральные уравнения однозначно разрешимы. Это в свою очередь 

позволяет получить утверждения о разрешимости основных граничных задач 
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Гилберта и задачи линейного сопряжения для обобщенных аналитических 

функций.

Степень разработанности темы исследования. Дальнейшее развитие 

теории сингулярных эллиптических уравнений нашли отражение в работах 

учеников Л.Г. Михайлова: А.И. Ачильдиева [20]-[22], Н.Р. Раджабова [23]­

[27], З.Д. Усманова [28] - [32], М. Турсунова [33], А. Мухсинова [34] - [37], а 

также Г. Джангибекова [38]-[42] и его учеников Г. Худжаназаровой, М. 

Зарифбекова, Д.М. Одинабекова [42] - [47].

В случае систем уравнений с двумя независимыми переменными 

благодаря применению метода функции комплексного переменного, путем 

перехода к системам сингулярных интегральных уравнений по ограниченной 

области удается исследовать различные краевые задачи для общих 

эллиптических систем уравнений на плоскости И.Н. Векуа [56]-[58], Б.В. 

Боярскому [59] - [63], А.Д. Джураеву [76], В.Н. Монахову [77], Г.

Джангибекову [38]-[42].

Данная диссертационная работа посвящена исследованию вопроса 

разрешимости основных краевых задач для эллиптических систем 

дифференциальных уравнений, а также получение представления решений 

некоторых параболических уравнений с сингулярными коэффициентами на 

плоскости.

Связь работы с научными программами (проектами), темами. 

Данное диссертационное исследование выполнено в рамках реализации 

перспективного плана научно-исследовательской работы кафедры 

функционального анализа и дифференциальных уравнений механико - 

математического факультета Таджикского национального университета на 

2011-2015 гг. и 2016-2020 гг. по теме "Аналитическое исследование, 

качественный анализ и численное решение задач прикладной математики и 

механики" (Научный руководитель: д.ф.-м.н., академик Илолов М.).
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИССЛЕДОВАНИЯ

Цель исследования. Целью диссертационной работы является 

исследование вопроса разрешимости основных краевых задач для 

эллиптических систем дифференциальных уравнений, а также получение 

представления решений некоторых параболических уравнений с 

сингулярными коэффициентами на плоскости.

Объекты исследования- эллиптические и параболические системы 

второго порядка с сингулярными коэффициентами.

Предмет исследования. Задача Дирихле, Неймана и задача Гильберта 

для рассматриваемых уравнений.

Методы исследования. Применяемые в диссертации методы основан на 

элементах функционального анализа и теории функций комплексных 

переменных, а также методе сингулярных интегральных уравнений.

Научная новизна исследования. Результаты, выносимые на защиту, 

являются новыми и заключаются в следующем:

• найдены эффективные необходимые и достаточные условия 

нетеровости и формулы для подсчета индекса задачи Дирихле и 

Неймана для эллиптических систем второго порядка с двумя 

неизвестными функциями от двух независимых переменных с 

разрывными коэффициентами на плоскости;

• доказана теорема разрешимости задачи линейного сопряжения для 

обобщённой системы Коши - Римана с сингулярными коэффициентами 

в весовом пространстве Лебега^-^/pC^*) п ^1(^+), где 2 < р < 

ж, 0 < Д < 1 и получена формула для подсчета индекса;

• дана формула представления решений начально - краевой задачи для 

одного параболического уравнения с сингулярными коэффициентами.

• дана формула представления решений начально - краевой задачи для 

многомерного параболического уравнения с сингулярными 

коэффициентами.
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Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты, 

полученные в диссертации, носят теоретический характер. Они могут 

послужить основой для дальнейших теоретических исследований в теории 

краевых задач для уравнений с частными производными. Практическая 

ценность работы определяется прикладной значимостью сингулярных 

дифференциальных уравнений в решении прикладных задач механики и 

других разделов физики.

Положения, выносимые на защиту:

1) Теоремы о необходимых и достаточных условий нётеровости и 

формулы для подсчета индекса задачи Дирихле и Неймана для систем 

дифференциальных уравнений второго порядка с двумя неизвестными 

функциями от двух независимых переменных с сингулярными 

коэффициентами;

2) Теоремы о необходимых и достаточных условий нётеровости и 

формулы для подсчета индекса задачи Дирихле и Неймана для систем 

дифференциальных уравнений второго порядка с двумя неизвестными 

функциями от двух независимых переменных с непрерывными 

коэффициентами;

3) Теорема о картине разрешимости задачи Дирихле для модельной 

системы дифференциальных уравнений второго порядка;

4) Теоремы о разрешимости задачи сопряжения для дифференциальных 

уравнений первого порядка с сингулярными коэффициентами;

5) Теорема о формуле представления решений начально-краевой задачи 

для одного параболического уравнения с сингулярным коэффициентом в 

одномерном случае.

6) Теорема о формуле представления решений в многомерном случае.

Степень достоверности результатов провед исследований. 

Достоверность результатов диссертационной работы обеспечивается 

строгими математическими доказательствами всех утверждений, привед в 
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диссертации и подтверждается исследованиями других авторов в данной 

области.

Соответствие диссертации паспорту научной специальности. 

Диссертационная работа выполнена по специальности 01.01.02 -

Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное 

управление и полностью соответствует её формуле (дифференциальные 

уравнения с частными производными) и двум пунктам области исследования 

(12. Начально-краевые и спектральные задачи для дифференциальных 

уравнений и систем дифференциальных уравнений; 13. Дифференциальные 

уравнения и системы дифференциальных уравнений в задачах оптимального 

управления и вариационного исчисления). Диссертацию можно считать 

разделом математической физики (смежная специальность 01.01.03 -

Математическая физика).

Личный вклад соискателя уч степени. Содержание диссертации и 

основные положения, выносимые на защиту, отражают персональный вклад 

автора в опубликованные работы. Все представленные в диссертации 

результаты получены лично автором. Работы [3], [5] опубликованы в

соавторстве с научным руководителем Г. Джангибековым, а работы [1], [2] 

опубликованы в соавторстве с научным руководителем А. Мухсиновым, 

которым принадлежат постановка задач и общее руководство, а диссертанту- 

доказательство основных результатов.

Апробации результатов диссертации. Основные результаты работы 

докладывались автором и обсуждались на семинарах кафедры 

функционального анализа и дифференциальных уравнений Таджикского 

национального университета. Результаты диссертации были представлены в 

ходе выступлений на следующих конференциях:

• международной научной конференции ’’Сингулярные интегральные 

уравнения и дифференциальные уравнения с сингулярными 

коэффициентами”, посвященной 70 - летию доктора физико-математических 
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наук, профессора Г.Джангибекова (Душанбе, 30 - 31 января 2020 г.)

• международной научной конференции ’’Современные проблемы 

функционального анализа и дифференциальных уравнений”, посвященной 70 

- летию академика НАНТ, доктора физико-математических наук, профессора 

К.Х.Бойматова (Душанбе, 25 - 26 декабря 2020 г.);

• Республиканской научно-практической конференции ’Развитие 

естественных, точных и математическых наук: способы применения их 

результатов в производстве” (Худжанд, 26 февраля 2021 г.);

• ’Устойчивые шаги развития национальной промышленности”, 

посвященной 15-летию Горно-металлургического института Таджикистана. 

(Бустон, 24 апреля 2021 г.);

• Республиканской научно-практической конференции ”Современные 

проблемы прикладной математики и их роль в формировании технического 

мировоззрения общества” (ГОУ Худжандский государственный университет 

им. ак. Б. Гафурова, Худжанд, 29 - 30 ноября 2021 г.);

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссертации 

опубликованы в 10 работах. Из них 5 статей опубликованы в изданиях, 

входящих в действующий Перечень ВАК при Президенте РТ, а 2 статьи-в 

материалах международных конференций.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения и двух 

глав, разбитых на пять параграфов, и составляет 99 страницы машинописного 

текста. Список цитированной литературы состоит из 125 наименований. 

Работа набрана на LaTeX и в ней для удобства применена сквозная нумерация 

теорем, лемм и формул. Они имеют двойную нумерацию, в которой первая 

цифра совпадает с номером главы, вторая указывает на порядковый номер 

теорем, лемм или формул в данном параграфе.
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ОБЗОР РЕЗУЛЬТАТОВ ПО ТЕОРИИ ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ

1. Обзор результатов по теории задач Дирихле и Неймана для 

эллиптических систем уравнений второго порядка

Классический метод потенциалов объемного, простого и двойного слоя и 

методы теории функций комплексного переменного, где аналогичную 

потенциалам роль играет интеграл типа Коши, позволяют сводить краевые 

задачи математической физики к интегральным уравнениям (см. например: 

И.Г. Петровский [48], В.С. Владимиров [49], С.Г. Михлин [50], М.А. 

Лаврентьев, Б.В. Шабат [51], Ю.В. Сидоров, М.В. Федорюк, М.И. Шабунин 

[52]). Краевая задача, состоящая из двух частей, уравнения и краевого условия, 

сводится к одному интегральному уравнению, которое чаще всего, полностью 

эквивалентно исходной задаче.

В связи с расширением круга уравнений и краевых условий получаются 

новые типы интегральных уравнений. Так, после уравнений для задач 

Дирихле, Неймана и других, появились сингулярные интегральные уравнения, 

хорошо описывающие различные задачи плоской теории упругости и 

гидродинамики.

Широкий класс стационарных физических задач сводится к отысканию 

гармонических функций, удовлетворяющих некоторым граничным условиям 

[48]- [63]. Самое простое и важное из эллиптических уравнений - уравнение 

Лапласа - имеет вид

Ди = 0, (1)

где и(х,у'), - действительная функция, Д = ^ + ^7 - оператор Лапласа.

Пусть на границе Г ограниченной области D задана непрерывная функция 

и0(х,у). Классическая задача Дирихле для уравнения Лапласа состоит в 

10



следующем:

найти функцию и(х,у), гармоническую в области D, непрерывную вплоть 

до границы Г и принимающую на Г значения и0 (х, у):

и|(х,у)ЕГ = Uo(x,y). (2)

Решение классической задачи Дирихле (1), (2) существует и единственно. 

Доказательство существования решения содержится в [48]- [53].

Единственность решения вытекает из принципа максимума и минимума для 

гармонических функций.

В приложениях условие непрерывности граничных значений и0 (х, у) 

является слишком стеснительным и приходится рассматривать обобщенную 

задачу Дирихле:

на границе Г области D задана функция и0(х,у), непрерывная всюду, 

кроме конечного числа точек (хк,ук) к = 1,2, ...п, где она имеет конечное 

число точек разрыва первого рода. Необходима найти гармоническую и 

ограниченную в области D функцию и(х, у) , принимающую значения 

и0 (х, у во всех точках непрерывности этой функции.

Решение обобщёной задачи Дирихле существует и единственно [48]-[52].

В конечной односвязной двумерной области D с границей Г 

рассмотрим общую систему действительных уравнений второго порядка:

2
У а)(х,у')
1=0

д2и 
дх^ду2-1

. , z .ди .
+ ь1(х,у)дх +

+^2(х,у) — + Ь0(х,у)и = д(х,у), (3)

где а]-(х,у),Ь]-(х,у) (j = 0,1,2) - квадратные матрицы размера 2 X 2, и =

(и1,и2) - неизвестная вектор-функция переменных х и у; д = (д1,д2) - 
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заданная вектор-функция.

Оператор из левой части (3) называется эллиптическим в D, если в 

любой точке (х,у) Е D выполняется условие:

det'£j=0 aj(x,y^j Ф 0 (4)

для любого действительного параметра.

Для уравнений (3) задача Дирихле ставится следующим образом: в 

области D с границей Г требуется найти регулярное решение уравнения (3) 

принадлежащее классу C_D) и удовлетворяющее граничному условию:

w|r = q(x,y), (5)

где g(x,y) - заданный на Г вектор класса С^(Г).

Из работы Вишика М.И.[53] следует, что, если система (3) сильно 

эллиптическая, то задача Дирихле для сопряженной системы образует 

фредгольмову пару граничных задач. Для общих эллиптических систем это 

утверждение, вообще говоря, не имеет места. Как показывают примеры 

Бицадзе А.В.[3],[4], однородная задача (3),(5) для эллиптических системя:

д2и1 д2и1 пд2и2
дх2 ду2 ду2 ’

д2и1 д2и2 д2и1
2----+--------- -1 = 0

дх2 дх2 ду2

может допускать бесконечное число линейно - независимых решений.

Для достаточно широкого класса эллиптических систем задача (3),(5) и 

более общие граничные задачи изучены в работах Векуа И.Н. [56]-[58] 

Вишика М.И.[53], Бицадзе А.В. [54], [55] Боярского Б. [59]-[63]. Задачи, 

рассмотренные в этих работах, приведены к эквивалентному интегральному 
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уравнению нормального типа, доказана нетеровость этих задач и подсчитан 

индекс. В работе Лопатинского Я. Б. [73] получено условие на коэффициенты 

системы (3), которое является достаточным условием нетеровости задачи 

(3),(5). Эллиптические системы, удовлетворяющие этому условию, образуют 

более широкий класс, чем системы, рассмотренные в работах [48]-[51]. Для 

односвязной области задача (3),(5) рассмотрена в работе [73]. В этой работе 

задача (3),(5) не приведена к эквивалентному интегральному уравнению, 

однако при выполнении указанного условия доказана нетеровость этой задачи 

и получена формула для индекса.

Исследованию задачи (3),(5) также посвящены работы Шапиро З.Я. [66], 

[67], Товмасяна [68],69, Золотар Е.В. [70], Вольперта А.И. [71],[72], Боярского 

Б. [58]-[61], Джураева А. [76], Монахова В.Н.[77], Джангибекова Г. [38]-[42].

Тесная связь между теорией эллиптических дифференциальных 

уравнений и теорией функций комплексного переменного стала очевидно на 

примере уравнения Лапласа. Это - классическое направление в теории 

функций, восходящий к работам Эйлера и особенно Римана. Однако в 

последнее время усиливается внимание к связям теории функций и более 

общим уравнениям с частными производными, вида (3).

В работах [56]-[58] И. Н. Векуа был предложен новый метод 

исследования систем уравнений в частных производных эллиптического типа, 

основанный на использовании свойств одного двойного сингулярного 

интеграла. В работах Б.Боярского [59]-[63] разрабатывался указанный метод 

применительно к уравнениям общего вида (3). В основе всех рассуждений 

автора лежит одно неравенство из работ Кальдерона А.Р. и Зигмунда А. 

[64],[65]. Это неравенство позволяет, в отличие от того как это обычно 

делается, проводить многие рассуждения в пространстве Lp(D) р > 2 , что 

коренным образом упрощает доказательства и приводит к более точным 

результатам.
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Общие краевые задачи для уравнений и систем с двумя независимыми 

переменными исследовались многими математиками. Наиболее полные 

результаты в этой области были получены И. Н. Векуа [56]-[58]. Для 

достаточно широкого класса эллиптических систем задача (1)-(2) и более 

общие граничные задачи, изучены в работах Шапиро З.Я. [66],[67], Товмасяна 

Н.Е. [68],[69], Золотар Е.В.[70], Вольперта А.И. [71],[72]. Задачи, 

рассмотренные в этих работах, приведены к эквивалентному интегральному 

уравнению нормального типа, доказана нетеровость этих задач и подсчитан 

индекс. В работе Я. Б. Лопатинского [73], получено условие на коэффициенты 

системы (3), которая является достаточным условием нетеровости задачи (3)­

(5).

Вводя комплексную функцию w(z) = u1(x,y) + iu2(x,y),z = х + iy, 

умножая одно из уравнений (3) на мнимую единицу i и складывая с другим, 

запишем систему (3) в виде

a(z~)^zZ + b(z}^Zz + c(z)mzz + d(z)^^^ +
+ e(z)^ZZ + h(z)wZZ + a1(z)^Z + b1(z)^Z + (6)
+ c1(z)^Z + d1(z)^Z + e1(z)^ + h1^ = g(z),

где g(z) = g1(z) + ig2(z),

^(Э^э^-а-х 
3z 2 \dx dy) dz 2 \dx dy)

Будем считать, что коэффициенты уравнения (6) являются непрерывными 

функциями в D, а g(z E LP(D), 2 < p < ж). Уравнение (6) является 

комплексной записью системы двух уравнений эллиптического типа (3).

По главной части системы (6), Боярский Б. [59],[60] построил матричный 

полином
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( a(z) + c(z)t + e(z)t b(z) + d(z)t + h(z)t
7z(t) = ----- ----- _ ----- ----- ----- ----- _

yb(z) + d(z)t + h(z)t a(z) + c(z)t + e(z)t
),

где \t\ = 1,z Е D. Эллиптичность системы (6) означает, что для всех ^: 0 < 

^ < 2л выполнено неравенство

detFz(e21^) Ф 0.

Без ограничения общности предполагается, что D = {z: \z\ < 1 и

detFz(t) = \az(t)\2 - \&(t)\2 > 0,

где az(t) - есть комплексный невырождающийся полином степени 2. 

Поскольку корни полинома az(t) = 0 не лежат на окружности \t\ = 1, то в 

зависимости от расположения корней уравнения

^z(t) = 0

полином Fz(t) разбивается на три гомотопических класса £j (j = 1,2,3) - 

три компонента связности. Система уравнений Ащ = 0,1 = 1,2, например, 

будет принадлежать классу £2.

Б.Боярский в работах [60],[61] при исследовании основных краевых задач 

Дирихле Ш \г = 0 и задачи Неймана \г = 0 для системы (6) в

гомотопическом классе £2 и принадлежащее пространству Wp(D),p > 2, 

искомое решение w(z) представляет в виде:

■'=ffD G(z,()f(()ds(,G(z,()=2ln <-z
1-z(

где G(z,() - функция Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа в 

единичном круге. Тогда эти задачи эквивалентным образом сводятся к 

решению двумерных сингулярных интегральных уравнений:
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f(z) + a(z)(S1f)(z) + ^(Z)(S2/)(Z) +
+r(z)(5if)(z) + 4(z)(S2f)(z) + T = q(z), ()

причем, коэффициенты удовлетворяют условию равномерной 

эллиптичности:

|«(z)| + |Д(г)| + |K(z)| + |5(z)| < q0 < 1, (8)

а сингулярные интегралы S1 и S2 определяются по формулам:

■ 1

(S2f)M = -^^-<i^fKW

T - вполне непрерывный оператор. Сингулярные операторы существуют 

почти всюду для всякой функции f(z) е Lp(£) р > 2, причем ||S1||^(D) = 

1, а ||Si||Lp(o) ^ 1 при р ^ 2.

Таким образом, в силу условия (8) к интегральному уравнению (7), 

применим принцип сжатых отображений и для задачи Дирихле для уравнения 

(3) имеет место

Теорема (Боярского Б.). Задача Дирихле для любой системы (3) из 

гомотопического класса £2 Фредгольмова, т.е. однородная задача 

допускает конечное число I линейно-независимых решений а неоднородная 

задача разрешима при выполнении I условий разрешимости.

Такая же теорема имеет место для задачи Неймана для системы (3).

Отметим, что задача Дирихле и Неймана для двух других гомотопических 

классов £1 и £3, в работах Б. Боярского не рассмотрены.

В монографии А. Джураева [76] такие же результаты получены для задачи 

Дирихле и Неймана для гомотопического класса £2 системы (3) в случае, 
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когда область D многосвязна.

В монографии В.И.Монахова [77] изучаются некоторые нелинейные 

задачи для систем уравнений в частных производных эллиптического типа со 

свободными границами.

В работе Г. Джангибекова [38]-[40] в пространствах W2 (D), 2 < р < 

го рассматриваются все три гомотопические классы Sj (j = 1,2,3) задачи 

Дирихле и Неймана, которые, соответственно, описываются тремя 

неравенствами над коэффициентами системы (6). В соответствии с этим 

основные краевые задачи, т.е задачи Дирихле и Неймана для системы (6) 

приводятся к трем разным двумерным сингулярным интегральным 

уравнениям по ограниченной области D, для которых получены 

эффективные необходимые и достаточные условия нетеровости и формулы 

для подсчета индекса:

Теорема (Джангибекова Г.). Для того,чтобы задача Дирихле и\Г = 0 

для эллиптической системы (3) в классе Wp(D), 2 < р < го была нетеровой, 

необходимо и достаточно выполнение одного из следующих (исключающих 

друг друга) условий

\A1(z)\ > M(z) + ^M2(z) + \рДг)\2 - \ЛДг)\2 - \Цз(г)\2 - \A3(z)\2, 
для Vz е D,

\^2(z)\ > M(z) + VM2(z) + \Pi(z)\2 -\Ai(z)\2 - \p3(z)\2 + \^(z)\2, 
^1(t) ф 0 для Vz е D, vt е Г, (10)

\^(z)\ > M(z) +VM2(z) + \^(z)\2 - \A3(z)\2 - \P2(z)\2 + \^2(z)\2,(11) 
p3(t) ф 0 для Vz е D, vt е Г.

При этом, если выполнено (9),то задача фредгольмова (т.е. её индекс 

равен нулю); если выполнено (10), то индекс задачи равен
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х = 2Indr^1(t);

если выполнено (11), то индекс задачи равен:

х = 2/ndrw3(t),

где

Ai(z) = |a(z)|2 - |b(z)|2, Ax(z) = a(z)c(z) - b(z)d(z),

A2(z) = h(z)c(z) - e(z)d(z), A2(z) = |c(z)|2 - |d(z)|2,

^1(z) = a(z)d(z) - h(z)c(z), M2(z) = d(z)d(z) - e(z)c(z),

A3(z) = |e(z)|2 - |h(z)|2, 13(z) = a(z)e(z) - h(z)h(z),

g3(z) = a(z)h(z) - h(z)e(z),

M(z) = max|t|=1fle{tt2(z)t2 - (Л2 (z) + 13(z))t}.

Аналогичный результат имеет место для задачи Неймана для системы (3).

Следствие. Из результатов теорем следует, что краевые задачи Дирихле 

и Неймана для известного уравнения А.В. Бицадзе (см.напр. [55], гл. 2, § 1)

^zz = ^(z)

не нётеровы по той причине, что в этой системе (6) функции 

a(z), Ь(z), c(z), d(z), d(z) тождественно равны нулю в замкнутой области £, 

вследствии чего, граничное условие нётеровости (11):

g3(t) = a(t)K(t) - b(t)e(t) ^ 0
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для всех ter нарушается.

В работе Джангибекова Г., Зарифбекова М. [74], в единичном круге D — 

{z: \z\ < 1} рассматривается следующая эллиптическая система c 

сингулярными коэффициентами

г л д'2м 21(/)д'-^ I ar(z)dM b1(z) дм дмa(z)^— +b(z)e21*—г +++ cAz) —+
v J dzdz v 7 dz2 z dz z dz 1V J dz (12)

+d1(z)d^ + e1(z)^ + h1(z)^ — g(z),

где z — x + iy, ш — u(x,y) + iv(x,y), формальные производные по z 

и по z — x — iy определяются по формулам:

^-®*—1&^

<р — argz, коэффициенты a(z),b(z) и т.д. считаются непрерывными 

функциями в D, а g(z) e Lp 2(D) (2 < p < m,0 < 0 < 1):
p p

L^2(D) - {f(z)-.f(z) - 
p p

— \z\p~k(z) e LP(D), ||f ||lp (D) - ||F||lp(D)}.
B-­' p

.. .. д2ш „Как видно из (12), коэффициент при производной в точке z — 0 по 

всем лучам, выходящим из начала координат, имеет разные пределы, а 

коэффициенты при первых производных ~^,~^ , имеют сингулярную 

особенность первого порядка.

Задача Дирихле. Найти непрерывные решения w(z) системы (12) в 

области D из класса Lp 2(D) П W2(D\0), (2 < p < ^,0 < ^ < 1),
p 1 р

удовлетворяющие на границе Г условию
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w(t)|r = 0. (13)

Это означает, что функция ш(г) имеет в D\0 обобщенные 

производные —p-^i (к = 1,2; I = 0,1,2) и |z|^ 1 pw(z) G Lp(D) при 2 < 
dzk~ldz

p < m, 0 < £ < 1.

Теорема. Для того чтобы задача (12), (13) была нетеровой в классе

Lp 2(D) П W2(D\0), (2 < p < m, 0 < £ < 1), необходимо и достаточно
р — 1---р

выполнение условий:

a) |h(z)| Ф |b(z)| при z G D,a(t) Ф 0 при t G Г,

b) 9к(х'> £) Ф 0,-m < х < т,к = 0,1, -, No,

причем индекс задачи (12), (13) равен:

х = -{2Indra(t) + 2 Sfc^ I^^ Gk(x; ft) + G0(x;ft)},

где здесь

9k(x;£) =|v|2 - |A - ^|2 + (£ - ix)(|A|2 - Re(Ap. — v)) — ikIm(Ap. — v) = 1-4—----- :----- —----- -------- 2 ------—---(1-|A|2)(k2-(£-ix)2)
2. Обзор результатов по теории задач линейного сопряжения 

решений обобщенной системы Коши - Римана с

сингулярными коэффициентами

В этом пункте речь идет о нахождении функции ^+(z) и ^~(z) в 

областях G+ и G-, непрерывных вплоть до контура Г, где они сопряжены 

условием
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^+(t) = a(t> (t) + b(t)^ (t) + ^(t),^(^) = 0,teF. (14)

Здесь через G+ обозначена ограниченная область комплексной 

плоскости z, Г - её граница, а G- - дополнение G+ U Г до полной 

плоскости. При b(t) = 0 получаем известную задачу Римана, в общем виде 

изученную Ф.Д.Гаховым [78], её разрешимость определяется индексом

х = Indra(t) = — [arga(t)]|r;
2я

если и > 0, то задача безусловно разрешима и однородная имеет и 

линейно-независимых решений над полем вещественных чисел; если же я < 

0, то однородная имеет только нулевое решение, а для разрешимости 

неоднородной необходимо и достаточно выполнение |х| комплексных или 

2|х| вещественных условиий ортогональности на ^(t).

Фундаментальное значение задачи (14) состоит в том, что не задача 

Римана (b(t) = 0) , а именно (14) является общим линейным условием 

сопряжения. После постановки её А.И.Маркушевичем в 1946 г.[90] и

установления теорем Нетера И.Н.Векуа в 1952 г.[91] первые точные

результаты при |a(t)| > |b(t)| были найдены Б.Боярским [61], но из-за 

неестественности метода, ему пришлось наложить излишне жесткие 

ограничения на коэффициенты.

Первые исследования краевой задачи (1.23) для обобщенной системы 

Коши-Римана в регулярном случае принадлежат Л.Г.Михайлову [16] - [18]. 

Он, использовав взаимно однозначное соответствие между решением 

обобщенной системы Коши-Римана и аналитическими функциями, свел 

рассматриваемую задачу к аналогичной задаче в классе аналитических 

функций, а также, используя другой подход, получил точные результаты для 

нескольких различных случаев. Б.М.Боярский [58] - [62] использовав

представления решений задачи через интеграл типа Коши с вещественной 
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плотностью, получил первые точные результаты при |n(t)| > |b(t)|. При 

этом, им были наложены более жесткие ограничения на коэффициент a(t).

Теорема (Михайлова Л.Г.) Пусть в (14) a(t) непрерывна, a(t) Ф 

0,м = indra(t),b(t) ограничена и измерима и g(t) Е Ьр(Г),р > 1. 

Рассматриваются решения, представимые интегралом Коши и ty+(t) Е 

Рр(Г). Пусть:

SuptET
b(t)
a(t)

2
1 + Sp

где Sp - норма в Lp сингулярного оператора:

(Sp.)(t) =^[ ^^dr.
Я JpT — t

Тогда при и > 0 однородная задача имеет 2и линейно независимых 

решения, а неоднородная - безусловно разрешима. При н = 0, задача имеет и 

притом, единственное решение, нулевое для однородной. При н < 0 , 

однородная задача не имеет решений, отличных от нулевого, а для 

разрешимости неоднородной, необходимо и достаточно Z^ вещественных 

или Щ комплексных условий на g(t).

Задача (14) для решений обобщенной системы Коши-Римана с 

сингулярными коэффициентами, то есть для уравнения:

^(К) &(Р)
^+-^ч+—ч = 0’ (15)

изучена Л.Г.Михайловым [16]-[18] при помощи формулы, 

устанавливающей соответствие между решением (15) и множеством 

аналитических функций при определенных условиях малости коэффициентов 

c(z) и d(z) в особой точке, причем оказалось, что тогда для задачи 

сопряжения сохраняются все теоремы регулярного случая. Впоследствии эти 
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исследования были продолжены при иных условиях малости З.Д. Усмановым 

(см.[28] - [32]) и библиографию к ней.

В работах Г.Джангибекова [75],[40] рассматривается задача линейного 

сопряжения:

<p+(t) = a0(t)V~(t) + A)(t)^-(t), t e г, (16)

решений эллиптических систем дифференциальных уравнений:

^z — Q(z)^z + ^1=-)Ф + ^"=")Ф = <g(z),z e D+, <р e WT>+, 

^z = 0,z e D-, |^(z)| < C|z|n-1-x при |z| ^ от.
(17)

с коэффициентами, имеющими особенность первого порядка, где y7-(z) - 

измеримые ограниченные в D функции, имеющие пределы limz^0yj(z) = 

Yj(0,j = 1,2,q(z)) непрерывна в D , причем |q(z)|<1,zeD , q(0) =

0,^(z) e L^-n+1-2/p(D+), функции «o(t) и ^o(t) на Г удовлетворяют 

условию

|«o(t)| Ф |&(t)|, (18)

а a0(t) • t-x,^0(t) • t-x принадлежат классу 5И^?1(Г),р > 2 (см.[77]) с 

сохранением условия (3), т.е. их соответствующие продолжения a(z),^(z) 

внутри области D+ принадлежат W^1(D+),p>2, и удовлетворяют 

неравенству |a(z)| Ф |^(z)|,z e D , где

/ndra0(t),если |a(t)| > |0(t)|;^^ — —/ndr^0(t), если |a(t)| < |P(t)|.

Поставленная задача эквивалентным образом редуцируется к двумерным 

сингулярным интегральным уравнениям с разрывными коэффициентами по 

ограниченной области D , причем эти уравнения содержат также 

интегральные операторы с фиксированными особенностями в ядре.
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3. Обзор результатов по представлению решений начально­

краевых задач для параболических уравнений с сингулярными 

коэффициентами

Разработки по проблеме дифференциальных уравнений с сингулярными 

коэффициентами были начаты еще в 1957 - 1963 годах академиком Л.Г. 

Михайловым в Академии наук Таджикской ССР [16]. Им было начато 

изучение уравнения:

Дм + SUi^M^+I^O. (19)

Следуя классическому методу объемных потенциалов, Л.Г.Михайлов 

приходит к интегральному уравнению ф = Кф + f, где оператор К не 

является вполне непрерывным оператором. Такие операторы образуют новый 

класс особых (нефредгольмовых) интегральных уравнений, специально 

изучавшихся Л.Г. Михайловым [16] . Он показал, что, если величины

supo|bk(%)|,supo|c(%)(%)| , либо bk(0), с(0), в случае непрерывности 

bk(x), с(х) вместе с числом ft, подчинены некоторым условиям малости, то в 

сингулярных классах С^Мр имеют место утверждения о существовании 

многообразия решений и разрешимости краевых задач. Актуальной 

оставалась задача изучения уравнений без условий малости и в обычных 

классах.

Краевые задачи для уравнения (19) при с(х) < 0 были исследованы в 

работах А. И. Ачильдиева (см., напр. [18] - [20]). В его работах рассмотрены 

свойства регулярных решений вырождающихся уравнений, связанных с 

принципом максимума и доказаны теоремы существования смешанной 

задачи.

В работах З.Д. Усманова (см., напр. [28]-[32]) по теории обобщенной 

системы Коши-Римана с сингулярной точкой, был разработан метод 

интегральных уравнений с вполне непрерывным оператором, посредством 
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которого, при условиях малости величины или же области, устанавливалось 

взаимно однозначное соответствие между непрерывными решениями 

обобщенной системы Коши-Римана с сингулярной точкой и вспомогательной 

модельной системой. В таких ограничениях построена теория решений 

обобщенной системы Коши-Римана с сингулярной точкой. Таким же методом 

[30] рассматривается специальный случай обобщенной системы Коши-Римана 

с точечной особенностью выше первого порядка в коэффициенте.

В работе М. Турсунова [33] в классе функций, удовлетворяющих в нуле 

условиям типа излучения, рассматривались краевые задачи Дирихле и 

Неймана для уравнения (19) в случае, когда п = 0,bk(x) = 0, с(0) = 0 и 

особенность коэффициента выше первого порядка.

В работах А. Мухсинова [34]-[37] рассматриваются следующие 

уравнения:

—г2 △ U(x) + q2U(x) = f(x) (20)

—z2 △ U(x) + q2U(x) = f(x,z) (21)

где △ - мерный оператор Лапласа. Уравнение (1) называется

уравнением с сингулярной точкой, уравнение (2) - с сингулярной линией, 

уравнение (3) с сингулярной плоскостью, а уравнение (4) с сингулярным 

основанием и осью цилиндра.

Поскольку после работы М. В. Келдыша 1951 г. [1],[2] и монографий М. 

М. Смирнова [97]-[99] , А. В. Бицадзе [3],[4] получили известность различные 

вырождающиеся дифференциальные уравнения в частных производных 

эллиптического типа, то необходимо сказать следующее: хотя уравнения (20), 

(21) тоже относятся к вырождающимся уравнениям эллиптического типа, но 

они существенно отличаются от указанных только что; в уравнениях (20), (21) 

происходит вырождение порядка уравнения (а не типа), и притом во 

внутренней точке области, а не на границе. Поэтому естественно, Л. Г. 
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Михайлов назвал их уравнениями с сингулярными коэффициентами. 

Интересные результаты в теории вырождающихся эллиптических систем и 

уравнений с сингулярными линиями получены в работах Н. Р. Раджабова (см., 

напр. [23]-[27]), А. И. Янушаускаса [100] и др. В работах Н.Р. Раджабова да 

интегральное представление многообразия решений ряда уравнений в частных 

производных высшего порядка с сингулярными поверхностями, через 

решение дифференциальных уравнений высшего порядка с регулярными 

коэффициентами. Эти представления используются при решении основных 

краевых задач и задач типа Рикье. Данный метод применяется для решения 

осесимметрической задачи гидродинамики.

Проблемы суммируемости и сходимости разложений по собственным 

функциям дифференциальных операторов давно привлекают внимание 

математиков и физиков, этим проблемам посвящено достаточно много работ 

(см., напр. Березанкого Ю.М. [101], Никольского С.М. [102]). Их бурное 

развитие связано с работами О.А.Ладыженской [103]-[107], Олейник [08] 

Б.М.Левитана [109], Миранда К. [110], Соболева С.Л. [111], Тихонова А.Н. 

[112], Ильина А.М. [5], [113], Ильина В.А., [114]-[116], Ю.М.Березанского 

[101], И.К.Кенджаева [117], М. Исматова [118], [119] и других.

Установлению абсолютной сходимости посвящены, связанные с 

обоснованием метода Фурье, работы О.А. Ладыженской, которые явились 

первыми в этом направлении. В этих работах абсолютная и равномерная 

сходимость рядов Фурье устанавливается в классах С.Л. Соболева. Среди 

вышеупомянутых авторов, самые точные и окончательные условия 

равномерной сходимости рядов Фурье установлены В. А. Ильиным и его 

учеником И. К. Кенджаевым [106]. Проблемам абсолютной и равномерной 

сходимости разложений по собственным функциям различных 

самосопряженных и несамосопряженных смешанных задач математической 

физики, обоснованию метода Фурье и корректной разрешимости таких задач, 

посвящены работы М. Исматова [107],[108]. Хотя проблемам суммируемости 

26



и сходимости разложений по собственным функциям дифференциальных 

операторов посвящено достаточно много работ, однако исследованию этих 

проблем для вырождающихся (сингулярных) дифференциальных операторов, 

посвящено сравнительно мало работ и эти проблемы далеки от своего 

разрешения. Сюда могут быть отнесены, рассматриваемые в работах 

Мухсинова [34]—[37] задачи: построение многообразия решений, о 

разрешимости краевых задач для некоторых многомерных вырождающихся 

(сингулярных) уравнений в частных производных эллиптического типа.
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ГЛАВА 1. ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 

СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА С РАЗРЫВНЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ

§ 1.1. Основные краевые задачи для общих эллиптических систем 

дифференциальных уравнений с разрывными коэффициентами на 

плоскости

1.1.1. История вопроса

В этой главе исследуются основные краевые задачи для некоторых 

эллиптических систем двух уравнений с двумя независимыми переменными в 

ограниченной односвязной области, D - комплексной плоскости z, 

ограниченная простой замкнутой кривой Ляпунова Г; D = D U Г и 

содержащая внутри точку z = 0. Ранее в работе [59] для сильно 

эллиптических систем дифференциальных уравнений второго порядка задача 

Дирихле методом интегральных уравнений была изучена Б.В.Боярским. Этим 

же методом, была изучена сильно эллиптическая система высокого порядка в 

монографии А.Джураева [76]. В работах [38], [39] Джангибекова Г. были 

изучены задачи Дирихле и Неймана для общих эллиптических систем 

уравнений второго порядка с двумя функциями от двух переменных c 

непрерывными коэффициентами при старших производных. Показано, что 

указанные краевые задачи не всегда обладают "фредгольмовыми" свойствами. 

В предположении непрерывности коэффициентов системы при старших 

производных были установлены необходимые и достаточные условия 

нётеровости и даны формулы для вычисления индекса указанных задач в 

пространстве Соболева W^2(D),2 < р < ж. Рассмотрим следующую 

эллиптическую систему уравнений второго порядка на плоскости, 

комплексная запись которой, имеет вид
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WW + b(z)W^z + c(z)(z/\z[)nWzz + (z/\z\)nd(z)W^ ++ a1(z)Wz + b1(z)Wz + c1(z)Wz + d1(z)Wz + (1.1)+ ei(z)W + hi(z)W = g(z),

где z = x + iy,W = u(x,y) + iv(x,y), n - целое число,

Tz = + = l(Tx-^3

Будем считать, что a(z), b(z), c(z), d(z) являются непрерывными в 

ограниченной односвязной области D функциями, g(z) Е LPp_2/p(D):

Lp-2/p(D') = {g(zy. \z\^~2/Pg(z) = G(z) E LL>(D),p > 2,}

Как видно, коэффициенты уравнения (1.1) при производных Wzz и Wzz 

в точке z = 0 имеют неустранимый разрыв. На каждом луче, выходящим из 

начала координат, функция (z/\z\)n постоянна и в точке z = 0 имеет 

различные пределы по лучам. Как будет показано ниже, отказ от 

непрерывности коэффициентов приводит к тому, что найденные в [38], [39] 

условия нётеровости перестают быть достаточными, и более того, 

разрешимость задачи будет зависеть от показателя р лебегового 

пространства Lp (D).

По главной части системы (1.1.) построим матричный полином:

F (Fi (a(z) + e in(pc(z~)t b(z) + ein(pd(z~)t\
z(t) = \b(z) + e-in^d(z)t ^z) + ein^7(z)t /

где \t\ = 1,z E D,p = argz . Эллиптичность системы (1.1.) означает, что 

выполнено неравенство:

detFz(t) = \a(z) + c(z)t\2 — \b(z) + d(z)t\2 Ф 0,

для VzED,\t\ = 1. Множество всех полиномиальных матриц вида 

Fz(t) , удовлетворяющих условию detFz(t) = \Pz(t)\2 — \Qz(t)\2 > 0(< 0) 
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для всех z Е D, \ t\ = 1, обозначим F+(F ), где

Pz(t) = c(z) + a(z~)t, Qz(t) = b(z) + d(z)t.

1.1.2. Гомотопическая классификация

Две матрицы Fz(t),Fz(t) из F+ будем считать гомотопными, если 

существует матричная функция Fz(t, т) Е F+, непрерывно зависящая от 

действительного параметра т Е [0,1], такая, что

Fz(t,0) = Fz1(t),Fz(t,1) = Fz2(t).

Известно [59], [60], что соотношение гомотопии разбивает F+ на два 

класса гомотопии - связанные, открытые компоненты:

у0) Ind\t\=1 Pz(t) = 0, то есть квадратный тр Pz(t) внутри круга \t\ = 1 

корней не имеет;

у1) Ind\t\=1Pz(t) = 1, то есть квадратный тр Pz(t) внутри круга \t\ = 1 

имеет один корень;

Эти классы образуют полную систему множества F+, т.е. Fz и Fz из 

F+ принадлежат некоторому классу ук, к = 0,1 тогда и только тогда, когда 

Fz ~ Fz. Устанавливается, что для классов гомотопии у k при 

фиксированном , выполняется одно из неравенств :

iAi(z)i > iA(z)i + i^(z)i,Vz ED, (1.2)

|A2(z)|>R(z)| + |m(z)|,VzED, (1.3)

где

Mz) = |a(z)|2 - Ib(z)I2,A2(z) = |d(z)|2 - |c(z)|2,
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A(z) = a(z)c(z) — b(z)d(z),g(z) = a(z)d(z) — b(z)c(z).

Лемма 1.1. Пусть |Pz(t) > |Qz(t)|- Тогда для выполнения неравенств 

(2) или (3) необходимо и достаточно, чтобы соответственно IndPz = 0 или 

IndPz = 1. Если |Pz(t) < |Qz(t)|, то роль Pz(t) сыграет Qz(t), причем 

Aj < 0.

В соответствии с гомотопическими классами у1,у2, т.е. условиями 

(1.2.) или (1.3.) , эллиптическая система (1.1.) эквивалентным образом 

приводится к одному из видов:

Ai(z)Wz-z + AWzl\z\ywzz + р^/МУЧМ- + T1(W) = g1(z), (1.4) 

p(z)Wzz — A(z)Wzz + ЬЮа/МУМ- + T2(W) = g2(z), (1.5)

где g1 = ag — bg,g2 = cg — d'g,Tj(W) (j = 1,2) - младшие члены.

Задача Дирихле. Надо найти непрерывное решение системы (1.1.) в 

области D из класса Wp(D),2<p<m, удовлетворяющие на границе Г 

условию:

W(t)|r = 0. (1.6)

Без ограничения общности будем считать, что область D есть круг: D = 

{z: Щ < 1}.

Как известно [56], [57] все функции W(z), обладающие в D

обобщенными производными второго порядка, непрерывные в D и 

удовлетворяющие на Г условию (1.6), единственным образом 

представляются в виде:

W(z) = nDG(z,^)f(^)ds^,

где
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G(Z,<) = -2ln _z-£
1-z<

есть функция Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа в единичном 

круге, f(z) - неизвестная функция из пространства LP(D'),2 < р < т. 

Тогда, как известно, для производных функции W справедливы формулы:

Wzz=f(z),Wzz=f(z), 
1^/1 72 \ .

Wzz " ( . . . j-'-,- S (Sf)(z)’

1 гг ( 1 г2 \ —*Wzz = -^KD((=-=)7-(7-^7)f(<)ds< = (Sf)(z), (1.7)

---- 1 rr ( 1 f2 \ —* —Wzz = -Л 1 : . f --^-= (S f)(z),

— 1 „ / 1 72 \-------- . —
Wzz = -~Л ( ;.'; j-•')-■ H (S*f)(z).

Ядра интегральных операторов из (1.7) терпят разрыв при - = z Е D, а 

на границе Г области D обращаются в нуль. Поэтому, для внутренних точек 

области D эти интегралы понимаются в смысле главного значения по Коши. 

Они существуют почти всюду для всякой функции f(z) из L^_2/p(D) и 

сингулярные интегральные операторы (1.

7) действуют из Lpp-2/p(D) в Lpp-2/p(D) при 1 < р < т.

В силу формул (1.7), получим, что задача Дирихле (1.6.) для системы (1.1) 

в соответствии с классами гомотопии у1>у2>у0, эквивалентна одному из двух 

сингулярных интегральных уравнений:

Д1 (z)f + l(z)(z/|z|)"(S*f)(z) + 
+g(z)(z/|z|)n(S f)(z) + Г1 = 51,

(1.8)

M(z)f - A(z)f + A2(z)(z II z|)”(S*f)(z) + Г2 = 52, (1.9)
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Уравнения (1.8),(1.9) относятся к двумерным сингулярным интегральным 

уравнениям, изученных в работах Г. Джангибекова [38], [39].

Далее введем следующие обозначения:

w = 1 (к + 2/р)(к-1-2/q — п),к > п°,’

^к =-(1 + signri) — 1,1/р + 1/q = 1, п0 - целая часть числа (п — 1)/2;

Л =

У(0) 
д(0)' 
д(0)

,Д2(0)’

есливыполнено(1.2);

есливыполнено(1.3).

Через др(Л) обозначим число, равное для |Л| < 1 количеству значений 

к при которых Яр(к) < |Л|, а для |Л| > 1 равное количеству значений к, 

при которых Яр (к) > |Л|.

Если п > 0, то введем число:

Г—2др(Л)
„ ,п )2п —2Мр(Л) 
"”(Л) = 1п+1

при |Л| < 1,
при |Л| > 1, и Др (Л) = п/2,
при |Л| > 1, и Др (Л) = п/2,

если п < —1, то введем

Хр(Л) =

—2др(л)
2п — 2др(Л) 
п + 1

при |Л| < 1, и Др (Л) = п/2, 
при |Л| > 1,
при |Л| < 1,и Др(Л) = п/2.
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1.1.3. Основные результаты

Теорема 1.1. Пусть в (1.1) п = 0. Тогда для того чтобы задача Дирихле 

(1.6) для эллиптической системы (1.1) в классе W2(D), 2 < р < т была н, 

необходимо и достаточно выполнение одного из следующих (исключающих 

друг друга) условий:

|A1(z)| > |A(z)| + |^(z)| длявсехz е D, (1.10)

|A2(z)| > |A(z)| + |^(z)| для всех z е D;

д(Г) Ф 0 для всех tef. (1.11)

При этом, если выполнено условие (1.10), то задача фредгольмова; если 

выполнено (1.11), то индекс задачи равен:

х = -2/п^гд(Г).

Теорема 1.2. Пусть в (1.1) пФ0 и Л(0) = 0. Если Л Ф 1,Л Ф 

Яп(к), к целое, к > 1/2п(1 + signn) и выполняется одно из исключающих 

друг друга условий (1.10.), (1.11.), то задача Дирихле для эллиптической 

системы (1) в классе W^2(D), 2 < р < т н, причем если выполнено (1.10), то 

индекс задачи равен хр(Д), а если выполнено (1.11), то:

И = 2/ndr^(t) + Хр(Л).

Задача Неймана. Необходимо найти непрерывные решения системы 

(1.1) в области D из класса W^2(D),2 < р < т, удовлетворяющие на границе 

Г, условию:

^lr = 0. (1.12)

Поскольку [56], [57] любые функции, обладающие в D обобщенными 
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производными второго порядка с непрерывными в D первыми 

производными, удовлетворяющими условиям (1.11) и

/г W(z)dsz = 0,

может быть единственным образом представлена, в виде:

W(z)=ff (^(z,()f(()ds<,f(z) е LP(D),2 <р< от,

где

G(z,<) = — — In я
-1 (|z|2) + К |2) + 3

Я 4

есть функция Неймана для единичного круга, то так же как и в случае 

задачи Дирихле, устанавливаются необходимые и достаточные условия 

нётеровости и формулы для индекса, ибо указанная задача с точностью до 

вполне непрерывных операторов сводится к тем же сингулярным 

интегральным уравнениям (1.8),(1.9).

§ 1.2. Основные краевые задачи для одной частной 

эллиптической системы дифференциальных уравнений с разрывным 

коэффициентом

1.2.1. Первая основная задача

В работах Г. Джангибекова [38],[39] была изучена задача Дирихле и 

Неймана для общих эллиптических систем дифференциальных уравнений 

второго порядка с двумя функциями от двух переменных. В предположении 

непрерывности коэффициентов системы, были установлены необходимые и 

достаточные условия нетеровости и даны формулы для вычисления индекса 
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указанных задач.

Мы здесь будет рассматривать в единичном круге D = {z: \z\ < 1} 

следующую более частную, по сравнению с изложенной в параграфе 1 

эллиптическую систему с разрывными коэффициентами, с целью получения 

более конкретных результатов относительно картины разрешимости 

рассматриваемых задач.

Пусть отыскиваются непрерывные решения неоднородной системы:

a(z) -^^ +аде2^ + Я1 (z) ^ + bl(z)^ + С1 (z) +
v ' dzd z ' d z2 d z ^'oz ^'oz q

+^1(z)^| + e1(z)o) + h1(z)'oj = g(z),

в области D из класса Wp(D),2 <p < ж, удовлетворяющие на 

границе Г, условию:

u(t)\v = 0, (1.14)

где z = х + 1у,в) = и(х, у) + iv(x, у),

д=1(д+д]д=1ид 
dz 2 \дх ду) dz 2 \дх ду

(,р = argz, коэффициенты a(z),b(z) и т.д. будем считать непрерывными 

функциями в D, а g(z) Е LP(D),2 <p < ж,

.. „_  .. d2ш ~Как видно из (1.13), коэффициент при производной в точке z = 0

по всем лучам, выходящим из начала координат, имеет разные пределы.

Следующее утверждение следует из работы Г.Джангибекова [38]:

Теорема 2.1. Пусть в (1.13) а(0) = 0 или b(0) = 0, Тогда для того, 

чтобы задача Дирихле (1.14) для эллиптической системы (1.13) была 

нетеровой, необходимо и достаточно выполнение одного из следующих
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(исключающих друг друга) условий:

|a(z)| > |b(z)| длявсехz е D, (1.15)

|a(z)| < |b(z)| для всех z е D, a(t) Ф 0 для всех t е Г. (1.16)

При этом, если выполнено условие (1.15), то задача фредгольмова; если 

выполнено (1.16), то индекс задачи равен:

х = —2/ndra(t).

1.2.2. Приведение к сингулярным интегральным уравнениям

Далее мы будем предполагать, что п(0) = 0 и Ь(0) = 0. Как отмечено 

в [56], [57], все функции w(z), обладающие в D обобщенными 

производными второго порядка, непрерывные в D и удовлетворяющие на Г 

условию (??), единственным образом представляются, в виде:

"(z)=-UDin /«)dsc,

где /(z) - неизвестная функция из пространства LP(D),2 < р < го.

Тогда имеем:

52to d2to - -2-
= /(z), я-2 = (S/)(z) + (В< /)(z), azaz az2

где

(5/)(z) = -1 If -T^rfs (Sf7)(z) = 1ff <2 /GW
nJJ « —z)2 nJJ (1-zf)2

D D v

и в = arg(£ — z). Подставляя значения указанных производных в
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систему (??), получим следующее сингулярное интегральное уравнение

z 
a(z)f (z) + = b(z) 

z
((Sf)(z) + (й<2/) (z))

+(Tf)(z) = g(z),z E D, (1.17)

+

где T - вполне непрерывный в пространствах LP(D),2 < р < ^, оператор. 

Интегральное уравнение (1.13), относится к изученным в работах [38],[39] 

уравнениям.

Рассмотрим сначала систему с главной частью (1.13) и с 

"замороженными" в нуле коэффициентами:

а(0)^£ +b(0)e2i<^ = g(z), (1.8)
dzdz dz2

Соответствующее интегральное уравнение:

a(0)f(z) + zb(0) ((Sf)(z) + (B<2f)(z)) = g(z),z E D, (1.19)

изучено в работе [45].

Введем обозначения:

_ 2

.
4(1-р) b(0)

1---------- = 0,2,3................ ; Л =fc2-4 а(0)
р2

х+ и х_ - соответственно, обозначают число линейно независимых (над 

полем вещественных чисел) решений однородной задачи (1.18), (1.19) и число 

условий разрешимости неоднородной задачи.
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1.2.3. Основные результаты

Теорема 2.2. Для нормальной разрешимости модельной задача (1.18),

(1.19) в классе Wp(D), 2 < р < т, необходимо и достаточно, чтобы

|Л| = 1 и |Л| = Rp(ko), k0 = 0,2, .... (1.20)

Если |Л| < Rp(2), то задача (1.18), (1.14) имеет в классе W^2(D) (2 < 

р < т) единственное решение;

если Rp(k0) < |Л| < Rp(k0 + 1), k0 = 2,3, ..., то х+ = 0,м_ = 2k0 — 2; 

если 1 < |Л| < р — 1, то м+ = 3, х_ = 0; если |Л| > р — 1, то м+ = 4,х_ = 

0. При этом, линейно независимые решения однородной задачи и условия 

разрешимости неоднородной выписываются в явном виде.

Теперь переходим к задаче (1.14) для исходной системы (1.13). 

Предварительно введем следующие обозначения.

Через Рр(Л) обозначим число, равное для |Л| < 1 количеству значений 

k, при которых Rp(k) < |Л|, а для |Л| < 1 равное количеству значений k 

при которых Rp(k) > |Л|, где по прежнему Л = Ь(0)/а(0). Введем еще 

число

Хр (Л)

—2^р(Л)
4 — 2^р (2) 
3

при |Л| < 1,
при |Л| > 1, и др(Л) = 1, 
при |Л| > 1, и др(Л) = 1.

Теорема 2.3. Для того, чтобы исходная задача (1.13), (1.14) в классе

W?(D), 2 < р < т была нетеровой, необходимо и достаточно выполнение 

условий

|a(z)| Ф |b(z)| длявсех z Е D, a(t) = 0 длявсех t Е Г, (1.21)
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|Л| *Rp(k),k = 0,2,..., (1.22)

причем индекс задачи равен

и = -2Indva(t) + хр(2).

Как видно из теоремы 2.2 и 2.3, отказ от непрерывности коэффициентов 

существенно влияет на нетеровость и индекс задачи, причем разрешимость 

будет зависеть от показателя р лебегового пространства LP(D).

Аналогичным образом изучается задача Неймана для системы (1.13).

§ 1.3. Задача линейного сопряжения решений обобщенной системы 

Коши - Римана с сингулярными коэффициентами

В этом параграфе речь идет о нахождении функций <p+(z") и <p-(z) в 

областях G+ и G-, непрерывных вплоть до контура Г, где они сопряжены 

условием

<p+(t) = a(t)y~(t) + b(t)y~(t) + g(t), <р(ж) = 0, t E Г. (1.23)

Здесь через G + обозначена ограниченная область комплексной 

плоскости z, Г - её граница, а G- - дополнение G+ U Г до полной 

плоскости.

Первые исследования краевой задачи (44) для обобщенной системы 

Коши-Римана в регулярном случае принадлежат Л.Г.Михайлову [16] - [18]. 

Он использовав взаимно однозначное соответствие между решением 

обобщенной системы Коши-Римана и аналитическими функциями, свел 

рассматриваемую задачу к аналогичной задаче в классе аналитических 

функции, а также, используя другой подход, получил точные результаты для 

нескольких различных случаев. Б.М.Боярский [60] - [63], использовав 
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представления решения задачи через интеграла типа Коши с вещественной 

плотностью, получил первые точные результаты при |a(t)| > |b(t)|. При 

этом им были наложены более жесткие ограничения на коэффициент a(t).

Задача (1.23) для решений обобщенной системы Коши-Римана с 

сингулярными коэффициентами, то есть для уравнения

м _1_ c(z') _1_ d(Z) 7Т7-О^г + 17Г^ + 17Г^-0, (1.24)

изучена Л.Г.Михайловым [16] при помощи формулы устанавливающей 

соответствие между решением (1.24) и множеством аналитических функций 

при определенных условиях малости коэффициентов c(z) и d(z) в особой 

точке, причем оказалось, что тогда для задачи сопряжения сохраняются все 

теоремы регулярного случая. Впоследствии эти исследования были 

продолжены при иных условиях малости (см.[28] - [32]) и библиографию к 

ней.

1.3.1. Постановка задачи

Теперь перейдем к постановке задачи, рассматриваемой в данном 

параграфе.

Пусй 1%+ = {z: |z| < 1}, Г = {t: |t| = 1}, G~ = {z: |z| > 1}. Обозначим 

через W © - множество функций ^(z), принадлежащих ^£-1-2/p(^ ) ^

Ж1(Р+\0), где 2<p<ra, 0<р<1. Это означает, что функция ^(z) 

имеет в О+\0 обобщенные производные ^Z, ^Z и |z|^-n-2/p G LP(O+) при 

2 <р < га, 0 < р <1.

Требуется найти решения уравнений:

^z + C7)<P + ^т<Р = fl(z),z е О+,р е ШО+).
Z Z (1.25)

^ = 0,zG П-,при ^(от) = 0 (порядокнуляравен2), 
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имеющие непрерывные граничные значения и удовлетворяющие на Г , 

условию:

^+(t) = a(t)y (t) + b(t)^ (t), t E Г, (1.26)

где c(z), d(z) - измеримые ограниченные в D функции, имеющие пределы 

limz^oc(z) = c(G),limz^od(z) = d(G),g(z) E Lpp_n+1_2/p(D+), функции a(t) 

и b(t) на Г, удовлетворяют условию

|a(t)| Ф |b(t)|, (1.27)

и принадлежат классу ^И^Г), р > 2 (см.монографию Монахова В.Н. 

[77] стр. 267) с сохранением условия (1.27), т.е. их соответствующие 

продолжения a(z),b(z) внутри области D+ принадлежат Wp(D+),p>2, и 

удовлетворяют неравенству \a(z)\ Ф \b(z)\,z E D .

Отметим, что из принадлежности функции ty(z) пространству 

LPp-2/p(G+)(G < Р <1,2 < р < ж), и из уравнения (1.25) следует, что у? E 

ЬРр-2/р(С+~), и поскольку тогда <р,<р? E Lq°(G+), где q0 - некоторое 

фиксированное число больше 2, то ср E Wq1o(G+). Тогда из теоремы вложения 

Соболева ([100], стр. 57) функция cp(z") непрерывна в G+ и удовлетворяет 

условию Гельдера с показателем q0_2 < 1.

Далее будет показано, что сформулированная задача эквивалентным 

образом редуцируется к двумерным сингулярным интегральным уравнениям 

с разрывными коэффициентами. Следует отметить, что в регулярном случае, 

связь задачи с сингулярным интегральным уравнением была установлена 

А.Джураевым [76]. Мы, в основных чертах, следуем разработанной им схеме.
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1.3.2. Эквивалентность задачи (1.25),(1.26) некоторым двумерным 

сингулярным интегральным уравнениям

Прежде всего отметим,что заданные на контуре Г функции a(t'),b(t >) 

класса С1 (Г) и удовлетворяющие условию |a(t)| Ф |b(t)|, t £ Г, можно 

продолжить во внутрь круга |z| < 1 с сохранением класса, то есть 

a(z), b(z) £ C1(D ) и |a(z)| Ф |b(z)|,z £ G .

Поскольку рассматриваемая задача (1.25),(1.26) инвариантно 

относительно конформных преобразований, то без ограничения общности 

резульратов мы будем считать, что область D+ кругом |z| < 1 и Г = 

{t:|t| = 1}.

Пусть теперь rp(z) - решение задачи (1.25),(1.26) из класса ШШ Тогда 

введем в рассмотрение функцию

{to(z) =
g(z)y+(z)-b(z)y+(z) +

z(|a(z)|2-|b(z)|2) , ,
^,zeG-.

(1.28)

Из определения этой функции следует, что w(z) £ ^_2/p(G+), она 

непрерывна в G+\0 и в окрестности нуля w(z) = O(|z|-2/q°),q0 > 2; 

голоморфна в G-, ш(ю) = 0. Очевидно, что кроме нуля, в G- существует 

^z и

a^^^+a^+-b^^+-b^+ 
7 — -------------- г------ г-------------
' z(|a|2-|b|2)
(ад.)+-b^+)(aa^+aa^-bb^-bb^) 

z(|a|2-|b|2)2

(1.29)

Из наложенных выше требований на функции a(z), b(z), rp(z) следует, 

что wz £ ^+1_2/p(G+), 0<£<1,2<р<то и тогда wz £ LP°(G+) где р0 

- некоторое фиксированное число, больше 1. Поэтому, по теореме 1.36 ([37], 
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стр. 89), существует также mz, и тогда существует шг E LPo(G+'))p0 > 1.

Теперь из (1.28) находим, что

<р+(z) = za(z)m(z) + zb(z)m(z),z Е G+. (1.30)

Очевидно, что существует и

Фг = zaza> + zatez + (b + zb-m) + zbmz E L^>_2/.p(G+).

Подставляя эти значения в (1.29), заключаем, что функция m(z), 

определенная по формуле (1.28), будет решением уравнения

zamz + zbmz + [zaz + = (ас + bd)]m + 
+(b + zbz + be + ad)m = g(z),z E G+.

(1.31)

Обозначим через mz = /(z),zEG, Так как f (z) E L^1^p(G+), 0 < 

g < 1,2 < p < го, то f (z) E LPo(G+), 1 < p0 < го, тогда по теореме 1.26 

([57], стр. 50)

m(Z) = O(Z)-1KG+^(^)dsc,zEG+\0, (1.32)

где Ф^) - голоморфная в G+\0 функция. Как уже отмечено, m(z) 

непрерывна в G+ U G-, в окрестности нуля m(z) = O(\z\~2/q°), аналитична 

в G- и ш(го) = 0. Покажем, что m(z) непрерывна на границе Г. 

Действительно, по определению и по условию (1.32)

+ „ -™ a(t)<P+(t)-b(t)<P+(t) <Р (t) V (t) Ч> (Оm+(t) - ш (t) = —■■ ■ ■ |9—■ ■ |9.------------- =-------------------
t(\a(t)\2 — \b(t)\2) t t t

= 0,

то есть m+(t) = m (t), t E Г.
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Теперь покажем, что двойной интеграл из правой части (1.32) также 

обладает всеми этими свойствами. В самом деле, аналитичность в G- и 

исчезновение интеграла на бесконечности очевидны. Поскольку f(z) Е 

Ь’р + 1-2/р(С+')' то

----J1.+ ^^^5< =---- ffc+ 70^\ ds?, z Е G+, (1.33) 
nJJ(’ ^-Z s nJJG + (((-z) s

где F0(z) Е LPp_2/p(G+), то есть F0(z) Е Lqo(G+),q0 > 2. В монографии 

Л.Г.Михайлова ([16], стр. 103 - 107) доказано, что двойной интеграл в правой 

части (54) непрерывна на всей плоскости, кроме нуля, а в окрестности нуля 

имеет вид O(\z\-2/qo),q0 > 2. Теперь из (1.32) следует, что аналитическая 

функция &(z), как сумма двух функций, является непрерывной на всей 

плоскости функцией, кроме нуля, где в окрестности z = 0:Фф = 

O(\z\-2/qo), q0 > 2,Ф(т) = 0. По обобщенной теореме Лиувилля Ф^) = 0, 

то есть

a(z) = -1[[ f^FLds^,zEG+.
я JJG+ \ — z

Теперь подставляя значения ^(z),^z,~^z в уравнение (1.31) получим, 

что функция f(z), принадлежащая пространству LPj+}_2.p(G+'),0 < ft < 

1,2 < р < т удовлетворяет следующему двумерному сингулярному 

интегральному уравнению

^z)f(z)— Z^fS^^ds, 
z_^ м « z) (1.34)

— "<I<1 — ^ff<\<1 = *(*)'!zI < 1

где
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A(z) = bz(z) + c(z)b(z) + a(z)d(z),

B(z) = zaz(z) + c(z)a(z) + b(z)d(z),

f(z),0i(z) A) C L^_2/p(G+), 0<^<1,2<р<~.

ОБРАТНОЕ. Пусть g(z) - заданная функция класса L^+1. -2/p(|z| < 1) И 

f (z) - решение уравнения (1.34) из класса b^2^p(G+), 0 < ^ < 1,2 < р < ^.

Введем в рассмотрение функцию

Wtz^-lf^Ki^is;. (1.35)

Из свойства функции f(z) следует, что ^+1_2/P(G+), непрерывна на 

всей плоскости, кроме нуля, в окрестности точки z = 0 W(z) = 

O(|z|-2/q°), q0 > 2, аналитична в G- и ш(^) = 0. Очевидно, что при |z| < 

1, 'W = f (z) и

■

Подставляя эти значения в (1.34), придем к заключению, что функция 

W (z) удовлетворяет уравнению (1.31).

Теперь введем функцию

<P(z) = { za(z)W(z) + zb(z)W(z),z Е G+, 
zW(z),z Е G-.

(1.36)

Учитывая свойства W(z), приходим к выводу,что ^+(z) Е 

^^^/p(G+), а в окрестности точки z = 0:^+(z) = O(|z|1-2/q°), q0 > 2.

Непосредственным вычислением, получим
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^+ = za^W + znWz + (b + zbz)W + zbWz e ^-2/?(G+),

где z e G + то есть ^+(z) e WqQ(G+); cp (z) = 0 при z e G . При 

условии |n(z)| Ф |b(z)|,z e G- из (1.35) находим

{W(z) =
«(z)y+(z)-b(z)y+(z) +

z(|a(z)|2-|b(z)|2) ’ ’ (1.37)
Ф (z) 

z ,z e G .

Продифференцировав W и W по z, получим, что Wz, Wz e 

^+1_2/p(G+). Внося теперь результаты дифференцирования в (8), заключаем, 

что функция ^(z), определяемая по формуле (57), удовлетворяет уравнению 

(1.25).

Из определения функции ^(z) следует, что она на контуре 

удовлетворяет условию

^+(t) = ta(t)W+(t) + tb(t)W+(t),t e Г.

Поскольку W(z) непрерывна гна всей плоскости (кроме точки z = 0), 

то W+(t) = W-(t), t e Г, а по определению функции ^(z), ^-(t) = 

tW-(t). Таким образом,

tW+(t) = ^-(t),

то есть функция ^(z) на контуре Г удовлетворяет условию (1.26).

Таким образом, нами доказано следующая

Лемма 3.1. Пусть задача (1.25),(1.26) разрешима и ^(z) - ее решение. 

Тогда функция /(z) = wz, где

w(z) = (a(z))^(z) - b(z)^(z)(|a(z)|2 - |£(z)|2)-1z-1,z e £ +
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принадлежащая пространству I^^/p(D+), 0 < ^ < 1,2 < р < от , при 

|n(t)| Ф |b(t)|,t £ Г, удовлетворяет сингулярному интегральному уравнению

(4f)(z) = a(z)f(z) + £^)(Sf)(z) +

+ ^(Tf)(z) +^(Tf)(z) = £i(z), (1.38)

где

1Д /(Ods<
(T/)(z) =

(Tf)(z) = -1^ ф^,
nJJD+ ( - Z

(Sf)(z) =
1 cr f«)ds<
X«-z)2'

Обратно, если при |n(z)| Ф |b(z)|,z £ 6+ уравнение (1.38) имеет 

решение f(z) в классе ^_2/p(D+), 0 < /? < 1,2 < р < от, то функция

za(z)(Tf)(z) + Zb(z)(Tf)(z),z e D+, 
z(Tf)(z),z e D-,

будет решением задачи (1.25) , (1.26) , причем числа линейно­

независимых решений однородной задачи (1.25) , (1.26) и однородного 

уравнения (1.26) совпадают.

ИХ) = {

1.3.3. Исследование модельного интегрального уравнения

Интегральное уравнение (1.38) включается в класс двумерных 

сингулярных интегральных уравнений изученных в работе [46], для которых 

получены необходимые и достаточные условия нетеровости и формула для 

подсчета индекса в лебеговом пространстве ^_2/p(D). Прежде всего
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отметим, что имеет место

Лемма 3.2. Если f(z) принадлежит пространству Lp^^^(\z\ < 1), 

то операторы

(Л (z) - Л (0)) 1 (Tf)(z), (В (z) - В(0)) -1 (Tf )(z)

вполне непрерывны в Lp^^^(\z\ < 1), 1 < ^' < 2,1 < р < го.

В силу этой леммы в качестве модельного уравнения (1.38) можно брать 

уравнение

(^of)(f)(z) = f(z) + A|(5f)(z) +

+ f (Tf)(z) +1 (Tf)(z) = 5(z), (1.39)

где через p и v обозначены p = Л(0),v = В(0). Ниже для (1.39) 

получим эффективные необходимые и достаточные условия нетеровости и 

формулы для подсчета индекса.

Приступим к исследованию уравнения (1.38). Изучение проводится по 

схеме, изложенной в работе [45]. Сначала изучается свойства композиции 

операторов 55, T5, T5, TT, T2. Базируясь на этих свойствах, введем в 

пространстве Lp, . (\z\ < 1), 1 < ^' < 2,1 < р < го, замкнутоер -2/р
подпространство

y(N) = {f(z):f(z) е L^ TH < 1),

fk(r) = 0 при — N < fc < N,

где ffc(r) - коэффициент Фурье функции f(z):
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fk(T = [ f(z)elk^dp, к = 0, ±1, ±2,
2я70

z = rElv,

N - некоторое натуральное число. Устанавливается, что справедлива 

следующая

Лемма 3.3. Для любых значений A,p,v, где |Л|^1, существует 

натуральное число N0(A,p,v) такое, что уравнение (1.37) безусловно 

разрешимо в V(N) при N > N0.

Далее, в силу леммы 3, исследование уравнения (1.39) сводится к 

изучению конечной совокупности одномерных интегральных уравнений для 

коэффициентов Фурье искомой функции f(z), которые имеют вид:

fk (r) = 2£ (0'£-1 f-dp)dp -

-2v 10Г 1 (r) fk(P')dP - W-M + 9k(r)'

f-k(r) = 2 £ ^бДгГ'-ftp)1'/, -

-2vf)1(^) f-k(p)dp - A.fk(p) + 9-k(r),npu 1 <k<Nu

(1.40)

f0(r) = 2j0r^(£)f0(p)dp-

-2v £ 1 Д f0 (P)dP - hf0 (r) + 90 (r) при k =
(1.41) 

0.

Для изучения уравнений (1.40), (1.41) перейдем в первой строке 

(1.40) к комплексно-сопряженным значениям, присоединяя к (1.40) 

уравнение, полученное из (1.40) переходом к комплексно 

сопряженным значениям, вводя новые функции uk,vk,u0,v0 по 

формулам
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ufc(r = fk(r) + Af-k(f), vk(f) = Af-K(r) + f_k(r) 

при 1 < к < No,

u0(r = fo(r) + Afo(r), v0(r) = Af0(r) + fo(r) при к = 0

и полагая |Л| Ф 1, получим следующие системы интегральных

уравнений относительно неизвестных ик, vk, и0, uo:

Jjo1 7^ (?)";<(p,''p + ) ,
Uk(r)=-i+Si1^Vk(P)dP\ + 3k(r)’

2 (fo 7П21 (?)Uk(P)dp +) Ufc(r)=^{+Jo11n22(?)Vfc(p)dpJ + fl-fc(r)’
(1.42)

при 1 < к < No.

<— j-'llbiW^uoteMp+l 

U^ 3 +j-;'^(9»o(r).ip )

2^-£■^©Uo(P).<P-)
<o(C) = -^ 2 7 f + 5o(r),4 —JoriiLr^(>o(r)dpJ

+ 9o(r),

(1.43)

при к = 0, где Д = (1 — |Л|2) 1 и

П^1(т) = утк+1, если 0 < т < 1,
— |Л|2(к — 1) + ЛД, если т > 1;

^12(^) = { Яутк+1,если 0 < т < 1, 
—Л(к — 1) + Дт1-к, если т > 1;
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^21(О — { (Л(к + 1) — ^)т2+1,если 0 < т < 1, 
—Лут1-2,если т > 1;

^22(т) — { |Л|2(к + 1) + Я#т2+1,если 0 < т < 1, 
ут1-2, если т > 1.

Рассматриваемые в пространстве Lp4 (0,1) системы уравнений (1.42), 
Р1/Р

(1.43) относятся к системам интегральных уравнений с ядрами однородными 

степени -1, удовлетворяющими условиям суммируемости с показателем 

^': 1 < ^' < 2. Из результатов [44] - [46] следует, что если |Л| < 1 и ft2(t) ^ 

0 при всех t: —го < t < го, где

4 
ftk(t) — 1 —1—И2Х

(|Z|2-^ey)(1-^z+i^)+^e(Z^+v)+|v|2-|^|2-ikZmyХ — , (1.44)22-(2-£'+it)2

0 < к < М0,у — Яд — v то оператор из к - ой системы (1.42), (1.43) будет 

нормально разрешимым в пространстве L^ на отрезке [0,1]. При этом 

соответствующая к - система (1.42), (1.43) имеет конечное число линейно 

независимых решений, а для разрешимости неоднородной системы 

необходимо и достаточно, чтобы ее свободный член удовлетворял конечному 

числу условий разрешимости и индекс указанной системы буде равен

х2 — —2 /п^ ft2(t), при 1 < к < W0,
(1.45)Ind 

ro<t<ro
ft) (t), при к — 0,#о

Переходя от этих результатов к формулировке результатов для исходного 

модельного уравнения (1.39), отметим, что каждому решению однородной 

системы (1.42) либо (1.43) отвечает решение однородного уравнения (1.38), по 

формуле
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f(z) = fk(r)elk^ + f-k(r)e lk® ,z = re1®,

причем таким образом исчерпываются все решения однородного уравнения 

(1.38). При этом очевидно, что функции построенные по линейно 

независимым решениям однородной системы (1.42) либо (1.43) с 

фиксированным номером к будут линейно независимым. То же самое 

относится к функциям, построенным по решениям (1.42), (1.43) с различными 

к.

Положим

S(t) = П &(t).
0<k<W0

(1.46)

Резюмируем окончательный результат для модельного интегрального 

уравнения (1.39).

Теорема 3.1. Пусть |Л| Ф 1 и Q(t) Ф 0 при всех t: —го < t < го. 

Тогда однородное модельное интегральное уравнение (1.39) в Ь^г_2/ , 1 < 

ft' < 2,1 < р < го имеет конечное число х+ линейно независимых (над 

полем вещественных чисел) решений.

Для разрешимости неоднородного уравнения (1.39) в Lpr_2^ 

необходимо и достаточно, чтобы его свободный член удовлетворял конечному 

числу я- условий

Re II g(z)^(z)dsz = 0,
^|z|<1

где 'ф(г) - пробегает базис решений однородного сопряженного к (1.39) 

уравнения из пространства 1%_р,_2/ . При этом индекс уравнения (1.39) 

равен
N0

х+ — X £**•
fc=0
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1.3.4. Формулировка результатов для задачи

сопряжение (1.25),(1.26)

Прежде всего сформулируем основные результаты для исходного 

интегрального уравнения (1.38).

Имеет место

Лемма 3.4. Пусть функции a(z),b(z),c(z),d(z) удовлетворяют 

указанным выше условиям и |а(0)| Ф |b(0)|. Тогда

А=А0А1+Т, (1.47)

где Т - вполне непрерывный оператор,

(Aif)(z) =

= (|я(0)|2 - |b(0)|2)-1/(z) + (S(0)b(z)

-b(0)^>M|<1«^ds< +

+(а(0) + 3)-1{a(0)b(0)b(2) - ^Уа^)

+ Sb(0b(Zb №„.1^

40 - модельный интегральный оператор из (1.39), 5 = 0, если а(0) Ф 0 

и равно 1, если а(0) = 0.

Теперь, зная результаты для операторов Л0,Д1л на основе известных 

фактов теории линейных операторов, можем получить из (1.47) условия 

нетеровости уравнения (1.38) в LpRr , (|z| < 1) и формулу для вычисленияр -2/р
его индекса. Из этих результатов для задачи сопряжение (1.24),(1.25) следует

Теорема 3.2. Для разрешимости задачи (1.25),(1.26) в классе W,
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необходимо и достаточно выполнение условий:

1. |a(z)| Ф |b(z)| при |z| < 1,a(t) Ф 0 при |t| = 1,

2. Qk(t) Ф 0, —га <t<ra, 0 < к < No,

причем индекс задачи равен

No

х = -2Inda(t) + ^ xfc,
fc=0

где

^fc = —2 Ind Qfc(t), при 1 < к < N0,

Xo = Ind 
rn<t<rn

£o(t),npuk = 0,

функции Qfc(t) определяются по формуле (1.44).
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ГЛАВА 2. ФОРМУЛА ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ 

НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С СИНГУЛЯРНЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ 

§2.4. Одномерный случай

Пусть в прямоугольнике Q = {0<t<T,0<x<l} требуется найти 

решение уравнения

ди
~dt

-■^г + Е^2и = 0
д2х х2 (2.1)

удовлетворяющему начальному условию

u(t,x)|t=o = ^(x) (2.2)

и граничным условиям при t > 0

u(t, 0) = u(t,l) = 0. (2.3)

При этом предполагается, что функция rp(x) непрерывна и

удовлетворяет условиям согласованности ф(0) = ф(1) = 0

Такую задачу назовем сингулярной смешанной задачей.

Сначала мы попытаемся найти нетривиальное, то есть не равные нулю 

тождественно, решения уравнения (2.1), вида

u(t,x) = T(t)X(x) (2.4)

удовлетворяющее граничным условиям (2.3)

— +

2Р^х
2

x— = 0
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Так как независимая переменная t входит только в первую из этих 

дробей, ах - только во вторую, то приравнивая вторую из дробей постоянной 

Л, получим следующие два уравнения:

Т + АТ = 0 (2.5)

X" + (Л - у )Х = 0. (2.6)

Чтобы получить нетривиальное решение u(t, х) , вида (2.4), 

удовлетворяющее граничному условию (2.3), необходимо найти 

нетривиальное, то есть не равное тождественно нулю, решение уравнения 

(2.6), удовлетворяющее краевому условию

Х(х) = X(l) = 0 (2.7)

Такая задача называется задача Штурма - Лиувилля на собственные 

значения и собственных функций.

Формула, дающая общее решение уравнения (2.6), имеют существенно 

различный вид, в зависимости от того, что

А < 0,2 = 0 или А > 0.

Рассмотрим в отдельности каждый из этих трех случаев.

2.4.1. Случай 1. (А = —к2 < 0).

В этом случае уравнение (2.6), примет вид:

X'' + (fc2— P-L)X = 0.

Как известно, общее решение этого уравнения есть
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X(x) = Vx(C1Iv(kx) + C2Kv(kx)), (2.8)

где v2 = р2 + ±,Iv(kx), Kv(kx) - модифицированные функции Бесселя 

(функции Макдональдо)(см. [17], [18]). Как мы знаем, функция JxKv(kx) 

неограниченно возрастает, когда x ^ 0 и поэтому в (2.8) берем С2 = 0. Мы 

знаем также, что у функции Iv(kx) нет вещественных корней, а потому 

заставить решение (2.8) обратиться в нуль при x = I невозможно. Значит, и 

С1 = 0.

Тогда мы получим только тривиальное решение уравнения (2.6).

2.4.2. Случай 2. (А = 0).

Тогда общее решение уравнения (2.6) имеет вид:

X(x) = Jx(C1xv + C2x-v)

Данная функция ограничена в нуле, только если С2 = 0 , но тогда 

возрастающая функция x2+v не сможет обратиться в нуль при x = I. Значит, 

и С1 = 0. Таким образом, мы так же, как и в предыдущем случае, приходим к 

выводу, что только тривиальное решение уравнения (2.6) может 

удовлетворить обоих краевых условий (2.7).

2.4.3. Случай 3. (Л = к2 > 0).

В этом случае, уравнение (2.6), примет вид:

2
X" + (k2 - 4-)Х = 0,x2

общее решение которого есть
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Х(х) = V^(C1Iv(kx) + CAJ-^kx)),

где v2 = p2 + 1,/±v(x) - функции Бесселя первого и второго рода. Если 

v2 = р2 +1 целое, то в качестве второго решения берем функцию Вебера 

второго рода Yv(x) [17], [18].

Поскольку функция Vx/-v(kx) неограниченна в нуле, мы вновь обязаны 

принять, что С2 = 0. Так как, согласно теории функции Бесселя (см. [17]), 

функция Бесселя первого рода Jv(x) имеет счетное множество 

положительных корней, то она способна обратить в нуль функцию X (x) при 

x = l. Итак, пусть k = k(v), k(v),..., k^,..., положительные корни уравнения 

Jv(kl) = 0 , расположенные в порядке их возрастания, тогда функции 

VxJv(k(v)x),m = 1,2,... , дают нетривиальные решения уравнения (2.6) 

удовлетворяющие краевым условиям (2.7) при Л = Лт = (k^)2, то есть 

Лт = (к^у собственные значения, а соответствующие собственные 

функции 4xJv(km')x),m = 1,2,... , образуют ортогональную систему в 

L2[(0, l)x] (см. [18]). Вернемся теперь к поставленной в начале сингулярной 

смешанной задаче. Поставив в уравнение (2.5) вместо Л его Лт = (к^)2, мы 

получим

Т" + (кт>)2Т = 0

Отсюда Tm(t) = Ame-ik''i»))2[

Поэтому все функции um(t,x) = Ате-(кк}yt^jv(kmm>x) по

построению удовлетворяют уравнению (2.1) и граничным условиям (2.3) при 

любых Ат. Попытаемся определить эти постоянные таким образом, чтобы 

бесконечный ряд
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u(t,x) = Хт=1 Ame ^k^2tVxJv(k^x) (2.9)

удовлетворял начальному условию (2), то есть:

от
u(t,x)|t=0 = ^ XmVx/vCk^x) = ^(x), 

т-1

откуда видно, что Ат есть коэффициенты Фурье - Бесселя функции 

^(x) по системе собственных функций {^xJv(km')x)}OT. Они вычисляются по

формуле:

Ат= ■, „ fvK [ <P(x')Jv(km)x')xdx-
l2J2+1(km)J0

Коротко остановимся на условии сходимости ряда (2.9).

Так как система функций 4xJv(km')x),m = 1,2,..., образует полную 

ортогональную систему в А2[(0, Z); x] (см. [18]) и ^(0) = <p(l) = 0 в силу 

условия согласованности, то функция Vx^(x) разлагается в регулярно 

сходящийся ряд по системе функций JxJv(k(m')x),m = 1,2,..., (см. теорему § 

23.7 [18]).

V%^(x) = Ет=1 Cm^^xJv(kmv)x) (2.10)

где С№ = i2j2 ^(v)^ Ф&АС^п^)^, то есть Am = C<mv.

Следовательно, в силу ограниченности функций e-(k™))2t при t > 0, 

ряд (2.9) также сходится абсолютно и разномерно, как ряд (2.10).

Поэтому функция u(t,x) , определяемая этим рядом, непрерывна в 

замкнутом прямоугольнике Q = {0<t<T,0<x<l} , и принимаем

заданные значения на его нижнем основании и на его боковых сторонах. Оста 
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показать, что внутри Q и на верхнем основании она удовлетворяет уравнению 

(2.1). Для этого достаточно показать, что ряды, полученные из (9), почленным 

однократным дифференцированием по t или двукратным почленным 

дифференцированием по х, также абсолютно и равномерно сходятся при t > 

t0 > 0, какого бы ни было t0 > 0. А это последнее утверждение слндует из 

того, что при всяком положительном t0, (к^))2e~-'k^')2t° < 1 если m 

достаточно велико, ибо к^1 = (т + 1vn — 1)л: + О(1/т)[17].

Таким образом, ряд (2.9) да классическое решение задачи (2.1)-(2.3).

2.4.4. Основной результат

Теорема 4.1. Пусть к = к(\к(\...,кт\..., положительные корни 

уравнения ]у(к1) = 0, расположенные в порядке их возрастания. Тогда задача

ди 
dt

д2 р2
^2^ + ^2и = 0,0 < х < l,0 < t

u(t,x)\t=o = ф(х) 

u(t,0) = u(t,l) = 0.

имеет единственное классическое решение в виде

от
u(t,x) = ^ Ате~(к™^4х]у(к^х)

т-1

где коэффициенты определяются по формуле:

Ат = , (VK [ ^(х)]у(кт)х)хах-
12]2+1(кт)}0
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§ 2.5. Формула представления в многомерном случае

2.5.1. Постановка задачи

Пусть в цилиндре

G = {(t, х): 0 < t < те, х Е D},

D = {г < а} п — мерныйшаррадиуса а , требуется найти решение 

уравнения

f — Лпи + ^и = 0 (2.11)

удовлетворяющее начальному условию

u(t,x)\t=0 = ф(х),х = (х1,х2,...,Хп) (2.12)

и при t > 0 краевому условию

и(^х)\г=а = (0) (2.13)

где функция р(х) Е C2(D) и удовлетворяет условию согласованности

Ф&х)\г=а

п
= 0,Дп =^ 

i=1

д2
дх2

п - мерный оператор Лапласа,

п
2 = \х\2=^х2 

к=1

р - постоянное число. Такую задачу назовем начально - краевой задачей 

с сингулярным коэффициентом.
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2.5.2. Метод разделения переменных

Сначала мы попытаемся найти нетривиальное, то есть не равные нулю 

тождественно, решения уравнения (2.11) вида

u(t,x) = T(t)X(x) (2.14)

удовлетворяющие краевому условию (2.13)

Подставляя (2.14) в уравнение (2.11) и разделяя переменные, получим 

т' -△пх + ^2х_
7 + X = 0

Так как независимая переменная t входит только в первую из этих 

дробей, ах - только во вторую, то приравнивая вторую из дробей постоянной 

Л, получим слудующие два уравнения

Т'+ЛТ = 0 (2.15)

ДпХ + (Л - ^2)Х = 0. (2.16)

Чтобы получить нетривиальное решение u(t, х) вида (2.14), 

удовлетворяющее краевому условию (2.13), необходимо найти нетривиальное, 

то есть не равное тождественно нулю решение уравнения (2.16), 

удовлетворяющее краевому условию

Х(х)\г=а = 0 (2.17)

Такая задача называется задача Штурма - Лиувилля на собственные 

значения и собственных функций.

В уравнение (2.16), переходя от декартовых координат х1,х2,... ,хп к 

сферическим координатам г, 61, 62,..., 6п-1, ищем его решение, в виде
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Х(х) = X(r,s) = R(r)Yk,n(s) (2.18)

В этих координатах, уравнение (2.14) перепишется так [17],

S + (nr^ + 7? + ^-&y = 0’ (2.19)

где введены обозначения:

п—1

Z1 д . . дХ'
j=iqjsinn—j—1ej'de'j^sin ej"de^^

п- мерный сферический оператор Лапласа,

q1 = 1,qj = (stnd1stnd2... sinOj — 1)2

s - точка единичной n - мерной сферы с угловыми координатами 

61,62,...,6n—1, Ykn(s) - п -мерные сферические функции порядка к . В 

дальнейшем размерность п - пространства будет оставаться фиксированной, 

и мы будем опускать слово п - мерная в названии сферической функции.

Подставляя (2.18) в (2.19) и разделяя переменные, получим

[R"(r) + П—-R'(r) + (Л — ^2)R(r)]Yk,n(s) + ^R(r)XYk,ns = 0

Воспользуемся тем, что сферические функции Ykn(s) удовлетворяют 

уравнениям &sYk,n(s) + к(к + п — 2)Yk,n(s') = 0 ,[1]. Исключая &sYk,n(s), с 

помощью этого уравнения, получаем

R"(r) +n—^R'(r) ■ (A p2+k(k+n—2))R(r) = 0 (2.20)

В уравнение (2.20) введем вместо R(r), новую искомую функцию w(r), 

по формуле
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R(r) = raw(r) (2.21)

где а - постоянная. Дифференцируя, имеем очевидное равенство

R'(f) = ura-1w(r) + raw'(r)

R"(r) = a(a — 1)ra-2w(r) + 2ara-1w' (r) + rawn(r)

Подставляя выражения R(r),R'(r),R"(r) в уравнение (10), после 

элементарных преобразований, получим уравнение для w(r):

r2w"(r) + (2а + п — 1)rwf(r) +

+Ар2 — [р2 + к(к + п — 2) — а(а + п — 2)]w(z) = 0

Если положить, что это уравнение а = —П-2 ,Л = р2 (то, что Л 

должно быть положительным доказывается так же, как в работе [4]) то 

получим уравнение Бесселя

r2w"(r) + rw'(r) + [p2r2 — (—----- -— --------- —)]w(r) = 0

Как известно [18], общий интеграл этого уравнения будет

wk(r) = CJVk(pr) + C2J-vk(Vr)

9 4q2 + (2к + п — 2)2 
v2 = 4

где J±Vk(x) - функции Бесселя первого и второго рода, прич, если vk- 

целое положительное число, то J-V (X) надо заменить на YVk(x), по формуле

Jv(x)COSVTt— J-V(x)
Yvb(x) = Um---------- :---------------

k v^vk Sinvn

65



Поскольку J—V (х) обращается в бесконечность при х=0, а мы хотим 

иметь ограниченное при г = 0 решение, то в формуле для wk(r) берем 

С2 = 0 . не ограничивая общности, мы можем считать, С1 = 1 , т.е. 

положительной

^к(г) = Jv,(!-ir),

9 4р2 + (2к + п — 2)2
v2 =-------------- ---------------

* 4

Итак, поскольку JVk(pr) = 0(rVk) при г ^ 0 то ограниченными в нуле 

решениями уравнения (2.10) с учетом (2.11) будут:

п—2
Rk(r) = r—~Jvk(^r)

Таким путем, мы получим бесчисленное множество решений 

(ограниченных при г ^ 0) уравнения (2.6), вида:

п—2
^к.д(х) = ^k,M(r,s) = r—~Jvk(^r)Ykin(s)

где к = 0,1,2,... - целое, постоянная ц > 0 может иметь любое

значение.

Так как, согласно теории функций Бесселя (см. [17]), функция Бесселя 

первого рода JVk(pr) имеет счетное множество положительных корней, то 

она способна обратить в нуль функцию Х(х) при \х\ = г = а. Итак, пусть 

ц = p(Vk>), ц^к\..., Ц-т^,..., положительные корни уравнения JVk(pa) = 0 , 

расположенные в порядке их возрастания, тогда функции

п—2 . ..
Хк;т(г^') = г—^ГJvk(Цmг)Ykln(s),

к = 0,1,1, ...,т = 1,2,...
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дают нетривиальные решения уравнения (2.16), удовлетворяющие краевым 

условиям (2.17) при Л = Лк>т = (^т^)2 , то есть Лк>т = Gu£k))2 - 

собственные значения, а соответствующие собственные функции Хкт(г, s) = 

r-Ггасп-22^(^гугк'Пф,к = 0,1,1,..., т = 1,2,... , образуют

ортогональную систему в L2 [£] (см. [3]). Вернемся теперь к поставленной в 

начале сингулярной смешанной задаче. Подставив в уравнение (2.15) вместо 

Л , его значение Лк,т = (^(пк))2, мы получим

т' + (№?т = 0

Отсюда Tk,m(t) = Ак.те-^')2.

Поэтому все функции

Uk,m(t’x) = Ак.т6-1^^')2(г~"^~Jvk(P-mr)Yk,n(s)

по построению удовлетворяют уравнению (2.11) и граничным условиям 

(2.13) при любых Акт . Попытаемся определить это постаянные таким 

образом, чтобы бесконечный ряд

u(t,x) =

Zk=o lk=o Akrne-{y''mk'>')2tr~'^rjvk(PVmr}Yk,n(s) (2-22)

удовлетворял начальному условию (2.12), то есть

г (vk)y2 -П-2 z V ЧW(t,x)lt=0 = X X Ак,те ‘"т ) tr 2 ЩКпЮ = <P(x) =

= <p(r,s~)

откуда видно, что Акт есть коэффициенты Фурье - Бесселя функции
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<р(х) по системе собственных функций

п—2
Xk,m(r>s) = r~^2JVk(^vr^r')Ykin(s),k = 0,1,2,...,т = 1,2,....

Они вычисляются по формулам

Ak,mYk,m(s) =

а
Nk,m ^(a,s')Jvk(^mk)a)Ikin((s,s'))a2 dads',

где Ik,n((s, s')) - сферическая гармоника порядка k,s,s'eS1 - точки

единичной сферы S1, (s, s') - скалярные произведенные единичных векторов 
< _ < _ 
OS и OS',

Ло'   с;пП — 2 Д' d^n — З п' . Д' rl Д'Д Д' ... г1Д' лг _ds sin Oi^si^l ^2 si^lOyi idUidu2 d^^ 1, ^k ~^n

2(2k + n — 2)
n+2 „(n—2)isiia 2 Jik+i(^m^a)

Здесь мы воспользовались формулой для сферических функций: [17].

2k + n — 2 Г
Ykn(s) = {п_ 2)|5i| ^ Yk,n(s')Ik,n((s,s'))ds',

и их ортогональностью,

J Yk,n(s,)Ik,n((s,s'))ds' = 0,k *j'

а так же свойствами обобщенной ортогональности функций JVk(^mP) при 

фиксированном
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v2 = 4q2 + (2k + n-2)2[18],
4

а именно:

So PJvk(P-tVk'lP')Jvk(P-(IVk)P')dp = О при i*j,

С G2J PJ2k(^(nk)P)dP ^^Jvk(^(nk)a)

и полноту системы функций

Uvk(P(nk)r)Yk,n(s)}k = 0,1,2,..., т = 1,2,....

Коротко остановимся на условиях сходимости ряда (2.22).

Так как система функций

Uvk(№r)Yk,n(s)}k = 0,1,2,..., т = 1,2,....

ортогональную систему в L2[D] (см. 

условий согласованности, то функция

образует полную 

ф(х)\г=а = 0, в силу 

разлагается в регулярно сходящийся ряд, по системе функций

[18]) и 

rj-2<P(x)

где

{Jvk(.PiVk'>r)Yk,n(s')}m = 1,2,....

п-2^(Х) = Zk=Q zm=o Ck,mJvk(P(nk)r)Yk,n(s) (2.23)

^k,mYk,n(s)

Nk.m J J V(^,s')Jvk(P(mk)a)Ik,n((s’s'))a2dads'’
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то есть Afc,m — Ск,т.

Следовательно, в силу ограниченности функций е~(ртк У* при t > 0, 

ряд (12) также сходится абсолютно и равномерно, как ряд (2.22).

Поэтому, функция u(t, х) , определяемая этим рядом, непрерывна в 

замкнутом цилиндре Ст — (0, го) X D, и принимает заданные значения на его 

нижнем основании и на его боковых сторонах. Оста показать, что внутри 

Ст — (0, го) x D, она удовлетворяет уравнению (2.11). Для этого достаточно 

показать, что ряды, полученные из (2.22) почленным однократным 

дифференцированием по t или двукратным почленным дифференцированием 

по х, также абсолютно и равномерно сходятся при t > t0 > 0, какого бы ни 

было t0 > 0. А это последнее утверждение следует из того, что при всяком 

положительном t0

(^тк^)2 е~(^тк ^2t° < 1

если m достаточно велико, ибо ^^1 — (т + 1vfc — 1)п + о(1/т)[2]. Таким 

образом, ряд (2.22) да классическое решение задачи (2.11)-(2.13).

2.5.3. Основной результат

Теорема 5.1. Пусть ц — ^(Vfc), ^(Vfc),..., Цп*), ■ ■ ■, положительные корни 

уравнения WM') — °. расположенные в порядке их возрастания. Тогда 

задача

—Дп и + ^и — 0,0 < |х| — г < а, 0 < t < го (2.24)

u(t,x)\t=o — ф(х) (2.25)

u(t,x)lr=a — 0 (2.26)
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имеет единственное классическое решение, в виде

^=1 „U(t,x) = ^ ^ Акте (1*т ) tr 2 Jvk(Hmkr)Yk,n(s),

где коэффициенты определяются по формулам:

Ak,mYk,m(s) = Nk,m J J ^(ff,s'i/Vt(M^t)ff)/fc,n((s,s'))ff2dffds',

N 2(2к + п — 2)
'т (п — 2)\S1\a^J2k+1(j№}a)
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Обсуждение полученных результатов

( (-1дУ)’

Глава 1 посвящена изучению задачи Дирихле и Неймана для 

эллиптических систем второго порядка с двумя неизвестными функциями от 

двух независимых переменных с разрывными коэффициентами на плоскости. 

В § 1 первой главы рассматривается следующая система уравнений

a(z)^z^ + b(z)Wzz + c(z)(z/\z[)nWzz + (z/\z\)nd(z)Wzz + 
+ a1(z)Wz + b1(z)Wz + c1(z)Wz + d1(z)Wz+ (1)
+ 61(z)W + h1(z)W = g(z),

где z = x + iy,W = u(x,y) + iu(x,y), n - целое число,

д . д\ д _1 
dx + ldy)'dz~2

a(z), b(z), c(z), d(z) являются непрерывными в ограниченной 

односвязной области D функциями, g(z) Е LPp_2/p(D) (0 < ft < 2,р > 2):

lp„ 2(D) = {g(z)®zf~^g(z) = р-г р

= G(z) Е Lp(D),\\g\\LP = \\G\\i₽}.Ь0-2/р

Как видно, коэффициенты уравнения (1) при производных Wzz и Wzz в 

точке z = 0 имеют неустранимый разрыв. На каждом луче, выходящим из 

начала координат, функция (z/\z\)n постоянна и в точке z = 0 имеет 

различные пределы по лучам. Эллиптичность системы (1) означает, что 

выполнено неравенство

\a(z) + c(z)t\2 - \b(z) + d(z)t\2 Ф О, (2)
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Для VzED, |t| = 1. Из работы [30], следует, что условие (2)

эквивалентно выполнению одного из неравенств:

|Ai(z)|>|A(z)| + |^(z)|,VzeD, (3)

|Д2 Cz)| > |A(z)| + |^(z)|,Vz е D, (4)

где

Ai(z) = |a(z)|2 - |b(z)|2,A2(z) = |d(z)|2 - |c(z)|2,

2(z) = a(z)c(z) — b(z)d(z),^(z) = a(z)d(z) — b(z)c(z).

Для системы (1) ставится следующая

Задача Дирихле. Найти непрерывное решение системы (1) в области D 

из класса W^2(D),2 < р < го, удовлетворяющие на границе Г условию

W)|r = 0. (5)

Задача (1), (5) при п = 0, была изучена Б.В.Боярским [59] в случае 

сильно эллиптических систем, то есть когда коэффициенты системы (1) 

удовлетворяют неравенству

||a(z)| — |b(z)|| > |c(z)| + |d(z)|, при Vz е D.

В работах [38], [39] Джангибекова Г. были изучены задачи Дирихле и 

Неймана для общих эллиптических систем уравнений второго порядка с двумя 

функциями от двух переменных c непрерывными коэффициентами при 

старших производных. Показано, что указанные краевые задачи не всегда 

обладают "фредгольмовыми" свойствами. В предположении непрерывности 

коэффициентов системы при старших производных были установлены 

необходимые и достаточные условия нётеровости и даны формулы для
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вычисления индекса указанных задач в пространстве Соболева W2(D),2 < 

р < ^. Далее введем следующие обозначения:

2»(1-р) 

(к+2)(к+| —п)
,к>п0)

к Ф ^ (1 + signn) — 1,2 + 2 = 1, п0 - целая часть числа (п — 1)/2;

Л = <

ГД1(0)
ц(0) '
ц(0)

{Д2(0),

если выполнено (3);

если выполнено (4).

Через ЦР(Л) обозначим число, равное для |Л| < 1 количеству значений

к при которых Яр(к) < |Л|, а для |Л| > 1 равное количеству значений к,

при которых Яр(к) > |Л|.

Если п > 0, то введем число

Хр(Л) =

—2Цр(Л) 
2п — 2Цр(Л) 
п + 1

при |Л| < 1,
при |Л| > 1, и Цр(Л) = п/2,
при |Л| > 1, и Цр(Л) = п/2,

если п < —1, то введем

Хр(Л) =

— 2Цр(Л)
2п — 2Цр(Л) 
п + 1

при |Л| < 1, и Цр(Л) = п/2, 
при |Л| > 1,
при |Л| < 1, и Цр(Л) = п/2.

Основными результатами параграфа 1 являются
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Теорема 1.1. Пусть в (1) п = 0. Тогда для того чтобы задача Дирихле 

(5) для эллиптической системы (1) в классе Wp^D), 2 < р < т была н,

необходимо и достаточно выполнение одного из следующих (исключающих 

друг друга), условий:

|A1(z)| > |2(z)| + |^(г)|для всех z е D, (6)

|A2(z)| > |2(z)| + |д(г)|для всех z е D; p(t) Ф 0 для всех t е Г. (7)

При этом, если выполнено условие (6), то задача фредгольмова; если 

выполнено (7), то индекс задачи равен

х = -2/ndr^(t).

Теорема 1.2. Пусть в (1) п Ф 0 и 2(0) = 0. Если Л Ф 1, А Ф Яп(к), k 

целое, k > 1/2п(1 + signn) и выполняется одно из исключающих друг друга 

условий (6), (7), то, задача Дирихле для эллиптической системы (1) в классе 

Wp2(D), 2 < р < т нетерово, причем если выполнено (6), то индекс задачи 

равен хр(Д), а если выполнено (7), то

И = 2/ndr^(t) + Хр(2).

Аналогичные результаты имеют место для задачи Неймана для системы 

(1).

В § 2 рассматривается более частная по сравнению с изложенной в 

параграфе 1 эллиптическая система с разрывными коэффициентами, с целью 

получения более конкретных результатов относительно картины 

разрешимости рассматриваемых задач. Пусть отыскиваются непрерывные 

решения неоднородной системы

75



a(z)+b(z)e2i<p Д + + bi(z)+ ci (z) -^ +
v y dzdz dz2 -z-z-z (g)

+d1(z)-= + e1(z)^ + h1(z)^ = g(z),

в области D из класса W2(D),2 < p < rc>, удовлетворяющие на

границе Г, условию

^(01г = 0. (9)

Следующее утверждение следует из работы Г.Джангибекова [30]:

Теорема 2.1. Пусть в (8) а(0) = 0 или b(0) = 0. Тогда для того, 

чтобы задача Дирихле (9) для эллиптической системы (8) была нетеровой, 

необходимо и достаточно выполнение одного из следующих (исключающих 

друг друга) условий:

|a(z)| > |b(z)| для всехz е D, (10)

| a(z) | < |b(z)| для всех z е D, a(t) Ф 0 для всех ter. (11)

При этом, если выполнено условие (10), то задача фредгольмова; если 

выполнено (11), то индекс задачи равен

х = -2/ndra(t).

Наряду с исходной задачи (8),(9) рассматривается вспомогательное 

модельное уравнение

a(0)S+b(0)e2i^=g(z) (12)

и задача (9) для (12). Введем обозначения:
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2

R.(k> =
4(1 — р Ь(0)

1---------- р,к = 0,2,3...... ; Л = 4-^,
к2— 4 «(0)

р2

х+ и х_ - соответственно обозначают число линейно независимых (над 

полем вещественных чисел) решений однородной задачи 8, 9 и число условий 

разрешимости неоднородной задачи.

Основными результатами параграфа 2 являются

Теорема 2.2. Для нормальной разрешимости модельной задачи (12), (9) 

в классе WPD), 2 < р < т, необходимо и достаточно, чтобы

\2\*1u\9\*Rp(ko),ko = 0,2,.... (13)

Если \Л\ < Rp(2), то задача (12), (9) имеет в классе Wp(D) (2 < р < 

т) единственное решение;

если Rp(k0) < \Л\ < Rp(k0 + 1), к0 = 2,3, ..., то м+ = 0,м_ = 2к0 — 2; 

если 1 < \Л\ < р — 1, то м+ = 3, х_ = 0; если \Л\ > р — 1, то м+ = 4,х_ = 

0. При этом линейно независимые решения однородной задачи и условия 

разрешимости неоднородной выписываются в явном виде.

Теорема 2.3. Для того, чтобы исходная задача (8), (9) в классе Wp(D), 

2 <р < т была нетеровой, необходимо и достаточно выполнение условий

\a(z)\ Ф \b(z)\ для всех zED, a(t) Ф 0 для всех t Е Г, (14)

\9\*Rp(k),k = 0,2,..., (15)

причем индекс задачи равен

х = —2Indva(t) + мр(Л),

где
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Хр(л) =

—2^р(Л)
4 — 2P-pW
3

при |Л| < 1,
при |Л| > 1, и ^р(Л) Ф 1, 
при |Л| > 1, и р.р(Л) = 1.

Результаты параграфов 1 и 2 главы 1 опубликованы в работах [3-A] и [4- 

A], где установлены эффективные необходимые и достаточные условия 

нетеровости задачи Дирихле и Неймана для эллиптической системы второго 

порядка с разрывными коэффициентами и получены формулы для вычисления 

индекса.

В § 3 главы 1 изучается задача линейного сопряжения для обобщённой 

системы Коши - Римана с сингулярными коэффициентами в весовом 

пространстве Лебега Ь^^^2/ (D+) п ^1(^+), где 2<р<^, 0<Д<1. 

Указанная система ранее была предметом исследования со стороны Л.Г. 

Михайлова и З.Д. Усманова при различных условиях малости коэффициентов. 

В данном параграфе, путем эквивалентного перехода к двумерным 

сингулярным интегральным уравнениям по ограниченной области 

доказывается, что данная задача нётерова и получена формула для подсч 

индекса задачи. Как оказалось, сингулярность коэффициентов существенно 

влияет на разрешимость рассматриваемой задачи и зависит от показателя веса 

рассматриваемых пространств функций. При этом, от коэффициентов 

системы, в отличие от соответствующих работ Л. Г. Михайлова и З. Д. 

Усманова, не требуется условия малости коэффициентов.

Пусть G+ = {z: |z| < 1}, Г = {t: |t| = 1}, G- = {z: |z| > 1}. Обозначим 

через W(^) - множество функций ^(z), принадлежащих ^^^^2/p(^+) n 

W1(D+\0), где 2<p<^, 0<Д<1. Это означает, что функция rp(z) 

имеет в £+\0 обобщенные производные ^z, ^z и |z|^-n-2/p е Lp(£+) при 

2<р<^, 0<Д<1.
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Требуется найти решения уравнений

фг + -=)Ф +~(~)(Р = d(z),z Е D+, ф Е ^(Х>+),

Фг = 0,z Е D-, при ф(ж) = 0 (порядок нуля равен2),
(16)

имеющие непрерывные граничные значения и удовлетворяющие на Г , 

условию

Ф+(1) = а(б)ф_(б) + Ь(б)ф_(б), t Е Г, (17)

где c(z), d(z) - измеримые ограниченные в D функции, имеющие пределы 

limz^oc(z) = c(O),limz^od(z) = d(0),g(z) Е L^_n+1_2/p(D+), функции a(t) 

и b(t) на Г удовлетворяют условию

|a(t)| Ф |b(t)|, (18)

и принадлежат классу 5^1(0, р > 2 (см.монографию Монахова В.Н. [77] 

стр. 267) с сохранением условия (17), т.е. их соответствующие продолжения 

a(z), b(z) внутри области D+ принадлежат Wp(D+),p>2, и

удовлетворяют неравенству:

|a(z)| Ф !b(z)!,z Е D .

Основным результатом параграфа является

Теорема 3.2. Для разрешимости задачи (16),(17) в классе W , 

необходимо и достаточно выполнение условий:

1. |a(z)| Ф |b(z)| при \z\ < 1,a(t) Ф 0 при |t| = 1,

2. Qk(t) Ф 0, —гс> < t < ^, 0 < k < No,

причем индекс задачи равен

No

х = —2Indua(t) + ^ xfc,
fc=0
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где

Хо =

ик = —2 Ind &k(t), при 1 < к < N0, 
-<x><t<<x>
Ind Q0(t), при к = 0, 

rn<t<rn

функции Qk (t) определяются по формуле

4
Sk(t> = 1 - 1 —|Д2 X

(|Л|2 — Rey)(1 — ft' + it) + Re(A./i + v) + |v|2 — |ц|2 — iklmy
X k2 — (2 — ft' + it)2 (19)

Задача линейного сопряжения для обобщённой системы Коши - Римана 

с сингулярными коэффициентами в весовом пространстве лебега 

^^^2/р(^+) ^ ^1(^+), где 2 < р < т,0 < ft < 1 изложенны в 

статье [5-A].

Глава 2 посвящена получению формулы представления решений 

начально - краевой задачи для одного многомерного параболического 

уравнения с сингулярным коэффициентом.

В параграфе 4 главы 2 в прямоугольнике Q = {0<t<T,0<X< Г} 

рассматривается параболическое уравнение

ди
~dt

^- + ^и = 0
д2х х2 (20)

где t,x Е Q = {0 < t <T,0 < х < I].

Требуется найти в прямоугольнике Q решение уравнения (21), 

удовлетворяющее начальному условию

и(^х)^=о = ф(х) (21)

и при t > 0 граничным условиям
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u(t,0) = u(t,l) = 0. (22)

При этом предполагается, что функция <p(x) непрерывна и 

удовлетворяет условиям согласованности ^(0) = ф(1) = 0. Доказана 

следующая

Теорема 4.1. Пусть к = fc(v),fc(v),...,к^.....  положительные корни

уравнения Jv(kl) = 0, расположенные в порядке их возрастания. Тогда задача

ди д2 р2
---- 1---- U = 0, 0<X<l, t>0

u(t, %)|t=0 = ф(х)

u(t, 0) = u(t, l) = 0

имеет единственное классическое решение в виде

u
от

(t.x) = ^
т-1

Ате -k^))t^X]v(kmх)

где J±v(x) - функции Бесселя первого и второго рода, а коэффициенты

Ат определяются по формуле:

Ат = . (v)^ ( ^(x)Jv(km')x)xdx.
l2]i+1(km)J0

В § 5 главы 2 в цилиндре

G = {(t,x): 0 < t < ж,x Е D},

где D = {г < a} n - мерный шар радиуса а, рассматривается следующее 

параболическое уравнение с сингулярным коэффициентом

^t=-Anu + ^u = 0. (23)
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Требуется найти решение уравнение (20)-(22), удовлетворяющее 

начальному условию

u(t,x)\t=0 = y(x),x = (х1,х2)...,хп) (24)

и при t > 0, краевому условию

u(t,x)\r=a = (0), (25)

где функция y(x)EC2(D) и удовлетворяет условию согласованности

^(t,x)\r=a = 0,

Э2дп = S=i hr -- п мерный оператор Лапласа, г2 = \x\2 = Sn=1 x2 р

- постоянное число.

Доказана следующая

Теорема 5.1. Пусть р = ^(Vfc),^(Vfc),..., д^), ., положительные

корни уравнения J(Vk)(pl) = 0, расположенные в порядке их возрастания.

Тогда задача

Э^ —Дп и + ^и = 0,0 < \х\ = г < а, 0 < t < те (26)

u(t,x)\t=0 = v(x) (27)

u(t,x)\r=a = 0 (28)

имеет единственное классическое решение, в виде 

, <Пк2 п-2 „u(t,x) = Д Д Ак,те (Vm ) tr 2 /рь(мткг)Гк,п(х)

где коэффициенты определяются по формулам:
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Ц
Ак,т Yk,m(s) = Nk,m ^(a,s')Jvk(^mk)a)Ik,n((s,s'))^2 dads',

N 2(2k + n — 2)

(n— 2)i^ii«2 /V’. ,!(л,т'4'")

Формулы представления решений начально - краевой задачи для 

одномерного и многомерного параболического уравнения с сингулярным 

коэффициентом, опубликованы в работах [1-А] и [2-А].
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Заключение

• установлены эффективные необходимые и достаточные условия 

нетеровости задачи Дирихле и Неймана для эллиптической системы второго 

порядка с разрывными коэффициентами и получена формула для вычисления 

индекса задачи [4-A];

• получена полная картина разрешимости задач Дирихле и Неймана для 

более частной эллиптической системы дифференциальных уравнений с 

разрывными коэффициентами [3-A];

• задачи линейного сопряжения для обобщенной системы Коши - Римана 

с сингулярными коэффициентами, установлены необходимые и достаточные 

условия нётеровости и получена формула для подсч индекса задачи без 

условия малости коэффициентов [5-A];

• для одного уравнения параболического типа с сингулярным 

коэффициентом найдена формула представления начально-краевой задача в 

виде рядов Фурье - Бесселя [1-A];

• для одного класса многомерного уравнения параболического типа с 

сингулярным коэффициентом найдена формула представления начально­

краевой задача в виде рядов Фурье - Бесселя [2-A];
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