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кандидата физико-математических наук

01.01.01 – вещественный, комплексный и функциональный анализ

Научный руководитель: доктор физико–математических наук,

профессор Джангибеков Гулходжа

Душанбе – 2023



Содержание

Введение (Обзор литературы. Основные результа-
ты работы) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Глава 1. Некоторые классы систем двумерных
сингулярных интегральных операторов с четной
характеристикой со сдвигом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

§ 1.1. Описание пространств функций и некоторые вспомогатель-

ные сведения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.1.1. Нётеровы операторы и основные их свойства . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.1.2. Алгебра операторов и алгебра символов . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

§ 1.2. Теория разрешимости некоторых матричных сингулярных

интегральных операторов со сдвигом Карлемана . . . . . . . . 28

1.2.1. Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.2.2. Доказательство основных лемм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2.3. Основное утверждение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Глава 2. Алгебра некоторых классов двумерных
сингулярных интегральных операторов с нечет-
ной характеристикой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

§ 2.1. Алгебра двумерных сингулярных интегральных операторов

с нечетной характеристикой . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.1. История вопроса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.2. Исходный оператор . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.1.3. Доказательство пяти основных лемм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.1.4. Доказательство итоговой теоремы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

§ 2.2. Алгебра двумерных сингулярных интегральных операторов

с нечетной характеристикой со сдвигом . . . . . . . . . . . . . . 51

2.2.1. Исследуемый оператор со сдвигом и доказательство основной леммы . 51



2.2.2. Алгебра операторов и доказательство основной теоремы . . . . . . . . 54

Глава 3. Нетеровая разрешимость одного класса
сингулярных интегральных уравнений Коши по
замкнутому кругу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

§ 3.1. Алгебра одного класса двумерных сингулярных интеграль-

ных уравнений Коши по замкнутому кругу . . . . . . . . . . . . 58

3.1.1. История вопроса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.1.2. Сингулярные интегральные уравнения с операторами SΓ и SΓ . . . . 60

3.1.3. Алгебра сингулярных операторов с интегралами SΓ и SΓ . . . . . . . 65

3.1.4. Обобщение результатов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

§ 3.2. Применение к краевым задачам для аналитических функций 70

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3



Введение (Обзор литературы. Основные результаты ра-

боты)

Актуальность темы исследования. Известно, что двумерные сингуляр-

ные интегральные уравнения по ограниченной области с операторами типа

Михлина – Кальдерона – Зигмунда

(Snf)(z) =
|n|

2πi|n|

∫∫
D

einθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , θ = arg(ζ − z), z ∈ D, (1)

где D – ограниченная область комплексной плоскости, играют важную роль в

теории обобщенных аналитических функций И.Н.Векуа [1], теории квазикон-

формных отображений Л.Альфорс [2], М.Шиффер [3], системы дифференци-

альных уравнений с частными производными Б.Боярского [4], А.Д.Джураева

[5] – [7], В.Н.Монахова [8].

Разработанная Р.В.Дудучавой [9] Lp - теория, 1 < p < ∞, многомерных

сингулярных интегральных уравнений на многообразиях с краем даёт воз-

можность свести исследование нётеровых свойств уравнений, содержащих

операторы Sm и их различные комбинации, к факторизации соответству-

ющих рациональных матриц-функций, а точнее – к нахождению их частных

индексов.

Для широкого класса уравнений с операторами вида (1) в работах

И.И.Комяка [10] – [12], А.Д.Джураева [5] – [7] Н.Н.Василевского [13] – [15],

Г.Джангибекова [16] – [18], К.Х.Бойматова и Г.Джангибекова [19] установле-

ны эффективные необходимые и достататочные условия нетеровости и полу-
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чены формулы для подсчета индекса.

Что касается двумерных сингулярных уравнений со сдвигом, то их изу-

чение началось сравнительно недавно. Первые работы в этом направлении

выполнены Г. Джангибековым [20] – [22].

Указанный автор методом банаховых алгебр исследовал некоторые клас-

сы двумерных сингулярных интегральных уравнений, левая часть кото-

рых, наряду с операторами сингулярного интегрирования Sn, содержит опе-

раторы с поли-кернфункциями Бергмана Bn, а также операторы сдвига

(Wf)(z) = f(z) и комплексного сопряжения (Kf)(z) = f(z). Р.В.Дудучава,

А.И.Сагинашвили и Е.М.Шаргородский [23],[24] изучили вопрос нетеровости

четырехкомпонентного оператора A с операторами S и W методом сведения

к системе интегральных уравнений без сдвига, а также полученные резуль-

таты распространили для операторов с карлемановским сдвигом порядка n.

В работе В.А.Мозеля [25] изучена алгебра поликерноператоров Бергмана с

карлемановским сдвигом порядка n.

Данная диссертационная работа посвящена исследованию нётеровых

свойств новых классов двумерных сингулярных интегральных операторов

вида (1) по ограниченной области со сдвигом и с непрерывными коэффи-

циентами, где D - ограниченная область комплексной плоскости, граница Γ

которой состоит из конечного числа простых замкнутых кривых Ляпунова

Γ , не пересекающихся между собой, m 6= 0 - целое число.

Цель работы. Целью диссертационной работы является исследование во-

проса разрешимости некоторых классов двумерных сингулярных интеграль-
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ных уравнений по ограниченной области со сдвигом с непрерывными коэф-

фициентами.

Научная новизна. Результаты, выносимые на защиту, являются новыми

и заключаются в следующем:

• для одной системы двумерных сингулярных интегральных операторов

по ограниченной области со сдвигом Карлемана в лебеговых простран-

ствах с весом найдены эффективные необходимые и достаточные усло-

вия нетеровости и вычислен ее индекс;

• для некоторых классов двумерных сингулярных интегральных операто-

ров с нечетной характеристикой по ограниченной области в лебеговых

пространствах с весом получены необходимые и достаточные условия

нетеровости, а также даны формулы для подсчета индекса оператора;

• в лебеговых пространствах изучены свойства алгебры R, порожденные

сингулярными операторами с нечетными характеристиками и антикон-

формном сдвигом, для которых получены необходимые и достаточные

условия нетеровости и формула для подсчета индекса;

• доказана теорема разрешимости одного класса одномерных сингуляр-

ных интегральных операторов Коши и получена формула для подсчета

индекса;

• решена одна общая задача линейного сопряжения для аналитических

функций
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Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты,

полученные в диссертации, носят теоретический характер. Они могут послу-

жить основой для дальнейших теоретических исследований в теории краевых

задач для уравнений с частными производными.

Практическая ценность работы определяется прикладной значимостью

сингулярных интегральных уравнений в решении прикладных задач меха-

ники и других разделов физики.

Методы исследования. Применяемый в диссертации метод основан на

элементах функционального анализа и теории функций комплексных пере-

менных, а также методе факторизации матриц-функций.

Апробация результатов. Основные результаты работы докладывались

автором и обсуждались на семинарах кафедры функционального анализа

и дифференциальных уравнений Таджикского национального университета.

Результаты диссертации были представлены в ходе выступлений на следую-

щих конференциях:

• международной научной конференции ”Дифференциальные и инте-

гральные уравнения с сингулярными коэффициентами и краевые задачи

теории функций”, посвященной 90 – летию академика АН РТ, лауреата

Государственной премии имени Абуали ибн Сино Л.Г.Михайлова (Ду-

шанбе, 27 – 28 февраля 2018 г.);

• международной научной конференции ”Математический анализ и его

приложения”, посвященной 80 – летию профессора Б.Имомназарова (Ду-

шанбе, 10 – 11 июня 2019 г.);
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• международной научной конференции ”Современные проблемы матема-

тики и ее приложения” (Филиал Московского государственного универ-

ситета в г.Душанбе им. М.В.Ломоносова, Душанбе, 2019 г.);

• международной научной конференции ”Сингулярные интегральные урав-

нения и дифференциальные уравнения с сингулярными коэффициента-

ми”, посвященной 70 – летию доктора физико-математических наук, про-

фессора Г.Джангибекова (Душанбе, 30 – 31 января 2020 г.)

• международной научной конференции ”Современные проблемы функци-

онального анализа и дифференциальных уравнений”, посвященной 70 –

летию академика НАНТ, доктора физико-математических наук, профес-

сора К.Х.Бойматова (Душанбе, 25 – 26 декабря 2020 г.);

Публикации и личный вклад автора. Основные результаты диссер-

тации опубликованы в 9 работах. Из них 4 статьи опубликованы в изданиях,

входящих а действующий перечень ВАК при Президенте РТ и ВАК РФ, а 5

статей в материалах международных конференций.

Работы [1] –[3] опубликованы в соавторстве с научным руководителем, ко-

торому принадлежит постановка задач и общее руководство, а диссертанту

доказательство основных результатов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения и трех

глав, разбитых на пять параграфов, и составляет 82 страницы машинопис-

ного текста. Список цитированной литературы состоит из 59 наименований.

Работа набрана на LATEX и в ней для удобства применена сквозная нумерация

теорем, лемм и формул. Они имеют двойную нумерацию, в которой первая
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цифра совпадает с номером главы, вторая указывает на порядковый номер

теорем, лемм или формул в данном параграфе.

Краткое содержание работы

Во введении дан краткий исторический обзор результатов, связанных с

темой диссертации. Затем приведено описание результатов диссертации.

§ 1 главы 1 носит вспомогательный характер. В нём описаны используе-

мые в работе пространства функций и приводятся основные понятия и факты

теории нётеровых операторов в банаховых пространствах.

В § 2 в пространстве n – мерных вектор-функций

f(z) = (f1(z), f2(z), . . . , fn(z)) ∈ Ln,pβ−2/p(D),

компоненты которых fk(z), k = 1, 2, . . . , n принадлежат пространству

Lpβ−2/p(D) = {fk(z) : |z|β−2/pfk(z) = Fk(z) ∈ Lp(D), ||fk||Lpβ−2/p = ||Fk||Lp},

1 < p <∞, 0 < β < 2 рассматривается следующий оператор

A = aI + bW +
N∑
m=1

(cmI + dmW )S2m + T, (2)

где S2m обозначает двумерный сингулярный интегральный оператор с чётной

экспоненциальной характеристикой порядка 2m :

(S2mf)(z) =
m(−1)m

π

∫∫
D

e−2imθf(ζ)

|ζ − z|2
dsζ , θ = arg(ζ − z),

m− натуральное число, dsζ - элемент плоской меры Лебега; D – конечная од-

носвязная область комплексной плоскости, ограниченная простой замкнутой

кривой Ляпунова Γ;D = D
⋃

Γ, интеграл понимается в смысле главного зна-

чения по Коши, T – вполне непрерывный оператор, N – натуральное число,
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a(z), b(z), cm(z), dm(z) – непрерывные в D квадратные матрицы - функции

порядка n , W : Ln,pβ−2/p(D)→ Ln,pβ−2/p(D) – оператор карлемановского сдвига:

(Wf)(z) = f(α(z)),

где α(z) – однолистное конформное отображение области D на себя со свой-

ством α(α(z)) = z для ∀z ∈ D и ∃z0 ∈ D такое, что α(z0) 6= z0. Отметим,

что действие матрицы на вектор в (2) понимается в смысле скалярного умно-

жения строк матрицы на этот вектор и сходимость в пространстве вектор-

функций означает покоординатную сходимость. Некоторые классы уравне-

ний со сдвигом, содержащих операторы S2m, исследованы в работах [20–25].

В частности, в [23] изучен оператор A в скалярном случае, когда N = 1.

Исследование оператора A осуществляется с помощью локального метода

Симоненко [26] посредством перехода от исходного оператора со сдвигом A,

к оператору без сдвига M .

Доказывается, что имеет место

Лемма 1.1. Пусть f(z) ∈ Ln,pβ−2/p(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2). Тогда

оператор

(α′(z)/α′(z))mWS2m − S2mW

вполне непрерывен в Ln,pβ−2/p(D).

Наряду с оператором A из (2) рассматривается следующий сопутствую-

щий ему оператор

A = aI − bW +
N∑
m=1

(cmI − dmW )S2m + T. (3)
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Лемма 1.2. Если один из двух операторов A и A нётеров в простран-

стве Ln,pβ−2/p(D), 0 < β < 2, 1 < p < ∞, то и второй оператор является

нётеровым.

Лемма 1.3. Пространство L2n,p
β−2/p(D) распадается в прямую сумму

подпространств L(2n,0),p
β−2/p (D) и L

(2n,1),p
β−2/p (D) :

L2n,p
β−2/p(D) = L

(2n,0),p
β−2/p (D)⊕ L(2n,1),p

β−2/p (D).

Далее в пространстве L2n,p
β−2/p(D), (0 < β < 2, 1 < p < ∞) рассмотрим

оператор M, соответствующий оператору A из (2):

M ≡ aI +
N∑
m=1

dmS2m + T, (4)

где

a(z) =

 a(z) b(z)

b(α(z)) a(α(z))

 , dm(z) =

 cm(z) dm(z)(α′(z)/α′(z))m

dm(α(z)) cm(α(z))(α′(z)/α′(z))m

 ,

Лемма 1.4. Подпространства L
(2n,0),p
β−2/p (D) и L

(2n,1),p
β−2/p (D) инвариант-

ны относительно оператора M. Сужение M0 = M|
L
(2n,0),p
β−2/p

оператора M

на подпространство L
(2n,0),p
β−2/p (D) эквивалентно в смысле нетеровости опе-

ратору A, а сужение M1 = M|
L
(2n,1),p
β−2/p

оператора M на подпространство

L
(2n,1),p
β−2/p (D) эквивалентно в смысле нётеровости сопутствующему опера-

тору A.

Символом GA(z, σ) оператора A вида (2) назовём блочную матрицу-

функцию, определенную по формуле

GA(z, σ) =
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=

 a(z) +
∑N

m=1

(
σ
σ

)m
cm(z) b(z) +

∑N
m=1

(
σ
σ

)m (α′(z)
α′(z)

)m
dm(z)

b(α(z)) +
∑N

m=1

(
σ
σ

)m
dm(α(z)) a(α(z)) +

∑N
m=1

(
σ
σ

)m (α′(z)
α′(z)

)m
cm(α(z))

 ,

где z ∈ D, σ = σ1 + iσ2 6= 0.

Теорема 1.1. Для нётеровости оператора A из (2) в пространствах

Ln,pβ−2/p(D) (0 < β < 2, 1 < p < ∞) необходимо и достаточно, чтобы

выполнялись следующие условия

1) det GA(z, σ) 6= 0 при z ∈ D, |σ| = 1,

2) det GA(z, σ) 6= 0 при z ∈ Γ, |σ| < 1.

При этом индекс оператора равен нулю.

Замечание. Из критерии нетеровости операторов вида (1) в простран-

стве L2(D), автоматически следует их нетеровость в пространствах

Бесова-Трибеля-Лизоркина Bs
p,q(D), F s

p,q(D) .

В § 2.1. главы 2 в лебеговом пространстве Lp(D)(1 < p < ∞) изуча-

ется алгебра R, порожденная сингулярными интегральными операторами с

нечетной характеристикой, вида

A = aI + bS−nK + cBn + dBn + eBnK + qBnK + T, (5)

где a, b, c, d, e, q – непрерывные в D функции, T – вполне непрерывный опе-

ратор,

(S−nf)(z) =
|n|

2πi|n|

∫∫
D

e−inθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ ≡ (Sn−1f)(z),

θ = arg(ζ − z), |n| = 2m+ 1, (Kf)(z) = f(z), Bn = KBnK, Bn – поликерн

оператор Бергмана

(Bnf)(z) =

∫∫
D

Bn(z, ζ)f(ζ)dsζ , (6)
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где ядро оператора Bn(z, ζ) в случае единичного круга с центром в начале

координат, определяется по формуле [27]

Bn(z, ζ) =
e−inα

π|1− zζ|2

∞∑
k=1

(−1)k−1kCk
n
2
Ck

n
2 +k−1

∣∣∣ ζ − z
1− zζ

∣∣∣2(k−1)

, α = arg(1− zζ);

(7)

Доказывается, что имеют место следующие леммы:

Лемма 2.1. Пусть a(z) непрерывна в D. Тогда операторы S−na− aS−n ,

Bna− aBn вполне непрерывны в Lp(D), 1 < p <∞.

Лемма 2.2. Пусть f(z) ∈ Lp(D), 1 < p < ∞. Тогда операторы S−nBn,

BnS−n, BnBn, BnS−nBn, B
2
n − Bn являются вполне непрерывными в Lp(D)

операторами.

Лемма 2.3. Интегральные операторы Bn, S−nBn, BnS−n, S−nBnSn при

n = 2m + 1 не являются вполне непрерывными операторами в простран-

стве Lp(D), 1 < p <∞, причем их ядра теряют непрерывность лишь при

совпадении обеих переменных на границе Γ.

Далее в пункте 2.1.3. главы 2 рассматривается алгебра R, порожден-

ная всеми действующими в пространстве Lp(D)(1 < p < ∞) операторами

вида A из равенства (5), где все коэффициенты непрерывны в D функ-

ции, T ∈ J, а через J обозначен идеал, содержащийся в R, вполне непре-

рывных операторов. В силу того, что R одновременно содержит операторы

Bn, BnK,Bn, BnK и S−nK, алгебра R не исчерпывается одними только опе-

раторами вида A . Это связано с тем, что в алгебру R входят, например,

операторы S−nB и BnS , которые в силу леммы 2.3 не являются вполне непре-

рывными в Lp(D). Поэтому при описании алгебры R возникает необходи-
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мость в изучении операторов более сложной природы, а именно, операторов

вида

M = aI+bS−nK + cBn + dBn + eBnK + qBnK + λS−nBnK+

+µBnS−nK + νS−nBnSn + γS−nBn + δBnSn + T,

(8)

где все коэффициенты – непрерывные в D функции.

Отметим, что при b ≡ d ≡ q ≡ 0 оператор A из (5) ранее был изучен в

работе Джангибекова Г. [26].

Л е м м а 2.4. Оператор M, заданный формулой (8), является элемен-

том алгебры R; и обратно, всякий оператор из алгебры R представим в

виде (8).

Каждому операторуM∈ R сопоставим в качестве символа матрицу вида

σM(z, t) =

∆(z) 0

0 D(t)

 , где ∆(z) =

 a(z) b(z)

−b(z) a(z)

 , z ∈ D,

D(t) =


a(t) + c(t) e(t) δ(t)

q(t) a(t) + d(t) −b(t) + µ(t)

γ(t) a(t) + λ(t) a(t) + ν(t)

 , t ∈ Γ,

Л е м м а 2.5. Символ σM(z, t) ∈ N оператора M ∈ N тождественно

равен нулю тогда и только тогда, когда M∈ J.

Т е о р е м а 2.1 Для того чтобы произвольный оператор M из ал-

гебры R был нетеровым оператором в пространстве Lp(D), 1 < p < ∞,

необходимо и достаточно, чтобы

|a(z)|2 + |b(z)|2 6= 0 при z ∈ D, detD(t) 6= 0 при t ∈ Γ. (9)
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При выполнении этих условий индекс оператора равен

κ = − n

2π
[arg detD(t)]

∣∣∣
Γ
.

В § 2.2. главы 2 в векторном лебеговом пространстве Lν,p(D) (1 <

p < ∞) изучается алгебра R, порожденная сингулярными операторами с

нечетными характеристиками со сдвигом вида

A = a(z)I + b(z)WS2m+1 +
m∑
l=0

cl(z)B2l+1 + T, m ≥ 0− целое, (10)

где a(z), b(z), cl(z) – непрерывные в D квадратные матрицы-функции по-

рядка ν , T – вполне непрерывный оператор,

(Snf)(z) =
|n|

2πi|n|

∫∫
D

einθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ

θ = arg(ζ − z), Bn – поликерн-оператор Бергмана из (6), (7) оператор W –

является оператором антиконформного сдвига, то есть

(Wf)(z) = f(α(z)),

где α(z) антиконформное отображение области D на себя, удовлетворяющее

условию Карлемана α(α(z)) = z для ∀z ∈ D и ∃z0 ∈ D такое, что α(z0) = z0.

Отметим, что некоторые классы уравнений со сдвигом, содержащих опера-

торы Sn , изучены в работах [20 – 25]. Вcе указанные работы касаются случая,

когда оператор Sn имеет четную характеристику. Операторы со сдвигом и с

нечетной характеристикой ранее не были исследованы.

Лемма 2.6. Пусть f(z) ∈ Lν,p(D)(1 < p < ∞). Если α(z) являет-

ся антиконформным отображением области D на себя, удовлетворяющим
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условию Карлемана α(α(z)) = z для ∀z ∈ D , тогда операторы

(α′(z)/α′(z))m+1/2WS2m+1 − S−(2m+1)W

и

WB2l+1 −B−(2l+1)W, B−(2l+1)WSm, WSmB−(2l+1) (l = 1, 2, . . . ,m)

вполне непрерывны в Lν,p(D).

Теперь каждому оператору A ∈ R сопоставим в качестве символа блоч-

ную квадратную матрицу-функцию

σA(z, t) =


a(z) d(z)(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

d(α(z)) a(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

0 0 c(t)

 , z ∈ D,

где

c(t) =



a(t) +
∑m

l=1 cl(t) 0 0 . . . 0

c1(t) a(t) +
∑m

l=2 cl(t) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c1(t) c2(t) . . . a(t) + cm(t)


, t ∈ Γ.

Таким образом, матрица-функция σA(z, t) непрерывна на компакте D × Γ.

Обозначим через M множество всех символов операторов из R . Непосред-

ственной проверкой устанавливается, что имеют место равенства

σA1+A2
(z, t) = σA1

(z, t) + σA2
(z, t), σA1A2

(z, t) = σA1
(z, t) · σA2

(z, t),

то есть сопоставление оператору A ∈ R его символа σA(z, t) задает гомомор-

физм алгебр R и M. При этом ядром гомоморфизма является множество
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вполне непрерывных операторов в Lp(D). Наконец, если σA(z, t) – невырож-

денная матрица-символ, то непосредственным построением устанавливается,

что матрица σ−1
A (z, t) является символом некоторого оператора из R.

Теорема 2.2. Для того, чтобы сингулярный интегральный оператор A

с антиконформным сдвигом Карлемана α(z) из (10) был нетеровым в про-

странстве Lν,p(D) (1 < p < ∞), необходимо и достаточно выполнение

условий

detσA(z, t) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a(z) d(z)(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

d(α(z)) a(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

0 0 c(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0, ∀z ∈ D,

m∏
j=1

det
(
a(t) +

m∑
k=j

ck(t)
)
6= 0, ∀t ∈ Γ.

При выполнении этих условий индекс оператора A вычисляется по формуле

κ =
m∑
j=1

IndΓ det
(
a(t) +

m∑
k=j

ck(t)
)
.

З а м е ч а н и е. Полученные результаты сохраняются в лебеговом про-

странстве Lν,pβ−2/p(D) (1 < p <∞, 0 < β < 2).

Глава 3 посвящена исследованию одномерного сингулярного интеграль-

ного уравнения Коши вида

(Af)(t) =

= a(t)f(t) + b(t)f(t) +
c(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ − d(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ + (Tf)(t) = g(t) (11)

в банаховых пространствах Lp(Γ)(1 < p < ∞) , где a(t), b(t), c(t), d(t) –

заданные непрерывные на Γ функции.
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Уравнение (11) впервые рассмотрен Михайловым Л.Г.[28],[29], в связи с

изучением некоторых краевых задач для обобщенных аналитических функ-

ции. Указанный автор, в предположении, что коэффициенты уравнения (11)

удовлетворяют условию Гельдера, сводит изучение уравнения (11) в про-

странствах Hα(Γ) (0 < α < 1) к эквивалентной системе интегральных

уравнений Коши.

Ламма 3.1. Если функция b(t) непрерывна на Γ, то оператор

V = SΓb− bSΓ

вполне непрерывен в Lp(Γ)(1 < p <∞).

В векторном пространстве

L2
p(Γ) = {(f1, f2) : f1, f2 ∈ L2

p(Γ)},

введем оператор

U =

a(t)I + c(t)SΓ b(t)I + d(t)SΓ

b(t)I + d(t)SΓ a(t)I + c(t)SΓ

 . (12)

Рассмотрим множество R всех операторов вида (11), действующих в век-

торном пространстве L2
p(Γ) (1 < p < ∞). Устанавливается, что множество

сингулярных операторов R представляет собой алгебру в L2
p(Γ) (1 < p <∞) .

Каждому оператору вида (11) из алгебры R, приведем в соответствие в

качестве символа следующую матрицу-функцию

ΦU(t,Θ) = λ(t) + µ(t)Θ, (13)
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где

Θ = signy =


+1, если y>0,

−1, если y<0,

λ(t) =

a(t) b(t)

b(t) a(t)

 , µ(t) =

c(t) −d(t)

d(t) −c(t)

 ,

Лемма 3.2. Нетеровость оператора A : Lp(Γ) −→ Lp(Γ)(1 < p <∞) из

(11) эквивалентна нетеровости оператора U : L2
p(Γ) −→ L2

p(Γ).

Теорема 3.1. Для нетеровости оператора A из (11) в пространствах

Lp(Γ) (1 < p < ∞) необходимо и достаточно, чтобы det ΦU(t,Θ) 6= 0 ∀t ∈

Γ, то есть

∆(t) ≡
(
a(t)− c(t)

)(
a(t) + c(t)

)
−
(
b(t) + d(t)

)(
b(t)− d(t)

)
6= 0 ∀t ∈ Γ. (14)

При выполнении условия (14), индекс оператора A равен

κ = 2IndΓ∆(t).

В пункте 3.1.4 главы 3 результаты теоремы 3.1. обобщены для системы син-

гулярных интегральных уравнений Коши типа (1), где a(t), b(t), c(t), d(t) –

заданные n×n мерные матрицы-функции с непрерывными на Γ элементами,

g(t) – заданная функция из пространства L2
p(Γ)(1 < p <∞) .

В параграфе 3.2. полученные выше результаты для сингулярных инте-

гральных уравнений (11) применены к общей задаче сопряжения для анали-

тических функций.

Пусть Γ – замкнутая кривая Ляпунова, делящая плоскость комплексного

переменного на внутреннюю область D+ и внешнюю D−.
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Постановка задачи сопряжения. Найти две функции Φ+(z) – анали-

тическую в области D+, и Φ−(z) – аналитическую в области D− предста-

вимые в виде интеграла типа Коши, такие, что почти всюду их граничные

значения Φ+(t) и Φ−(t) на Γ существуют и удовлетворяют условию

a(t)Φ+(t) + b(t)Φ+(t) = c(t)Φ−(t) + d(t)Φ−(t) + g(t), Φ−(∞) = 0, (15)

где a(t), b(t), c(t), d(t) – заданные в Γ непрерывные функции.

Теорема 3.2. Пусть в задаче (15) коэффициенты a(t), b(t), c(t), d(t)

являются на Γ непрерывными функциями. Тогда для нетеровости задачи

(15), в классе функций представимых в виде интеграла типа Коши Φ±(t) ∈

Lp(Γ)(1 < p <∞), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

a(t)c(t)− b(t)d(t) 6= 0, ∀t ∈ Γ. (16)

При этом, индекс задачи равен

κ = 2IndΓ

(
a(t)c(t)− b(t)d(t)

)
.
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Глава 1

Некоторые классы систем двумерных

сингулярных интегральных операторов

с четной характеристикой со сдвигом

§ 1.1. Описание пространств функций и некоторые вспо-

могательные сведения

В этом параграфе мы изложим основные понятия и факты теории нете-

ровых операторов в банаховых пространствах. Подробности этой теории и

доказательства всех приводимых здесь утверждений можно найти, напри-

мер, в монографии С. Г. Крейна [31].

Определение 1.1. Простую замкнутую гладкую кривую Γ назовем

кривой Ляпунова, если она удовлетворяет следующему условию: касатель-

ная к кривой образует с постоянным направлением угол, удовлетворяющий

условию Гёльдера относительно дуги s кривой Γ.
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1.1.1. Нётеровы операторы и основные их свойства

Пусть D - конечная односвязная область комплексной плоскости, ограни-

ченная простой замкнутой кривой Ляпунова Γ и, содержащая внутри точку

z = 0.

Пространство Lp
β−2/p(D) - это множество комплекснозначных измери-

мых в D функций f(z), для которых функция F (z) = |z|β−2/pf(z) сумми-

руемая с p - ой степенью, где 1 < p < ∞, 0 < β < 2. Норма в Lpβ−2/p(D)

вводится по формуле

||f(z)||Lpβ−2/p =

∫∫
D

|F (z)|pdsz

1/p

= ||F ||Lp.

Далее в этом пункте приводятся основные понятия и факты теории нёте-

ровых операторов в банаховых пространствах, которыми мы будем пользо-

ваться в работе. Доказательства всех приводимых здесь утверждений можно

найти, например, в монографии [33].

Пусть X - банахово пространство, A - линейный ограниченный оператор,

действующий из X в X, A∗ - сопряженный к нему оператор, действующий

в сопряженном пространстве X∗.

Определение 1.2. Говорят, что оператор A допускает левую регуляриза-

цию, если существует ограниченный оператор R , действующий в X, такой,

что произведение RA (AR) является оператором Фредгольма, т.е.

RA = I + T,

где I - тождественный, а T - вполне непрерывный оператор в пространстве

X. Оператор R в этом случае называется левым регуляризатором оператора
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A.

Определение 1.3. Говорят, что оператор A допускает правую регуляри-

зацию, если существует ограниченный оператор R , действующий в X, такой,

что

A = I + T,

где I и T - операторы, соответственно тождественные и вполне непрерыв-

ные, в пространстве X. Оператор R называется правым регуляризатором

оператора A.

Определение 1.4. Говорят, что A допускает двустороннюю регуляриза-

цию, если он одновременно допускает и правую, и левую регуляризацию.

Множество KerA всех решений уравнения

Ax = 0 (1.1)

называется множеством нулей или ядром оператора A. Множество KerA

является подпространством пространства X. Размерность подпространства

KerA , т.е. число линейно независимых решений уравнения (1.1), будем обо-

значать через αA = dimKerA. Через KerA∗ обозначим подпространства

нулей оператора A∗, т.е. множество всех решений уравнения

A∗x = 0 (1.2)

называется ядром оператора A∗ и, наконец, βA = αA∗ = KerA∗. Числа αA, βA

называются дефектными числами оператора A. Если хотя бы одно из чисел

αA и βA - конечное, то их разность называется индексом оператора A и
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обозначается через IndA,

IndA = αA − βA. (1.3)

Очевидно, IndA конечен тогда и только тогда, когда обе размерности αA и

βA - конечны.

Для того, чтобы уравнение

Ax = y, y ∈ X, (1.4)

имело хотя бы одно решение, необходимо, чтобы свободный член y был ор-

тогонален к KerA∗ (иначе говоря, чтобы элемент y аннулировался любым

функционалом u ∈ KerA∗ ). Действительно, если уравнение (1.4) имеет ре-

шение x, а u ∈ KerA∗, то

(y, u) = (Ax, u) = (x,A∗u) = (x, 0) = 0;

где здесь круглыми скобками обозначено значение функционала на соответ-

ствующем элементе.

Если упомянутое выше условие ортогональности достаточно для разре-

шимости уравнения (1.3), то говорят, что оператор A нормально разрешим.

Таким образом, можно дать следующее:

Определение 1.5. Оператор A называется нормально разрешимым в

смысле Хаусдорфа, если неоднородное уравнение (1.4) разрешимо тогда и

только тогда, когда ее правая часть y ортогональна всем решениям сопря-

женного однородного уравнения (1.2).
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Известна следующая теорема Хаусдорфа: для того, чтобы оператор был

нормально разрешимым, необходимо и достаточно, чтобы его область значе-

ний была замкнутой.

Определение 1.6. Оператор A называется нётеровым в X, если он нор-

мально разрешим и числа αA, βA конечны.

Определение 1.7. Индексом IndA нётерова оператора A называется це-

лое число IndA = αA − βA.

Следующее определение из всего множества нётеровых операторов выде-

ляет подмножество фредгольмовых операторов:

Определение 1.8. Нетеров оператор, индекс которого равен нулю, назы-

вается фредгольмовым.

Определение 1.9. (теорема о композиции). Если A и B нётеровы опе-

раторы в X, то их композиция AB также нётерова в X, причем IndAB =

IndA+IndB.

Определение 1.10. Если A нётеров в X , то и A∗ нётеров в X∗, причём

IndA∗=−IndA.

Определение 1.11. (возмущение вполне непрерывным оператором). Если

A нётеров, а T вполне непрерывен в X, то A+T также нётеров в X, причём

Ind(A+ T ) = IndA.

Определение 1.12. (возмущение малым по норме оператором). Если A

нётеров в X, то существует такое ε = ε(A), что для всех операторов B таких,

что ||B|| < ε, оператор A+B нётеров в X и Ind(A+B) = IndA.

Определение 1.13. Для того, чтобы оператор A был нётеровым, необ-
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ходимо и достаточно, чтобы у него существовали левый и правый регуляри-

заторы.

Определение 1.14. Нётеровы операторы A и B называются гомотопны-

ми, если существует семейство нётеровых операторов A(t), t ∈ [0, 1], которые

равномерно непрерывны по норме на сегменте [0, 1] : по любому задан-

ному ε > 0 можно найти такое δ = δ(ε) > 0, что если |t1 − t2| < δ, то

||A(t1)− A(t2)|| < ε , и A(0) = A, A(1) = B.

Свойства 1.1. Если операторы A и B гомотопны, то

IndA = IndB.

1.1.2. Алгебра операторов и алгебра символов

Пусть M - некоторая алгебра ограниченных операторов действующих из

банахового пространстве X в X, т.е. если A1, A2 ∈M , то

A1 + A2 ∈M и A1A2 ∈M.

Пусть N - алгебра всех скалярных или матричных непрерывных комплекс-

ных функций, зависящих от переменной точки t некоторого конечномерного

пространства, т.е. если σ1(t), σ2(t) ∈ N , то

σ1(t) + σ2(t) ∈ N и σ1(t)σ2(t) ∈ N

Пусть между элементами алгебры M и N установлено голоморфное соот-

ветствие, так что каждому оператору A ∈M приведена в соответствие одна

и только одна функция σA(t) ∈ N и каждой функции из N соответствует

хотя бы один оператор из M, причем сумме или произведению операторов
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соответствует сумма или произведение функций:

σA1+A2
(t) = σA1

(t) + σA2
(t), σA1A2

(t) = σA1
(t)σA2

(t).

В этом случае функция σA(z) называется символом оператора A. Та-

ким образом, символ осуществляет гомоморфизм операторной алгебры M

в функциональную алгебру N .

Ниже будем предполагать, что в алгебре M существует оператор, сим-

вол которого нигде в нуль не обращается. Также предположим, что алгебра

M содержит тождественный оператор и все вполне непрерывные операторы

действующие в X. Эти допущения эквивалентны тому, что символ тожде-

ственного оператора есть функция, тождественно равная единице (единич-

ной матрице) и символ оператора тождественно равен нулю тогда и только

тогда, когда этот оператор вполне непрерывен. При вышесказанных допуще-

ниях, имеет место (см.[32] гл.6,п.4 )

Теорема 1.0.1. Оператор A допускает двустороннюю регуляризацию опе-

ратором из той же алгебры тогда и только тогда, когда символ оператора

A не вырождается.
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§ 1.2. Теория разрешимости некоторых матричных

сингулярных интегральных операторов со сдвигом

Карлемана

1.2.1. Постановка задачи

Пусть D – конечная односвязная область комплексной плоскости E , ограни-

ченная простой замкнутой кривой Ляпунова Γ;D = D
⋃

Γ. Обозначим через

Ln,pβ−2/p(D) пространство n-мерных вектор-функций

f(z) = (f1(z), f2(z), . . . , fn(z)),

компоненты которых fk(z), k = 1, 2, . . . , n, принадлежат пространству

Lpβ−2/p(D) :

Lpβ−2/p(D) = {fk(z) : |z|β−2/pfk(z) = Fk(z) ∈ Lp(D), ||fk||Lpβ−2/p = ||Fk||Lp},

где 1 < p < ∞, 0 < β < 2 . Норму вектор-функций f(z) будем считать

равной сумме норм компонент: ||f ||Ln,pβ−2/p =
∑n

k=1 ||fk||Lpβ−2/p.

Пусть S2m обозначает двумерный сингулярный интегральный оператор с

чётной экспоненциальной характеристикой порядка 2m :

(S2mf)(z) =
m(−1)m

π

∫∫
D

e−2imθf(ζ)

|ζ − z|2
dsζ , θ = arg(ζ − z),

где m− натуральное число, dsζ - элемент плоской меры Лебега; интеграл

понимается в смысле главного значения по Коши.
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В пространстве n-мерных вектор-функций Ln,pβ−2/p(D) рассмотрим следу-

ющий оператор

A = aI + bW +
N∑
m=1

(cmI + dmW )S2m + T, (1.5)

где T – вполне непрерывный оператор, N - натуральное число, a(z), b(z),

cm(z), dm(z) - непрерывные в D квадратные матрицы - функции порядка n ,

W : Ln,pβ−2/p(D)→ Ln,pβ−2/p(D) – оператор карлемановского сдвига:

(Wf)(z) = f(α(z)),

где α(z) - однолистное конформное отображение области D на себя со свой-

ством α(α(z)) = z для ∀z ∈ D и при этом в силу теоремы Келлога (см.[33],

глава 10) α′(z) 6= 0, для ∀z ∈ D и отображение α(z) имеет в D единственную

неподвижную точку z1 ∈ D такую, что α′(z1) = −1 (см.[34] Гл.1.§2).

Отметим, что действие матрицы на вектор в (1) понимается в смысле ска-

лярного умножения строк матрицы на этот вектор и сходимость в простран-

стве вектор-функций означает покоординатную сходимость.

Некоторые классы уравнения со сдвигом, содержащих операторы S2m,

исследованы в работах [20 – 25]. В частности, в [23] изучен оператор A в

скалярном случае, когда N = 1.

Исследование оператора A осуществляется с помощью локального метода

Симоненко [26], посредством перехода от исходного оператора со сдвигом A,

к оператору без сдвига M .

1.2.2. Доказательство основных лемм

Нам понадобятся следующие четыре леммы:
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Лемма 1.1. Пусть f(z) ∈ Ln,pβ−2/p(D) (1 < p < ∞, 0 < β < 2). Тогда

оператор

(α′(z)/α′(z))mWS2m − S2mW

вполне непрерывен в Ln,pβ−2/p(D).

Доказательство. Рассмотрим оператор WS2m :

(WS2mf)(z) =
(−1)mm

π

∫∫
D

(ζ − α(z))m−1

(ζ − α(z))m+1
f(ζ)dsζ .

Совершив внутри интеграла замену переменных ζ = α(σ), получим

(WS2mf)(z) =
(−1)mm

π

∫∫
D

(α(σ)− α(z))m−1

(α(σ)− α(z))m+1
|α′(σ)|2f(α(σ))dsσ.

Представим этот интеграл в виде

(WS2mf)(z) =

=
(−1)mm

π

∫∫
D

[(α(σ)−α(z)
σ−z

)m−1

(
α(σ)−α(z)

σ−z

)m+1 −
(α′(z))m−1

(α′(z))m+1

]
(σ − z)m−1

(σ − z)m+1
|α′(σ)|2×

× f(α(z))dsσ + +
(−1)mm

π

∫∫
D

(α′(z))m−1

(α′(z))m+1

(σ − z)m−1

(σ − z)m+1
|α′(σ)|2f(α(σ))dsσ.

Поскольку первый интеграл справа является вполне непрерывным операто-

ром, а из второго вычитанием и прибавлением |α′(z)|2 также выделяется

вполне непрерывный оператор, то имеем

(WS2mf)(z) =
(α′(z)

α′(z)

)m (−1)mm

π

∫∫
D

(σ − z)m−1

(σ − z)m+1
f(α(σ))dsσ + T,

то есть

(WS2mf)(z) =
(α′(z)

α′(z)

)m
(S2mWf)(z) + T,
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где T – компактный оператор.

Наряду с оператором A из (1.5), рассмотрим сопутствующий ему оператор

A = aI − bW +
N∑
m=1

(cmI − dmW )S2m + T. (1.6)

Лемма 1.2. Если один из двух операторов A и A нётеров в простран-

стве Ln,pβ−2/p(D), 0 < β < 2, 1 < p < ∞, то и второй оператор является

нётеровым.

Доказательство леммы 1.2 проводится с помощью локального принци-

па (см.[35] глава 12) по аналогичной схеме доказательства леммы 1 из [6].

Пусть L фактор - алгебра алгебры всех линейных непрерывных в Lpβ−2/p(D)

операторов по идеалу компактных в указанных пространствах операторов

A : Lpβ−2/p(D) → Lpβ−2/p(D), 0 < β < 2, 1 < p < ∞. Соответствующий опера-

тору A элемент алгебры L , обозначим через [A].

Каждой точке z ∈ D отличной от неподвижной точки z1 отображения

α(z) сопоставим ее окрестность Uz такую, что пересечение Uz
⋂
α(Uz) = ∅.

Введем в алгебре L локализующие классы:

Mz ={(µz + µz(α)I) : µz ∈ C∞(E), supp µz ⊂ Uz,

µz = 1 в некоторой окрестности точки z}, z ∈ D, z 6= z1,

Mz1 ={1/2(µz1 + µz1(α)), µz1 ∈ C∞(E),

µz1 = 1 в некоторой окрестности точки z1}.

Система {Mz}z∈D является покрывающей системой локализующих классов

и [A] , [A] коммутируют со всеми элементами
⋃
z∈D

Mz.

Для каждой точки z ∈ D определим оператор

Bz : Lpβ−2/p(D)→ Lpβ−2/p(D), действующий по формуле
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(Bzf)(z) =


(α(z)− z)f(z) при z 6= z1,

(S1f)(z) при z = z1,

где

(S1f)(z) =
1

2πi

∫∫
D

e−iθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , θ = arg(ζ − z).

Отметим, что элемент [Bz] является Mz - обратимым для любого z ∈ D.

Действительно, для z 6= z1 это следует из того, что α(z) − z 6= 0, а при

z = z1 из того, что z1 - внутренняя точка области D и символ оператора

(S1f)(z) равен e−iθ, 0 ≤ θ ≤ 2π и не вырождается.

Следующие соотношения легко доказываются:

a) [Bz][fI] = [fI][Bz], для ∀f(z) ∈ C(D),

в частности [Bz]mz = mz[Bz], для ∀mz ∈Mz,∀z ∈ D;

b) [Bz][A]
Mz∼ [A][Bz], для ∀z ∈ D,

c) [Bz]
[W ]

Mz∼ −[W ][Bz], для ∀z ∈ D,

где символ Mz∼ обозначает Mz - эквивалентность соответствующих элемен-

тов. Соотношения a), b) очевидны, а соотношение c) в случае z = z1 следует
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из компактности оператора W (Sf)(z)− α′(z)
|α′(z)|(SWf)(z). Действительно,

(WS1f)(z) =
1

2πi

∫∫
D

ζ − α(z)

|ζ − α(z)|3
f(ζ)dsζ =

=
1

2πi

∫∫
D

α(σ)− α(z)

|α(σ)− α(z)|3
|α′(σ)|2f(α(σ)dsσ =

=
1

2πi

∫∫
D

[
α(σ)−α(z)

σ−z∣∣∣α(σ)−α(z)
σ−z

∣∣∣3 −
α′(z))

|α′(z)|3

]
σ − z
|σ − z|3

×

× |α′(σ)|2f(α(z))dsσ +
1

2πi

∫∫
D

α′(z)

|α′(z)|3
σ − z
|σ − z|3

|α′(σ)|2f(α(σ))dsσ.

Отсюда следует, что поскольку первый оператор компактный, то оператор

W (S1f)(z)− α′(z)

|α′(z)|
(SWf)(z)

также будет компактным оператором.

Из свойства a)− c) вытекает, что

[Bz][A]
Mz∼ [A][Bz], ∀z ∈ D.

Следовательно, Mz - обратимость одного из элементов [A] и [A] влечет за

собой Mz - обратимость второго для ∀z ∈ D. Тогда из локального принци-

па [35],[36] следует, что обратимость элемента [A] эквивалентна обратимости

элемента [A]. Теперь остается заметить, что нетеровость оператора A в про-

странстве Lpβ−2/p(D) равносильна обратимости соответствующего элемента в

алгебре L, то есть, если один из двух операторов A или A нетеров, то и

второй из них является нетеровым. Лемма 1.2 доказана.
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Введем теперь следующие пространства 2n - мерных векторных про-

странств функций:

L2n,p
β−2/p(D) = {(f 1(z), f 2(z)) : f 1(z), f 2(z) ∈ Ln,pβ−2/p(D)},

L
(2n,0),p
β−2/p (D) = {(f(z), f(α(z)) : f(z) ∈ Ln,pβ−2/p(D)},

L
(2n,1),p
β−2/p (D) = {(f(z),−f(α(z)) : f(z) ∈ Ln,pβ−2/p(D)}.

Лемма 1.3. Пространство L2n,p
β−2/p(D) распадается в прямую сумму

подпространств L(2n,0),p
β−2/p (D) и L

(2n,1),p
β−2/p (D) :

L2n,p
β−2/p(D) = L

(2n,0),p
β−2/p (D)⊕ L(2n,1),p

β−2/p (D).

Действительно, достаточно показать, что L(2n,0),p
β−2/p (D)∩L(2n,1),p

β−2/p (D) = {0}, а

каждый элемент f = {f 1, f 2} ∈ L2n,p
β−2/p(D) представим в виде f = g1 +g2, где

g1 ∈ L
(2n,0),p
β−2/p (D), g2 ∈ L

(2n,1),p
β−2/p (D). Искомое представление можно получить

с помощью операторов P и Q, проектирующих пространство L2n,p
β−2/p(D)

соответственно на подпространства L(2n,0),p
β−2/p (D) и L

(2n,1),p
β−2/p (D) :

P =
1

2

 I W

W I

 , Q =
1

2

 I −W

−W I

 ,

то есть по формулам

g1(z) =
{f 1(z) + f 2(α(z))

2
,
f 1(α(z) + f 2(z)

2

}
,

g2(z) =
{f 1(z)− f 2(α(z))

2
,
f 2(z)− f 1(α(z)

2

}
.

Далее, если

q(z) = {q1(z), q2(z)} ∈ L(2n,0),p
β−2/p (D)⊕ L(2n,1),p

β−2/p (D),
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то q2(z) = q1(α(z)) и q2(z) = −q1(α(z)). Отсюда следует, что

q2(z) ≡ 0, q1(z) = q2(α(z)) ≡ 0 и q(z) ≡ 0.

Лемма 1.3 доказана.

Теперь в пространстве L2n,p
β−2/p(D), (0 < β < 2, 1 < p < ∞) рассмотрим

оператор M, соответствующий оператору A из (1):

M ≡ aI +
N∑
m=1

dmS2m + T, (1.7)

где

a(z) =

 a(z) b(z)

b(α(z)) a(α(z))

 ,

dm(z) =

 cm(z) dm(z)(α′(z)/α′(z))m

dm(α(z)) cm(α(z))(α′(z)/α′(z))m

 .

Лемма 1.4. Подпространства L
(2n,0),p
β−2/p (D) и L

(2n,1),p
β−2/p (D) инвариант-

ны относительно оператора M. Сужение M0 = M|
L
(2n,0),p
β−2/p

оператора M

на подпространство L
(2n,0),p
β−2/p (D) эквивалентно в смысле нетеровости опе-

ратору A, а сужение M1 = M|
L
(2n,1),p
β−2/p

оператора M на подпространство

L
(2n,1),p
β−2/p (D) эквивалентно в смысле нётеровости сопутствующему опера-

тору A.

Доказательство. Поскольку возмущение вполне непрерывных слагае-

мых не влияет на нетеровость оператора, без ограничения общности можно

считать, что в (1) и (2) T = 0. Достаточно показать, что

M0(f, f(α)) = M(f, f(α)) = (g1, g2) = (Af,WAf), (1.8)

M1(f,−f(α)) = M(f,−f(α)) = (g1, g2) = (Af,−WAf). (1.9)
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Докажем равенство (4). Имеем

g1 =af + bf(α) +
N∑
m

(cmS2mf + dmS2mf(α)) + dm(WS2mW − S2m)f(α) =

=af + bWf +
N∑
m=0

(cmI + dmW )S2mf = Af,

g2 =b(α)f + a(α)f(α) +
N∑
m

(dm(α)S2mf + cm(α)S2mf(α))+

+
N∑
m

cm(α)(WS2mW − S2m)f(α) =

=Waf +WbWf +
N∑
m=0

(WcmI +WdmW )S2mf = WAf.

Совершенно аналогично доказывается равенство (5). Лемма 1.4 доказана.

1.2.3. Основное утверждение

Таким образом, мы выше доказали, что соответствующий оператор M пред-

ставляется в виде прямой суммы операторов M0 и M1, действующих, со-

ответственно, в подпространствах L
(2n,0),p
β−2/p (D) и L

(2n,1),p
β−2/p (D) и эквивалент-

ных в смысле нетеровости, соответственно, оператору A и сопутствующему

оператору A. Следовательно вопрос нетеровости исходного оператора A в

пространствах Lpβ−2/p(D), 0 < β < 2, 1 < p < ∞ сводится к исследованию

нетеровости оператора M в пространствах L(2n,0),p
β−2/p (D), к которому остается

применить результаты из [36].

Символом GA(z, σ) оператора A вида (1) назовём блочную матрицу-

функцию, определенную по формуле

GA(z, σ) = a(z) +
N∑
m=1

(
σ

σ

)m
dm(z) ≡
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≡

 a(z) +
∑N

m=1

(
σ
σ

)m
cm(z) b(z) +

∑N
m=1

(
σ
σ

)m (α′(z)
α′(z)

)m
dm(z)

b(α(z)) +
∑N

m=1

(
σ
σ

)m
dm(α(z)) a(α(z)) +

∑N
m=1

(
σ
σ

)m (α′(z)
α′(z)

)m
cm(α(z))

 ,

где z ∈ D, σ = σ1 + iσ2 6= 0. Итак, нами доказана

Теорема 1.1. Для нётеровости оператора A из (1) в пространствах

Ln,pβ−2/p(D) (0 < β < 2, 1 < p < ∞) необходимо и достаточно, чтобы

выполнялись следующие условия

1) det GA(z, σ) 6= 0 при z ∈ D, |σ| = 1,

2) det GA(z, σ) 6= 0 при z ∈ Γ, |σ| < 1.

При этом, индекс оператора равен нулю.
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Глава 2

Алгебра некоторых классов двумерных

сингулярных интегральных операторов

с нечетной характеристикой

§ 2.1. Алгебра двумерных интегральных операторов с

нечетной характеристикой

2.1.1 История вопроса

Пусть D = {z : |z| < 1} – единичный круг комплексной плоскости z . Из-

вестно ([37], [38] c.9, [39], cc.252, 254]), что керн-функция Бергмана области

D , имеет вид

B(z, ζ) =
1

π(1− zζ)2
,

и интегральный оператор Бергмана

(Bf)(z) =

∫∫
D

B(z, ζ)f(ζ)dsζ (2.1)
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является ортогональным проектором пространства L2(D) на его замкнутое

подпространство – пространство Бергмана A2(D), состоящее из всех анали-

тических в D и непрерывных в замкнутой области D = D∪Γ функций f(z).

При этом, функция B(z, ζ) является воспроизводящим ядром оператора B,

то есть имеет место равенство

(f(z), B(z, ζ)) =

∫∫
D

B(z, ζ)f(ζ)dsζ = f(z).

В дальнейшем А.Д.Кошеловым [40] и Г.Джангибековым [41] (см. также [28])

независимо была найдена поликерн-функция

B2m(z, ζ) =
1

π(1− zζ)2m

m∑
k=1

(−1)k−1k(Ck
m)2|ζ − z|2(k−1)[(1− |z|2)(1− |ζ|2)]m−k

(2.2)

более широкого пространства функций Am
2 (D) : полианалитических (произ-

вольного фиксированного порядка m) в круге D и принадлежащих L2(D)

функций f(z)

f(z) = h0(z) + zh1(z) + · · ·+ zm−1hm−1(z),

где hj(z) (j = 0, 1, · · ·m − 1) – аналитические в D функции. При этом, при

любых f(z) ∈ Am
2 (D) для ядра Bm(z, ζ) , справедлива формула

(f(z), B2m(z, ζ)) =

∫∫
D

B2m(z, ζ)f(ζ)dsζ = f(z).

Следует отметить, что способы получения ядра B2m(z, ζ) в работах [40] и

[41] совершенно разные. Так, в [40] эта функция получена с помощью полной

ортонормированной в Am
2 (D) функций {enp(z)}∞n=0 , по формуле

B2m(z, ζ) =
m−1∑
p=0

∞∑
n=0

enp(z)enp(ζ),
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а в работе [41] интегральный оператор Бергмана с поли-керн функцией

B2m(z, ζ) , получен с помощью формулы

(B2mf)(z) = f(z)− (S
m
Smf)(z), (2.3)

где Sm – m-ая степень сингулярного оператора

(Sf)(z) = −1

π

∫∫
D

e2iθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , (2.4)

где θ = arg(ζ − z), z = x+ iy, ζ = ξ + iη - комплексные точки плоскости.

В лебеговом пространстве Lp(D) (1 < p < ∞) , рассмотрим простейшие

сингулярные операторы S−1 и S1 :

(S−1f)(z) =
1

2πi

∫∫
|ζ|<1

e−iθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , (S1f)(z) =

1

2πi

∫∫
|ζ|<1

eiθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ .

(2.5)

Ранее в работе Джаегибекова Г. [27] был введен новый поликерн оператор

(Bnf)(z) , по формуле

(Bnf)(z) = (I − Sn−1S
n
1 )f(z) ≡

∫∫
|ζ|<1

Bn(z, ζ)f(ζ)dsζ , (2.6)

где n = 2m + 1 (m = 0, 1, · · · ) – любое нечетное число, Sn1 и Sn−1 , соответ-

ственно, обозначают n – ую степень операторов S1 и S−1 , а ядро оператора

Bn определяется по формуле

Bn(z, ζ) =
e−inα

π|1− zζ|2

∞∑
k=1

(−1)k−1kCk
n
2
Ck

n
2 +k−1

∣∣∣ ζ − z
1− zζ

∣∣∣2(k−1)

; (2.7)

α = arg(1− zζ), Ck
n
2

=
(n2 + k − 1)(n2 + k − 2) · · · (n2 + 1)n2

k!
.

Доказано (см.[28]), что оператор Bn , имеет воспроизводящее свойство

(f(z), Bn(z, ζ)) =

∫∫
D

Bn(z, ζ)f(ζ)dsζ = f(z) (2.8)
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для функции вида

f(z) =

n−1
2 −1∑
k=0

zkfk(z) + (1− |z|2)
n
2−1fn−1

2
(z), (2.9)

где fk(z) - аналитические в |z| < 1 функции, k = 0, 1, · · ·m. Как показано в

[42], сумму из (2.9) можно преобразовать, к виду
m−1∑
k=0

zkfk(z) = P (z, z) +
m−1∑
k=0

(1− |z|2)kgk(z),

где gk(z) - аналитические функции в D, Pn(z, z) =
∑m−1

k=0 z
kPk(z), P0 = const,

Pk(z) при k ≥ 1 - полином по z степени не выше k− 1. Легко доказать, что

для поликерн оператора Bn также имеет место операторное представление

Bn = B1 +
2m∑
k=1

Sk−1B1S
k
1 ≡ B2m + S−2mB1S2m, (2.10)

где S2m - сингулярный оператор с четной характеристикой из (2.3), а B2m -

поликерн оператор Бергмана с ядром из (2.2).

2.1.2. Исходный оператор

В этом параграфе в лебеговом пространстве Lp(D)(1 < p < ∞) изучается

алгебра R, порожденная операторами вида

A = aI + bS−nK + cBn + dBn + eBnK + qBnK + T, (2.11)

где a, b, c, d, e, q - непрерывные в D функции, T - вполне непрерывный опе-

ратор,

(S−nf)(z) =
|n|

2πi|n|

∫∫
D

e−inθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ ≡ (Sn−1f)(z),

θ = arg(ζ − z), |n| = 2m + 1, Bn - поликерн оператор Бергмана из (2.6),

Bn = KBnK, (Kf)(z) = f(z).
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Отметим, что при d ≡ e ≡ q ≡ 0 оператор A из (2.11) ранее был изучен в

работе [27].

2.1.3. Доказательство пяти основных лемм

Лемма 2.1. Пусть a(z) непрерывна в D. Тогда операторы S−na − aS−n ,

Bna− aBn вполне непрерывны в Lp(D), 1 < p <∞.

Доказательство. Пусть сначала a(z) непрерывна по Гельдеру. Тогда оче-

видно оператор S−na−aS−n имеет слабую особенность и по лемме 1.4 из [43]

вполне непрерывен в Lp(D) 1 < p <∞.

Если функция a(z) только непрерывна, то достаточно равномерно аппрок-

симировать ее функциями, непрерывными по Гельдеру. Аналогично доказы-

вается вполне непрерывность оператора Bna− aBn в Lp(D).

Лемма 2.2. Пусть f(z) ∈ Lp(D), 1 < p < ∞. Тогда операторы S−nBn,

BnS−n, BnBn, BnS−nBn, B
2
n − Bn являются вполне непрерывными в Lp(D)

операторами.

Доказательство. Случай n = 1. Докажем справедливость утверждения

леммы при n = 1.

Сначала убедимся, что поликерн оператор B1 , переводит функцию

f(z) =
f0(z)√
1− |z|2)

в себя, где f0(z) – произвольная аналитическая в D функция.

Прежде всего заметим, что в ядре B1(z, ζ) поликерн оператора B1 из

(7) функция
∣∣∣(ζ − z)/(1− zζ)

∣∣∣2 на контуре |z| = 1 обращается в единицу и

поликерн оператор B1 с таким ядром в граничных точках |z| = 1 локально
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эквивалентен (см.[27]) оператору с ядром e−iα/2π|1− zζ|2 . Поэтому, имеем

(B1f)(z) =
1

2π

∫∫
|ζ|<1

f(ζ)dsζ

(1− zζ)3/2(1− zζ)1/2
=

=
1

2π

∫∫
|ζ|<1

f0(ζ)dsζ

(1− zζ)3/2(1− zζ)1/2(1− |ζ|2)1/2
=

= −1

π

∫∫
|ζ|<1

1

ζ − z
∂

∂ζ

√
1− |ζ|2

1− zζ
f0(ζ)dsζ

(1− zζ)1/2
.

Так как функция

ω(ζ) =

√
1− |ζ|2

1− zζ
f0(ζ)

(1− zζ)1/2
∈ C(D) и

∂ω

∂z
∈ Lp(D), p > 2,

то по формуле Грина получим

(B1f)(z) =
f0(z)√
1− |z|2

,

ибо контурный интеграл в формуле Грина обращается в нуль. Теперь из до-

казанной формулы немедленно следует, что B2
1 = B1.

a). Рассмотрим теперь оператор (S−1B1f)(z), где f(z) ∈ Lp(D), 1 < p <

∞ :

(S−1B1f)(z) =
1

2πi

∫∫
|ζ|<1

dsζ

(ζ − z)3/2(ζ − z)1/2

1

π

∫∫
|σ|<1

f(σ)dsσ

(1− ζσ)3/2(1− ζσ)1/2
.

Представляя внешний сингулярный интеграл в виде производной от интегра-

ла со слабой особенностью и поменяв порядок интегрирования, получим

(S1B1f)(z) =
∂

∂z

1

πi

∫∫
|σ|<1

f(σ)J(z, σ)dsσ,

где

J1(z, σ) =
1

π

∫∫
|ζ|<1

dsζ

(ζ − z)1/2(1− ζσ)3/2(ζ − z)1/2(1− ζσ)1/2
.
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Для подсчета внутреннего интеграла J(z, σ) , представим его в виде

J1(z, σ) = − 1

(1− zσ)π

∫∫
|ζ|<1

∂

∂ζ

√
ζ − z

1− ζσ
dsζ

(ζ − z)1/2(1− ζσ)1/2
.

По формуле Грина, имеем

J1(z, σ) = − 1

(1− zσ)πi

∫
|t|=1

√
t− z

1− tσ
dt

(t− z)1/2(1− tσ)1/2
=

= − 1

(1− zσ)

1

πi

∫
|t|=1

√
t− z
t− σ

dt

t(1− tz)1/2(1− tσ)1/2
.

Покажем, что подынтегральная функция по переменной t продолжима

внутри единичного круга |t| < 1 в однозначную аналитическую функцию с

единственным простым полюсом в точке t = 0 .

Действительно, в знаменателе функция (1− tz)−1/2(1− tσ)−1/2 при |t| < 1

является однозначной аналитической функцией. Функция

ω(t) =

√
t− z
t− σ

имеет две точки разветвления: t = z и t = σ. При полном обходе точки t = z

аргумент числителя (t − z)1/2 , увеличивается на величину π, а при полном

обходе точки t = σ , аргумент знаменателя (t − σ)1/2 также увеличивается

на величину π. При этом будем считать, что все обходы совершаются против

часовой стрелки. Отсюда следует, что после полного обхода контура |t| = 1

функция ω(t) возвращается к своему исходному значению, ибо в результате

полного обхода числитель и знаменатель функции ω(t) преобретут одина-

ковые множители, равные eiπ, которые сократятся, и функция ω(t) примет

свое первоначальное значение. Делая на комплексной плоскости t разрез по
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положительной части вещественной оси от точки t = 0 до t = +∞, при-

няв за исходное значение функции ω(t) :
√

1 = 1, мы в итоге получим, что

подынтегральная функция является в круге |t| < 1 однозначной аналитиче-

ской функцией с полюсом первого порядка в точке t = 0. Тогда по теореме

о вычетах получим, что

J1(z, σ) = − 2

1− zσ

√
z

σ
.

В итоге, имеем

(S−1B1f)(z) =
∂

∂z

1

πi

∫∫
|σ|<1

f(σ)J1(z, σ)dsσ = 0.

Утверждение леммы 2.2 относительно оператора B1S−1 следует из цепочек

равенств

B1S−1 = (I − S−1S1)S−1 = S−1 − S−1S1S−1 = S−1(I − S1S−1) =

= S−1(I − I +B1) = S−1B1.

b). Рассмотрим теперь оператор (B1B1f)(z), где f(z) ∈ Lp(D), 1 < p <∞ :

(B1B1f)(z) =
1

2πi

∫∫
|ζ|<1

dsζ

(1− zζ)3/2(1− zζ)1/2

1

π

∫∫
|σ|<1

f(σ)dsσ

(1− ζσ)3/2(1− ζσ)1/2
.

Представляя внешний интеграл в виде производной от интеграла с особенно-

стью первого порядка и поменяв порядок интегрирования, получим

(S1B1f)(z) =
∂

∂z

1

πi

∫∫
|σ|<1

f(σ)J2(z, σ)dsσ,

где

J2(z, σ) =
2

π

∫∫
|ζ|<1

dsζ

ζ(1− zζ)1/2(1− ζσ)3/2(1− zζ)1/2(1− ζσ)1/2
.
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Для подсчета интеграла J1(z, σ) , представим его в виде

J2(z, σ) =
2

zπ

∫∫
|ζ|<1

(z − ζ)dsζ

ζ(1− zζ)1/2(1− ζσ)3/2(1− zζ)1/2(1− ζσ)1/2
+

+
2

zπ

∫∫
|ζ|<1

dsζ

(1− zζ)1/2(1− ζσ)3/2(1− ζ)1/2zζ)1/2(1− ζσ)1/2
.

Первое слагаемое дает вполне непрерывный оператор T , а второе представим

в виде

J2(z, σ) =
4

z(σ − z)π

∫∫
|ζ|<1

∂

∂ζ

√
1− σζ
1− zζ

dsζ
(1− zζ)1/2(1− σζ)1/2

.

По формуле Грина получим

J2(z, σ) = − 2

z(σ − z)πi

∫
|t|=1

√
t− σ
t− z

dt

(1− zt)1/2(1− σt)1/2
= 0.

Таким образом, оператор B1B1 является вполне непрерывным оператором.

Аналогичным образом доказывается вполне непрерывность оператора

B1S−1B1.

Случай произвольного n. Утверждение леммы 2.2 в случае произволь-

ного n = 2m+ 1 , доказывается методом математической индукции с исполь-

зованием формулы (2.9), которая связывает поликерн операторы с нечетным

индексом с операторами, имеющими четный индекс.

Лемма 2.3. Интегральные операторы Bn, S−nBn, BnS−n, S−nBnSn при

n = 2m + 1 не являются вполне непрерывными операторами в простран-

стве Lp(D), 1 < p <∞, причем их ядра теряют непрерывность лишь при

совпадении обеих переменных на границе Γ.
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Доказательство. В силу воспроизводящего свойства ядра Bn (см. фор-

мулу (2.8)), оператор Bn имеет бесконечное число собственных функций, со-

ответствующих собственному значению 1, поэтому он не может быть вполне

непрерывным оператором. Отсюда и из формулы (2.6) cледует, что остальные

операторы также не являются вполне непрерывными в Lp(D).

Действительно, пусть, например, оператор S−nBn вполне непрерывен в

Lp(D). Тогда оператор SnS−nBn как композиция ограниченного оператора

Sn и вполне непрерывного S−nBn вполне непрерывен. Однако это противо-

речит тождеству

SnS−nBn = (I −Bn + T )Bn = Bn + T + TBn = Bn + T,

где T - вполне непрерывный оператор.

В этом пункте рассмотрим алгебру R, порожденную всеми действующи-

ми в пространстве Lp(D)(1 < p < ∞) операторами вида A из равенства

(2.11), где все коэффициенты непрерывны в D функции, T ∈ J, а через J

обозначен идеал, содержащихся в R вполне непрерывных операторов. При

этом, хотя функции, входящие в Lp(D), являются комплекснозначными, са-

мо пространство будем считать вещественным, то есть рассматривать его как

линейное множество над полем вещественных чисел. Тогда операторы из R

будут обычными линейными ограниченными операторами в Lp(D). В силу

того, что R одновременно содержит операторы Bn, BnK,Bn, BnK и S−nK,

алгебра R не исчерпывается одними только операторами вида A . Это связа-

но с тем, что в алгебру R входят, например, операторы S−nB и BnS , которые

в силу леммы 2.3, не являются вполне непрерывными в Lp(D). Поэтому при
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описании алгебры R возникает необходимость в изучении операторов более

сложной природы, а именно, операторов вида

M = aI+bS−nK + cBn + dBn + eBnK + qBnK + λS−nBnK+

+µBnS−nK + νS−nBnSn + γS−nBn + δBnSn + T,

(2.12)

где все коэффициенты – непрерывные в D функции.

Л е м м а 2.4. Оператор M, заданный формулой (2.12), является эле-

ментом алгебры R; и обратно, всякий оператор из алгебры R, представим

в виде (2.12).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего нетрудно проверить, что произве-

дение двух операторов A1 и A2 из (2.11) с коэффициентами aj, bj, cj, dj, ej,

qj (j = 1, 2) дает оператор A с коэффициентами a = a1a2 − b1b2, b =

a1b2 + a2b1, c = (a1 + c1)c2 + a2c1 + e1q2 + b1b2 , d = (a1 + d1)d2 + a2d1 + q1e2,

e = (a1 + c1)e2 + (a2 + c2)e1, q = (a1 + d1)q2 + (a2 + c2)q1, λ = b1d2, µ = b2d1,

ν = 0, γ = b1q2, δ = −b2e1. Отсюда ясно, что если, обратно, задан оператор

M , то, задавая M1 с условиями |a1|2 + |b1|2 6= 0, (a1 + c1)(a1 + d1)− e1q 6= 0,

найдем a2, b2, c2, d2, e2, q2. Очевидно, для доказательства второй части лем-

мы достаточно показать, что сумма и произведение операторов вида (2.12)

имеют такое же представление. В самом деле, если Aj = aI + bjSK + cjB +

djB+ejBK+qjBK+λjSBK+µjBSK+νjSBS+γjSB+δjBS+Tj, j = 1, 2,

то M1 +M2 , имеет такой же вид. Что касается композиции операторов M1

и A2 , то их вычисление требует довольно кропотливой работы и опирается на

леммы 2.1 – 2.4. В результате, получимM1M2 =M, причем коэффициенты
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оператора M , находятся по следующим формулам:

a = a1a2 − b1b2, b = a1b2 + a2b1,

c = (a1 + c1)c2 + c1a2 + e1q2 − δ1γ2 + b1b2,

d = (a1 + d1)d2 − (b2 + λ2)µ1 + a2d1 + q1e2 − b1λ2,

e = (a1 + c1)e2 + (b2 + λ2)δ1 + (a2 + d2)e1,

q = (a1 + d1)q2 + (a2 + c2)q1 − (b1 + µ1)γ2,

λ = (a1 + d1)λ2 + (a2 + d2)λ1 + b2ν1 + b1d2 + γ1e2,

µ = (a1 + d1)µ2 + (ν2 + q2)µ1 + b2d1 + b1ν2 − q1δ2,

ν = (a1 + ν1)ν2 + a2ν1 − b2λ1 + γ1δ2,

γ = (a1 + ν1)γ2 + (a2 + c2)γ1 + (b1 + λ1)q2,

δ = (a1 + c1)δ2 + (a2 + ν2)δ1 − (b2 + µ2)e1.

(2.13)

Каждому оператору M∈ R сопоставим в качестве символа матрицу, вида

σM(z, t) =

∆(z) 0

0 D(t)

 , где ∆(z) =

 a(z) b(z)

−b(z) a(z)

 , z ∈ D,

D(t) =


a(t) + c(t) e(t) δ(t)

q(t) a(t) + d(t) −b(t) + µ(t)

γ(t) a(t) + λ(t) a(t) + ν(t)

 , t ∈ Γ,

то есть, матрица-функция σM(z, t) непрерывна на компакте D × Γ. Мно-

жество определенных, таким образом, символов обозначим через N . Оче-

видно, что σI(z, t) = E , где E – единичная матрица из N , а в силу (2.4)

нетрудно убедиться, что σA1+A2
(z, t) = σA1

(z, t) + σA2
(t), σA1(z,t)·A2

(z, t) =

σA1
(z, t) · σA2

(z, t). Таким образом, N есть алгебра. Покажем теперь, что
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выполнены условия, обеспечивающие применимость к операторам из R тео-

ремы 6.4.1 из [32]. Прежде всего, имеет место

Л е м м а 2.5. Символ σM(z, t) ∈ N оператора M ∈ N тождественно

равен нулю тогда и только тогда, когда M∈ J.

Лемма 5 доказывается с помощью локального метода Симоненко [26] c

использованием результатов, доказанных лемм 2.1 – 2.4.

2.1.4. Доказательство итоговой теоремы

Пусть теперь матрица σA(z, t) невырожденная, то есть σA(z, t) 6= 0 при всех

z ∈ D, t ∈ Γ . Тогда обратная матрица

[σA(z, t)]−1 =

∆−1(z) 0

0 D−1(t),

 , z ∈ D, t ∈ Γ

также принадлежит алгебре N , поскольку она является символом оператора

R ∈ N :

R =
a

|∆|
I − b

|∆|
SK + c∗B + d∗B + e∗BK + q∗BK+

+λ∗SBK + µ∗BSK + ν∗SBS + γ∗SB + δ∗BS,

(2.14)

где c∗, d∗, e∗, q∗, λa∗, µ∗, ν∗, γ∗, δ∗– такие непрерывные в D функции, что

на границе Γ области D , соответственно, имеют вид:

c∗(t) =
∆11(t)

|D(t)
− a(t)

|∆(t)|
, d∗(t) =

∆22(t)

|D(t)|
− a(t)

|∆(t)|
, e∗(t) =

∆21(t)

|∆(t)|
,

q∗(t) =
∆12(t)

|D(t)|
, λ∗(t) =

∆23(t)

|D(t)|
− b(t)

|∆(t)|
, µ∗(t =

∆32(t)

|D(t)|
,

ν∗(t) =
∆33(t)

|D(t)
− a(t)

|∆(t)|
, γ∗(t) =

∆13(t)

|D(t)|
, δ∗(t) =

∆31(t)

|∆(t)|
,
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здесь |∆(z)| = det ∆(z), |D(t)| = det |D(t)|, z ∈ D, t ∈ Γ a ∆ij – алгебраи-

ческое дополнение элемента aij в определителе |D(t)| (i, j = 1, 2, 3).

Т е о р е м а 2.1. Для того чтобы произвольный оператор M из ал-

гебры R был нетеровым оператором в пространстве Lp(D), 1 < p < ∞,

необходимо и достаточно, чтобы

|a(z)|2 + |b(z)|2 6= 0 при z ∈ D, detD(t) 6= 0 при t ∈ Γ. (2.15)

При выполнении этих условий индекс оператора равен

κ = − n

2π
[arg detD(t)]

∣∣∣
Γ
.

Д о с т а т о ч н о с т ь . По теореме 6.4.1 из [32] заключаем, что при

выполнении условий (2.15) оператор R из (2.14) является правым и левым

регуляризатором оператора A .

Н е о б х о д и м о с т ь . Необходимость условий (2.15) для нетеровости

доказывается по схеме [44] от противного с помощью локального метода [26].

З а м е ч а н и е. Полученные результаты сохраняются в лебеговом про-

странстве Lpβ−2/p(D) (1 < p <∞, 0 < β < 2).

§ 2.2. Алгебра двумерных сингулярных интегральных

операторов с нечетной характеристикой со сдвигом

2.2.1. Исследуемый оператор со сдвигом и доказательство основной

леммы

Пусть D – конечная односвязная область комплексной плоскости, ограни-

ченная простой замкнутой кривой Ляпунова Γ. В данной работе в векторном
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лебеговом пространстве Lν,p(D) (1 < p <∞) изучаются операторы, вида

A = a(z)I + b(z)WS2m+1 +
m∑
l=0

cl(z)B2l+1 + T, m ≥ 0− целое, (2.16)

где a(z), b(z), cl(z) – непрерывные в D квадратные матрицы-функции по-

рядка ν , T – вполне непрерывный оператор,

(Snf)(z) =
|n|

2πi|n|

∫∫
D

einθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ

θ = arg(ζ − z), Bn - поликерн - оператор Бергмана

(Bnf)(z) =

∫∫
D

Bn(z, ζ)f(ζ)dsζ , (2.17)

где ядро оператора Bn в случае единичного круга с центром в начале коор-

динат определяется, по формуле (см.[27])

Bn(z, ζ) =
e−inα

π|1− zζ|2

∞∑
k=1

(−1)k−1kCk
n
2
Ck

n
2 +k−1

∣∣∣ ζ − z
1− zζ

∣∣∣2(k−1)

; (2.18)

оператор W – является оператором антиконформного сдвига, то есть

(Wf)(z) = f(α(z)),

где α(z) антиконформное отображение области D на себя, удовлетворяющее

условию Карлемана α(α(z)) = z для ∀z ∈ D и ∃z0 ∈ D такое, что α(z0) 6= z0.

Отметим, что некоторые классы уравнений со сдвигом, содержащих опера-

торы Sn , изучены в работах [20 – 25]. Вcе указанные работы касаются случая,

когда оператор Sn имеет четную характеристику. Операторы со сдвигом и с

нечетной характеристикой ранее не были исследованы.

Лемма 2.6. Пусть f(z) ∈ Lν,p(D)(1 < p < ∞). Если α(z) являет-

ся антиконформным отображением области D на себя, удовлетворяющим
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условию Карлемана α(α(z)) = z для ∀z ∈ D , тогда оператор

(α′(z)/α′(z))m+1/2WS2m+1 − S−(2m+1)W

и

WB2l+1 −B−(2l+1)W, B−(2l+1)WSm, WSmB−(2l+1) (l = 1, 2, . . . ,m)

вполне непрерывны в Lν,p(D).

Доказательство. Рассмотрим оператор WS2m+1 :

(WS2m+1f)(z) =
(2m+ 1)

2πi2m+1

∫∫
D

(ζ − α(z))m−1/2

(ζ − α(z))m−3/2
f(ζ)dsζ

Произведя в интеграле замену переменных ζ = α(σ) и учитывая некоторые

свойства конформного отображения (см. [33], стр. 399, 411), получим

(WS2m+1f)(z) =
(2m+ 1)

2πi2m+1

∫∫
D

(α(σ)− α(z))m−1/2

(α(σ)− α(z))m+3/2
|α′(σ)|2f(α(σ))dsσ =

+
(2m+ 1)

2πi2m+1

∫∫
D


(
α(σ)−α(z)

σ−z

)m−1/2

(
α(σ)−α(z)

σ−z

)m+3/2
− (α′(z))

m−1/2

(α′(z))m+3/2

 |α′(σ)|2)×

×(σ − z)m−1/2

(σ − z)m+3/2
f(α(σ)dsσ +

(2m+ 1)

2πi2m+1

∫∫
D

(α′(z))
m−1/2

(α′(z))m+3/2
|α′(σ)|2×

×(σ − z)m−1/2

(σ − z)m+3/2
f(α(σ)dsσ = (α′(z)/α′(z))m+1/2(S−(2m+1)W )f(z) + T.

Поэтому

WS2m+1 =
(αz(z)

αz

)m+1/2

S−(2m+1)W + T.

Прежде чем перейти к доказательству других утверждений относительно

операторов B−(2l+1), отметим, что, как показано в работе [1], в случае еди-

ничного круга D = {z : |z| < 1} оператор B−(2l+1) (l = 1, 2, . . . ,m) локально

53



эквивалентен оператору с ядром ei(2l+1)θ/2π|1 − zζ|2, где θ = arg(1 − zζ).

Теперь, если D – произвольная односвязная область комплексной плоскости

z , то оператор B2l+1l = 1, 2, . . . ,m , представляется в виде

(B−(2l+1)f(z)) =
1

2π

∫∫
D

ω′(z)ω′(ζ)(1− ω(z)ω(ζ))l−1/2

(1− ω(z)ω(ζ))l+3/2
f(ζ)dsζ ,

где ω(z) – однолистное конформное отображение области D на единичный

круг с центром в начале координат. Учитывая это, будем иметь

(WB−(2l+1)f)(z) =
1

2π

∫∫
D

ω′(α(z))ω′(ζ)(1− ω(α(z)ω(ζ))l−1/2

αz(z)(1− ω(α(z))ω(ζ))l+3/2
f(ζ)dsζ =

=
1

2π

∫∫
D

ω′(α(z))ω′(α(σ))(1− ω(α(z)ω(α(σ)))l−1/2

αz(z)ασ(σ)(1− ω(α(z))ω(α(σ))l+3/2
|α′(σ)|2f(α(σ))dsσ =

=
1

2π

∫∫
D

ψ′(z)ψ′(σ)(1− ψ(z)ψ(σ))l−1/2

(1− ψ(z)ψ(σ))l+3/2
f(α(σ))dsσ + T ≡ (B2l+1Wf)(z) + T,

где функция ψ(z) = ω(α(z)) является конформным отображением области

D на себя.

Другие утверждения леммы 2.6 доказываются аналогичным образом.

2.2.2. Алгебра операторов и доказательство основной теоремы

Теперь рассмотрим множество всех операторов вида (1) в пространстве

Lν,p(D) (1 < p < ∞) . Указанное множество обозначим через R. Пока-

жем, что множество представляет собой алгебру в Lν,p(D) (1 < p < ∞) .

Действительно, пусть Ak ∈ R, k = 1, 2, так что

Ak = ak(z)I + bk(z)WS2m+1 +
m∑
l=0

ck,l(z)B2l+1 + Tk,
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тогда

A1 +A2 = (a1 + a2)I + (b1 + b2)WS2m+1 +
m∑
l=0

(c1,l + c2,l)B2l+1 + T,

и A1 +A2 ∈ R. Далее,

A1A2 =

(
a1I + b1WS2m+1 +

m∑
l=0

c1,lB2l+1 + T1

)
×

×

(
a2I + b2WS2m+1 +

m∑
l=0

c2,l(z)B2l+1 + T2

)
.

Пользуясь доказанной выше леммой, результатами лемм 1–3 из [1], свойства-

ми W 2 = I, SnS−n = I −Bn + T, а также учитывая, что композиция вполне

непрерывного и ограниченного операторов есть вполне непрерывный опера-

тор, установим, что коэффициенты композиции A1A2 = A3 , определяются

равенствами

a3(z) = a1(z)a2(z) + b1(z)b2(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2,

b3(z) = a1(z)b2(z) + b1(z)b2(α(z)),

c3,m = a1c2,m + a2c1,m + c1,mc2,m − b1b2α
′(z))m+1/2,

c3,m−1 = a1c2,m−1 + a2c1,m−1 + c1,m−1c2,m−1 + c1,m−1c2,m + c2,m−1c1,m,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c3,0 = c1,0

m∑
l=0

c2,l + c2,0

m∑
l=0

c1,l + a1c2,0 + a2c1,0.

(2.19)

Таким образом, композиция двух сингулярных интегральных операторов ви-

да (2) является оператором такого же типа. Итак, нами доказано, что мно-

жество операторов вида (2) из R , является алгеброй.
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Теперь каждому оператору A ∈ R сопоставим в качестве символа блоч-

ную квадратную матрицу-функцию

σA(z, t) =


a(z) d(z)(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

d(α(z)) a(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

0 0 c(t)

 ,

где

c(t) =



a(t) +
∑m

l=1 cl(t) 0 0 . . . 0

c1(t) a(t) +
∑m

l=2 cl(t) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

c1(t) c2(t) . . . a(t) + cm(t)


,

z ∈ D, t ∈ Γ. Таким образом, матрица-функция σA(z, t) непрерывна на ком-

пакте D×Γ. Обозначим черезM множество всех символов операторов из R .

Непосредственной проверкой устанавливается, что имеют место равенства

σA1+A2
(z, t) = σA1

(z, t) + σA2
(z, t), σA1A2

(z, t) = σA1
(z, t) · σA2

(z, t),

то есть сопоставление оператору A ∈ R его символа σA(z, t) задает гомомо-

физм алгебр R и M. При этом ядром гомоморфизма является множество

вполне непрерывных операторов в Lp(D). Наконец, если σA(z, t) – невырож-

денная матрица-символ, то непосредственным построением устанавливается,

что матрица σ−1
A (z, t) является символом некоторого оператора из R.

Таким образом, по теореме 6.4.1 из [8], оператор A из алгебры R нетеров

тогда и только тогда, когда его символ σA(z, t) невырожден для всех z ∈

D, t ∈ Γ. Итак, мы приходим к утверждению
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Теорема 2.1. Для того, чтобы сингулярный интегральный оператор A

с антиконформным сдвигом Карлемана α(z) из (1) был нетеровым в про-

странстве Lν,p(D) (1 < p < ∞), необходимо и достаточно выполнение

условий

detσA(z, t) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a(z) d(z)(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

d(α(z)) a(α(z))(α′(z)/α′(z))m+1/2 0

0 0 c(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0, ∀z ∈ D,

m∏
j=1

det
(
a(t) +

m∑
k=j

ck(t)
)
6= 0, ∀t ∈ Γ.

При выполнении этих условий индекс оператора A вычисляется по формуле

κ =
m∑
j=1

IndΓ det
(
a(t) +

m∑
k=j

ck(t)
)
.

З а м е ч а н и е. Полученные результаты сохраняются в лебеговом про-

странстве Lν,pβ−2/p(D) (1 < p <∞, 0 < β < 2).
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Глава 3

Нётеровая разрешимость одного класса

сингулярных интегральных уравнений

Коши по замкнутому кругу

§ 3.1. Алгебра одного класса двумерных сингулярных

интегральных уравнений Коши по замкнутому кругу

3.1.1. История вопроса

Пусть Γ – простая замкнутая кривая Ляпунова комплексной плоскости. Рас-

смотрим следующее уравнение:

(Af)(t) ≡ a(t)f(t) +
b(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ + (Tf)(t) = g(t), (3.1)

где a(t), b(t) – заданные на Γ непрерывные функции, g(t) – заданная, а f(t)

- неизвестная функция гильбертова пространства L2(Γ) , T – вполне непре-

рывный оператор. Интеграл (SΓf)(t) является сингулярным интегралом:

(SΓf)(t) =
1

πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ − t
dτ = lim

ε→o

1

πi

∫
Γε

f(τ)dτ

τ − t
dτ, t ∈ Γ
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(предел понимается в смысле главного значения по Коши), где Γε – обозна-

чает контур круга с радиусом ε и центром в точке t .

Первые значительные результаты по разрешимости уравнения (3.1) в на-

чале двадцатого века были получены Ф. Нётером [45], Т. Карлеманом [46] и

Трикоми Ф.Ж. [47], [48]. Полная теория разрешимости одномерных сингуляр-

ных интегральных уравнений Коши в Гельдеровых пространствах Hα(Γ), 0 <

α < 1 и пространствах Лебега Lp(Γ), 1 < p <∞ построены в фундаменталь-

ных работах советских математиков Н.И. Мусхелишвили [49], С.Г.Михлина

[9] Ф.Д.Гахова [50] и изложены в [49]:

Теорема 3.1. Пусть для любых t ∈ Γ выполняется условие

a2(t)− b2(t) 6= 0.

Тогда

1). Однородное интегральное уравнение

(Af)(t) = 0 (3.2)

и соответствующее ему, однородное сопряженное уравнение

(A∗ψ)(t) = a(t)ψ(t) +
1

πi

∫
Γ

b(τ)
ψ(τ)

τ − t
dτ + (T ′ψ)(t) = 0 (3.3)

в пространстве L2(Γ), могут иметь конечное число k (соответственно

k′) линейно независимых решений.

2). Для разрешимости неоднородного уравнения

(Af)(t) = g(t), g(t) ∈ Γ (3.4)
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в пространстве L2(Γ) необходимо и достаточно, чтобы∫
Γ

g(t)ψj(t)dt = 0, j = 1, 2, . . . k′

для любого решения ψj(t) ∈ L2(Γ) сопряженного уравнения (A∗ψ)(t) = 0.

3). Конечное число κ = k − k′ , называется индексом уравнения (3.1) и

вычисляется по формуле

κ =
1

π

[
arg

a(t)− b(t)
a(t) + b(t)

]
Γ
.

3.1.2. Сингулярные интегральные уравнения

с операторами SΓ и SΓ

Данная глава посвящена исследованию более общему, чем (3.1) сингулярному

интегральному уравнению

(Af)(t) =

= a(t)f(t)+ b(t)f(t)+
c(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ − d(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ +(Tf)(t) = g(t) (3.5)

в банаховых пространствах Lp(Γ)(1 < p < ∞) , где a(t), b(t), c(t), d(t) –

заданные непрерывные на Γ функции.

Уравнение (3.5) впервые рассмотрен Л.Г. Михайловым [29] (см. также [30])

в связи с изучением некоторых краевых задач для обобщенных аналити-

ческих функций. Указанный автор, в предположении, что коэффициенты

уравнения (3.5) удовлетворяют условию Гельдера, сводит изучение уравне-

ния (3.5) в пространствах Hα(Γ) (0 < α < 1) к эквивалентной системе

интегральных уравнений Коши.
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При этом, хотя функции, входящие в Lp(Γ) , являются комплекснознач-

ными, само пространство будем считать вещественным, т.е. рассматривать

его как линейное множество над полем вещественных чисел. Тогда не только

сингулярный интегральный оператор

(SΓf)(t) =
1

πi

∫
Γ

f(τ)dτ

τ − t
,

но и композиция сингулярного оператора с оператором комплексного сопря-

жения

(SΓf)(t) ≡ (KSΓf)(t) = − 1

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ , (Kf) = f(t)

будут обычными линейными ограниченными операторами в Lp(Γ) .

Всякий линейный ограниченный функционал на рассматриваемом (веще-

ственном) пространстве Lp(Γ) , единственным образом представим, в виде

(f, ψ) = Re

∫
Γ

f(τ)ψ(τ)dτ

В соответствии с этим сопряженным к оператору A в Lp(Γ)

(A∗ψ)(t) = a(t)ψ(t) + b(t)ψ(t)− 1

πi

∫
Γ

c(τ)ψ(τ)

τ − t
dτ+

+
1

πi

∫
Γ

d(t)ψ(τ)

τ − t
dτ + (Tψ)(t) = q(t) (3.6)

где ψ(t), q(t) ∈ Lq(Γ) (1/p+ 1/q = 1) .

Ламма 3.1. Если функция b(t) непрерывна на Γ, то оператор

V = SΓb− bSΓ

вполне непрерывен в Lp(Γ)(1 < p <∞).
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Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда b(t) ∈ Hα(Γ), 0 <

α < 1 , т.е. найдется такое число, что для произвольных значений t1, t2 ∈ Γ

выполняется неравенство |b(t1)− b(t2)| < M |t1 − t2|α . Тогда оператор V :

(V f)(t) = (SΓ(bf))(t)− b(t)(SΓ)(t) =
1

πi

∫
Γ

b(τ)− b(t)
τ − t

f(τ)dτ

имеет ядро со слабой особенностью:∣∣∣b(τ)− b(t)
τ − t

∣∣∣ < M
|τ − t|α

|τ − t|
=

M

|τ − t|1−α
.

Следовательно оператор, V вполне непрерывен в Lp(Γ)(1 < p <∞) .

Пусть, теперь функция b(t) только непрерывна, то построим последова-

тельность функции bn(t) ∈ Hα(Γ) , которая равномерно сходится к функции

b(t) . Рассмотрим оператор Vn = SΓbn − bnSΓ . По доказанному, оператор Vn

вполне непрерывен в Lp(Γ) . Оценим норму разности V − Vn :

||V − Vn|| = ||SΓ(b− bn)− (b− bn)SΓ|| ≤ ||SΓ(b− bn)||+ ||(b− bn)SΓ|| ≤

≤ 2||SΓ||max
t∈Γ
|b(t)− bn(t)|.

Но функции bn(t) равномерно сходятся к b(t) , следовательно,

maxt∈Γ|b(t)− bn(t)| → 0 и ||V − Vn|| → 0.

По известной теореме функционального анализа, оператор V вполне непре-

рывен в Lp(Γ) .

Лемма 3.1 доказана.

Следствие. Из леммы 3.1 следует, что оператор A∗ – сопряженное к опе-

ратору A из (3.6) также имеет вид (3.5).
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С учетом указанного следствия, ниже будем изучать множество всех опе-

раторов, имеющих вид (3.5).

Прежде всего заметим, что уравнение (3.5), наряду с искомой функцией

f(t) , также содержит комплексно сопряженную функцию f(t) и уравнения

такого вида можно, непосредственно, свести к системе двух сингулярных ин-

тегральных уравнений с двумя неизвестными функциями f(t) и f(t) . Для

этого нужно присоединить к данному уравнению другое полученное пере-

ходом к комплексно сопряженным значениям. Таким образом в векторном

пространстве

L2
p(Γ) = {(f1, f2) : f1, f2 ∈ L2

p(Γ)},

рассмотрим оператор

U =

a(t)I + c(t)SΓ b(t)I + d(t)SΓ

b(t)I + d(t)SΓ a(t)I + c(t)SΓ

 . (3.7)

Лемма 3.2. Нетеровость оператора A : Lp(Γ) −→ Lp(Γ)(1 < p <∞) из

(3.5) эквивалентна нетеровости оператора U : L2
p(Γ) −→ L2

p(Γ).

Доказательство аналогично доказательству леммы 1 из [23]. Действитель-

но, если функция f(t) является решением уравнения (3.5) из Lp(Γ) , то вектор

F = (f, f) будет решением системы UF = G из L2
p(Γ) , где G = (g, g) и об-

ратно, если вектор F = (f1, f2) является решением системы UF = G из

L2
p(Γ) , то вектор (f 2, f 1) также будет решением. Но тогда решением системы

UF = Q из L2
p(Γ) будет вектор

(
f1+f2

2 , f2+f1
2

)
. Отсюда следует, что функция

f1+f2
2 будет решением уравнения (3.5) из L2

p(Γ) .
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Пусть теперь k обозначает число линейно-независимых решений однород-

ного уравнения (3.5) над полем вещественных чисел, l – число линейно-неза-

висимых решений однородной системы UF = 0 над полем комплексных чи-

сел. Покажем, что k = l . Пусть {fj(z)}, j = 1, 2, · · · , k, – фундаментальная

система решений однородного уравнения (5). Тогда векторы Fj = (fj, f j)

(j = 1, 2, · · · k) будут линейно-независимыми решениями уравнения UF = 0 .

Действительно, если
∑n

j=1 cjFj = 0 , то
∑n

j=1 cjfj = 0,
∑n

j=1 cjf j = 0 или∑n
j=1 cjfj = 0 и

∑n
j=1 cjfj = 0 . Отсюда

∑n
j=1(cj+cj)fj = 0,

∑n
j=1(cj−cj)fj =

0 , и cj + cj = 0, cj − cj = 0, т.е. cj = 0. Таким образом, k ≤ l. Также как в

([34], с.276) доказывается, что имеет место обратное неравенство k ≥ l .

Совершенно аналогично доказывается, что однородное сопряженное урав-

нение A∗ψ = 0 в пространстве Lq(Γ) и соответствующая система уравнений

U ∗Ψ = 0 в векторном пространстве L2
q(Γ) , имеют одинаковое число линейно-

независимых решений, определенным образом, соответствующих друг другу.

Из установленного выше соответствия между решениями неоднородного

уравнения Af = g и неоднородной системы UF = G следует, что они нор-

мально разрешимы одновременно. Лемма 3.2 доказана.

Следующее утверждение следует из [30] :

Лемма 3.3. Между операторами (SΓf)(t) и (SΓf)(t), имеет место сле-

дующее соотношение

(SΓf)(t) = −(SΓf)(t) + (Tf)(t),

где T – вполне непрерывный оператор.

Действительно, в случае Γ = {τ : |τ | = 1} это утверждение следует из
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равенства:

(SΓf)(t) + (SΓf)(t) =
1

πi

∫
|τ |=1

f(τ)
( dτ

τ − t
− dτ

τ − t

)
=

=
1

πi

∫
|τ |=1

( 1

τ − t
− t

τ(τ − t)

)
f(τ)dτ =

1

πi

∫
|τ |=1

f(τ)dτ

τ
.

В силу леммы 3.3 в (3.7) заменив SΓ на −SΓ , согласно следствиям леммы

3.2 получим, что нетеровость оператора A : Lp(Γ) −→ Lp(Γ) (1 < p <∞) из

(3.5), равносильно нетеровости матричного оператора U : L2
p(Γ) −→ L2

p(Γ) :

(UF )(t) ≡ λ(t)F (t) + µ(t)(SΓF )(t) + (TF )(t) = G(t), (3.8)

где

λ(t) =

a(t) b(t)

b(t) a(t)

 , µ(t) =

c(t) −d(t)

d(t) −c(t)

 ,

G = (g, g) – заданный вектор из пространства L2
p(Γ), F = (f, f) – искомая

вектор-функция из L2
p(Γ).

3.1.3. Алгебра сингулярных операторов

с интегралами SΓ и SΓ

Рассмотрим множество R всех операторов вида (3.8), действующие в вектор-

ном пространстве L2
p(Γ) (1 < p <∞). Покажем, что множество сингулярных

операторов R представляет собой алгебру в L2
p(Γ) (1 < p < ∞) . Действи-

тельно, пусть Uk ∈ R, k = 1, 2 , так что

Uk = λkI + µkSΓ + Tk,
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тогда

U1 + U2 = (λ1 + λ2)I + (µ1 + µ2)SΓ + (T1 + T2), (3.9)

и U1 + U2 ∈ R . Далее

U1U2 = (λ1I + µ1SΓ + T1)(λ2I + µ2SΓ + T2) =

= λ1λ2I + µ1SΓµ2SΓ + λ1µ2SΓ + µ1SΓµ2 + (T1 + T2).

Пользуясь следствием из леммы (3.1) и формулой Пуанкаре – Бертрана [5]

S2
Γ = I,

находим,

U1U2 = (λ1λ2 + µ1µ2)I + (λ1µ2 + λ2µ1)SΓ + T. (3.10)

Отсюда ясно, что U1U2 ∈ R .

Из формул (3.9) и (3.10) следует, что алгебру операторов R можно приве-

сти в соответствие алгебры символов. Для этого сначала определим символ

сингулярного интегрального оператора SΓ . С этой целью достаточно рас-

смотреть сингулярный интеграл на вещественной оси, т.е.

(SRf)(x) =
1

πi

∞∫
−∞

f(y)

y − x
dy =

1

πi

∞∫
−∞

sign(y − x)

|y − x|
f(y)dy.

Оператору SR сопоставим, в качестве символа, преобразование Фурье его

ядра (FK)(x) , где

K(x) =
1

πi

signx

|x|
.

Вычислим (FK)(y) :

(FK)(y) =
1

πi

∞∫
−∞

eixy

x
dx = lim

ε→0

1

πi

( ε∫
−∞

+

∞∫
ε

)eixy
x
dx =
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= lim
ε→0

1

πi

∞∫
ε

eixy − e−ixy

x
dx =

=
2

π
lim
ε→0

∞∫
ε

sinxy

x
dx =

2

π
lim
ε→0

∞∫
ε

sin(x|y|) · signy
x|y|

d(x|y|) =

=
2

πi
signy

∞∫
0

sinx

x
dx = signy.

Итак, символ сингулярного оператора SΓ равен Θ, которое обозначает неза-

висимую переменную, принимающую только два значения +1 и −1 :

Θ = signy =


+1, если y>0,

−1, если y<0,

так, что Θ2 = 1.

Теперь, любому оператору вида (3.8) из алгебры R , приведем в соответ-

ствие символ матрицу-функцию

ΦU(t,Θ) = λ(t) + µ(t)Θ. (3.11)

Тогда ΦI(t,Θ) ≡ 1 и

ΦU1+U2
(t,Θ) = λ1(t) + λ2(t) + [µ1(t) + µ2(t)]Θ = ΦU1

(t,Θ) + ΦU2
(t,Θ);

ΦU1U2
(t,Θ) = λ1(t)λ2(t) + µ1(t)µ2(t) + [λ1(t)µ2(t)+

+λ2(t)µ1(t)]Θ = ΦU1
(t,Θ)ΦU2

(t,Θ).

Отсюда следует, что матрица-функция (3.11) составляет алгебру, которую

обозначим через M . Между алгебрами R и M можно установить гомо-

морфное соответствие, так, что каждому оператору U ∈ R , приводится в
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соответствие одна и только одна матрица-функция ΦU(t,Θ) ∈ R и каждой

функции из M соответствует хотя бы один оператор из R , при этом вполне

непрерывному оператору из L2
p(Γ) соответствует матрица-функция, равная

нулю тождественно.

Из сказанного выше следует, что к операторам U из алгебры R (одновре-

менно по лемме 3.1 к операторам A из (3.5)) применима теорема Михлина

([32] с.121). По этой теореме для нетеровости оператора A из L2
p(Γ) (1 < p <

∞) необходимо и достаточно, чтобы его символ ΦU(t,Θ) невырождался, т.е.

при любом t ∈ Γ и Θ = ±1, det ΦU(t,Θ) 6= 0 . Иначе говоря,

det(λ(t)± µ(t)) 6= 0 для любых t ∈ Γ.

Так как det(λ(t)− µ(t)) = ∆(t) и det(λ(t) + µ(t)) = ∆(t) , то условие нетеро-

вости оператора A , примет вид

∆(t) ≡
(
a(t)− c(t)

)(
a(t) + c(t)

)
−
(
b(t) + d(t)

)(
b(t)− d(t)

)
6= 0 ∀t ∈ Γ.

Итак, нами доказана

Теорема 3.2. Для нетеровости оператора A из (3.5) в пространствах

Lp(Γ) (1 < p <∞) необходимо и достаточно, чтобы

∆(t) ≡
(
a(t)−c(t)

)(
a(t)+c(t)

)
−
(
b(t)+d(t)

)(
b(t)−d(t)

)
6= 0 ∀t ∈ Γ. (3.12)

При выполнении условия (3.12), индекс оператора A, равен

κ = 2IndΓ∆(t).
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3.1.4. Обобщение результатов

Полученные в пунктах 3.1.1 – 3.3.3 результаты можно обобщить в систе-

ме сингулярных интегральных уравнений Коши. В банаховом пространстве

Lnp(Γ), которая состоит из n - мерных векторов f = (f1, f2, · · · fn) с компо-

нентами fk, k = 1, 2, · · · , n из пространства Lp(Γ) (1 < p <∞) с нормой

||f ||Lnp = max
1≤k≤n

||fk||Lp

рассмотрим следующий оператор

(Af)(t) ≡ a(t)f(t) + b(t)f(t) +
c(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ−

−d(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ + (Tf)(t) = g(t), (3.13)

где a, b, c, d – заданные n× n мерные матрицы-функции с непрерывными на

Γ элементами, g(t) – заданная функция из пространства Lp(Γ)(1 < p <∞) .

Через λ(t) и µ(t) обозначим 2n× 2n – мерные блочные матрицы

λ(t) =

a(t) b(t)

b(t) a(t)

 , µ(t) =

c(t) −d(t)

d(t) −c(t)

 .

Имеет место

Теорема 3.3. Для нетеровости оператора A из (3.13) в пространствах

Lnp(Γ); (1 < p <∞) необходимо и достаточно, чтобы

det
(
λ(t)± µ(t)

)
6= 0 ∀t ∈ Γ. (3.14)

При выполнении (3.14) индекс оператора A, равен

κ = IndΓ

det
(
λ(t)− µ(t)

)
det
(
λ(t) + µ(t)

) .
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§ 3.2. Применение к краевым задачам для аналитиче-

ских функций

В этом параграфе мы применяем полученные выше результаты для сингу-

лярных интегральных уравнений (3.5) к общей задаче сопряжения для ана-

литических функций.

Пусть Γ – замкнутая кривая Ляпунова, делящая плоскость комплексного

перменного на внутреннюю область D+ и внешнюю D−.

Постановка задачи сопряжения. Найти две функции Φ+(z) – анали-

тическую в области D+, и Φ−(z) – аналитическую в области D− предста-

вимые в виде интеграла типа Коши, такие, что почти всюду их граничные

значения Φ+(t) и Φ−(t) на Γ, существуют и удовлетворяют условию

a(t)Φ+(t) + b(t)Φ+(t) = c(t)Φ−(t) + d(t)Φ−(t) + g(t), Φ−(∞) = 0, (3.15)

где a(t), b(t), c(t), d(t) – заданные в Γ непрерывные функции.

Рассмотрим интеграл типа Коши

Φ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(τ)

τ − z
dτ, (3.16)

где f(τ) ∈ Lp(Γ) (1 < p <∞) . Тогда почти во всех точках t ∈ Γ, граничные

значения интеграла при стремлении точки z к точке t , существуют:

Φ+(t) = lim
z→t
z∈D+

Φ(z), Φ−(t) = lim
z→t
z∈D−

Φ(z)

и выражаются с помощью формул Сохоцкого–Племеля

Φ+(t) =
1

2

(
(If)(t) + (SΓf)(t)

)
, (3.17)

Φ−(t) =
1

2

(
−(If)(t) + (SΓf)(t)

)
(3.18)
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и принадлежат пространству Lp(Γ) . Отсюда следует, что

f(t) = Φ+(t)− Φ−(t), (Sf)(t) = Φ+(t) + Φ−(t). (3.19)

Подставляя значения (3.17) – (3.19) - в задачу (3.15) получим, что данная

задача эквивалентна сингулярному интегральному уравнению, вида (3.5):

(Af)(t) = a1(t)f(t) + b1(t)f(t) +
c1(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ−

−d1(t)

πi

∫
Γ

f(τ)

τ − t
dτ + (Tf)(t) = g(t) (3.20)

с коэффициентами

a1(t) = a(t) + c(t), b1(t) = b(t) + d(t),

c1(t) = a(t)− c(t), d1(t) = b(t)− d(t).

Применяя к (3.20) теорему 3.2, получим

Теорема 3.4. Пусть в задаче (3.15) коэффициенты a(t), b(t), c(t), d(t)

являются на Γ непрерывными функциями. Тогда для нетеровости зада-

чи (3.15) в классе функции, представимых в виде интеграла типа Коши

Φ±(t) ∈ Lp(Γ)(1 < p < ∞), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

условие

a(t)c(t)− b(t)d(t) 6= 0, ∀t ∈ Γ. (3.21)

При этом условии задачи равна

κ = 2IndΓ

(
a(t)c(t)− b(t)d(t)

)
.
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Заключение

Основные научные результаты диссертационной работы заключаются в

следующем:

• для одной системы двумерных сингулярных интегральных операторов

по ограниченной области со сдвигом Карлемана в лебеговых простран-

ствах с весом, найдены эффективные необходимые и достаточные усло-

вия нетеровости и вычислен ее индекс [1-A, 2-A];

• для некоторых классов двумерных сингулярных интегральных операто-

ров с нечетной характеристикой по ограниченной области в лебеговых

пространствах с весом, получены необходимые и достаточные условия

нетеровости, а также даны формулы для подсчета индекса оператора

[1-A, 2-A, 3-A];

• в лебеговых пространствах изучены свойства алгебры R, порожденные

сингулярными операторами с нечетными характеристиками и антикон-

формным сдвигом, для которых получены необходимые и достаточные

условия нетеровости и формула для подсчета индекса [2-A, 3-A, 4-A];

• доказана теорема разрешимости одного класса одномерных сингуляр-

ных интегральных операторов Коши и получена формула для подсчета

индекса [2-A, 3-A, 4-A];

• решена одна общая задача линейного сопряжения для аналитических

функций [2-A].
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Рекомендации по практическому использованию результатов

Полученные в диссертационной работе результаты можно применить к

изучению различных краевых задач для эллиптических дифференциальных

уравнений в ограниченной области.
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