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Методы сингулярных интегральных уравнений и операторов являются од­
ним из мощных средств решения задач современной математики, математи­
ческой физики, прикладной математики и механики.

Рассматриваемые в работе двумерные сингулярные интегральные опера­
торы вида

относятся к многомерным сингулярным интегральным операторам типа Мих- 
лина-Кальдерона-Зигмунда и широко применяются во многих задачах тео­
рии обобщённых аналитических функции (Векуа И.Н.), теории квазикон­
формных отображений (Альфорс Л., Шиффер М.) и теории дифференци­
альных уравнений с частными производными (Боярский Б., Джураев А.и 
ДР-)-

Для широкого класса уравнений с операторами вида (1) в работах И.И.Ком- 
яка, А.Джураева, Н.Н.Василевского, Г.Джангибекова, Г.Джангибекова и К.Бой- 
матова установлены эффективные необходимые и достататочные условия нете- 
ровости и получены формулы для подсчета индекса.

Изучение двумерных сингулярных уравнений со сдвигом началось сравни­
тельно недавно. Первые работы в этом направлении выполнены Г. Джанги- 
бековым, Р.В.Дудучава, А.И.Сагинашвили и Е.М.Шаргородским. Указанные 
авторы методом банаховых алгебр исследовали некоторые классы двумер­
ных сингулярных интегральных уравнений с карлемановским сдвигом по­
средством сведения к системе интегральных уравнений без сдвига.

В настоящее время теория таких уравнений далека от завершениия. Поэто­
му поставленная здесь задача относится к актуальному направлению теории 
сингулярных интегральных уравнений и теории краевых задач для уравне­
ний в частных производных.
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Диссертационная работа А.А.Эшонкулова состоит из трех глав и шести па­
раграфов. Параграф 1 главы 1 носит вспомогательный характер. В нём опи­
саны используемые в работе пространства функций и приводятся основные 
понятия и факты теории нётеровых операторов в банаховых пространствах.

В § 2 в пространстве п -  мерных вектор-функций Щ  -2/Р(Я ), 1 < V <
оо, 0 <  ft <  2 В разделе 2 в пространстве Lp̂_2̂ p(D ):

L7-2,f (D ) =  { / (^ )  : \ z t 2,p№  =  F(z)  е  V ( D ) ,  \\f\\LU/i =  m \ Lr}

(1 <  p <  oo, 0 <  /3 <  2) рассматривается следующий оператор

N

A =  aI +  bW +  J2(cm I +  dmW )S2m +  T, (2)

771=  1

N  -  натуральное число, a(z),b(z),  cm(z) ,dm(z) -  непрерывные в D  квадрат­
ные матрицы - функции порядка n, W  : Ln̂_2, {D )  —> Ln̂_2jp{D ) -  оператор 
карлемановского сдвига:

('W f ) ( z )  =  f ( a { z )),

где a(z)  -  однолистное конформное отображение области D  на себя со свой­
ством a(a(z) )  — z для Vz 6 D  и 3zq Е D  такое, что a(zo) =  z q . -  непрерывные 
в D =  D  I j r  комплекснозначные функции.

Доказывается, что имеет место следующая
Теорема 1.1. Для нётеровости оператора Л из (2) в пространствах 

Ly_2/p(D) (0 <  /3 <  2, 1 < р <  оо) необходимо и достаточно, чтобы выпол­
нялись следующие условия

1) det o’) Ф 0 при z £ D , |сг| — 1,
2) det&A{z, с )  ф 0 n p u z e T ,  |cr| <  1,

где ^A {z,a ) - матрица-символ оператора А. При этом индекс оператора 
равен нулю.

В § 2.2. главы 2 рассматривается алгебра 1Z, порожденная всеми дей­
ствующими в пространстве LP(D)(  1 < р <  оо) операторами, вида

А  — о,1 +  bS„nK  +  сВп +  dBn +  еВпК  +  qBnK  +  Т, (3)

где Вп- поликерн оператор Бергмана. Доказана следующая
Т е о р е м а 2.1 Для того, чтобы произвольный оператор М  из ал­

гебры 7Z был нетеровым оператором в пространстве LP(D),  1 <  р < оо, 
необходимо и достаточно, чтобы

\п,(z)\2 4- \Ыz)\2 -=k 0 nvu z F D. det D(t ) 0 nmi, t G Г. (4)



При выполнении этих условий, индекс оператора равен
77

- ^ [ argdet^ W ] г -

В § 2.2. главы 2 в векторном лебеговом пространстве LV'P{D ) (1 < р <  оо) 
изучается алгебра 7Z, порожденная сингулярными операторами с нечетными 
характеристиками со сдвигом, вида

т

Л =  a ( z ) I  +  b ( z ) W S 2m+i  +  X I  ci(z)B 2i+1 +  Т, m >  0 -  целое, (5)
1=0

где a(z), b{z), ci(z) -  непрерывные в D  квадратные матрицы-функции по­
рядка v, Т  -  вполне непрерывный оператор, Вп -  поликерн-оператор Берг­
мана, оператор W  -  является оператором антиконформного сдвига, то есть 
( W f ) ( z )  =  где a(z)  антиконформное отображение области D  на се­
бя, удовлетворяющее условию Карлемана a(a(z) )  =  z для Vz Е D и 3zo G D 
такое, что a(zo) =  zq.

Установлена следующая
Теорема 2.2. Для того, чтобы сингулярный интегральный оператор Л 

с антиконформным сдвигом Карлемана a(z)  из (10) был нетеровым в про­
странстве LU,P(D)  (1 <  р < оо), необходимо и достаточно выполнение усло­
вий

deter A(z,t)
a{z ) d(z)(a '(z)/a '(z))m+1/2 0 

d(a(z))  a (a (z ))(a '(z )/ a '(z ))m+1/2 0 
0 0 c{t)

ф 0, Wz G D,

m m

Д  det (a{t)  +  Ф 0, Vt G Г.
j=1 k=j

При выполнении этих условий, индекс оператора Л вычисляется по форму­
ле т т

х  =  Indr det (a(t)  +  £
j=1 k=j 

Глава 3 посвящена исследованию одномерного сингулярного интегрального 
уравнения Коши, вида

A f { z )  =  a( t ) f ( t )  +  b(t) f (t)  +  [  ^ - d T - Щ -  f  ~ ~ \ d r  +  (Tf ) ( t )  =  g(t)
m J  t  —  t m J  t  —  t 

г г
Гб)



в банаховых пространствах Ьр(Г)(1 < р <  сю), где a(t), b(t), c(t), d(t) -  за­
данные непрерывные на Г функции, Г -  простая замкнутая кривая Ляпунова. 
Доказана следующая

Теорема- 3.1. Для нетеровости оператора А  из (6) в пространствах 
L p ( T )  (1 < р <  оо) необходимо и достаточно, чтобы d e t Ф u { t ,  0) ф  О V£ 6 Г, 
то есть

A(t)  =  (a(t) — c(t)) (a(t) +  c(t)) -  (b(t) +  d(t)) (b(t) — d(t) )^  0 Vt G Г. (7) 

При выполнении условия (7), индекс оператора А равен

х  =  2IndrA(t).

В § 3.2. главы 3 полученные выше результаты для сингулярных интеграль­
ных уравнений (6) применены к общей задаче сопряжения для аналитических 
функций.

Переходя к оценке полученных в диссертации результатов отметим:
1. Степень обоснованности научных положений, выводов и реко­

мендаций, сформулированных в диссертации.
Все приведенные в диссертации теоремы, выводы, научные положения, 

рекомендации, а также полученные формулы строго и полно обоснованы ме­
тодами теории функций и функционального анализа.

2. Достоверность и новизна, полученных результатов.
Новыми результатами, полученными в диссертационной работе являются:

• для одной системы двумерных сингулярных интегральных операторов 
по ограниченной области со сдвигом Карлемана в лебеговых простран­
ствах с весом найдены эффективные необходимые и достаточные усло­
вия нетеровости и вычислен ее индекс;

• для некоторых классов двумерных сингулярных интегральных операто­
ров с нечетной характеристикой по ограниченной области в лебеговых 
пространствах о-весом получены необходимые и достаточные условия 
нетеровости, а также даны формулы для подсчета индекса оператора;

• в лебеговых пространствах изучены свойства алгебры 7Z, порожденные 
сингулярными операторами с нечетными характеристиками и антикон- 
формном сдвигом, для которых получены необходимые и достаточные 
условия нетеровости и формула для подсчета индекса;

• доказана теорема разрешимости одного класса одномерных сингуляр­
ных интегральных операторов Коши и получена формула для подсчета 
индекса:



• решена одна общая задача линейного сопряжения для аналитических 
функций

Основные результаты диссертации дополняют известные исследования Г. 
Джангибекова, Р.В.Дудучава, А.И.Сагинашвили и Е.М.Шаргородский. При 
доказательствах основных утверждений эффективно используются методы, 
разработанные Н.И.Мусхелишвили, Ф.Д.Гаховым, И.Б.Симоненко, Р.В.Дуду­
чава.

Доказательства результатов не вызывают сомнений, в связи с чем пред­
ставляются достоверными.

3. Теоретическая и практическая значимость, полученных ре­
зультатов.

Диссертационная работа носит теоретический характер. Результаты иссле­
дования, проведенного диссертантом, существенно дополняет общую теорию 
двумерных сингулярных операторов и может быть использовано при постро­
ении теории обобщенных аналитических функций в смысле Векуа, в теории 
квазиконформных отображений и других областях математической науки. 
Кроме того, некоторые результаты диссертации могут быть использованы 
как методический материал при обучении магистров и аспирантов матема­
тических специальностей.

4. Оценка содержания диссертации, ее завершенность.
Диссертационная работа является завершенным научным исследованием,

полно описывающим теорию Нётера рассмотренных классов операторов.
5. Достоинства и недостатки в содержании и оформлении диссер­

тации, влияние отмеченных недостатков на качество исследования.
Достоинствами диссертации является то, что в ней изучены новые классы 

двумерные сингулярные интегральные уравнения со сдвигом, причем полу­
чены эффективные необходимые и достаточные условия нетеровости и даны 
простые формулы для подсчета всех рассматриваемых уравнений в лебего­
вых пространствах с весом.

В целом автореферат и диссертация написаны грамотным математическим 
языком. Однако, тем не менее, имеются некоторые замечания:

Отметим, что сделанные замечания не являются принципиальными и не 
влияют на общую положительную оценку работы.

6. Соответствие автореферата основному содержанию диссерта­
ции.

Автореферат соответствует требованиям ВАК при Президенте РТ, полно 
и правильно отражает основные положения диссертации.

Оформление структурных элементов диссертации и автореферата соот­
ветствуют требованиям ВАК при Президенте РТ.



Заключение о соответствии диссертации критериям, установлены.
В списке литературы библиографические записи соответствуют требова­

ниям ВАК при Президенте РТ в полной мере.
Диссертационная работа Эшонкулова Алишера Алигуловичана на тему 

«О разрешимости некоторых классов двумерных сингулярных интегральных 
операторов со сдвигом», представленная на соискание ученой степени канди­
дата физико-математических наук, является научно-квалификационной ра­
ботой, в которой содержатся решения задач, имеющих существенное значение 
для теории сингулярных интегральных уравнений, полностью соответствует 
всем требованиям ВАК при Президенте РТ о присуждении ученых степе­
ней, а ее автор заслуживает присуждения ученой степени кандидата физико- 
математических наук по специальности 01.01.01 -  Вещественный, комплекс­
ный и функциональный анализ.
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