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МУҚАДДИМА  

 Мубрамияти таҳқиқот аз рӯйи мавзуи диссертатсияи илмӣ. Дар ин 

диссертатсияи илмӣ як синфи муодилаҳои интегро-дифференсиалии тартиби якум 

бо ядрои барзиёд сингулярӣ мавриди таҳқиқ қарор гирифтааст. Диққати асосӣ ба 

ҳалли муодилаҳои интегро-дифференсиалии тартиби олӣ ва ҳалли масъалаи Коши 

барои ин синфи муодилаҳо равона карда шудааст.  

Муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ дар амалия дар шохаҳои гуногуни 

илми физика ва механика татбиқ мегарданд. Масалан, ин гуна муодилаҳо ҳангоми 

омӯзиши равандҳое, ки дорои хотираи муайян мебошанд, васеъ татбиқ ёфтаанд. 

Ҳангоми ҳаракати тайёра дар осмон масъалаи муқовимати ҳаво ва газҳо ба 

қанотҳои тайёра низ бо ёрии муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ тавсиф дода 

мешавад. Муодилаҳое, ки бо ёрии онҳо масъалаҳои ба аэродинамика алоқаманд 

омӯхта мешаванд, инҳо муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои сингулярӣ 

мебошанд.  

Омӯзиши муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои сингулярӣ дар 

нимаи дуюми асри XX дар корҳои олимони шуравӣ, ба мисли Я.В.Быков [47], 

М.В.Булатов [46], Ю.Н.Валитский [48], В.В.Василев [49], М.М.Вейнберг [51], 

И.Н.Векуа [50], Н.П. Векуа [53], В.Волтерра [55], А.И.Некрасов [89], 

В.Н.Николаенко [90], Н.А.Сидоров [141], С.Л Соболев [143], М.В.Фалалеев [145], 

Г.А.Шишкин [147] мавриди таҳқиқоти васеъ қарор гирифтааст.  

Ҷалб гардидани диққати олимони зиёд ба омӯзиши муодилаҳои интегро-

дифференсиалии сингулярӣ ин худ нишондиҳандаи муҳимияти омӯзиши ин синфи 

муодилаҳо мебошад. Маълум мегардад, ки муодилаҳои интегро-дифференсиалии 

сингулярӣ яке аз шохаҳои зудинкишофёбандаи синфи муодилаҳои дифференсиалӣ 

ва интегралӣ буда, диққати олимони зиёд ба омӯзиши онҳо ҷалб гардидааст.  

Дар аксарияти корҳои дар боло номбаршуда мафҳуми сингулярнокии ядрои 

муодилаи омӯхташаванда дар маънои Коши фаҳмида мешавад. Муодилаҳои 

интегралӣ ва интегро-дифференсиалие, ки ядрояшон дорои нуқтаҳои махсуси 

намуди Коши мебошанд, дар корҳои [57], [82], [85], [88] ба таври васеъ ҳаллу фасл 

гардидаанд.  
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Дар баробари ин дар амалия муодилаҳое вомехӯранд, ки мафҳуми 

сингулярнокии ядрои онҳо бо маънои одии Риман фаҳмида мешавад.  

Ба омӯзиши муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои сингулярии 

намуди Риман то замони мо диққати камтар зоҳир карда шудааст. Аз ин рӯ, 

омӯзиши густардаи ин синфи муодилаҳо айни замон саривақтӣ ва хеле муҳим 

ҳисобида мешавад.  

 Дараҷаи таҳқиқи мавзуи илмӣ. Омӯзиши васеи муодилаҳои 

дифференсиалии одӣ ва муодилаҳои дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусӣ дар 

интиҳои асри XIX ва ибтидои асри XX дар корҳои олимони бузурги он замон, ба 

мисли Ф. Гаусс, Б. Риман, К. Вейерштрасс, Ф. Клейн, Д. Гилберт ва ғайраҳо ба 

мушоҳида мерасад. Баъдтар омӯзиши муодилаҳои дифференсиалии таназзулёбанда 

ба худ муҳиммияти махсусро касб менамояд. Таҳқиқи ин синфи муодилаҳо аз 

корҳои классикони гузашта, ба мисли Л. Эйлер, С. Пуассон, Ж. Дарбу сарчашма 

гирифта, баъдтар дар корҳои олимон А.В. Битсадзе, И.Н. Векуа, В.Ф. Волкодавов, 

В.Н. Врагов, Ю.В. Егоров, М.В. Келдиш, А.А. Килбас, Л.Д. Кудрявсев, П.И. 

Лизоркин, О.И. Маричев, Л.Г. Михайлов, С.Г. Михлин, Е.И. Моисеев, А.М. 

Нахушев, С.М. Николский, И.Г. Петровский, Л.С. Пулькин, Н. Раҷабов, Л.Н. 

Раҷабова, О.А. Репин, К.Б. Сабитов, М.С. Салоҳитдинов, А.С. Сатторов, А.П. 

Солдатов, З.Д. Усманов, С.А. Исҳоқов, Ф.М. Шамсуддинов, А.И. Янушаускас ба 

авҷи аълои инкишофи худ расидааст.  

Назарияи умумӣ барои муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

сингулярӣ ё таназзулёбанда дар корҳои олимони ватанӣ, чун Л.Г. Михайлов [86], 

[87], А.Д. Ҷураев [62], [63], Н. Раҷабов [93]- [124], Л.Н. Раҷабова [125]- [137], А.С. 

Сатторов [112], З.Д. Усманов, М. Исматӣ, С.А. Исҳоқов, Ф.М. Шамсуддинов [146] 

сохта шудааст.  

Муодилаҳои дифференсиалии таназзулёбанда дар назарияи потенсиалҳо, дар 

назарияи акустика ва динамикаи газ, ҳангоми омӯзиши муодилаи Максвел-

Эйнштейн, дар назарияи муқовимат ва чандирнокӣ татбиқи васеъ ёфтаанд.  

Солҳои охир дар ҷумҳурӣ назарияи як синфи муодилаҳои интегралӣ бо 

ядроҳои сингулярии намуди Риман дар корҳои илмии академик Н. Раҷабов сохта 



6 
 

шудааст. Методи дар корҳои Н. Раҷабов сохташуда, баъдан дар корҳои шогирдони  

мактаби илмии ӯ ба мисли Л.Н. Раҷабова, Ф. Шамсуддинов, С.Қ. Зарифзода, С. 

Саидов, С. Зарипов ва дигаронинкишоф дода шудааст. 

Дар монографияи илмии Н. Раҷабов муодилаҳои интегралии намуди 

Волтерра бо ядроҳои сингулярии намуди  

𝜑(𝑥) + ∫
𝐾(𝑥, 𝑡)

𝑡 − 𝑎
𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥) 

ва   

𝜑(𝑥) + ∫
𝐾(𝑥, 𝑡)

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥) 

таҳқиқ карда шудааст. Тавре дида мешавад, ядрои муодилаи якум дар нуқтаи 𝑡 = 𝑎 

дорои махсусияти тартиби якум буда, муодилаи дуюм дар ин нуқта дорои 

махсусияти тартибаш аз як калон мебошад. Ин муодилаҳо инчунин дар ҳолатҳое, 

ки ядрояшон дорои махсусияти логарифмӣ ва дараҷагӣ мебошанд, дар корҳои Н. 

Раҷабов ва шогирдонаш таҳқиқ гардидаанд.  

 Дар корҳои илмии Л.Н. Раҷабова ва шогирдонаш назарияи муодилаҳои 

интегралии дученакаи намуди Волтерра бо ядроҳои сингулярӣ ва барзиёд 

сингулярии намуди  

𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝜆∫
𝑢(𝑡, 𝑦)

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ 𝜇∫
𝑢(𝑥, 𝑠)

(𝑏 − 𝑠)𝛽
𝑑𝑠

𝑦

𝑏

+ 𝛿∫
𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

∫
𝑢(𝑡, 𝑠)

(𝑏 − 𝑠)𝛽
𝑑𝑠

𝑏

𝑦

= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

сохта шудааст.  

 Методикаи дар корҳои онҳо истифодашуда дар диссертатсияи доктории С.Қ. 

Зарифзода барои муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои махсусияташон 

гуногун инкишоф дода шудааст. Инчунин, дар корҳои С.Қ. Зарифзода методи 

оператсионии ҳалли ин синфи муодилаҳо коркард шудааст.  

 Натиҷаҳои муайян ҳангоми таҳқиқи муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо 

ядрои барзиёд сингулярӣ дар корҳои муаллиф ба даст оварда шудаанд, ки онҳо дар 

мақолаҳои илмии [1-М] - [13-М] ба чоп расонида шудаанд.  
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Аз таҳлили мухтасари натиҷаҳои наздик, мавзуъ ва объекти таҳқиқоти 

диссертатсияи илмии мазкур муҳим мебошад.  

Робитаи кор бо барномаҳо (лоиҳаҳо) ва мавзуъҳои илмӣ. Таҳқиқоти 

илмии мазкур дар чаҳорчӯбаи амалисозии нақшаи дурнамои корҳои илмӣ-

таҳқиқотии кафедраи математикаи олӣ ва инчунин кафедраи математикаи 

ҳисоббарорӣ ва механикаи факултети механика ва математикаи Донишгоҳи 

миллии Тоҷикистон барои солҳои 2020-2025 дар мавзуъҳои «Таҳқиқоти аналитикӣ, 

таҳлили сифатӣ ва ҳалли ададии масъалаҳои математикаи амалӣ ва механика» ва 

«Муодилаҳо ва системаи муодилаҳои дифференсиалии таназзулёбанда» амалӣ 

карда шудааст. 

 

ТАВСИФИ УМУМИИ ТАҲҚИҚОТ 

Мақсади таҳқиқот. Мақсади кори мазкур ба даст овардани ҳалли умумӣ ва 

таҳқиқ намудани масъалаи Коши барои як синфи муодилаҳои интегро-

дифференсиалии тартиби якум бо ядрои барзиёд сингулярӣ мебошад. Дарёфт 

намудани роҳҳои ҳалли муодилаҳои интегро-дифференсиалии тартиби олӣ бо 

ядрои барзиёд сингулярӣ низ яке аз мақсадҳои асосии кор ба шумор меравад.   

Масъалаҳои таҳқиқот. Мувофиқи мақсади гузошташуда масъалаҳои 

зеринро ҷудо менамоем: 

 ба даст овардани тасвири интегралии ҳал барои муодилаи интегро-

дифференсиалии моделӣ бо ядрои барзиёд сингулярии тартиби якум; 

 ба даст овардани тасвири интегралии ҳал барои муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайримоделӣ бо ядрои барзиёд сингулярии тартиби якум; 

 омӯзиши хосиятҳои ҳалҳои бадастовардашуда; 

 таҳқиқи масъалаи Коши барои муодилаи интегро-дифференсиалии моделӣ; 

 таҳқиқи масъалаи навъи Коши барои муодилаи интегро-дифференсиалии 

моделӣ; 

 ба даст овардани тасвири интегралии ҳал барои муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби олӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ. 

Объекти таҳқиқоти диссертатсияи илмии мазкур инҳо мебошанд: 
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 муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби якуми моделӣ бо ядрои барзиёд 

сингулярӣ; 

 муодилаи операторӣ-дифференсиалии тартиби дуюм, ки бо ёрии оператори 

дифференсиалии 𝐷𝑥
𝛼 сохта шудааст; 

 муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби якуми ғайримоделӣ бо ядрои 

барзиёд сингулярӣ; 

 муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби олӣ бо ядрои барзиёд 

сингулярӣ. 

Методҳои таҳқиқот. Дар кор методҳои умумии назарияи муодилаҳои 

дифференсиалӣ ва интегро-дифференсиалӣ, методи ҳал намудани муодилаҳои 

интегралии намуди Волтерра, методи таҳқиқ намудани масъалаи Коши, инчунин 

методҳое, ки дар корҳои илмии Н. Раҷабов ва шогирдонаш кор карда бароварда 

шудаанд, васеъ истифода бурда мешавад.  

 Навгонии илмии таҳқиқот. Натиҷаҳои диссертатсияи илмӣ нав буда, аз 

тарафи муаллиф мустақилона ба даст оварда шудааст ва аз инҳо иборат мебошад:  

 тасвири интегралии ҳал барои муодилаи интегро-дифференсиалии моделии 

тартиби якум бо ядрои барзиёд сингулярӣ ба даст оварда шудааст; 

 тасвири интегралии ҳал барои муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделии тартиби якум бо ядрои барзиёд сингулярӣ ба даст оварда 

шудааст; 

 хосиятҳои ҳалҳои бадастовардашуда омӯхта шудааст; 

 масъалаи Коши барои муодилаи интегро-дифференсиалии моделӣ таҳқиқ 

гардидааст; 

 масъалаи навъи Коши барои муодилаи интегро-дифференсиалии моделӣ 

таҳқиқ гардидааст; 

 тасвири интегралии ҳал барои муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби 

олӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ ба даст оварда шудааст. 

Натиҷаҳои ба ҳимоя пешниҳодшаванда:  
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 исботи теоремаҳо оид ба сохти ҳалли умумии муодилаи интегро-

диференсиалии моделӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ; 

 теоремаҳо оид ба ҳалли умумии муодилаи интегро-диференсиалии 

ғайримоделӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ; 

 теоремаҳо оид ба ҳалли масъалаи Коши барои муодилаи интегро-

диференсиалии моделӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ; 

 теоремаҳо оид ба ҳалли масъалаи навъи Коши барои муодилаи интегро-

диференсиалии моделӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ; 

 теоремаҳо оид ба ҳалли умумии муодилаи интегро-диференсиалии тартиби 

олӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ. 

Арзиши назариявӣ ва амалии таҳқиқот. Таҳқиқоти дар ин диссертатсияи 

илмӣ гузаронидашуда характери назариявӣ доранд. Натиҷаҳои илмии 

бадастовардашуда барои инкишофи минбаъдаи назарияи муодилаҳои интегро-

дифференсиалӣ бо ядроҳои сингулярӣ ва барзиёд сингулярӣ, барои муодилаҳои 

интегро-дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусӣ ва бо ядроҳои сингулярӣ ва барзиёд 

сингулярӣ, инчунин дар қисматҳои дигари илмҳои тадбиқӣ, ба мисли физика, 

механика ва ғайра истифода мешаванд. Маводди диссертатсияи илмии мазкурро 

ҳангоми хондани курсҳои махсус барои донишҷӯёни курсҳои болоӣ, магистрон ва 

докторантони мактабҳои олӣ, ки аз рӯйи ихтисосҳои математика, математикаи 

амалӣ ва «механика» таҳсил менамоянд, истифода бурдан мумкин аст.  

 Эътиборнокии таҳқиқот. Эътиборнокии натиҷаҳои илмии дар ин 

диссертатсия бадастовардашуда, бо ёрии ҳисобкуниҳои аниқи математикӣ ва 

исботҳои дақиқ, ки ба методҳои назарияи муодилаҳои дифференсиалӣ ва интегралӣ 

такя мекунанд, асоснок карда шудаанд.  

Мутобиқати диссертатсия ба шиносномаи ихтисос. Диссертатсияи илмӣ 

аз рӯйи ихтисоси 01.01.02 – Муодилаҳои дифференсиалӣ, системаҳои динамикӣ ва 

идоракунии оптималӣ таълиф гардидааст ва пурра ба формулаи он (муодилаҳои 

дифференсиалии одӣ) ва се қисми соҳаи таҳқиқот (1. Назарияи умумии муодилаҳои 

дифференсиалӣ ва системаи муодилаҳои дифференсиалӣ; 2. Масъалаҳои ибтидоию 

канорӣ ва спектрӣ барои муодилаҳои дифференсиалӣ ва системаи муодилаҳои 
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дифференсиалӣ; 3. Назарияи муодилаҳои операторӣ-дифференсиалӣ) мувофиқат 

мекунад. Диссертатсияи мазкурро қисми таҳлили ҳақиқӣ, комплексӣ ва 

функсионалӣ (ихтисоси ҳамгиро 01.01.01 – Таҳлили ҳақиқӣ, комплексӣ ва 

функсионалӣ) шуморидан мумкин аст. 

 Тасвиби натиҷаҳо. Натиҷаҳои асосии диссертатсия борҳо дар 

конференсияҳои ҷумҳуриявӣ ва байналмилалии зерин маъруза гардидаанд: 

 конференсияи байналмилалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои муосири таҳлили 

функсионалӣ ва муодилаҳои дифференсиалӣ» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 25-

26 декабри соли 2020); 

 конференсияи байналмилалии илмию амалӣ дар мавзуи «Оиди тадбиқи 

муодилаҳои дифференсиалӣ дар ҳалли масъалаҳои амалӣ» (ш. Душанбе, 

Тоҷикистон, 4 ноябри соли 2021); 

 конференсияи илмӣ-амалии байналмилалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои мубрами 

математикаи муосир» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 25-26 июни соли 2021); 

 конференсияи илмӣ-амалии ҷумҳуриявӣ дар мавзуи «Масъалаҳои мубрами 

математикаи муосир» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 14 октябри соли 2022); 

 конференсияи илмӣ-амалии байналмилалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои муосири 

математика ва татбиқи он» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 20-21 октябри соли 

2022); 

 конференсияи илмӣ-амалии байналмилалӣ дар мавзуи «Таҳлили комплексӣ 

ва татбиқҳои он» (ш. Бохтар, Тоҷикистон, 19 ноябри соли 2022); 

 конференсияи илмии байналмилалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои муосири 

математика ва татбиқи он» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 2023 с.). 

Саҳми шахсии довталаби дараҷаи илмӣ дар он зоҳир мегардад, ки 

натиҷаҳои илмии ба ҳимоя пешниҳодшаванда аз тарафи ӯ мустақилона ба даст 

оварда шудаанд. Инчунин, ӯ интишороти асосиро омода карда дар тасвиби кор 

шахсан иштирок намудааст.  

Интишорот аз рӯйи мавзуи диссертатсия. Натиҷаҳои асосии диссертатсияи 

илмӣ дар 13 корҳои илмии муаллиф ба чоп расонида шудааст, ки аз онҳо 6-тояш 
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мақолаҳои илмии дар маҷаллаҳои тақризшавандаи Комиссияи олии аттестатсионии 

назди Президенти Ҷумҳурии Тоҷикистон ба нашр расида ва 7-тои боқимондаашро 

мақолаҳои дар маҷмуаи маводди конференсияҳои илмии сатҳашон гуногун 

нашршуда ташкил медиҳанд. Дар корҳои якҷоя бо муаллифи дуюм 

пешниҳодгардида, ҳамаи ҳисобкуниҳо ва исботи теоремаҳо пурра ба муаллифи 

диссертатсия тааллуқ дорад. 

Сохтор ва ҳаҷми диссертатсия. Диссертатсия аз бахшҳои муқаддима, 

тавсифи умумии таҳқиқот, се боб, бахши хулосаҳо бо натиҷаҳои асосии илмии 

диссертатсия ва тавсияҳо оид ба истифодаи амалии натиҷаҳо, рӯйхати адабиёт бо 

феҳристи сарчашмаҳои истифодашуда ва феҳристи интишороти илмии довталаби 

дарёфти дараҷаи илмӣ иборат аст.  

Ҳаҷми умумии диссертатсия аз 169 саҳифаи матни компютерӣ, ки бо ёрии 

протсессори матнии Microsoft Word ҳарфчинӣ гардидааст, иборат буда, рӯйхати 

адабиёти истифодашуда 150 номгӯйро ташкил медиҳад. 
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БОБИ 1  

БАРРАСИИ НАТИҶАҲО ОИД БА НАЗАРИЯИ МУОДИЛАҲОИ ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНСИАЛӢ БО ЯДРОҲОИ МАХСУС 

 

§1.1. Маълумоти умумӣ оид ба муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ 

 

 Омӯзиши муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ дар назарияи муодилаҳои 

дифференсиалию интегралӣ яке аз мавқеъҳои марказиро ишғол менамояд.  

 Таърифи 1.1. Муодилаҳое, ки дар онҳо функсияи номаълум ҳам дар зери 

аломати ҳосила ва ҳам дар зери аломати интеграл иштирок менамояд, 

муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ номида мешавад.  

 Муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ ба ду синфи калон ҷудо мешаванд: 

муодилаҳои интегро-дифференсиалии одӣ ва муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ 

бо ҳосилаҳои хусусӣ.  

 Агар функсияи номаълуми дар муодилаи интегро-дифференсиалӣ 

иштироккунанда аз як тағйирёбанда вобаста бошад, пас ин гуна муодилаҳоро 

муодилаҳои интегро-дифференсиалии одӣ меноманд. Дар ҳолати баръакс, 

муодиларо муодилаи интегро-дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусӣ меноманд.  

 Дар оянда мо асосан ба омӯзиши муодилаҳои интегро-дифференсиалии одӣ 

машғул мегардем.  

 Муодилаҳои интегро-дифференсиалии одӣ дар навбати худ ба ду намуд ҷудо 

мешаванд: муодилаҳои интегро-дифференсиалии намуди Фредголм ва муодилаҳои 

интегро-дифференсиалии намуди Волтерра.  

 Таърифи 1.2. Агар дар муодилаи интегро-дифференсиалӣ ҳудудҳои 

интегралҳои дар ин муодила иштироккунанда ададҳои доимӣ бошанд, пас ин гуна 

муодиларо муодилаи интегро-дифференсиалии намуди Фредголм меноманд.  

 Таърифи 1.3. Агар дар муодилаи интегро-дифференсиалӣ ақаллан яке аз 

ҳудудҳои интегралҳои дар ин муодила иштироккунанда тағйирёбанда бошад, пас 

ин гуна муодиларо муодилаи интегро-дифференсиалии намуди Волтерра 

меноманд. 
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 Дар ҳолати умумӣ муодилаҳои интегро-дифференсиалии одии намуди 

Фредголм ва Волтерра чунин намуд доранд: 

𝐿𝑛[𝑦(𝑥)] + 𝜆∫𝐾(𝑥, 𝑡, 𝐿𝑚[𝑦(𝑡)])𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑥)                                  (1.1) 

ва  

𝐿𝑛[𝑦(𝑥)] + 𝜆∫𝐾(𝑥, 𝑡, 𝐿𝑚[𝑦(𝑡)])𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥),                                  (1.2) 

ки дар ин ҷо  

𝐿𝑛[𝑦(𝑥)] = 𝑦
(𝑛)(𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑦

(𝑛−1)(𝑥) + ⋯+ 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦
′(𝑥) + 𝑎𝑛(𝑥)𝑦(𝑥) 

-оператори дифференсиалии берун аз интеграл ва  

𝐿𝑚[𝑦(𝑥)] = 𝑦
(𝑚)(𝑥) + 𝑏1(𝑥)𝑦

(𝑚−1)(𝑥) + ⋯+ 𝑏𝑚−1(𝑥)𝑦
′(𝑥) + 𝑏𝑚(𝑥)𝑦(𝑥) 

-оператори дифференсиалии дохили интегралӣ номида мешавад.  

 Агар функсияи номаълум дар муодилаи интегро-дифференсиалӣ ба таври 

хаттӣ иштирок намояд, пас ин гуна муодиларо муодилаи интегро-дифференсиалии 

хаттӣ меноманд. Муодилаҳои (1.1) ва (1.2) дар ҳолати хаттӣ будан чунин намуд 

мегиранд: 

𝐿𝑛[𝑦(𝑥)] + 𝜆∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝐿𝑚[𝑦(𝑡)]𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑥)                                  (1.3) 

ва  

𝐿𝑛[𝑦(𝑥)] + 𝜆∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝐿𝑚[𝑦(𝑡)]𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥).                                  (1.4) 

Дар муодилаҳои (1.3) ва (1.4) 𝐾(𝑥, 𝑡) – ядрои муодила ва 𝑓(𝑥) – тарафи рости он 

номида мешаванд. Агар дар муодилаҳои боло 𝑓(𝑥) ≡ 0 бошад, пас муодилаҳои 

ҳосилшуда якҷинса номида мешаванд. Қайд менамоем, ки дар муодилаҳои (1.3) ва 

(1.4) ядро ва тарафи рости онҳо ба синфҳои зерин тааллуқ доранд: 

𝐾(𝑥, 𝑡) ∈ С(𝑅), 𝑓(𝑥) ∈ С(Γ),                                               (1.5)  

ки дар ин ҷо Γ ва 𝑅 чунин муайян карда мешаванд: 

 Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}, 𝑅 = {(𝑥, 𝑡): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏}. 
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 Ба омӯзиши муодилаҳои интегралӣ ва интегро-дифференсиалии одии хаттӣ 

ва баъзе татбиқҳои онҳо, ки ядро ва тарафи росташон шартҳои (1.5)-ро қаноат 

менамоянд, корҳои илмии олимони зиёд бахшида шудааст [5], [29], [43], [45], [59], 

[77], [90], [143], [144].  

 Соли 1934 аз тарафи олими рус А.И. Некрасов [89] методи таҳқиқи як синфи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядрои регулярӣ коркард шуда буд, ки 

баъдтар ғояи ин кор дар корҳои олимон В.В. Василев [49], Т.И. Виграненко [52], 

Я.В. Быков [47] ва дигарон ба таври васеъ инкишоф дода шудааст. Таҳлил ва 

натиҷаҳои бадастовардашуда дар ин самти илм дар мақолаи М.М. Вейнберг [51] 

шарҳ дода шудааст. 

Инчунин муодилаҳои (1.3) ва (1.4), дар ҳолате ки ядро ва тарафи рости онҳо 

шартҳои  

∫∫|𝐾(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

< ∞,∫|𝑓(𝑥)|2
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 < ∞                                (1.6) 

-ро қаноат менамоянд, ба таври васеъ омӯхта шудаанд.  

 Методҳои тақрибии ҳал намудани муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ дар 

корҳои [7], [8], [42], [84] таҳқиқ шудааст. Дар корҳои [1], [4], [48], [79] муодилаҳои 

интегро-дифференсиалӣ бо методҳои оператсионӣ таҳқиқ гардидаанд.  

 Ҳалли масъалаҳои баръакс барои синфи муайяни муодилаҳои интегро-

дифференсиалӣ дар корҳои [140], [148], [149] ва ҳалли масъалаҳои канорию Коши 

барои ин синфи муодилаҳо дар корҳои [90], [150] ба даст оварда шудааст.  

 Қайд менамоем, ки агар ядрои муодила шарти якуми (1.6)-ро қаноат намояд, 

пас ин гуна ядроро ядрои фредголмӣ меноманд. Муодилаҳои интегро-

дифференсиалӣ бо ядроҳои фредголмӣ дар корҳои олимони зиёд [6], [41], [54] 

таҳқиқ карда шудааст. Оид ба таҳқиқи муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ дар 

фазоҳои гилбертӣ натиҷаҳои мушаххас дар корҳои [76], [80] ба даст оварда 

шудааст.  
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 Агар ядрои муодилаи интегро-дифференсиалӣ нуқтаҳои махсусро дар бар 

гирад, пас ин гуна муодилаҳо муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои 

сингулярӣ номида мешаванд.  

 Ду навъи ядроҳои сингулярӣ шинохта мешавад: ядрои сингулярии навъи 

Коши ва ядрои сингулярии навъи Риман.  

 Муодилаҳои интегралӣ ва интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои сингулярии 

навъи Коши ба таври васеъ дар корҳои олимони зиёд [57], [82], [85], [88] бо 

истифода аз методҳои назарияи функсияҳои аналитикӣ омӯхта шудаанд.  

 Муодилаи интегро-дифференсиалии намуди: 

                        ∑[𝑎𝑟(𝑡0)𝜑
(𝑟)(𝑡0) +

1

𝜋𝑖
∫
𝐾(𝑡0, 𝑡)𝜑

(𝑟)(𝑡)

𝑡 − 𝑡0
𝑑𝑡

𝐿

]

𝑚

𝑟=0

= 𝑓(𝑡0)                   (1.7) 

бо ядрои сингулярии навъи Коши аввалин бор аз тарафи Л.Г. Магнарадзе омӯхта 

шудааст.  

Ҳолати хусусии ин муодила муодилаи интегро-дифференсиалии Прандтл 

мебошад (муодилаи назарияи қаноти тайёра), ки намуди: 

Γ(𝑥)

𝐵(𝑥)
−
1

𝜋
∫
Γ′(𝑡)

𝑡 − 𝑥

1

−1

𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥) 

-ро дошта, ба таҳқиқи он корҳои илмии зиёд, аз ҷумла корҳои И.Н. Векуа [50] ва 

Л.Г. Магнарадзе [82] бахшида шудааст. Л.Г. Магнарадзе дар таҳқиқоти худ 

масъалаи ҳал намудани муодилаи (1.7)-ро ба масъалаи ҳал намудани муодилаи 

баробарқувваи интегралии сингулярӣ ё регулярӣ меорад. 

Муодилаи (1.7) дар ҳолате, ки L-контури суфтаи маҳкам мебошад ва 

функсияҳои а𝑟(𝑡), 𝑓(𝑡0) 𝐾𝑟(𝑡0, 𝑡) – функсияҳои синфи H мебошанд, дар кори    

Ю.М. Крикунов [81] дида баромада шудааст. 

Дар кори Н.П. Векуа [53] роҳи осони овардани муодилаи (1.7) ба муодилаи 

интегралӣ нишон дода шудааст.  

Дар ин кор бо истифода аз гузориши  

𝜑𝑚(𝑡) = 𝜇(𝑡) 

ҳалли муодилаи (1.7) ба ҳалли муодилаи интегралии сингулярии 
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𝐾𝜇 ≡ 𝑎𝑚(𝑡0)𝜇(𝑡0) +
1

𝜋𝑖
∫
𝐾𝑚(𝑡0, 𝑡)𝜇(𝑡)𝑑𝑡

𝑡 − 𝑡0
𝐿

+∫𝑘(𝑡0, 𝑡)

𝐿

𝜇(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡0) −∑𝑐𝑘𝜒𝑘(𝑡0)

𝑚

𝑘=1

  

оварда шудааст.  

 Натиҷаҳои монанд барои муодилаи интегро-дифференсиалии намуди:  

∑{𝑎𝑟(𝑡0)𝜑
(𝑟)(𝑡0) + 𝑏𝑟(𝑡0)𝜑

(𝑟)(𝑡0)
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ +

1

𝜋𝑖
∫
𝐾𝑟(𝑡0, 𝑡)𝜑

(𝑟)(𝑡)𝑑𝑡

𝑡 − 𝑡0
𝐿

+

𝑚

𝑟=0

 

+
1

𝜋𝑖
∫
𝑀𝑟(𝑡0, 𝑡)𝜑

(𝑟)(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑑𝑡

𝑡 − 𝑡0
𝐿

} = 𝑓(𝑡0) 

низ ба даст оварда шудааст. 

 З.С. Исохонов муодилаи (1.7)-ро дар ҳолати контури маҳкам будани хатти 

каҷи 𝐿 дида баромадааст [77]. 

Дар монографияи А. Ҷураев [62] бо ёрии методҳои назарияи функсияҳои 

аналитикӣ муодилаҳои интегралии сингулярӣ таҳқиқ гардида, дар монографияи 

[63] оператори умумии интегро-функсионалии намуди: 

𝐾0(𝜇) ≡ 𝐴(𝑠0)𝜇(𝑠0) + 𝑏(𝑠0)𝜇[𝛼(𝑠0)] +
𝐶(𝑠0)

𝜋
∫
𝜇(𝑠)𝑑𝑡

𝑡 − 𝑡0
+
𝐷(𝑠0)

𝜋
∫
𝜇[𝛼(𝑠)]𝑑𝑡

𝑡 − 𝑡0
ΓΓ

 

низ бо истифода аз ин методҳо таҳқиқ гардидааст. 

 Қайд намудан лозим аст, ки ба омӯзиши муодилаҳои интегралӣ ва интегро-

дифференсиалӣ бо ядроҳои сингулярии навъи Риман то замони мо корҳои камтар 

бахшида шудааст.  

 Зикр бояд кард, ки ғайр аз мафҳумҳои муодилаҳои интегралӣ ва интегро-

дифференсиалии сингулярӣ дар маънои Коши ва Риман, инчунин, дар корҳои [141], 

[142] мафҳуми сингулярнокии муодила дар маънои мавҷуд будани оператори 

барнагарданда дар назди ҳосилаҳои тартибашон баланд фаҳмида мешавад. Ин 

синфи муодилаҳои интегралӣ ва интегро-дифференсиалӣ бо ёрии методи назарияи 

функсияҳои умумикардашуда таҳқиқ карда мешаванд. Маълумот оид ба натиҷаҳои 

дар ин самт ҷойдоштаро аз адабиёти [91], [145], [147] дастрас намудан мумкин аст.  
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§1.2. Оид ба муодилаҳои интегралӣ ва интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои 

сингулярӣ ва барзиёд сингулярӣ 

 

 Омӯзиши муодилаҳои интегралӣ ва интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои 

сингулярии намуди Риман дар назарияи муодилаҳои дифференсиалию интегралӣ 

яке аз мавқеъҳои марказиро ишғол менамояд.  

 Дар монографияҳои Л.Г. Михайлов [86], [87] муодилаи интегралии намуди:  

𝜑(𝑥) = 𝜆∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

+ 𝑓(𝑥)                                      (1.8) 

бо ядрои якҷинсаи дараҷааш –1 дида баромада шуда буд. Барои ин синфи 

муодилаҳои интегралӣ ғайр аз якҷинсагии ядро, инчунин, мавҷудияти чунин адади 

ҳақиқии 𝛽 фарз карда мешавад, ки барои он шарти  

∫|𝐾(±1, 𝑢)||𝑢|−𝛽𝑑𝑢

∞

−∞

< +∞ 

иҷро гардад. Шарти охиронро шарти суммаронидашавандаги ядро бо вазни 𝑢−𝛽 

меноманд.  

 Оид ба муодилаҳои интегралӣ бо ядроҳои якҷинсаи дараҷаи –1 ва бо 

интегралҳои дорои ҳудудҳои тағйирёбанда, дар корҳои [39], [44], [58] натиҷаҳои 

муайян ба даст оварда шудааст.  

 Як қатор натиҷаҳо оид ба ҳалшавандагии муодилаҳои интегралии дученакаи 

сингулярӣ бо ядроҳои якҷинса дар корҳои Г. Ҷангибеков [60], [61] ва шогирдонаш 

ба даст оварда шудааст.  

 Дар назарияи муодилаҳои интегралӣ ба омӯзиши муодилаҳои интегралии 

намуди Фредголм ва Волтерраи ҷинси сеюм корҳои илмии камтар бахшида 

шудааст.  

 Қайд менамоем, ки муодилаи интегралии ҷинси сеюми намуди Волтерра 

гуфта, муодилаи интегралии намуди зеринро меноманд: 

𝜇(𝑥)𝜑(𝑥) + ∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥),                                  (1.8) 
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ки дар ин ҷо 𝜇(𝑥) дар як ё якчанд нуқтаҳои дохилии интервали Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} 

метавонад, ба сифр мубаддал гардад.  

 Муодилаи интегралии (1.8) бо ёрии гузориши  

𝜇(𝑥)𝜑(𝑥) = 𝜓(𝑥) 

ба муодилаи интегралии намуди  

𝜓(𝑥) + ∫
𝐾(𝑥, 𝑡)

𝜇(𝑡)
𝜓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥)                                       (1.9) 

оварда мешавад. Агар функсияи 𝜇(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑎 – и интервали Γ дорои 

сифри тартибаш калон аз як бошад, пас муодила намуди зеринро мегирад: 

𝜑(𝑥) + ∫
𝐾(𝑥, 𝑡)

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥).                                  (1.10) 

Ҳангоми дар ин муодила 𝛼 = 1 гузоштан, муодилаи намуди 

𝜑(𝑥) + ∫
𝐾(𝑥, 𝑡)

𝑡 − 𝑎
𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥)                                   (1.11) 

ҳосил мешавад. Тавре аз муодилаи (1.10) дида мешавад, ядрои муодила дар нуқтаи 

𝑡 = 𝑎 дорои махсусияти дараҷааш калон аз як мебошад. Дараҷаи махсусияти ядрои 

муодилаи (1.9) бошад, ба як баробар аст.  

 Оид ба омӯзиши муодилаҳои интегралии ҷинси сеюми намуди Фредголм ва 

Волтерра як қатор натиҷаҳо дар корҳои [2], [3], [30], [38], [56], [64], [83], [92], [138] 

ба даст оварда шудааст.  

 Муодилаҳои интегралии намуди (1.10) ва (1.11) аввалин бор дар корҳои          

Н. Раҷабов [15] - [23], [100] - [105], махсусан дар монографияи [105] ба таври васеъ 

омӯхта шудааст. Аввалин бор дар ҳамин кор нишон дода шудааст, ки назария ин 

гуна муодилаҳо аз сарҳади муқаррарии назарияи муодилаҳои интегралии навъи 

Волтерра берун мебарояд. Тавре аз назарияи муқаррарии муодилаҳои интегралӣ бо 

ядроҳои регулярӣ мебарояд, муодилаҳои интегралии навъи Волтерраи ҷинси дуюм 

ҳамеша дорои ҳалли ягона мебошанд.  

 Вале дар монографияи [105] нишон дода шудааст, ки муодилаҳои якҷинсаи 

ба (1.10) ва (1.11) мувофиқоянда дар ҳолатҳои муайян метавонанд, дорои ҳалҳои 
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ғайрисифрӣ бошанд. Ин ба он оварда мерасонад, ки муодилаҳои (1.10) ва (1.11) 

ҳамеша дорои ҳалли ягона набуда, ҳалли умумии онҳо метавонад, аз доимиҳои 

ихтиёрӣ вобаста гардад.  

 Ин хусусияти охирони муодилаҳои (1.10) ва (1.11) зарурат ба вуҷуд меорад, 

ки барои ин муодилаҳо масъалаи навъи Коши гузошта шуда, таҳқиқ карда шавад.  

 Натиҷаҳои муайян оид ба муодилаҳои интегралии намуди Волтерраи ҷинси 

дуюм бо ду нуқтаҳои махсус дар ядрояш дар корҳои Н. Раҷабов ва С. Саидов [108], 

[109], [111], [113], [114], [115], [116], [139] ба даст оварда шудааст.  

 Муодилаи интегралии дученакаи намуди Волтерра бо ядроҳои сингулярӣ ва 

барзиёд сингулярӣ дар диссертатсияи доктории Л.Н. Раҷабова ва дар корҳои 

минбаъдаи ӯ бо шогирдонаш таҳқиқ карда шудааст [24] - [28], [125] - [137].  

 Дар корҳои илмии Ф.М. Шамсуддинов системаи муодилаҳои барзиёд 

муайяншудаи тартибашон гуногун бо нуқтаи сингулярӣ дида баромада шудааст. 

 Муодилаҳои интегралии навъи Волтерра бо махсусияти логарифмӣ дар 

ядрояшон дар корҳои Н. Раҷабов [21], [122], Л.Н. Раҷабова [136] ва муодилаҳои 

интегро-дифференсиалии навъи Волтерра бо махсусияти логарифмӣ дар ядрояшон 

дар корҳои С.К. Зарифзода [24], [72], [74] таҳқиқ гардидааст.  

 Дар диссертатсияи доктории С.К. Зарифзода барои операторҳои 

дифференсиалии:  

𝐷𝑥
11 = 𝑥(1 − 𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
, 𝐷𝑥

𝛼 = 𝑥𝛼
𝑑

𝑑𝑥
 

асосҳои ҳисоби оператсионӣ сохта шуда, синфи муайяни муодилаҳои оператори-

дифференсиалӣ ва интегро-дифференсиалии бо ёрии ин операторҳои 

дифференсиалӣ тартибдодашуда таҳқиқ карда шудааст [31] - [37], [65] - [75]. 

Масалан, муодилаи интегро-дифференсиалии намуди:  

                            𝐷𝑥
𝛼𝑦 + 𝐴0𝑦 + ∫

𝐾(𝑥, 𝑡)

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝑓(𝑥)                                 (1.12) 

бо ядрои намуди печхурии  

𝐾(𝑥, 𝑡) = 𝐴1 + 𝐴1(𝜔𝛼(𝑥) − 𝜔𝛼(𝑡)) + ⋯+ 𝐴𝑛(𝜔𝛼(𝑥) − 𝜔𝛼(𝑡))
𝑛−1 

бо истифода аз методҳои оператсионӣ таҳқиқ карда шудааст.  
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 Операторҳои дифференсиалии дар боло овардашуда аввалин бор дар корҳои 

Н. Раҷабов пайдо шуда, баъдтар дар корҳои илмии дигар шогирдони мактаби 

илмии у васеъ истифода гардидааст.  

 Муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффитсиентҳои сингулярӣ ва барзиёд 

сингулярӣ дар корҳои Н. Раҷабов [93] - [99], Н. Раҷабов, Г.М. Қодиров [106], [107], 

[112] омӯхта шудааст. 

 Дар корҳои муаллифи диссертатсия [2-М], [3-М], [7-М], [8-М], [9-М] 

муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби якум бо нуқтаи рости барзиёд 

сингулярии намуди:  

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴(𝑥)𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

= 𝑓(𝑥) 

таҳқиқ карда шудааст. Натиҷаҳо оид ба таҳқиқи муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби дуюм ва инчунин оид ба таҳқиқи муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби n – ум бо нуқтаи рости барзиёд сингулярии: 

                       𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥),                       

ки дар ин ҷо  

𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) ≡ (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛
+𝑀1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛−1

+𝑀2 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛−2

+⋯+𝑀𝑛−1𝐷𝑥
𝛽
+𝑀𝑛, 

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) ≡ (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚
+𝑁1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚−1

+𝑁2 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑚−2

+⋯+𝑁𝑚−1𝐷𝑥
𝛽
+𝑁𝑚 

мебошад, дар корҳои [4-М], [5-М], [6-М], [11-М], [12-М] ба даст оварда шудаанд.  
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БОБИ 2  

ТАҲҚИҚИ МУОДИЛАҲОИ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНСИАЛИИ ТАРТИБИ 

ЯКУМ БО ЯДРОИ БАРЗИЁД СИНГУЛЯРӢ 

 

 Дар ин боб муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби якум бо ядрои барзиёд 

сингулярӣ мавриди таҳқиқ қарор гирифтааст. 

 Аввалан, муодилаи интегро-дифференсиалии моделии тартиби якум таҳқиқ 

карда шуда, ҳалли он вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии 

мувофиқоянда дар се ҳолат, дар намуди ошкор ёфта мешавад. 

 Баъдан, хосиятҳои ҳалҳои ёфташуда омӯхта шуда, дар асоси ин ҳосиятҳо 

барои муодилаи таҳқиқшаванда масъалаи Коши гузошта шуда, таҳқиқ карда 

шудааст. Инчунин, дар нуқтаи махсуси муодила барои муодилаи таҳқиқшаванда 

масъалаи навъи Коши гузошта шуда, якқимата ҳалшавандагии он исбот карда 

шудааст.  

Дар параграфи ҳафтуми ин боб муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделӣ низ дар се ҳолат таҳқиқ карда шуда, ҳалли он дар намуди ноошкор бо 

ёрии резолвентаи муодилаи интегралии намуди Волтерра ёфта мешавад. 

 Натиҷаҳои асосии дар ин боб бадастовардашуда дар корҳои [2-М], [3-М], [7-

М], [8-М], [9-М] ба чоп расонида шудааст. 

 

§ 2.1. Таҳқиқи муодилаи интегро-дифференсиалии моделӣ 

 

 Бигузор Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} муҷмуи нуқтаҳо дар тири ҳақиқӣ бошад. 

Оператори дифференсиалии дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 махсусиятдоштаи зеринро дохил 

мекунем: 

𝐷𝑥
𝛽
= (𝑏 − 𝑥)𝛽

𝑑

𝑑𝑥
 , 

ки дар ин ҷо 𝛽 > 1 мебошад. Маълум аст, ки ин оператор махсусияти дараҷааш аз 

як калонро доро мебошад. Дар оянда дараҷаҳои аз як калони ин операторро дар 

маънои зерин мефаҳмем: 
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(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
(∙) = 𝐷𝑥

𝛽
⏟
𝑛

∙ 𝐷𝑥
𝛽
⏟
𝑛−1

∙ ⋯ ∙ 𝐷𝑥
𝛽
⏟
2

𝐷𝑥
𝛽
⏟
1

(∙). 

 Қайд намудан лозим аст, ки оператори 𝐷𝑥
𝛽

 аввалин бор дар корҳои Н. Раҷабов 

дохил карда шуда, баъдан дар корҳои шогирдонаш васеъ татбиқ карда шудааст. 

Муодилаҳоеро, ки бо ёрии ин оператори дифференсиалӣ сохта мешаванд, ба 

намуди муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои сингулярӣ овардан 

мумкин аст. Муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои сингулярӣ дар 

корҳои олимони ватанӣ ба мисли Л.Г. Михайлов [86], [87], Н. Раҷабов [93] - [99], 

Л.Н. Раҷабова [125], [126], Ф.М. Шамсуддинов [146], С.К. Зарифзода [65] - [75] ба 

таври васеъ таҳқиқ карда шудааст.  

 Дар Γ муодилаи интегро-дифференсиалии хаттии тартиби якум бо ядрои 

махсусиятдоштаи зеринро дида мебароем: 

 

                          𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴(𝑥)𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

= 𝑓(𝑥),                                  (2.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝐷𝑥
𝛽
= (𝑏 − 𝑥)𝛽

𝑑

𝑑𝑥
 – оператори диффернсиалии дар боло дохил 

кардашуда, 𝐴(𝑥),  𝑓(𝑥) - функсияҳои додашудаи бефосила дар Γ, 𝐵(𝑥, 𝑡) - функсияи 

додашудаи бефосила дар росткунҷаи 𝑅 = {(𝑥, 𝑡): 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑎 < 𝑡 < 𝑏}, 𝑦(𝑥) - 

функсияи номаълум мебошад.  

 Азбаски дар муодилаи (2.1) 𝛽 > 1 мебошад, бинобар ин ядрои муодила дорои 

махсусияти дараҷааш калон аз як мебошад. Аз тарафи дигар, тавре ки маълум аст, 

ядрои намуди 
𝐵(𝑥,𝑡)

(𝑏−𝑡)𝛽
 ҳангоми |𝐵(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐾, ядрои дуршаванда мебошад, чунки 

интеграли ғайрихоси: 

 

∫
𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡

𝑏

𝑥
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дуршаванда мебошад.  

 Аз тарафи дигар, ҳарчанд ядрои муодилаи (2.1) дуршаванда бошад ҳам, 

таҳқиқоти гузаронидашуда нишон медиҳад, ки синфи муайяни функсияҳое вуҷуд 

дорад, ки барои ин синфи функсияҳо муодилаи (2.1) дорои ҳал мегардад. 

 Дар оянда бо рамзи 𝐶𝛽−1[𝑎, 𝑏] синфи чунин функсияҳои бефосилаеро ишора 

менамоем, ки дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 ба сифр мубаддал гашта, рафторашон аз рӯйи 

формулаи ассимптотикии зерин муайян карда мешаванд: 

 

                 𝑦(𝑥) = 𝑜[(𝑏 − 𝑥)𝛿], 𝛿 > 𝛽 − 1, хангоми 𝑥 → 𝑏.                       (2.2) 

 

 Инчунин, бо рамзи 𝐶𝛽−1
(𝑛) [𝑎, 𝑏] синфи чунин функсияҳои 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶𝛽−1[𝑎, 𝑏]-ро 

ишора менамоем, ки дорои 𝐷𝑥
𝛽

 - ҳосилаҳои бефосилаи то тартиби 𝑛 - ум мебошанд. 

 Агар ҳалли муодилаи (2.1)-ро дар синфи 𝐶𝛽−1
(1) [𝑎, 𝑏] ҷустуҷӯ намоем, пас барои 

функсияҳои ба ин синф муттааллиқ, интеграли дар муодилаи (2.1) 

иштироккунанда наздикшаванда мешавад ва бинобар ин омӯзиши муодилаи (2.1) 

низ масъалаи дуруст ҳисобида мешавад. 

 Акнун барои он ки муодилаи (2.1)-ро таҳқиқ намоем, пеш аз ҳама муодилаи 

моделии ба муодилаи (2.1) мувофиқояндаро мавриди таҳқиқот қарор медиҳем. 

Яъне, ҳолатеро дида мебароем, ки дар (2.1) 𝐴(𝑥) = 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  𝐵(𝑥, 𝑡) = 𝐵 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, мебошад. Дар ин маврид муодилаи (2.1) чунин намуд мегирад: 

 

                            𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴𝑦 −∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

= 𝑓(𝑥).                                   (2.3) 

 

 Муодилаи (2.3)-ро муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби якуми моделӣ 

бо ядрои махсусиятдошта меномем. 

 Ҳалли муодилаи (2.3)-ро дар синфи 𝐶𝛽−1
(1) [𝑎, 𝑏] ҷустуҷӯ менамоем. Барои 

ёфтани ҳалли муодилаи (2.3), пеш аз ҳама, фарз мекунем, ки функсияи 𝑦(𝑥) ∈
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𝐶𝛽−1
(2) [𝑎, 𝑏] ва 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝛽−1

(1) [𝑎, 𝑏] аст, он гоҳ оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро бори дигар ба ду тарафи 

муодилаи (2.3) тадбиқ намуда, ҳосил мекунем: 

 

                                        (𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦 + 𝐴𝐷𝑥

𝛽
𝑦 + 𝐵𝑦 = 𝐹(𝑥),                                      (2.4)  

 

ки дар ин ҷо 𝐹(𝑥) = 𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥) мебошад. 

 Ҳамин тавр, масъалаи ҳал намудани муодилаи интегро-дифференсиалии 

моделии (2.3) ба масъалаи ҳал намудани муодилаи операторӣ-дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимии намуди (2.4) оварда шуд. 

 Қайд менамоем, ки гузариш аз муодилаи (2.3) ба муодилаи (2.4) гузариши 

яктарафа мебошад, яъне ҳангоми ин гузариш мо соҳаи ҳалли муодилаи (2.3)-ро 

васеъ гардонидем. Вале дар давоми таҳқиқотҳои минбаъда ба назар гирифтан лозим 

аст, ки ҳама гуна ҳалҳои муодилаи (2.3), ки ду маротиба 𝐷𝑥
𝛽

 - 

дифференсиронидашаванда мебошанд, халли муодилаи (2.4) шуда метавонанд, 

аммо на ҳама ҳалҳои муодилаи операторӣ-дифференсиалии (2.4) дар навбати худ 

ҳалли муодилаи (2.3) мебошанд. Яъне, муодилаи (2.4) дорои чунин ҳалҳое буда 

метавонад, ки барои муодилаи (2.3) ҳалҳои бегонаанд. 

 Бинобар ин, дар оянда вақте ки ҳалҳои муодилаи (2.4) ёфта мешаванд, аз 

байни онҳо ҳалҳои барои муодилаи (2.3) бегонаро партофтан лозим меояд. 

 Акнун ба таҳқиқи муодилаи (2.4) шуруъ намуда, пеш аз ҳама ҳалли муодилаи 

якҷинсаи: 

 

                                               (𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦 + 𝐴𝐷𝑥

𝛽
𝑦 + 𝐵𝑦 = 0                                          (2.5)  

 

-ро меёбем. 
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 Ҳалли муодилаи (2.5)-ро дар намуди 𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) ҷустуҷӯ менамоем, ки дар 

ин ҷо 𝜔𝛽(𝑥) =
1

(𝛽−1)(𝑏−𝑥)𝛽−1
 мебошад. Он гоҳ қиматҳои 𝐷𝑥

𝛽
𝑦 ва  (𝐷𝑥

𝛽
)
2
𝑦-ро дар 

намудҳои: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) 

ва  

 

 (𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
𝐷𝑥
𝛽
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝐷𝑥

𝛽
𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝜆2𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) 

 

ёфта, онҳоро ба муодилаи (2.5) мегузорем: 

 

𝜆2𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 𝐴𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 𝐵𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 0 

 

ва аз ин ҷо  

 

(𝜆2 + 𝐴𝜆 + 𝐵)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 0. 

 

Ин баробарӣ иҷро мегардад, агар:  

 

                                                  𝜆2 + 𝐴𝜆 + 𝐵 = 0                                                   (2.6) 

 

бошад.  

 Ҳамин тавр, барои муодилаи якҷинсаи (2.5) муодилаи характеристикии (2.6)-

ро ҳосил намудем. Акнун вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии (2.6) 

ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.5)-ро дар се ҳолат меёбем. 

 I. Бигузор, дар муодилаи характеристикии (2.6) 𝐷 > 0 ва 𝜆1, 𝜆2-решаҳои 

ҳақиқӣ ва гуногуни он бошанд. Он гоҳ ҳалҳои хусусии муодилаи якчинсаи (2.5) 

намуди: 
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𝑦1 = 𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥), 𝑦2 = 𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) 

 

ва ҳалли умумии он намуди: 

 

                                             𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥)                                     (2.7) 

 

-ро мегирад. 

 II. Бигузор, дар муодилаи характеристикии (2.6) 𝐷 = 0 ва 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆-

решаҳои ҳақиқӣ ва якхелаи он бошанд. Дар ин маврид ҳалҳои хусусии муодилаи 

якҷинсаи (2.5) намуди:  

 

𝑦1 = 𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥), 𝑦2 = 𝜔𝛽(𝑥)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥) 

 

ва ҳалли умумии он намуди: 

 

                                    𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)                             

ё  

 

                                            𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) (𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥))                                    (2.8)  

 

-ро мегирад. 

 II. Бигузор, дар муодилаи (2.6) 𝐷 < 0 бошад. Дар ин маврид муодилаи (2.6) 

дорои решаҳои компелексӣ ва ҳамроҳшуда мебошад, ки онҳоро чунин ишорат 

мекунем: 

 

𝜆1,2 = −
𝐴

2
±
√4𝐵 − 𝐴2

2
𝑖 = 𝛼 ± 𝛾𝑖. 
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Он гоҳ ҳалҳои хусусии муодилаи якҷинсаи (2.5) намуди: 

 

𝑦1 = 𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥)cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)],   𝑦2 = 𝑒

𝛼𝜔𝛽(𝑥)sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] 

 

ва ҳалли умумии он намуди: 

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥)cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2𝑒

𝛼𝜔𝛽(𝑥)sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)], 

 

ё 

 

                     𝑦 = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥) [𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]]                       (2.9) 

 

-ро мегирад. 

 

§2.2. Ёфтани ҳалли умумии муодилаи операторӣ-дифференсиалии 

ғайрякҷинса бо методи интегронӣ 

 

 Акнун ба ёфтани ҳалли умумии муодилаи операторӣ-дифференсиалии 

ғайрякҷинсаи (2.4) шуруъ мекунем. Барои ҳалли умумии муодилаи (2.4)-ро ёфтан 

барои мо донистани як ҳалли хусусии муодилаи (2.4) зарур мебошад. Ин ҳалли 

хусусии муодилаи (2.4)-ро бо истифода аз методи интеграли дар намуди зерин 

мекобем: 

 

 𝑦чн = −∫[𝑁1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +𝑁2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡,    (2.10)  

 

ки дар ин ҷо 𝑁1,  𝑁2 – коэффисиентҳои номаълуми ихтиёрӣ мебошад. 
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 Барои ёфтани ин коэффисиентҳои номаълум оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро ба формулаи 

(2.10) ду маротиба тадбиқ намуда, натиҷаҳоро ба муодилаи (2.4) мегузорем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
 𝑦чн = −∫[𝜆1𝑁1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + 𝜆2𝑁2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

                                         +(𝑁1 + 𝑁2)𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑥)).                                                           

 

Талаб менамоем, ки коэффисиентҳои номаълуми 𝑁1, 𝑁2 шарти 𝑁1 +𝑁2 = 0-ро 

қаноат менамоянд. Он гоҳ:  

 

𝐷𝑥
𝛽
 𝑦чн = −∫[𝜆1𝑁1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + 𝜆2𝑁2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.   (2.11)   

 

 Бори дигар оператори 𝐷𝑥
𝛽

 - ро ба баробарии (2.11) татбиқ намуда, меёбем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦чн = −∫[𝜆1

2𝑁1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + 𝜆2

2𝑁2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 

                                    +(𝜆1𝑁1 + 𝜆2𝑁2)𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑥)).                                            (2.12) 

 

Ин қиматҳои ёфташудаи 𝐷𝑥
𝛽
 𝑦чн ва (𝐷𝑥

𝛽
)
2
𝑦чн ва худи 𝑦чн-ро аз формулаи (2.11), 

(2.12) ва (2.10) ба муодилаи (2.4) мегузорем: 

 

−∫[𝜆1
2𝑁1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + 𝜆2
2𝑁2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

+(𝜆1𝑁1 + 𝜆2𝑁2)𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑥)) − 
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−𝐴∫[𝜆1𝑁1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + 𝜆2𝑁2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 − 

−𝐵∫[𝑁1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +𝑁2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 = 𝐷𝑥

𝛽
(𝑓(𝑥)). 

 

Ҷамъшавандаҳои монандро гурӯҳбандӣ менамоем: 

 

−∫ [𝑁1(𝜆1
2 + 𝐴𝜆1 + 𝐵)𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +𝑁2(𝜆2
2 + 𝐴𝜆2 + 𝐵) ×

𝛽

𝑥

 

× 𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + (𝜆1𝑁1 + 𝜆2𝑁2)𝐷𝑥

𝛽
(𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑥

𝛽
(𝑓(𝑥)).    

 

Азбаски ифодаи зериинтегралӣ ба сифр баробар аст, пас:  

 

(𝜆1𝑁1 + 𝜆2𝑁2)𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑥)) = 𝐷𝑥

𝛽
(𝑓(𝑥)). 

 

Баробарии охирон танҳо дар он ҳолат ҷой дорад, агар шарти:  

 

𝜆1𝑁1 + 𝜆2𝑁2 = 1 

 

иҷро шавад. 

 Ҳамин тавр, барои ёфтани коэффисиентҳои номаълуми 𝑁1 ва 𝑁2 системаи 

муодилаҳои алгебравии зеринро ҳосил намудем: 

 

                                                        {
𝑁1 +𝑁2 = 0,

𝜆1𝑁1 + 𝜆2𝑁2 = 1.
                                                (2.13)  

 

Ин системаро ҳал намуда, ба осонӣ меёбем: 
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𝑁1 = −
1

𝜆2 − 𝜆1
,      𝑁2 =

1

𝜆2 − 𝜆1
. 

 

 Ҳамин тавр, ҳалли хусусии муодилаи дифференсиалии (2.4) намуди зеринро 

мегирад: 

 

𝑦чн = −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
(𝑓(𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡. 

 

Дар тарафи рости баробарии охирон як маротиба қисм ба қисм интегронида, ҳосил 

мекунем: 

 

 𝑦чн = −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
,     (2.14)  

 

ки дар ин ҷо иҷрошавии шарти:  

 

          −
1

𝜆1 − 𝜆2
[𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))] 𝑓(𝑡)|𝑡=𝑏 = 0           (2.15) 

 

талаб карда шудааст.  

 Ба ҳалли ёфташудаи (2.14) ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.5)-ро ҷамъ 

намуда, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.4)-ро дар намуди зерин меёбем: 

 

 𝑦он = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

 −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.      (2.16) 
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 Тавре ки аз формулаи (2.16) дида мешавад, интеграли тарафи рости он дар 

нуқтаи 𝑡 = 𝑏 ҳам махсусияти дараҷагӣ ва ҳам махсусияти экспоненсиалӣ дорад. Аз 

ин рӯ, аз функсияи 𝑓(𝑡) шартҳоеро талаб менамоем, ки онҳо наздикшавандагии 

интегралҳоро таъмин намоянд. Барои ин вобаста аз аломатҳои 𝜆1 ва 𝜆2 ҳолатҳои 

зеринро ҷудо менамоем: 

 1. Бигузор 𝜆1 < 𝜆2 < 0 бошад. Дар ин маврид, агар функсияи 𝑓(𝑡) дар нуқтаи 

𝑡 = 𝑏  ба сифр мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин 

муайян карда шавад: 

 

                              𝑓(𝑡) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑡)], 𝛿 > |𝜆1|,    ҳангоми     𝑡 → 𝑏,                     (2.17) 

 

пас барои ин синфи функсияҳо интеграли тарафи рости формулаи (2.16) 

наздикшаванда мешавад. 

 Аз ин ҷо дида мешавад, ки барои он ки интеграли тарафи рости формулаи 

(2.16) наздикшаванда бошад, зарур аст, ки функсияи 𝑓(𝑥) ба синфи 𝐶|𝜆1|[𝑎, 𝑏] 

тааллуқ дошта бошад. 

 Қайд менамоем, ки махсусияти дараҷагии дар тарафи рости формулаи (2.16) 

иштироккунанда ба наздикшавандагии интеграл дар умум таъсир намерасонад, 

зеро дар ҳисобкуниҳо ин махсусият ба зери дифференсиал дароварда мешавад ва 

бинобар ин, талаби доштани сифри тартиби экспаненсиалӣ аз функсияи 𝑓(𝑥) барои 

наздикшавандагии интегралҳоро таъмин намудан кифоягӣ менамояд. 

 2. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (2.6) нобаробари 𝜆1 < 0 < 𝜆2  

- ро қаноат намоянд. Дар ин маврид низ барои наздикшавандагии интеграли тарафи 

рости (2.16)-ро таъмин намудан, талаб менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) шарти (2.17)-

ро қаноат менамояд. 

 3. Бигузор, шарти 0 < 𝜆1 < 𝜆2  иҷро гардад. Дар ин маврид, барои ҳар гуна 

функсияи бефосила ва маҳдуди 𝑓(𝑥) интеграли тарафи рости (2.16) наздикшаванда 

мешавад. 
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 Дар ҳар се ҳолатҳои овардашуда бо осонӣ санҷидан мумкин аст, ки баробарии 

(2.15), ки иҷрошавиашро пештар фарз намуда будем, бевосита иҷро мешавад.  

 Ҳамин тавр, дар бораи ҳалшавандагии муодилаи интегро-дифференсиалии 

(2.4) теоремаи зерин исбот карда шуд. 

 Теоремаи 2.1. Бигузор, дар муодилаи (2.4) коэффисиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 ададҳои 

доимӣ буда, чунон бошанд, ки решаи муодилаи характеристикии (2.6) ҳақиқӣ ва 

гуногун бошанд. Инчунин, ҳангоми 𝜆1 < 𝜆2 < 0 ва 𝜆1 < 0 < 𝜆2  будан, функсияи 

𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 ба сифр мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи 

ассимптотикии (2.17) муайян карда шавад ва ҳангоми 0 < 𝜆1 < 𝜆2  будан, 𝑓(𝑥) 

функсияи бафосила ва маҳдуд бошад. Он гоҳ муодилаи (2.4) дар синфи 𝐶𝛽−1
(1) [𝑎, 𝑏] 

ҳалшаванда мебошад ва ҳалли умумии он бо ёрии формулаи (2.16) ифода карда 

мешавад.  

 Акнун ба ёфтани ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии (2.3) 

бармегардем. 

 Ҳалли муодилаи инегро-дифференсиалии (2.3) низ аз ду қисм иборат 

мебошад. Яке ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии якҷинсаи: 

 

                               𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴𝑦 −∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

= 0                               (2.18)  

 

ва дигаре ҳалли хусусии муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (2.3) 

мебошад. 

 Муайян месозем, ки дар кадом ҳолат функсияи намуди: 

 

                                                      𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)                                                         (2.19)   

 

ҳалли муодилаи якҷинсаи  (2.18) мегардад. Барои ин функсияи  (2.19)-ро ба 

муодилаи  (2.18) гузошта, меёбем: 

 



33 
 

𝐷𝑥
𝛽
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 𝐴𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) −∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝑑𝑡 = 0.

𝑏

𝑥

 

 

Аз ин ҷо  

 

𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 𝐴𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) −
𝐵

𝜆
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)|

𝑥

𝑏

= 0. 

 

Агар шарти 𝜆 < 0 иҷро гардад, пас: 

 

𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 𝐴𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) +
𝐵

𝜆
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 0, 

ё 

(𝜆 + 𝐴 +
𝐵

𝜆
) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 0, 

 

ки аз ин ҷо муодилаи характеристикии  (2.6) ҳосил мегардад. 

 Ҳамин тавр, функсияи намуди (2.19) ҳалли муодилаи  (2.18) мебошад, агар 

шарти 𝜆 < 0 иҷро гардад. 

 Дар асоси гуфтаҳои боло ба чунин хулоса меоем, ки ҳангоми иҷро шудани 

шарти 𝜆1 < 𝜆2 < 0 ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.18) намуди  

 

𝑦𝑜𝑜 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) 

 

-ро мегирад ва функсияи (2.16) ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи интегро-

дифференсиалии (2.3) мебошад.  

 Агар шарти 𝜆1 < 0 < 𝜆2 иҷро шавад, он гоҳ функсияи намуди 

 

𝑦 = 𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) 
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барои муодилаи (2.18) ҳалли бегона мебошад ва бинобар ин онро партофтан лозим 

меояд. Дар ин маврид ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.18) намуди  

 

𝑦𝑜𝑜 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) 

 

ва ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи интегро-дифференсиалии (2.3) намуди  

 

 𝑦он = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) − 

    −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡    (2.20) 

 

-ро мегирад. 

Бигузор, шарти 0 < 𝜆1 < 𝜆2  иҷро шавад. Дар ин маврид ҳар ду функсияҳои  

 

𝑦1 = 𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥), 𝑦2 = 𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) 

 

барои муодилаи якҷинсаи (2.18) ҳалҳои бегона мебошанд. Бинобар ин, ҳар ду ин 

ҳалҳоро партофта, ба чунин натиҷа меоем, ки муодилаи якҷинсаи (2.18) дорои 

танҳо ҳалли сифрӣ мебошад ва муодилаи ғайриякҷинсаи (2.3) дорои ҳалли ягонаи 

 

𝑦он = −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
  (2.21) 

 

мебошад.  

 Ҳамин тавр, оид ба ҳалшавандагии муодилаи ғайриякҷинсаи интегро-

дифференсиалии (2.3) тероемаи зерин исбот кард шуд. 

 Теоремаи 2.2. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференнсиалии 

ғайриякҷинсаи маделии (2.3) коэффисиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 чунон бошанд, ки 
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муодилаи характеристикии (2.6) дорои решаҳои ҳақиқии гуногуни 𝜆1 ва 𝜆2 бошад. 

Инчунин бигузор, ҳангоми 𝜆1 < 𝜆2 < 0 ва 𝜆1 < 0 < 𝜆2  будан, функсияи 𝑓(𝑥) шарти 

(2.17)-ро қаноат намояд ва ҳангоми 0 < 𝜆1 < 𝜆2  будан 𝑓(𝑥) функсияи бефосила ва 

маҳдуд бошад. Он гоҳ дар се ҳолат вобаста аз иҷрошавии шартҳои 𝜆1 < 𝜆2 < 0, 

𝜆1 < 0 < 𝜆2  ва 0 < 𝜆1 < 𝜆2  ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

(2.3) мувофиқан бо ёрии формулаҳои (2.16), (2.20) ва (2.21) дода мешавад. 

 

§2.3. Ёфтани ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи 

моделӣ дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳақиқӣ ва якхела 

будан 

 

 Бигузор, решаҳои муодила характеристикии (2.6) ҳақиқӣ ва якхела бошанд. 

Дар ин маврид, тавре ки пештар қайд намуда будем, ҳалли умумии муодилаи 

операторӣ-дифференсиалии (2.5) намуди:  

 

𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) (𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)) 

 

-ро мегирифт. Намуди умумии ин ҳалро ба назар гирифта, ҳалли хусусии муодилаи 

ғайриякҷинсаи (2.4)-ро дар намуди интегралии зерин мекобем: 

 

𝑦чн = −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝑁1 +𝑁2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
,           (2.22) 

 

ки дар ин ҷо айни ҳол 𝑁1 ва 𝑁2 – коэффисиентҳои ихтиёрии номаълум мебошанд. 

Барои ёфтани ин коэффисиентҳо ба мисли ҳолати пешин амал намуда, ба функсияи 

(2.22) оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро ду маротиба татбиқ менамоем:  
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𝐷𝑥
𝛽
𝑦чн = −∫𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆𝑁1 + 𝜆𝑁2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 𝑁2]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 

+𝑁1𝐹(𝑥). 

 

Фарз менамоем, ки шарти 𝑁1 = 0 иҷро мешавад. Он гоҳ:  

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦чн = −∫𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆𝑁1 + 𝜆𝑁2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 𝑁2]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

Аз ин ҷо:  

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦чн = −∫𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

[𝜆2𝑁1 + 𝜆
2𝑁2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 

+2𝜆𝑁2]
𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + (𝑁1𝜆 + 𝑁2)𝐹(𝑥). 

 

Ин қиматҳои ёфташудаи 𝐷𝑥
𝛽
𝑦чн, (𝐷𝑥

𝛽
)
2
𝑦чн ва худи 𝑦чн-ро ба муодилаи (2.4) 

мегузорем: 

 

−∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆2𝑁1 + 𝜆

2𝑁2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 2𝜆𝑁2]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 

+(𝑁1𝜆 + 𝑁2)𝐹(𝑥) − 

−𝐴∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆𝑁1 + 𝜆𝑁2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 𝑁2]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
− 

−𝐵∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝑁1 +𝑁2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝐹(𝑥). 
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Аъзои монандро гурӯҳбандӣ менамоем: 

 

−∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

[𝑁1(𝜆
2 + 𝐴𝜆 + 𝐵) + 𝑁2(2𝜆 + 𝐴) +𝑁2(𝜆

2 + 𝐴𝜆 + 𝐵) × 

× (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ (𝑁1𝜆 + 𝑁2)𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥). 

 

Азбаски 𝜆2 + 𝐴𝜆 + 𝐵 = 0 ва 2𝜆 + 𝐴 = 0 аст, пас ифодаи зериинтегралӣ дар тарафи 

рости баробарии охирон ба сифр баробар мешавад ва бинобар ин:  

 

(𝑁1𝜆 + 𝑁2)𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥). 

 

Аз ин ҷо функсияи намуди (2.22) ҳалли муодилаи (2.4) мебошад, агар шарти: 

 

𝜆𝑁1 +𝑁2 = 1 

 

иҷро шавад. Ҳамин тавр, барои ёфтани коэффитсиентҳои номаълуми 𝑁1 ва 𝑁2 

системаи муодилаҳои алгебравии:  

 

{
𝑁1 = 0,

𝜆𝑁1 + 𝑁2 = 1
 

 

-ро ҳосил намудем, ки аз он қимати 𝑁1 ва 𝑁2 дар намуди:  

 

{
𝑁1 = 0,
𝑁2 = 1

 

 

ёфта мешавад. 

 Ҳамин тавр, ҳалли хусусии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.4) дар намуди зерин 

ёфта шуд: 
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         𝑦чн = −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 𝑑𝑡.       

 

 Дар ин ҳал 𝐹(𝑡) = 𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡) гузошта, пас аз як маротиба қисм ба қисм 

интегронидан, ҳосил мекунем: 

 

         𝑦чн = −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
=        

= −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

𝑑𝑓(𝑡) =        

= −𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))  𝑓(𝑡)|

𝑥

𝑏

− 

−∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

Дар ин ҷо иҷрошавии шарти:  

 

                         𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))  𝑓(𝑡)|

𝑡=𝑏
= 0                      (2.23)  

 

-ро фарз намуда, ҳосил мекунем: 

 

          𝑦чн = −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.         (2.24)    
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 Акнун ба ин ҳали ёфташуда, ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.5)-ро ҷамъ 

намуда, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.4)-ро дар намуди зерин ҳосил 

мекунем: 

 

𝑦оо = 𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥) (𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)) − 

            −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.         (2.25) 

 

 Тавре ки аз ҳалли ёфташудаи (2.25) дида мешавад, интеграли тарафи рости он 

барои баъзе қиматҳои параметри 𝜆 метавонад, дуршаванда бошад. Ин ҳолатҳоро 

ҷудо намуда, шартҳои наздикшавандагии интеграли тарафи рости (2.25)-ро 

барқарор менамоем. Барои ин ду ҳолати зеринро дида мебароем: 

1. Бигузор 𝜆 < 0 бошад. Дар ин маврид нуқтаи 𝑥 = 𝑏 нуқтаи махсуси намуди 

экспоненсиалии интеграли тарафи рости (2.25) мебошад. Барои он ки дар ин 

маврид интеграл наздикшаванда бошад, зарур аст, ки функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 

𝑥 = 𝑏 ба сифр мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин 

муайян карда шавад: 

 

𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑥)], 𝛿 > |𝜆| ,  ҳангоми 𝑥 → 𝑏,    (2.26) 

яъне функсияи 𝑓(𝑥) бояд ба синфи 𝐶|𝜆|[𝑎, 𝑏] тааллуқ дошта бошад. 

 Агар 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶|𝜆|[𝑎, 𝑏] бошад, пас дурустии баробарии (2.23), ки пештар фарз 

намуда будем, исбот мегардад. 

2. Бигузор 𝜆 > 0 бошад. Дар ин маврид, агар функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎; 𝑏] бошад, 

пас интеграл дар тарафи рости (2.25) наздикшаванда мешавад. 

 Ҳамин тавр, ҳалли умумии муодилаи операторӣ-дифференсиалии (2.4) дар 

намуди (2.25) ёфта шуда, шартҳои наздикшавандагии интеграли тарафи рости 

(2.25) таъмин карда шуд. 
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 Акнун муайян месозем, ки ҳалли ёфташудаи муодилаи (2.4) дар кадом 

ҳолатҳо ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии (2.3) шуда метавонад. 

 Бо осонӣ нишон додан мумкин аст, ки агар шарти 𝜆 < 0 иҷро гардад, пас 

функсияи  

 

                                       𝑦оо = 𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥) (𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥))                                     (2.27)     

 

ҳалли муодилаи якҷинсаи (2.18) мегардад. Муодилаи ғайриякҷинсаи (2.3)-ро 

функсияи  𝑦чн, ки дар намуди (2.24) ёфта шуда буд, қаноат менамояд. Яъне, дар ин 

маврид функсияи (2.25) ҳалли умумии муодилаи (2.3) мебошад. 

 Агар шарти 𝜆 > 0 иҷро гардад, пас функсияи (2.27) ҳалли муодилаи якҷинсаи 

(2.18) шуда наметавонад. Дар ин маврид муодилаи якҷинсаи (2.18) дорои танҳо 

ҳалли сифрӣ мегардад. Муодилаи ғайриякҷинсаи (2.3) бошад, дорои ҳалли ягона 

мегардад ва он бо ёрии формулаи:  

 

          𝑦он = −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
         (2.28)    

 

дода мешавад. 

 Ҳамин тавр, дар ҳолати дорои решаҳои ҳақиқӣ ва якхела будани муодилаи 

характеристикии (2.6) дар бораи ҳалшавандагии муодилаи интегро- 

дифференсиалии (2.3) теоремаи зерин исбот карда шуд. 

 Теоремаи 2.3. Бигузор, дар муодилаи (2.3) ададҳои доимии 𝐴 ва 𝐵 чунон 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.6) ҳақиқӣ ва якхела бошанд, 

яъне 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆. Инчунин бигузор, ҳангоми 𝜆 < 0 будан, функсияи 𝑓(𝑥) шарти 

(2.26)-ро қаноат намояд ва ҳангоми 𝜆 > 0 будан 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошад.  

 Он гоҳ дар ду ҳолат вобаста аз иҷрошавии шартҳои 𝜆 < 0 ва 𝜆 > 0 ҳалли 

умумии муодилаи ғайриякҷинсаи интегро-дифференсиалии (2.3) мувофиқан бо 

ёрии формулаи (2.25) ва (2.28) ифода карда мешавад. 
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§ 2.4. Ёфтани ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи моделӣ дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ 

комплексӣ ва ҳамроҳшуда будан 

 

 Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (2.6) комплексӣ ва ҳамроҳшуда 

бошанд. Дар ин маврид ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.5) бо ёрии формулаи 

зерин ифода карда мешуд: 

 

             𝑦𝑜𝑜 = 𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥) [𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]].                    (2.29) 

 

 Бо дарназардошти ҳисобкуниҳои дар боло овардашуда ва намуди умумии 

ҳалли муодилаи якҷинсаи (2.5), ҳалли хусусии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.4)-ро 

дар намуди зерин мекобем: 

 

𝑦чн = −∫𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

[𝑁1cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +              

                         +𝑁2sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
,                  (2.30) 

 

ки дар ин ҷо 𝑁1 𝑁2 − коэффитсиентҳои номаълум мебошанд. 

 Оператори дифференсиалии 𝐷𝑥
𝛽

-ро ду маротиба ба (2.30) татбиқ менамоем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦чн = −∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼𝑁1cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+𝛼𝑁2sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] − 𝛾𝑁1sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

+𝛾𝑁2cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ (𝑁1 + 𝑁2 ∙ 0)𝐹(𝑥). 
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 Талаб менамоем, ки шарти: 

 

𝑁1 +𝑁2 ∙ 0 = 0 

 

иҷро гардад. Он гоҳ:  

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦чн = −∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [(𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2)cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+(𝛼𝑁2 − 𝛾𝑁1)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

Аз ин ҷо:  

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦чн = −∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼(𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2)cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+𝛼(𝛼𝑁2 − 𝛾𝑁1)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] − 

−𝛾(𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝛾(𝛼𝑁2 − 𝛾𝑁1) × 

× cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ (𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2)𝐹(𝑥), 

ё  

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦чн = −∫[(𝛼

2𝑁1 + 2𝛼𝛾𝑁2 − 𝛾
2𝑁1)

𝑏

𝑥

𝑐𝑜𝑠 [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

+(𝛼2𝑁2 − 2𝛼𝛾𝑁1 − 𝛾
2𝑁2)𝑠𝑖𝑛 [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 

+(𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2)𝐹(𝑥). 

  

 Қиматҳои 𝑦чн,  𝐷𝑥
𝛽
𝑦чн ва (𝐷𝑥

𝛽
)
2
𝑦чн-ро ба муодилаи ғайриякҷинсаи (2.4) 

мегузорем:  
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−∫𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [((𝛼2 − 𝛾2)𝑁1 + 2𝛼𝛾𝑁2)cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+((𝛼2 − 𝛾2)𝑁2 − 2𝛼𝛾𝑁1) sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 

+(𝛼𝑁1 +𝑁2𝛾)𝐹(𝑥) − 

−𝐴∫𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [(𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2)cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+(𝛼𝑁2 − 𝛾𝑁1)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 𝐴𝑁1𝐹(𝑥) − 

−𝐵∫𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

[𝑁1cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

+ 𝑁2sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝐹(𝑥). 

 

Аъзои монандро гурӯҳбандӣ намуда, ҳосил мекунем: 

 

−∫𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))[((𝛼2 − 𝛾2 + 𝐴𝛼 + 𝐵)𝑁1

𝑏

𝑥

+ (2𝛼𝛾 + 𝐴𝛾)𝑁2) × 

× cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + ((𝛼
2 − 𝛾2 + 𝐴𝛼 + 𝐵)𝑁2 + (2𝛼𝛾 + 𝐴𝛾)𝑁1) × 

× sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ (𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2)𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥). 

 

 Нишон медиҳем, ки 𝛼2 − 𝛾2 + 𝐴𝛼 + 𝐵 = 0 ва 2𝛼𝛾 + 𝐴𝛾 = 0 мешавад. Дар 

ҳақиқат, азбаски 𝛼 = −
𝐴

2
 ва 𝛾 =

√4𝐵−𝐴2

2
 аст, пас:  

 

𝛼2 − 𝛾2 + 𝐴𝛼 + 𝐵 =
𝐴2

4
−
4𝐵 − 𝐴2

4
−
𝐴2

2
+ 𝐵 =

𝐴2−4𝐵 + 𝐴2 − 2𝐴2 + 4𝐵

4
= 0 
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ва  

 

2𝛼𝛾 + 𝐴𝛾 = (2𝛼 + 𝐴 )𝛾 = (−2 ×
𝐴

2
+ 𝐴)𝛾 = (𝐴 − 𝐴)𝛾 = 0 ∙ 𝛾 = 0. 

 

 Ҳамин тавр,  

 

(𝛼𝑁1 +𝑁2𝛾)𝐹(𝑥) = 𝐹(𝑥). 

 

 Аз ин ҷо барои он ки функсияи (2.30) ҳалли муодилаи (2.4) бошад, бояд 

коэффитсиентҳои номаълуми 𝑁1 ва 𝑁2 чунон бошанд, ки шарти: 

 

𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2 = 1 

 

иҷро гардад. Аз ин ҷо, барои ёфтани коэффитсиетҳои 𝑁1 ва 𝑁2 системаи 

муодилаҳои алгебравии зеринро ҳосил намудем: 

 

{
𝑁1 +𝑁2 ∙ 0 = 0,
𝛼𝑁1 + 𝛾𝑁2 = 1.

 

 

Аз ин система бо осонӣ ёфта мешавад: 

 

𝑁1 = 0,𝑁2 =
1

𝛾
. 

 

Ҳамин тавр, ҳалли хусусии муодилаи (2.30) чунин намудро мегирад: 

 

𝑦чн = −
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 𝑑𝑡. 
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Дар ин ҷо 𝐹(𝑡) = 𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑡) гузошта, як маротиба қисм ба қисм интеграл мегирем: 

 

𝑦чн = −
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 

= −
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑑𝑓(𝑡) = 

= −
1

𝛾
𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] 𝑓(𝑡)|

𝑥

𝑏
− 

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+𝛾 cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

Бо фарзияи он ки:  

 

                  
1

𝛾
𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] 𝑓(𝑡)|

𝑡=𝑏

= 0          (2.31) 

 

аст, ҳосил мекунем: 

 

𝑦чн = −
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

                +𝛾 cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.                            (2.32) 

 

Ба ин ҳалли ёфташуда, ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.5)-ро, ки намуди 

(2.29)-ро дорад, илова намуда, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.4)-ро 

дар намуди зерин ҳосил мекунем:  
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𝑦он = 𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥) [𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]] − 

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+ 𝛾 cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.           (2.33) 

 

 Ҳолатҳои наздикшавандагии интегралҳои тарафи рости (2.33)-ро муайян 

месозем. 

1. Бигузор, 𝛼 < 0 бошад. Барои он ки дар ин маврид интеграли тарафи рости 

(2.33) наздикшаванда гардад, кифоя аст, ки функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 ба 

сифр мубаддал гашта, рафтораш аз рӯи формулаи ассимптотикии зерин муайян 

карда шавад: 

 

    𝑓(𝑥) = 𝑜[(𝑏 − 𝑥)−𝛿𝜔𝛽(𝑥)], 𝛿 > |𝛼|, ҳангоми 𝑥 → 𝑏,   (2.34) 

 

яъне дар ин маврид функсияи 𝑓(𝑥) бояд ба синфи 𝐶|𝛼|[𝑎, 𝑏] тааллуқ дошта бошад. 

 Дар ин ҳолат низ агар 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶|𝛼|[𝑎, 𝑏] бошад, пас дурустии фарзияи (2.31) 

исбот мегардад. 

2. Бигузор, 𝛼 > 0 бошад. Дар ин маврид талаби 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] 

наздикшавандагии интеграли тарафи рости (2.33)-ро таъмин карда метавонад. 

Ҳамин тавр, дар ҳолати комплексӣ ва ҳамроҳшуда будани решаҳои муодилаи 

характеристикии (2.6) ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи операторӣ-

дифференсиалии (2.4) ёфта шуд, ки он аз суммаи ду ҳалҳо: ҳалли умумии муодилаи 

операторӣ-дифференсиалии якҷинсаи (2.5), ки намуди (2.29)-ро дорад ва як ҳалли 

хусусии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.4), ки намуди (2.32)-ро дорад, иборат 

мебошад. 
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 Акнун ба ёфтани ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии (2.3) баргашта, 

муайян месозем, ки ин ҳалҳои ёфташуда дар кадом ҳолат муодилаи (2.3)-ро қаноат 

менамоянд. Барои ин ду ҳолати зеринро дида мебароем: 

1. Бигузор, 𝛼 < 0 бошад. Дар ин маврид функсияи (2.29)-ро ба муодилаи 

интегро-дифференсиалии якҷинсаи (2.18) гузошта, муайян месозем, ки он ҳалли 

ин муодила мебошад. Инчунин, бо осонӣ санҷида мешавад, ки функсияи (2.32) 

ҳалли хусусии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.3) мебошад. Яъне ҳангоми 𝛼 < 0 будан, 

ҳалли умумии муодилаи операторӣ-дифференсиалии (2.4), ки намуди (2.33)-ро 

дорад, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи интегро-дифференсиалии (2.3) низ 

мегардад. 

2. Бигузор, 𝛼 > 0 бошад. Дар ин маврид бо ёрии санҷиш муайян месозем, ки 

функсияи (2.29) ҳалли муодилаи якҷинсаи (2.18) шуда наметавонад. Яъне, дар ин 

маврид муодилаи якҷинсаи (2.18) дорои танҳо ҳалли сифрӣ мебошад. 

Муодилаи ғайриякҷинсаи (2.3) бошад, дар ин ҳолат дорои ҳалли ягонаи (2.32) 

мебошад. Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд. 

Теоремаи 2.4. Бигузор, дар муодилаи (2.3) коэффисиентҳои 𝐴 ва 𝐵 чунон 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.6) комплексӣ ва ҳамроҳшуда 

бошанд, яъне 𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛾. Инчунин, ҳангоми 𝛼 < 0 будан функсияи 𝑓(𝑥) шарти 

(2.34)-ро қаноат намояд ва ҳангоми 𝛼 > 0 будан 𝑓(𝑥) ∈ ∁[𝑎, 𝑏] бошад. 

 Он гоҳ дар ҳолати инҷрошавии шартҳои 𝛼 < 0 ё 𝛼 > 0 ҳалли умумии муодилаи 

интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (2.3) мувофиқан бо ёрии формулаҳои 

(2.33) ва (2.32) ифода карда мешавад. 
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§ 2.5. Таҳқиқи масъалаи Коши барои муодилаи интегро-дифференсиалии 

моделӣ 

 

 Бигузор, дар Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} муодилаи интегро-дифференсиалии моделии 

зерин дода шуда бошад: 

 

                                   𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴𝑦 − ∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑥

,                      (2.35) 

 

ки дар ин ҷо 𝐴 ва 𝐵 ададҳои доимӣ мебошанд. 

 Тавре ки аз натиҷаҳои параграфҳои пешин маълум гардид, муодилаи (2.35) 

вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии  

 

                                                        𝜆2 + 𝐴𝜆 + 𝐵 = 0                                                  (2.36) 

 

метавонад, дорои чунин ҳалле бошад, ки он аз доимиҳои ихтиёрии 𝑐1, 𝑐2 вобаста 

аст. Бинобар ин, барои муайян сохтани ин доимиҳои ихтиёрӣ ва ҷудо намудани 

ҳалли ягонаи муодилаи (2.35) гузориш ва таҳқиқи масъалаи Коши барои муодилаи 

(2.35) зарур мегардад. 

Дар оянда мо ду навъи масъалаҳо: яке масъали Кошӣ ва дигаре масъалаи типи 

Коширо барои муодилаи (2.35) таҳқиқ менамоем. 

Гузориши масъалаи Коши. Дар ҳолати иҷрошавии шарти 𝑅𝑒𝜆 < 0 аз 

маҷмуи ҳалҳои муодилаи (2.35) чунин ҳалли 𝑦 = 𝑦(𝑥) ҷудо карда шавад, ки он дар 

нуқтаи 𝑥 = 𝑥0 ∈ 𝛤\{𝑏} шарти  

 

                                  𝑦|𝑥=𝑥0 = 𝑦0, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦|𝑥=𝑥0 = 𝑦0

′                                       (2.37) 

 

-ро қаноат намояд. 

 Ин масъаларо дар ҳолатҳои зерин таҳқиқ менамоем: 
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I. Бигузор, муодилаи характеристикии (2.36) дорои решаҳои ҳақиқӣ ва 

гуногуни 𝜆1, 𝜆2 буда, шарти 𝜆1 < 𝜆2 < 0 иҷро шавад. Дар ин маврид ҳалли умумии 

муодилаи (2.35) бо ёрии формулаи зерин ифода карда мешавад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

    −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.   (2.38) 

 

Ба ин функсия оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро татбиқ менамоем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 = 𝑐1𝜆1𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝜆2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

  −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1

2𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2

2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 𝑓(𝑥).   (2.39) 

 

Аз (2.38) ва (2.39) бо истифода аз шартҳои (2.37) ҳосил мекунем: 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥0) −

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝑦0,

𝑐1𝜆1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑐2𝜆2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥0) −

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1

2𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2

2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 𝑓(𝑥0) = 𝑦0

′ .

 (2.40) 

 

Ишораҳои зеринро дохил менамоем: 

 

1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝑅(𝑥0), 
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1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1

2𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2

2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 𝑓(𝑥0) = 𝑅′(𝑥0). 

 

Он гоҳ, системаи (2.40) намуди зеринро мегирад: 

 

                   {
𝑐1𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑐2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥0) = 𝑦0 + 𝑅1(𝑥0),

𝑐1𝜆1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑐2𝜆2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥0) = 𝑦0
′ + 𝑅1

′ (𝑥0).
                               (2.41)   

 

Системаи (2.41)-ро бо ёрии қоидаи Крамер ҳал менамоем: 

 

∆= |
𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥0)   𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥0)

 𝜆1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥0)    𝜆2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥0)
| = ( 𝜆2 − 𝜆1)𝑒

(𝜆1+𝜆2)𝜔𝛽(𝑥0) 

∆𝑐1= |
𝑦0 + 𝑅1(𝑥0)      𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥0)

𝑦0
′ + 𝑅1

′ (𝑥0)    𝜆2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥0)

| = [𝜆2(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0)) − (𝑦0
′ + 𝑅1

′ (𝑥0))]𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥0), 

∆𝑐2= |
𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥0)      𝑦0 + 𝑅1(𝑥0)

𝜆1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥0)   𝑦0

′ + 𝑅1
′ (𝑥0)

| = [(𝑦0
′ + 𝑅1

′ (𝑥0)) − 𝜆1(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0))]𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥0). 

 

Аз ин ҷо:  

 

𝑐1 =
∆𝑐1
∆
=
[𝜆2(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0)) − (𝑦0

′ + 𝑅1
′ (𝑥0))]𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥0)

( 𝜆2 − 𝜆1)𝑒
(𝜆1+𝜆2)𝜔𝛽(𝑥0)

= 

=
1

𝜆2 − 𝜆1

[𝜆2(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0)) − 𝑦0
′ − 𝑅1

′ (𝑥0)]

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥0)
, 

𝑐2 =
∆𝑐2
∆
=
[(𝑦0

′ + 𝑅1
′ (𝑥0)) − 𝜆1(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0))]𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥0)

( 𝜆2 − 𝜆1)𝑒
(𝜆1+𝜆2)𝜔𝛽(𝑥0)

= 

=
1

𝜆2 − 𝜆1

[𝑦0
′ + 𝑅1

′ (𝑥0) − 𝜆1(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0))]

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥0)
. 

 

 Ҳамин тавр, ин қиматҳои ёфташудаи 𝑐1 ва 𝑐2-ро ба (2.38) гузошта, ҳалли 

ягонаи масъалаи Коширо дар намуди зерин ҳосил мекунем: 
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𝑦(𝑥) =
1

𝜆2 − 𝜆1
[𝜆2(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0)) − 𝑦0

′ − 𝑅1
′ (𝑥0)]𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑥0)) + 

                 +
1

𝜆2 − 𝜆1
[𝑦0
′ + 𝑅1

′ (𝑥0) − 𝜆1(𝑦0 + 𝑅1(𝑥0))]𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑥0)) −           (2.42)  

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

 Теоремаи зерин исбот карда шуд. 

Теоремаи 2.6. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи 

моделии (2.35) коэффитсиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 чунон бошанд, ки муодилаи 

характеристикии (2.36) дорои решаҳои ҳақиқӣ ва гуногуни 𝜆1 ва 𝜆2 буда, онҳо 

нобаробарии 𝜆1 < 𝜆2 < 0-ро қаноат намоянд. Инчунин, функсияи 𝑓(𝑥) шарти 

(2.17) – ро қаноат намояд Он гоҳ масъалаи Коши (2.35) − (2.37) якқимата 

ҳалшаванда аст ва ҳалли ягонаи ин масъала бо ёрии формулаи (2.42) ифода карда 

мешавад. 

II. Бигузор, муодилаи характеристикии (2.36) дорои решаҳои ҳақиқӣ ва 

якхела, яъне 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆 буда, шарти 𝜆 < 0 иҷро шавад. Ҳалли умумии муодилаи 

интегро-дифференсиалии (2.35) дар ин ҳолат бо ёрии формулаи зерин дода 

мешавад: 

 

𝑦(𝑥) = (𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)) 𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥) − 

                   −∫ 𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

.            (2.43) 

 

Дар ин ҳолат низ ба функсияи (2.43) оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро татбиқ намуда, меёбем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥) = [𝜆𝑐1 + (𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 1)𝑐2]𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥) − 
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   −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆2 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 2𝜆]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+

𝑏

𝑥

𝑓(𝑥).   (2.44) 

 

Шартҳои аввалаи (2.37)-ро истифода бурда, аз (2.43) ва (2.44) ҳосил мекунем: 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 (𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥0)) 𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥0) −

− ∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝑦0,

𝑏

𝑥0

(𝜆𝑐1 + 𝜆𝑐2𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑐2)𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥0) −

− ∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆2 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 2𝜆]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+

𝑏

𝑥0

𝑓(𝑥0) = 𝑦0
′ .

(2.45) 

 

Дар ин ҳолат ишораҳои зеринро дохил менамоем: 

 

∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝑅2(𝑥0),

𝑏

𝑥0

 

∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆2 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 2𝜆]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+

𝑏

𝑥0

𝑓(𝑥0) = 𝑅2
′ (𝑥0). 

 

Пас системаи (2.45) ба чунин намуд меояд: 

 

{
(𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥0)) 𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥0) = 𝑦0 + 𝑅2(𝑥0),

(𝜆𝑐1 + 𝜆𝑐2𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑐2)𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥0) = 𝑦0

′ + 𝑅2
′ (𝑥0).

 

 

Ин системаро ҳал намуда, номаълумҳои 𝑐1 ва 𝑐2-ро меёбем: 
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∆= |
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥0)            𝜔𝛽(𝑥0)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥0)

𝜆 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥0)    𝜆𝜔𝛽(𝑥0)𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥0) 

| = 𝑒2𝜆𝜔𝛽(𝑥0), 

∆𝑐1= |
𝑦0 + 𝑅2(𝑥0)                         𝜔𝛽(𝑥0)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥0)         

𝑦0
′ + 𝑅2

′ (𝑥0)         𝜆𝜔𝛽(𝑥0)𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥0) + 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥0) 

| = [(𝑦0 + 𝑅2(𝑥0)) × 

× (𝜆𝜔𝛽(𝑥0) + 1) − (𝑦0
′ + 𝑅2

′ (𝑥0))𝜔𝛽(𝑥0)]𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥0), 

∆𝑐2= |
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥0)      𝑦0 + 𝑅2(𝑥0)

𝜆 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥0)     𝑦0
′ + 𝑅2

′ (𝑥0) 
| = [𝑦0

′ + 𝑅2
′ (𝑥0) − 𝜆(𝑦0 + 𝑅2(𝑥0))]𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥0). 

 

Аз ин ҷо қиматҳои 𝑐1 ва 𝑐2-ро меёбем: 

 

𝑐1 = [(𝑦0 + 𝑅2(𝑥0))(𝜆𝜔𝛽(𝑥0) + 1) − (𝑦0
′ + 𝑅2

′ (𝑥0))𝜔𝛽(𝑥0)]𝑒
−𝜆𝜔𝛽(𝑥0), 

𝑐2 = [𝑦0
′ + 𝑅2

′ (𝑥0) − 𝜆(𝑦0 + 𝑅2(𝑥0))]𝑒
−𝜆𝜔𝛽(𝑥0). 

 

Ин қиматҳои ёфташудаи 𝑐1 ва 𝑐2-ро ба (2.43) гузошта, ҳалли ягонаи масъалаи 

Коширо дар намуди зерин ҳосил мекунем: 

 

𝑦(𝑥) = [(𝑦0 + 𝑅2(𝑥0))(𝜆𝜔𝛽(𝑥0) + 1) − (𝑦0
′ + 𝑅2

′ (𝑥0))𝜔𝛽(𝑥0)]𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑥0)) − 

−[𝑦0
′ + 𝑅2

′ (𝑥0) − 𝜆(𝑦0 + 𝑅2(𝑥0))]𝜔𝛽(𝑥)𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑥0)) − 

             −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.

𝑏

𝑥

              (2.46) 

 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд. 

Теоремаи 2.7. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи 

моделии (2.35) коэффисиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 чунон бошад, ки муодилаи 

характеристикии (2.36) дорои решаҳои ҳақиқӣ ва якхела бошанд, яъне 𝜆1 = 𝜆2 =

𝜆 ва шарти 𝜆 < 0 иҷро шавад. Инчунин, функсияи 𝑓(𝑥) шарти (2.26)-ро қаноат 

намояд. Он гоҳ масъалаи Коши (2.35) − (2.37) якқимата ҳалшаванда аст ва ҳалли 

ягонаи ин масъала бо ёрии формулаи (2.46) ифода карда мешавад. 
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III. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (2.36) компелксӣ ва 

ҳамроҳшуда бошанд, яъне 𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛾 ва 𝛼 < 0 бошад. Дар ин маврид дар асоси 

натиҷаи пештар бадастоварда, ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

(2.35) бо ёрии формулаи зерин ифода карда мешавад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] +𝑐2 sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]] −
1

𝛾
∫ 𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

× 

 × [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.  (2.47) 

 

Ба ин функсия оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро татбиқ менамоем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥)[(𝛼𝑐1 + 𝛾𝑐2)cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] +(𝛼𝑐2 − 𝛾𝑐1) sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]] − 

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [(𝛼2 − 𝛾2)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

+ 

     + 2𝛼𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 𝑓(𝑥).           

 

Дар асоси шартҳои аввалаи (2.37) ҳосил мекунем: 

 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)[𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] +𝑐2 sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]] −
1

𝛾
∫ 𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) ×

𝑏

𝑥0

× [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝑦0,

𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)[(𝛼𝑐1 + 𝛾𝑐2)cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] +(𝛼𝑐2 − 𝛾𝑐1) sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]] −

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) [(𝛼2 − 𝛾2)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥0

+2𝛼𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 𝑓(𝑥0) = 𝑦0

′ .

(2.48) 
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Ишораҳои зеринро дохил менамоем: 

 

1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥0

[𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

+𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝑅2(𝑥0), 

1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥0)−𝜔𝛽(𝑡)) [(𝛼2 − 𝛾2)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥0

 

+2𝛼𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥0) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝑅2

′ (𝑥0). 

 

Он гоҳ системаи (2.48) чунин намуд мегирад: 

 

{
 

 𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥0)[𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] +𝑐2 sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]] = 𝑦0 + 𝑅3(𝑥0),

𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)[(𝛼cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] − 𝛾sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)])𝑐1 +

+(𝛼sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 𝛾cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)])𝑐2] = 𝑦0
′ + 𝑅3

′ (𝑥0).

 

 

Ин системаро ҳал намуда, доимиҳои 𝑐1ва 𝑐2-ро меёбем: 

 

∆= 

= |
𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]                                   𝑒

𝛼𝜔𝛽(𝑥0)sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]

𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)(𝛼cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] − 𝛾sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)])  𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥0)(𝛼sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 𝛾cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)])

| =  

= 𝑒2𝛼𝜔𝛽(𝑥0)[𝛼cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 𝛾cos
2[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] − 

−𝛼sin [𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 𝛾sin
2[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]] = 𝛾𝑒

2𝛼𝜔𝛽(𝑥0), 

∆𝑐2= |
𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]                                     𝑦0 + 𝑅3(𝑥0)

𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)(𝛼cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] − 𝛾sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)])    𝑦0
′ + 𝑅3

′ (𝑥0)
| = 

= 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)[( 𝑦0
′ + 𝑅3

′ (𝑥0) − 𝛼𝑦0 − 𝛼𝑅3(𝑥0))cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 
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+𝛾(𝑦0 + 𝑅3(𝑥0))sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]], 

∆𝑐1= |
𝑦0 + 𝑅3(𝑥0)                                        𝑒

𝛼𝜔𝛽(𝑥0)sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]

 𝑦0
′ + 𝑅3

′ (𝑥0)      𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥0)(𝛼sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 𝛾cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)])

| = 

= 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)[(𝛼𝑦0 + 𝛼𝑅3(𝑥0) −  𝑦0
′ − 𝑅3

′ (𝑥0))sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 

+𝛾(𝑦0 + 𝑅3(𝑥0))cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]], 

𝑐1 =
1

𝛾𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)
[(𝛼𝑦0 + 𝛼𝑅3(𝑥0) −  𝑦0

′ − 𝑅3
′ (𝑥0))sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 

+𝛾(𝑦0 + 𝑅3(𝑥0))cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]] 

𝑐2 =
1

𝛾𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥0)
[( 𝑦0

′ + 𝑅3
′ (𝑥0) − 𝛼𝑦0 − 𝛼𝑅3(𝑥0))cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 

+𝛾(𝑦0 + 𝑅3(𝑥0))sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]]. 

 

Ҳамин тавр, ин қиматҳои ёфташудаи 𝑐1ва 𝑐2-ро ба (2.47) гузошта, ҳалли ягонаи 

масъалаи Коширо дар намуди зерин ҳосил мекунем: 

 

𝑦(𝑥) = [cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)][(𝛼𝑦0 + 𝛼𝑅3(𝑥0) −  𝑦0
′ − 𝑅3

′ (𝑥0))sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 

+𝛾(𝑦0 + 𝑅3(𝑥0))cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]] + sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)][( 𝑦0
′ + 𝑅3

′ (𝑥0) − 

−𝛼𝑦0 − 𝛼𝑅3(𝑥0))cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)] + 

+𝛾(𝑦0 + 𝑅3(𝑥0))sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥0)]] 𝑒
𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑥0)) − 

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑏

𝑥

[𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

                   +𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.                (2.49) 

 

 Ҳамин тавр, оид ба ҳалшавандагии масъалаи Коши барои муодилаи (2.35) 

теоремаи зерин исбот карда шуд. 
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Теоремаи 2.8. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференнсиалии 

ғайриякҷинсаи моделии (2.35) коэффитсиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 чунон бошанд, ки 

муодилаи характеристикии (2.36) дорои решаҳои комплексӣ ва ҳамроҳшуда 

бошад, яъне 𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛾 ва шарти 𝛼 < 0 иҷро шавад. Инчунин, функсияи 𝑓(𝑥) 

шарти (2.34)-ро қаноат намояд. Он гоҳ масъалаи Коши (2.35) − (2.37) якқимата 

ҳалшаванда аст ва ҳалли ягонаи ин масъала бо ёрии формулаи (2.49) ифода карда 

мешавад. 

 

§ 2.6. Таҳқиқи масъалаи навъи Коши барои муодилаи интегро-

дифференсиалии моделӣ 

 

 Натиҷаҳои дар §1.5. овардашуда нишон медиҳад, ки агар нуқтаи 𝑥0 ∈ Γ бошад, 

пас масъалаи Коши барои муодилаи (2.35) айнан бо методи классикии таҳқиқи 

масъалаи Коши барои муодилаҳои дифференсиалӣ таҳқиқ карда мешавад. Вале 

агар 𝑥0 = 𝑏 бошад, яъне 𝑥0 ба нуқтаи махсуси муодила баробар шавад, пас 

масъалаи Коширо барои муодилаи (2.35) бо методи классикӣ таҳқиқ намудан 

ғайриимкон мегардад. Дар ин маврид таҳқиқоти иловагӣ гузаронида, масъалаи 

навъи Коширо барои муодилаи (2.35) таҳқиқ намудан лозим меояд. 

 Барои таҳқиқ намудани масъалаи навъи Коши барои муодилаи (2.35) пеш аз 

ҳама рафтори ҳалҳои муодилаи (2.35)-ро дар атрофи нуқтаи махсус меомӯзем. 

 Вобаста ба решаҳои муодилаи характеристикии (2.36) ҳолатҳои зеринро ҷудо 

мекунем: 

I. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (2.36)  ҳақиқӣ ва гуногун 

буда 𝜆1 < 𝜆2 < 0 бошад. Дар ин маврид халли муодилаи (2.35) бо ёрии формулаи 

(2.38) дода мешавад. Ҳалли (2.38)-ро ба намуди зерин меорем: 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1𝑒
(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2] − 

−
𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

−
𝜆2

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 𝑑𝑡. 
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Аз ин ҷо:  

 

1

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒

(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2 − 

                    −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

−
𝜆2

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.              (2.50) 

 

Ишораи зеринро дохил менамоем: 

 

1

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)
𝑦(𝑥) = 𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)]. 

 

Акнун оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро ба функсияи 𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)] татбиқ намуда, ҳосил мекунем: 

 

 𝐷𝑥
𝛽
 𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)] = с1(𝜆1 − 𝜆2)𝑒

(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥) − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1(𝜆1 − 𝜆2)

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 +

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
. 

 

Аз ин ҷо:  

 

1

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
 𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)] = с1(𝜆1 − 𝜆2) − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫
𝜆1(𝜆1 − 𝜆2)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 +

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)
 

 

Ишораи дигари зеринро дохил мекунем: 

 

1

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
 𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)] =  𝑃1 [𝜆1, 𝜆2, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)]. 
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Акнун нишон медиҳем, ки баробариҳои:  

 

                                       {
𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)]|𝑥=𝑏 = 𝑐2,                        

𝑃1 [𝜆1, 𝜆2, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]

𝑥=𝑏
= 𝑐1(𝜆1 − 𝜆2),

                            (2.51) 

 

иҷро мегарданд. 

 Чунончи мо дар боло қайд карда будем, ки дар ҳалли (2.38) функсияи 𝑓(𝑥) 

дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 аз рӯйи формулаи ассимптотикии: 

 

𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑥)],       𝛿 > |𝜆1|,   𝑥 → 𝑏 

 

ба сифр майл менамояд, ки он дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 махсусияти аз як хурд доштани 

интеграли тарафи рости (2.50)-ро мефаҳмонад. Аз ин рӯ, мувофиқи теорема дар 

бораи ба ҳудуд гузаштан, дар интегралҳои аз параметр вобаста, ҳосил мекунем: 

 

𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)]|𝑥=𝑏 = lim
𝑥→𝑏

[𝑐1𝑒
(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2] − 

−lim
𝑥→𝑏

1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
−

𝜆2

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 = 𝑐2 

 

ва бо дарназардошти он ки: 

 

lim
𝑥→𝑏

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→𝑏

𝑒−(|𝜆1|+𝜀)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→𝑏

1

𝑒𝜀𝜔𝛽(𝑥)
= 0, 

 

пас:  

 

𝑃1 [𝜆1, 𝜆2, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]

𝑥=𝑏
= lim
𝑥→𝑏

[𝑐1(𝜆2 − 𝜆1) − 
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−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫
𝜆1(𝜆1 − 𝜆2)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 +

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)
] = 𝑐1(𝜆2 − 𝜆1). 

 

Ҳамин тавр, баробариҳои (2.51) исбот гардиданд. 

 Акнун масъалаи навъи Коширо барои муодилаи (2.35) таҳқиқ менамоем. 

 Гузориши масъалаи навъи Коши барои муодилаи (𝟐. 𝟑𝟓), ҳангоми иҷро 

шудани шарти 𝝀𝟏 < 𝝀𝟐 < 𝟎. Чунин ҳалли 𝑦 = 𝑦(𝑥) – и муодилаи (2.35) ёфта 

шавад, ки он дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 шартҳои ибтидоии вазндори 

                                          {
𝑃[𝜆2, 𝑦(𝑥)]|𝑥=𝑏 = 𝑘2,     

𝑃1 [𝜆1, 𝜆2, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]

𝑥=𝑏
= 𝑘1

                                        (2.52) 

-ро қаноат намояд. 

 Таҳқиқи масъалаи навъи Коши. Бо дарназардошти баробариҳои 

исботгардидаи (2.51) ва шатрҳои ибтидоии (2.52) ҳосил мекунем: 

 

{
𝑐2 = 𝑘2,     

𝑐1(𝜆1 − 𝜆2) = 𝑘1.
 

 

А ин ҷо: 

{

𝑐2 = 𝑘2,     

𝑐1 =
𝑘1

𝜆1 − 𝜆2
.
 

 

Ин қиматҳои ёфташудаи 𝑐1 ва 𝑐2-ро ба ҳалли (2.38) гузошта, ҳалли ягонаи 

масъалаи навъи Кошии (2.52)-ро дар намуди: 

 

𝑦(𝑥) =
𝑘1

𝜆1 − 𝜆2
𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑘2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 ≡ 
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                                                  ≡ 𝐹1
+ [

𝑘1
𝜆1 − 𝜆2

,   𝑘2,   𝑓(𝑥)]                                    (2.53) 

 

ҳосил мекунем. 

Теоремаи зерин исбот карда шуд. 

Теоремаи 2.9. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи моделии (2.35) коэффитсиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 чунон бошанд, ки 

муодилаи характеристикии (2.36) дорои решаҳои ҳақиқӣ ва гуногуни 𝜆1 ва 𝜆2 

бошад. Инчунин бигузор, ҳангоми 𝜆1 < 𝜆2 < 0 функсияи 𝑓(𝑥) шарти (2.17)-ро 

қаноат намояд. Он гоҳ, масъалаи навъи Коши (2.35) − (2.52) якқимата 

ҳалшаванда аст ва ҳалли ягонаи он бо ёрии формулаи (2.53) ифода мегардад. 

 Акнун масъалаи навъи Коширо дар ҳолати иҷро шудани шарти 𝜆1 < 0 < 𝜆2 

таҳқиқ менамоем.  

 Дар ин маврид ба мо маълум аст, ки ҳалли муодилаи (2.35) бо ёрии 

формулаи: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 ≡ 

                                                     ≡ 𝐹1
+[𝑐1,   0,   𝑓(𝑥)]                                             (2.54) 

 

ифода мегардад.  

Маълум аст, ки дар ин маврид барои ҳалли (2.54) низ шарти: 

 

                                   𝑃1 [𝜆1, 𝜆2, 𝐷𝑥
𝛽(𝑥)]

𝑥=𝑏
= 𝑐1(𝜆1 − 𝜆2)                              (2.55) 

 

иҷро мегардад. Аз ин рӯ, дар ин ҳолат масъалаи навъи Коши барои муодилаи (2.35) 

чунин гузошта мешавад: 
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 Гузориши масъалаи навъи Коши барои муодилаи (𝟐. 𝟑𝟓) ҳангоми иҷро 

гардидани шатри 𝝀𝟏 < 𝟎 < 𝝀𝟐. Чунин ҳалли 𝑦 = 𝑦(𝑥)-и муодилаи (2.35) ёфта 

шавад, ки он дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 шарти ибтидоии вазндори 

 

                                                  𝑃1 [𝜆1, 𝜆2, 𝐷𝑥
𝛽(𝑥)]

𝑥=𝑏
= 𝑘1                                    (2.56) 

 

-ро қаноат намояд. 

 Таҳқиқи масъала. Маълум аст, ки ҳангоми иҷрошавии шарти 𝜆1 < 0 < 𝜆2 

ҳалли муодилаи (2.35) бо ёрии формулаи (2.54) дода мешавад, ки он шарти (2.55)-

ро қаноат менамояд. Аз ин ҷо бо дарназардошти шарти (2.56) ҳосил мекунем: 

 

𝑐1(𝜆1 − 𝜆2) = 𝑘1, 

 

ки аз ин ҷо 

 

𝑐1 =
𝑘1

𝜆1 − 𝜆2
. 

 

Ин қимати 𝑐1-ро дар (2.54) ба ҷояш гузошта, ҳалли ягонаи масъалаи навъи Кошии 

(2.35) − (2.56)-ро дар намуди зерин ҳосил мекунем: 

 

                                            𝑦(𝑥) = 𝐹1
+ [

𝑘1
𝜆1 − 𝜆2

,   0,   𝑓(𝑥)].                                (2.57) 

 

Яъне, теоремаи зерин исбот шуд. 

 Теоремаи 2.10. Бигузор, ҳамаи шартҳои теоремаи 2.9. иҷро шаванд ва 

𝜆1 < 0 < 𝜆2 бошад. Он гоҳ масъалаи навъи Коши (2.35) − (2.56) якқимата 

ҳалшаванда аст ва ҳалли ягонаи он бо ёрии формулаи (2.57) ифода меёбад. 
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 II. Ҳолатеро дида мебароем, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.35) 

ҳақиқӣ ва якхела буда, 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆 < 0 бошад. Дар ин маврид мувофиқи натиҷаҳои 

дар боло бадастовардашуда, ҳалли умумии муодилаи (2.35) бо ёрии формулаи:  

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)] −  

           −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡             (2.58) 

 

ифода меёбад. 

 Ду тарафи баробарии (2.58)-ро ба ифодаи 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) тақсим менамоем: 

 

1

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝜔𝛽(𝑥)
𝑦(𝑥) =

𝑐1
𝜔𝛽(𝑥)

+ 𝑐2 −  

           −
1

𝜔𝛽(𝑥)
∫𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.   

 

Чунин ишорат менамоем: 

 

1

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝜔𝛽(𝑥)
𝑦(𝑥) = 𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)]. 

 

Оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро ба функсияи 𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)] татбиқ намуда, ҳосил мекунем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)] = −

𝑐1

𝜔𝛽
2(𝑥)

+ 

+
1

𝜔𝛽
2(𝑥)

∫𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 − 
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−
𝜆

𝜔𝛽(𝑥)
∫𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡)
𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 +

1

𝜔𝛽(𝑥)
∙
𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)
. 

 

Аз ин ҷо: 

 

𝜔𝛽
2(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)] = 

= −𝑐1 +∫𝑒
−𝜆𝜔𝛽(𝑡) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 − 

−𝜔𝛽(𝑥) [𝜆∫𝑒
−𝜆𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 −

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)
]. 

 

 Дар ду тарафи баробарии охирон ҳангоми 𝑥 → 𝑏 ба ҳудуд мегузарем: 

 

lim
𝑥→𝑏

𝜔𝛽
2(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)] = 

= −𝑐1 + lim
𝑥→𝑏

∫𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡

⏟                                  
𝐼1

− 

− lim
𝑥→𝑏

𝜆 ∫ 𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡)
𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)
(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑑𝑡 −
𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)

1
𝜔𝛽(𝑥)⏟                          
𝐼2

. 

Тавре дар боло қайд гардида буд, дар интегралҳои тарафи рости баробарии охирин 

функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 аз рӯйи формулаи ассимптотикии 

 

    𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑥)],       𝛿 > |𝜆|,   𝑥 → 𝑏   (2.59) 
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ба сифр майл менамояд. Аз ин рӯ, дар ҷамъшавандаи 𝐼1 функсияи зериинтегралӣ 

махсусияти дараҷааш аз як хурдро доро мебошад ва бинобар ин 𝐼1 = 0 мешавад. 

Барои ҷамъшавандаи 𝐼2 дорем: 

 

𝐼2 = lim
𝑥→𝑏

𝜆 ∫ 𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡)
𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)
(𝑏 − 𝑥)𝛽

𝑑𝑡 −
𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)

(𝛽 − 1)(𝑏 − 𝑥)𝛽−1
= {
0

0
} = 

= lim
𝑥→𝑏

−𝜆𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡)
𝑓(𝑥)

(𝑏 − 𝑥)𝛽
−
𝑓′(𝑥)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) −

𝜆
(𝑏 − 𝑥)𝛽

𝑓(𝑥)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑡)

𝑒2𝜆𝜔𝛽(𝑥)

−(𝛽 − 1)2(𝑏 − 𝑥)𝛽−2
= 

= lim
𝑥→𝑏

𝑓′(𝑥)

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)

(𝛽 − 1)2(𝑏 − 𝑥)𝛽−2
. 

 

Азбаски ифодаи 
𝑓′(𝑥)

𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥)

 сифри дараҷаи экспоненсиалӣ дорад, банобар ин, он нисбат 

ба махраҷ зудтар ба сифр майл мекунад, аз ин рӯ 𝐼2 = 0 мешавад. 

 Ҳамин тавр: 

 

                                 lim
𝑥→𝑏

𝜔𝛽
2(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)] = −𝑐1.                                 (2.60) 

 

Айнан ҳамин тавр, бо осонӣ нишон дода мешвад, ки: 

 

                                                     lim
𝑥→𝑏

𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)] = 𝑐2.                                        (2.61) 

 

Акнун, ҳангоми решаҳои муодилаи характеристикии (2.36) ҳақиқӣ ва якхела 

ва 𝜆 < 0 будан, масъалаи зерини навъи Коширо барои муодилаи (2.35) таҳқиқ 

менамоем. 

 Гузориши масъалаи навъи Коши барои муодилаи (𝟐. 𝟑𝟓) ҳангоми 

𝝀𝟏 = 𝝀𝟐 = 𝝀 < 𝟎 будан. Чунин ҳалли 𝑦 = 𝑦(𝑥) - и муодилаи (2.35) ёфта шавад, ки 

он дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 шарти ибтидоии вазндори зеринро қаноат намояд: 
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                                      {
𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)]|𝑥=𝑏 = 𝑘3,     

𝜔𝛽
2(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑃2[𝜆, 𝑦(𝑥)]|

𝑥=𝑏
= 𝑘4

                                   (2.62) 

 

 Таҳқиқи масъала. Баробариҳои исботшудаи (2.60), (2.61)-ро истифода 

бурда, бо назардошти шартҳои ибтидоии (2.62) ҳосил мекунем: 

 

{
𝑘3 = 𝑐2,     
𝑘4 = −𝑐1.

 

 

Аз ин ҷо: 

 

{
𝑐1 = −𝑘4,     
𝑐2 = 𝑘3.      

 

 

Ин қиматҳои 𝑐1 ва 𝑐2-ро ба (2.58) гузошта, ҳалли ягонаи масъалаи навъи Коши 

(2.35) − (2.62)-ро дар намуди зерин ҳосил мекунем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[−𝑘4 + 𝑘3𝜔𝛽(𝑥)] −  

           −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.             (2.63) 

 

 Инак, теоремаи зерин исбот гардид. 

 Теоремаи 2.11. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи моделии (2.35) коэффисиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 чунон бошанд, ки 

муодилаи характеристикии (2.36) дорои решаҳои ҳақиқӣ ва якхела буда, 𝜆1 = 𝜆2 =

𝜆 < 0 бошад. Инчунин бигузор, функсияи 𝑓(𝑥) шарти (2.59)-ро қаноат намояд. Он 

гоҳ масъалаи навъи Коши (2.35) − (2.62) якқимата ҳалшаванда аст ва ҳалли 

ягонаи он бо ёрии формулаи (2.63) ифода мегардад. 
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 III. Ҳолати решаҳои муодилаи характеристикии (𝟐. 𝟑𝟔) комплексӣ ва 

ҳамроҳшуда будан. Дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикии (2.36) 

комплексӣ ва ҳамроҳшуда ва инчунин 𝛼 < 0 будан, ҳалли умумии муодилаи 

интегро-дифференсиалии (2.35) намуди зеринро мегирад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥) [𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]] −  

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

+ 

                              + 𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.                        (2.64) 

 

 Барои дар ин ҳолат масъалаи навъи Коширо барои муодилаи (2.35) таҳқиқ 

намудан, пеш аз ҳама, ба ду тарафи баробарии (2.64) оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро татбиқ 

менамоем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥) [(𝛼𝑐1 + 𝛾𝑐2)cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] + (𝛼𝑐2 − 𝛾𝑐1)sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]] −  

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [(𝛼2 − 𝛾2)sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

+ 

                          + 2𝛼𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.                      (2.65) 

 

Аз баробариҳои (2.64) ва (2.65) барои ифодаҳои 𝑒−𝛼𝜔𝛽(𝑥)𝑦(𝑥) ва 𝑒−𝛼𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥) 

ҳангоми 𝑥 → 𝑏 ҳосил мекунем: 

 

                                         lim
𝑥→𝑏

𝑒−𝛼𝜔𝛽(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝐴𝑐1 + 𝐵𝑐2                                (2.66) 

 

ва 
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              lim
𝑥→𝑏

𝑒−𝛼𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥) = 𝐴(𝛼𝑐1 + 𝛾𝑐2) + 𝐵(𝛼𝑐2 − 𝛾𝑐1),              (2.67) 

 

ки дар ин ҷо 𝐴 = 𝑐𝑜𝑠[𝛾𝜔𝛽(𝑏)], 𝐵 = 𝑠𝑖𝑛[𝛾𝜔𝛽(𝑏)] мебошад. 

 Акнун масъалаи навъи Коширо барои муодилаи (2.35) таҳқиқ менамоем. 

 Гузориши масъалаи навъи Коши барои муодилаи (𝟐. 𝟑𝟓) ҳангоми 

решаҳои муодилаи характеристикии (𝟐. 𝟑𝟔) комплексию ҳамроҳшуда ва 𝜶 <

𝟎 будан. Чунин ҳалли 𝑦 = 𝑦(𝑥)-и муодилаи (2.35) ёфта шавад, ки он дар нуқтаи 

𝑥 = 𝑏 шарти ибтидоии вазндори зеринро қаноат намояд: 

 

                                          {
𝑒−𝛼𝜔𝛽(𝑥)𝑦(𝑥)|

𝑥=𝑏
= 𝑘5,

𝑒−𝛼𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)|

𝑥=𝑏
= 𝑘6.

                                     (2.68) 

 

 Таҳқиқи масъала. Бо дарназардошти баробариҳои (2.66), (2.67) ва шартҳои 

(2.68) системаи муодилаҳои алгебравии зеринро ҳосил мекунем: 

 

{
𝐴𝑐1 + 𝐵𝑐2 = 𝑘5,

𝐴(𝛼𝑐1 + 𝛾𝑐2) + 𝐵(𝛼𝑐2 − 𝛾𝑐1) = 𝑘6.
 

 

Ин системаро ҳал намуда, коэффитсиентҳои номаълуми 𝑐1 ва 𝑐2-ро бо ёрии ададҳои 

додашудаи 𝑘5 ва 𝑘6 ифода мекунем: 

 

∆= |
𝐴

𝐴𝛼 − 𝐵𝛾
     

𝐵
𝐴𝛾 + 𝐵𝛼

| = 𝐴2𝛾 + 𝐴𝐵𝛼 − 𝐴𝐵𝛼 + 𝐵2𝛾 = (𝐴2 + 𝐵2)𝛾 = 𝛾. 

               ∆𝑐1 = |
𝑘5
𝑘6
     

𝐵
𝐴𝛾 + 𝐵𝛼

|,           ∆𝑐2 = |
𝐴

𝐴𝛼 − 𝐵𝛾
     
𝑘5
𝑘6
|.                     (2.69) 

 

Аз ин ҷо: 

 

𝑐1 =
∆𝑐1
𝛾
,            𝑐2 =

∆𝑐2
𝛾
. 
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Ин қиматҳои 𝑐1 ва 𝑐2-ро бо (2.14) мегузорем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥) [
∆𝑐1
𝛾
cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] +

∆𝑐2
𝛾
sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]] −  

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

+ 

                              + 𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.                        (2.70) 

 

Ҳамин тавр, ба натиҷаи зерин омадем: 

 Теоремаи 2.12. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи моделии (2.35) коэффисиентҳои он 𝐴 ва 𝐵 чунон бошанд, ки 

муодилаи характеристикии (2.36) дорои решаҳои комплексӣ ва ҳамроҳшуда бошад 

ва 𝛼 < 0 бошад. Инчунин бигузор, функсияи 𝑓(𝑥) шарти (2.34)-ро қаноат намояд. 

Он гоҳ масъалаи навъи Коши (2.35) − (2.68) бо ёрии формулаи (2.70) ёфта 

мешавад, ки дар ин ҷо ∆𝑐1 ва ∆𝑐2 аз баробариҳои (2.69) муайян карда мешаванд. 

 Қайди 2.1. Азбаски дар баробарии (2.70) қиматҳои 𝐴 ва 𝐵 якқимата муайян 

карда намешаванд, пас масъалаи навъи Коши барои муодилаи (2.35) дар ҳолати 

комплексӣ ва ҳамроҳшуда будани решаҳои муодилаи характеристикии (2.36) ба 

таври ягона ҳалшаванда намебошад. 

  

§ 2.7. Таҳқиқи муодилаи интегро-дифференсиалии ғайримоделии тартиби 

якум бо ядрои барзиёд сингулярӣ 

 

 Дар Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} ба таҳқиқи муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделии 
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                          𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴(𝑥)𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥),                          (2.71) 

 

машғул мешавем, ки дар ин ҷо 𝐴(𝑥), 𝑓(𝑥) функсияҳои додашудаи бефосила дар Γ, 

𝐵(𝑥, 𝑡) – функсияи додашудаи бефосила дар росткунҷаи 𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤

𝑏,   𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏} мебошад. 

 Тавре дар боло қайд намудем, ҳалли муодилаи (2.71)-ро дар синфи 𝐶𝛽−1
(1) [𝑎, 𝑏] 

ҷустуҷӯ намудан лозим мебошад. 

 Барои муодилаи (2.71)-ро таҳқиқ намудан, пеш аз ҳама онро ба шакли зерин 

меорем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + [𝐴(𝑏) − (𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑥))]𝑦 − 

−∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − (𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑥, 𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥). 

 

Аз ин ҷо: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴(𝑏)𝑦 − ∫

𝐵(𝑏, 𝑏)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 

= 𝑓(𝑥) + [𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑥)]𝑦 − ∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡. 

Ишораи: 

 

         𝑓(𝑥) + [𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑥)]𝑦 − ∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥)             (2.72) 

 

-ро дохил намуда, муодилаи охиронро дар шакли зерин менависем 
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                          𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴(𝑏)𝑦 − ∫

𝐵(𝑏, 𝑏)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥).                         (2.73) 

 

 Дар аввал фарз менамоем, ки дар тарафи рости муодилаи (2.73) функсияи 

𝐹(𝑥) функсияи маълум мебошад. Бо чунин фарзия масъалаи ҳал намудаи муодилаи 

интегро-дифференсиалии ғайримоделии (2.71) ба масъалаи ҳал намудани 

муодилаи моделии (2.73) оварда шуд. Аз натиҷаҳои барои муодилаи интегро-

дифференсиалии моделӣ ҷойдошта истифода бурда, ҳалли муодилаи (2.73)-ро 

меёбем. 

 Ба мо маълум аст, ки муодилаи характеристикии ба муодилаи (2.73) 

мувофиқоянда намуди: 

 

                                             𝜆2 + 𝐴(𝑏)𝜆 + 𝐵(𝑏, 𝑏) = 0                                         (2.74) 

 

-ро дорад. Вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) ҳалли муодилаи 

(2.73) ва аз он пас, ҳалли муодилаи (2.71)-ро дар ҳолатҳои зерин ҳосил мекунем: 

I. Бигузор, муодилаи характеристикии (2.74) дорои ду решаҳои ҳақиқӣ ва 

гуногуни 𝜆1, 𝜆2 бошад ва ин решаҳо нобаробарии 𝜆1 < 𝜆2 < 0-ро қаноат намоянд. 

Дар ин маврид, дар асоси натиҷаҳои параграфи 2.2 ҳалли умумии муодилаи (2.73) 

шакли зеринро мегирад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 ≡ 

                                                         ≡ 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, 𝐹(𝑥)].                              (2.75)       
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Акнун, барои ҳалли муодилаи (2.71)-ро ҳосил намудан дар (2.75) ба ҷойи 

𝐹(𝑥) қиматашро аз (2.72) гузошта, меёбем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))] ×

𝑏

𝑥

 

×∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑦(𝜏)

𝑏

𝑡

𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

 Он ҷамъшавандаҳое, ки функсияи номаълумро дар бар мегиранд, ба тарафи 

рости баробарӣ мегузаронем: 

 

𝑦(𝑥) +
1

𝜆1 − 𝜆2
∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))] ×

𝑏

𝑥

 

×∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑦(𝜏)

𝑏

𝑡

𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝐸1

+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑡)]. 

 

Дар интеграли дуюми тарафи чапи баробарии охирон ҳудудҳои интегрониро иваз 

менамоем. Яъне: 
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1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

× 

×∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑦(𝜏)

𝑏

𝑡

𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 

=
1

𝜆1 − 𝜆2
∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑦(𝜏)

𝑏

𝑥

𝑑𝜏 × 

×∫[𝜆1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝜏

𝑥

𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= |𝑡 = 𝜏| = 

=
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]

𝑡

𝑥

𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽
]

𝑏

𝑥

× 

×
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Ин қиматро дар баробарии пешин мегузорем: 

 

𝑦(𝑥) +
1

𝜆1 − 𝜆2
∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]

𝑡

𝑥

𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽
]

𝑏

𝑥

× 

×
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐸1

+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑡)]. 

 

Ин баробариро ба шакли содатар меорем: 

 

𝑦(𝑥) +
1

𝜆1 − 𝜆2
∫{[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

− 
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−∫[𝜆1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) − 𝜆2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]
(𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡))𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑡

𝑥

}𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 

= 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)]. 

 

 Ҳамин тавр, масъалаи ҳал намудани муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделии (2.71) ба масъалаи ҳал намудани муодилаи интегралии намуди 

Волтерраи: 

 

                   𝑦(𝑥) +
1

𝜆1 − 𝜆2
∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)]                 (2.76) 

 

оварда шуд, ки дар ин ҷо ядрои 𝐾(𝑥, 𝑡) намуди:  

 

𝐾(𝑥, 𝑡) = [𝜆1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) − 𝜆2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]
𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
− 

−∫[𝜆1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) − 𝜆2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]
(𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡))𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑡

𝑥

     (2.77) 

 

ва тарафи рости он 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)] намуди:  

 

𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)] = 𝑐1𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) − 𝑐2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

            −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
          (2.78)

𝑏

𝑥

 

 

-ро доранд.  

 Барои он ки ядрои 𝐾(𝑥, 𝑡) ядрои регулярӣ бошад, талаб менамоем, ки 

функсияҳои  
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                                                  𝐴1(𝑡) = 𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)                                             (2.79)   

 

ва 

 

                                          𝐵1(𝜏, 𝑡) = 𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)                                        (2.80) 

 

ҳангоми 𝑡 → 𝑏 ба сифр майл намуда, рафторашон аз рӯйи формулаҳои 

ассимптотикии зерин муайян карда шаванд: 

 

                                   𝐴1(𝑡) = 𝑜[𝑒
−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],      𝛿 = |𝜆1|                          (2.81) 

 

ва 

 

                                    𝐵1(𝜏, 𝑡) = 𝑜[𝑒
−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],      𝛿 = |𝜆1|.                          (2.82) 

 

Ғайр аз ин, барои он ки тарафи рости муодилаи (2.76) функсияи охирнок ва 

бефосила бошад, талаб менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) ҳангоми 𝑥 → 𝑏 ба сифр 

мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин муайян карда 

шавад: 

 

                                   𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],      𝛿 = |𝜆1|.                                (2.83) 

 

 Ҳангоми иҷро шудани шартҳои (2.81), (2.82) ва (2.83) муодилаи 

интегралии (2.76) муодилаи интегралии намуди Волтерра бо ядрои регулярӣ ва 

тарафи рости бефосила мебошад, ки ҳалли умумии он мувофиқи назарияи умумии 

ин гуна муодилаҳо бо ёрии резолвентаи муодилаи интегралии (2.76) дар намуди 

зерин тасвир карда мешавад: 
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  𝑦(𝑥) = 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)] −

1

𝜆1 − 𝜆2
∫Γ(𝑥, 𝑡) ∙ 𝐸1

+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑥

𝑑𝑡.       (2.84) 

 

Ҳамин тавр исбот карда шуд. 

 Теоремаи 2.13. Бигузор, дар муодилаи (2.71) функсияҳои 𝐴1(𝑥) ва 𝐵1(𝑥, 𝑡) 

чунон бошад, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) ҳақиқӣ ва гуногун 

буда, 𝜆1 < 𝜆2 < 0 бошад. Инчуни бигузор, функсияҳои 𝐴1(𝑥) 𝐵1(𝑥, 𝑡) ва 𝑓(𝑡) 

ҳангоми 𝑡 → 𝑏 аз рӯи формулаҳои ассимптотикии (2.81), (2.82) ва (2.83) ба сифр 

майл намоянд. Он гоҳ муодилаи интегро-дифференсиалии ғайримоделии (2.71) дар 

синфи 𝐶𝛽−1
(1) [𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли умумии он бо ёрии резолвентаи 

муодилаи интегралии (7.76) дар намуди (2.84) ифода мегардад. 

 Ҳангоми иҷро шудани шарти 𝜆1 < 0 < 𝜆2 ҳалли муодилаи (2.73) бо ёрии 

формулаи  

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) − 

−
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 ≡ 

                                                             ≡ 𝐸1
+[𝑐1, 0, 𝐹(𝑥)]                               (2.85) 

 

ифода меёбад. Фарқияти ин ҳал аз (2.75) дар он мебошад, ки дар (2.85) 𝑐2 = 0 аст. 

 Дар ин маврид ҳисобкуниҳои боқимонда пурра ба ҳисобкуниҳои ҳолати 

𝜆1 < 𝜆2 < 0 монанд буда, масъалаи ҳал намудани муодилаи интегро-

дифференсиалии (2.71) ба масъали ҳал намудани муодилаи интегралии намуди 

Волтерраи  

                𝑦(𝑥) +
1

𝜆1 − 𝜆2
∫K(𝑥, 𝑡) ∙ 𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝐸1
+[𝑐1, 0, 𝑓(𝑥)].       (2.86) 
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оварда мешавад, ки дар ин ҷо K(𝑥, 𝑡) аз  (2.77) ва 𝐸[𝑐1, 0, 𝑓(𝑥)] аз (2.85) муайян 

карда мешавад.  

 Дар ин маврид низ барои он ки ядро ва тарафи рости муодилаи (2.86) 

функсияҳои бефосила бошанд, иҷрошавии шартҳои (2.81), (2.82) ва (2.83)-ро 

талаб менамоем. Бо иҷро шудани ин шартҳо муодилаи (2.86) муодилаи интегралии 

Волтерра бо ядрои Федголмӣ ва тарафи рости бефосила мебошад ва ҳалли он бо 

ёриии резолвентаи муодилаи (2.86) дар намуди:  

 

  𝑦(𝑥) = 𝐸1
+[𝑐1, 0, 𝑓(𝑥)] −

1

𝜆1 − 𝜆2
∫Γ(𝑥, 𝑡) ∙ 𝐸1

+[𝑐1, 0, 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑥

𝑑𝑡       (2.87) 

 

ифода меёбад. 

 Аз ин ҷо теоремаи зерин ҷой дорад: 

Теоремаи 2.14. Бигузор, ҳамаи шартҳои теореами 2.13 иҷро гардад ва ба ҷои 

шарти 𝜆1 < 𝜆2 < 0 шарти 𝜆1 < 0 < 𝜆2 иҷро шавад, он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайримоделии (2.71) дар синфи 𝐶𝛽−1
1 [𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад 

ва ҳалли умумии он бо ёрии резолвентаи муодилаи интегралии (2.86) дар намуди 

(2.87) ифода карда мешавад. 

Акнун ҳолатеро дида мебароем, ки решаҳои муодилаи характеристикии 

(2.74) нобаробарии 0 < 𝜆1 < 𝜆2-ро қаноат менамоянд. Дар ин маврид ҳалли ягонаи 

муодилаи (2.73) бо ёрии формулаи:  

 

𝑦(𝑥) = −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) −

𝑏

𝑥

 

            − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 ≡ 𝐸1

+[0, 0, 𝐹(𝑥)]        (2.88) 

 

ифода мешавад.  
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 Дар баробарии (2.88) ба ҷойи 𝐹(𝑡) қиматашро аз (2.72) гузошта, пас аз 

такрори ҳисобкуниҳои ба ҳолатҳои пешин монанд, ба ҳалли муодилаи интегралии 

намуди Волтерраи:  

 

                    𝑦(𝑥) +
1

𝜆1 − 𝜆2
∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 ≡ 𝐸1

+[0, 0, 𝑓(𝑥)]                    (2.89)

𝑏

𝑥

 

 

меоем, ки дар ин ҷо низ ядрои 𝐾(𝑥, 𝑡) аз рӯйи формулаи (2.77) муайян карда 

мешавад.  

Тарафи рости муодилаи (2.89) бошад, аз (2.78) ҳангоми 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 0 

гузоштан дар намуди  

 

𝐸1
+[0, 0, 𝑓(𝑥)] = −

1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

   

 

муайян карда мешавад.  

 Дар ин маврид маълум аст, ки барои ядрои 𝐾(𝑥, 𝑡)-и муодилаи (2.89) ва тарафи 

рости он 𝐸1
+[0, 0, 𝑓(𝑥)] нуқтаи 𝑥 = 𝑏 нуқтаи махсус намебошад. Аз ин рӯ агар 

𝐴1(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝐵1(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑅) ва 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошад, пас ядро ва тарафи рости 

муодилаи (2.89) функсияҳои бефосила мебошанд ва бинобар ин муодилаи (2.89) 

муодилаи интегралии ҷинси дуюми Волтерра бо ядро ва тарафи рости бефосила 

буда, ҳалли ягонаи он бо ёрии резолвентаи муодилаи интегралии (2.89) дар 

намуди: 

 

𝑦(𝑥) = 𝐸1
+[0, 0, 𝑓(𝑥)] −

1

𝜆1 − 𝜆2
∫Γ3(𝑥, 𝑡)𝐸1

+[0, 0, 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑥

𝑑𝑡                (2.90) 

 

ифода карда мешавад. 
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 Ҳамин тавр, дар ҳолати иҷрошавии шарти 0 < 𝜆1 < 𝜆2 оид ба ҳалшавандагии 

муодилаи (2.71) теоремаи зерин исбот карда шуд. 

 Теоремаи 2.15. Бигузор, дар муодилаи (2.71) функсияи 𝐴(𝑥), 𝐵(𝑥, 𝑡) чунин 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) ҳақиқи ва гуногун буда, 

0 < 𝜆1 < 𝜆2 бошад. Инчунин бигузор, функсияҳои 𝐴1(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], 𝐵1(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑅) 

ва 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошад. Он гоҳ муодилаи интегро-дифференсиалии ғайримоделии 

(2.71) дар синфи 𝐶𝛽−1
1 [𝑎, 𝑏] якқимата ҳалшаванда мебошад ва ҳалли ягонаи он бо 

ёрии резолвентаи муодилаи интегралии (2.89) дар намуди (2.90) ифода меёбад. 

II. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) ҳақиқӣ ва якхела 

бошанд, яъне 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆 ва шарти 𝜆 < 0 иҷро шавад. Он гоҳ ҳалли умумии 

муодилаи (2.73) дар намуди зерин дода мешавад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)] − 

       −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.          (2.91) 

 

 Барои ҳалли муодилаи (2.71)-ро ҳосил намудан, дар тарафи рости баробарии 

(2.91) ба ҷойи 𝐹(𝑥) қиматашро аз (2.72) мегузорем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)] − 

       −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 − 

−∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

× 
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×∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽

𝑏

𝑡

𝑦(𝜏)𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

Дар ин баробарӣ ҷамъшавандаи охиронро ба таври зайл табдил медиҳем: 

 

∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

× 

×∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽

𝑏

𝑡

𝑦(𝜏)𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= ∫

𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽

𝑏

𝑥

𝑦(𝜏)𝑑𝜏 × 

×∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝜏

𝑥

= |𝜏 = 𝑡| = 

= ∫[∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝜏)) + 1]

𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽

𝑡

𝑥

]

𝑏

𝑥

× 

×
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Натиҷаи ҳосилшударо ба баробарии боло мегузорем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)] − 

       −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 − 

−∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 + 

+∫[∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝜏)) + 1]

𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽

𝑡

𝑥

]

𝑏

𝑥

× 
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×
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Ҷамъшавандаҳоеро, ки функсияи номаълумро дар бар мегиранд, ба тарафи чапи 

баробарӣ гузаронида, бо дохил намудани ишораҳои: 

 

𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡) = 𝐴1(𝑡), 

𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡) = 𝐵1(𝜏, 𝑡) 

𝐸2
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)] = 𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥)] − 

         −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡,            (2.92) 

𝐾2
+(𝑥, 𝑡) = 𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]
𝐴1(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
− 

−∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝜏)) + 1]

𝑡

𝑥

𝐵1(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝜏)𝛽(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝜏     (2.93) 

 

ба ҳалли муодилаи интегралии намуди Волтерраи зерин меоем: 

 

                      𝑦(𝑥) + ∫𝐾2
+(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 ≡ 𝐸2

+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑥

.                     (2.94) 

 

Шартҳоеро муайян месозем, ки бо иҷро шудани онҳо ядро ба тарафи рости 

муодилаи (2.94) функсияҳои бефосила мебошанд. 

 Аз функсияҳои 𝐴1(𝑡) ва 𝐵1(𝜏, 𝑡) талаб менамоем, ки ҳангоми 𝑡 → 𝑏 ба сифр 

майл намуда, рафторашон мувофиқан аз рӯйи формулаҳои ассимптотикии зерин 

муайян карда шавад: 

 

                                   𝐴1(𝑡) = 𝑜[𝑒
−𝛿𝜔𝛽(𝑥)],    𝛿 > |𝜆|                                (2.95) 
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ва 

 

                               𝐵1(𝜏, 𝑡) = 𝑜[𝑒
−𝛿𝜔𝛽(𝑥)],     𝛿 > |𝜆|.                              (2.96) 

 

Бо иҷро шудани ин шартҳо ядрои муодилаи (2.94) ядрои регулярӣ мебошад. 

 Инчунин, талаб менамоем, ки дар тарафи рости муодилаи (2.94) функсияи 

𝑓(𝑥) шарти зеринро қаноат менамояд: 

 

                                   𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑥)],      𝛿 > |𝜆|.                              (2.97) 

 

 Дар ин маврид, тарафи рости муодилаи (2.94) функсияи бефосила мегардад. 

 Аз ин ҷо мебарояд, ки ҳангоми иҷро шудани шартҳои (2.95) − (2.97) 

муодилаи (2.94) муодилаи интегралии намуди Волтерра бо ядрои регулярӣ ва бо 

тарафи рости бефосила мебошад ва бинобар ин, ҳалли он мувофиқи назарияи 

умумии ин гуна муодилаҳо бо ёрии формулаи зерин дода мешавад: 

 

              𝑦(𝑥) = 𝐸2
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)] − ∫Γ2

+(𝑥, 𝑡)𝐸2
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)]𝑑𝑡

𝑏

𝑥

,              (2.98) 

 

ки дар ин ҷо Γ2
+(𝑥, 𝑡) – резолвентаи муодилаи интегралии (2.94) мебошад.. 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд. 

 Теоремаи 2.16. Бигузор, дар муодилаи (2.71) функсияҳои 𝐴(𝑥) ва 𝐵(𝑥, 𝑡) чунин 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) ҳақиқӣ ва якхела бошанд ва 

𝜆 < 0 бошад. Ин чунин бигузор, функсияҳои 𝐴1(𝑥) ва 𝐵1(𝑥, 𝑡) ва 𝑓(𝑥) мувофиқан 

шартҳои (2.95), (2.96) ва (2.97)-ро қаноат намоянд. Он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайриякҷинсаи (2.71) дар синфи 𝐶𝛽−1
1 [𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад 

ва ҳалли умумии он бо ёрии резолвентаи муодилаи интегралии (2.94) дар намуди 

(2.98) дода мешавад. 
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 Акнун ҳолатеро дида мебароем, ки решаи дукаратаи муодилаи 

характеристикии (2.74) шарти λ > 0-ро қаноат намояд. Дар ин маврид ҳалли 

муодилаи (2.73) бо ёрии формулаи: 

 

𝑦(𝑥) = −∫𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 1]

𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
≡ 𝐸2

+[0,0, 𝐹(𝑥)]

𝑏

𝑥

 

 

дода мешавад. Дар ин ҷо ба ҷойи 𝐹(𝑥) қиматашро аз баробарии (2.72) гузошта, пас 

аз содакуниҳои ба ҳолати пешина монанд, ба ҳалли муодилаи интегралии намуди 

Волтерраи:  

 

                          𝑦(𝑥) + ∫𝐾2
+(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 ≡ 𝐸2

+[0,0, 𝑓(𝑥)]                          (2.99)

𝑏

𝑥

 

 

меоем, ки дар ин ҷо низ ядро 𝐾2
+(𝑥, 𝑡) аз рӯйи формулаи (2.93) муайян карда 

мешавад ва тарафи рости он 𝐸2
+[0,0, 𝑓(𝑥)] аз (2.92) ҳангоми 𝑐1 = 0, 𝑐2 = 0 

гузоштан, ҳосил карда мешавад.  

 Бо осонӣ дида мешавад, ки ҳангоми 𝜆 > 0 будан, барои ядрои 𝐾2
+(𝑥, 𝑡) ва 

тарафи рости муодилаи (2.99) 𝐸2
+[0,0, 𝑓(𝑥)], нуқтаи 𝑡 = 𝑏 нуқтаи махсус 

намебошад, бинобар ин, ҳангоми 𝐴1(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏],  𝐵1(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑅) ва 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] 

ядро ва тарафи рости муодилаи (2.99) функсияҳои бефосила мебошанд. 

Дар ин асос муодилаи (2.99) муодилаи интегралии навъи Волтерра бо ядрои 

регулярӣ ва тарафи рости бефосила буда, ҳалли он мувофиқи назарияи умумии ин 

гуна муодилаҳо бо ёрии резолвентаи муодилаи (2.99) дар намуди:  

 

         𝑦(𝑥) = 𝐸2
+[0,0, 𝑓(𝑥)] − ∫Γ2

+(𝑥, 𝑡)𝐸2
+[0,0, 𝑓(𝑥)]𝑑𝑡                         (2.100)

𝑏

𝑥
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дода мешавад. 

Аз ин ҷо дар ҳолати 𝜆 > 0 теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 2.17. Бигузор, дар муодилаи (2.71) функсияҳои 𝐴(𝑥) ва 𝐵(𝑥, 𝑡) чунон 

бошад, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) ҳақиқӣ ва яклхела бошанд ва 

𝜆 > 0 бошад. Инчунин бигузор, функсияҳои 𝐴1(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏],  𝐵(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑅) ва 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошад. Он гоҳ муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи 

(2.71) дар синфи 𝐶𝛽−1
1 [𝑎, 𝑏] якқимата ҳалшаванда мешавад ва ҳалли ягонаи он бо 

ёрии резолвентаи муодилаи интегралии (2.99) дар намуди (2.100) дода мешавад. 

III. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) компелксӣ ва 

ҳамроҳшуда бошанд, ки онҳоро чунин ишорат менамоем 𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛾. Бигузор, 

шарти 𝑅𝑒𝜆1,2 = 𝛼 < 0 иҷро шавад. Дар ин ҳолат ҳалли умумии муодилаи (2.73) бо 

ёрии формулаи зерин дода мешавад:  

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1cos𝛾𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2sin𝜔𝛽(𝑥)] −
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) ×

𝑏

𝑥

 

× [𝛼sin𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 𝛾cos𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
≡ 

≡ 𝐸3
+[𝑐1, 𝑐2, 𝐹(𝑥)] 

 

Дар тарафи рости ин баробарӣ ба ҷойи 𝐹(𝑥) қиматашро аз (2.72) гузошта, пас аз 

содакунии ҷамъшавандаҳои мувофиқ ҳосил мекунем: 

𝑦(𝑥) = 𝐸3
+[𝑐1, 𝑐2, 𝐹(𝑥)] −

1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) ×

𝑏

𝑥

 

× [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] × 

×
𝐴(𝑏) − 𝐴(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡 +

1

𝛾
∫ [∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑡

𝑥

×

𝑏

𝑥

 

× [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽(𝑏 − 𝑡)𝛽
] × 
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×
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Бо дохил намудани ишораи:  

 

𝐾3
+(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝛼𝜔𝛽(𝑥)[𝛼cos𝛾𝜔𝛽(𝑥) + 𝛾sin𝜔𝛽(𝑥)]

𝐴1(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
−∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))

𝑡

𝑥

× 

[𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝛾cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝐵1(𝜏, 𝑡)𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽(𝑏 − 𝑡)𝛽
], 

 

ба ҳалли муодилаи интегралии намуди Волтерраи зерин меоем: 

 

                        𝑦(𝑥) +
1

𝛾
∫𝐾3

+(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐸3
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)].                       (2.101)

𝑏

𝑥

 

 

Талаб менамоем, ки функсияҳои 𝐴1(𝑥) ва 𝐵1(𝜏, 𝑡) ҳангоми 𝑡 → 𝑏 ба сифр майл 

намуда, рафторашон аз рӯйи формулаҳои ассимптотикии зерин муайян карда 

шавад:  

 

                                     𝐴1(𝑥) = 𝑜[𝑒
−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],    𝛿 > |𝛼|                                  (2.102) 

ва 

                                     𝐵1(𝜏, 𝑡) = 𝑜[𝑒
−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],   𝛿 > |𝛼|.                                 (2.103) 

Инчунин, бигузор, дар тарафи рости муодилаи (2.101) функсияи 𝑓(𝑥) ҳангоми 𝑥 →

𝑏 ба сифр майл намуда, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин муайян 

карда шавад:  

 

                                  𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],    𝛿 > |𝛼|.                                 (2.104) 
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Бо иҷро шудани шартҳои (2.102) − (2.104) ядрои муодилаи (2.101) ядрои 

регулярӣ ва тарафи рости он функсияи бефосила мебошад. Аз ин рӯ, мувофиқи 

назарияи умумии муодилаҳои интегралии намуди Волтерра ҳалли муодилаи 

(2.101) бо ёрии формулаи зерин дода мешавад: 

 

        𝑦(𝑥) + 𝐸3
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)] −

1

𝛾
∫Γ3

+(𝑥, 𝑡)𝐸3
+[𝑐1, 𝑐2, 𝑓(𝑥)]𝑑𝑡,             (2.105)

𝑏

𝑥

 

 

ки дар ин ҷо Γ3
+(𝑥, 𝑡) – резолвентаи муодилаи (2.101) мебошад. 

Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот гардид.  

Теоремаи 2.18. Бигузор, дар муодилаи (2.71) функсияҳои 𝐴(𝑥) ва 𝐵(𝑥, 𝑡) чунин 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) компелксӣ ва ҳамроҳшуда 

мебошанд ва шарти 𝑅𝑒𝜆1,2 = 𝛼 < 0 иҷро шавад. Инчунин, бигузор, функсияҳои 

𝐴1(𝑡), 𝐵1(𝑥, 𝑡) ва 𝑓(𝑡) ҳангоми 𝑡 → 𝑏 ба сифр майл намуда, рафторашон аз рӯйи 

формулаҳои (2.102), (2.103) ва (2.104) муайян карда шавад. 

Он гоҳ муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (2.71) дар синфи 

𝐶𝛽−1
(1) [𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли он бо ёрии резолвентаи муодилаи 

интегралии (2.101) дар намуди (2.105) ифода карда мешавад. 

 Бигузор, шарти 𝑅𝑒𝜆1,2 = 𝛼 > 0 иҷро шавад. Дар ин маврид дар асоси натиҷаи 

§ 2.4. ҳалли муодилаи (2.73) дар намуди зерин ифода мегардад: 

 

  𝑦(𝑥) = −
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) ×

𝑏

𝑥

 

× [𝛼sin𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡)) + 𝛾cos𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]
𝐹(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
≡ 

≡ 𝐸3
+[0,0, 𝐹(𝑥)]. 
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Дар ин маврид низ ба ҷойи 𝐹(𝑥) қиматашро аз (2.72) гузошта, ба ҳалли муодилаи 

интегралии намуди Волтерраи зерин меоем: 

 

                          𝑦(𝑥) +
1

𝛾
∫𝐾3

+(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡 ≡ 𝐸3
+[0,0, 𝑓(𝑥)].                      (2.106)

𝑏

𝑥

 

 

Дар ин муодила ҳангоми иҷро шудани шарти 𝛼 > 0 барои ядрои 𝐾3
+(𝑥, 𝑡) нуқтаи 

𝑡 = 𝑏 нуқтаи махсус намебошад. Аз ин рӯ, дар ҳолати 𝐴1(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏],  𝐵(𝑥, 𝑡) ∈

𝐶(𝑅) ва  𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ядрои муодилаи (2.106) ядрои регулярӣ буда, тарафи рости 

он функсияи бефосила мебошад, бинобар ин, ҳалли муодилаи (2.106) бо ёрии 

резолвентаи муодилаи (2.106) дар намуди зерин ифода мегардад: 

 

                             𝑦(𝑥) = 𝐸3
+[0,0, 𝑓(𝑥)] −

1

𝛾
∫Γ3

+(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝑡,

𝑏

𝑥

                      (2.107) 

 

ки дар ин ҷо Γ3
+(𝑥, 𝑡) – резолвентаи муодилаи интегралии (2.106) мебошад.  

 Аз ин ҷо теоремаи зерин ҷой дорад: 

Теоремаи 2.19. Бигузор, дар муодилаи (2.71) функсияҳои 𝐴(𝑥) ва 𝐵(𝑥, 𝑡) чунон 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) компелксӣ ва ҳамроҳшуда 

бошанд ва шарти 𝑅𝑒𝜆1,2 = 𝛼 > 0 иҷро гардад. Бигузор, функсияҳои 𝐴1(𝑥) ∈

𝐶[𝑎, 𝑏],  𝐵(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑅) ва 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошанд. Он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайриякҷинсаи (2.71) дар синфи 𝐶𝛽−1
1 [𝑎, 𝑏] якқимата ҳалшаванда 

мебошад ва ҳалли ягонаи он бо ёрии резолвентаи муодилаи интегралии (2.106) дар 

намуди (2.107) ифода мешавад. 

 

Хулосаҳои боби дуюм 

 

Дар ин боб муодилаи интегро-дифференсиалии моделии тартиби якум бо 

ядрои барзиёд сингулярӣ бавриди таҳқиқот қарор гирифтааст. Барои ёфтани ҳалли 
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ин синфи муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ аввал онҳо ба намуди муодилаҳои 

оператори-дифференсиалӣ оварда шудааст. Нишон дода шудааст, ки ба муодилаи 

оператори-дифференсиалии ҳосилшуда муодилаи характеристикии тартиби дуюм 

мувофиқ меояд. Минбаъд, вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳалли 

муодилаи операторӣ-дифференсиалӣ дар се ҳолат ёфта мешавад.  

Нишон дода шудааст, ки дар кадом ҳолат ҳалҳои ёфташудаи муодилаи 

оператори-дифференсиалӣ ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии аввала 

мегарданд. Оид ба натиҷаҳои дар ин самт ба даст овардашуда теоремаҳои 2.2, 2.3 

ва 2.4 исбот карда шудааст.  

Баъдан, масъалаи Коши ва масъалаи навъи Коши барои синфи муодилаҳои 

таҳқиқшаванда ҳал карда шудаанд. Нишон дода шудааст, ки дар фарқият ба 

масъалаи Коши ҳангоми таҳқиқи масъалаи навъи Коши шартҳои ибтидоиро бо 

вазнҳои муайян гузоштан лозим меояд. Инчунин, масъалаи навъи Коши дар нуқтаи 

махсуси муодила гузошта мешавад. Оид ба ҳалли масъалаи Коши ва ҳалли 

масъалаи навъи Коши теоремаҳои 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11 ва 2.12 исбот карда 

шудааст.  

Инчунин, дар ин боб муодилаи интегро-дифференсиалии ғайримоделии 

тартиби якум бо ядрои барзиёд сингулярӣ таҳқиқ карда шуда, ҳалли умумии он ба 

воситаи резолвентаи муодилаи интегралии намуди Волтерра бо ядрои регулярӣ 

ифода карда шудааст. Натиҷаҳои асосии дар ин қисмати диссертатсия 

бадастовардашуда дар теоремаҳои 2.13, 2.14, 2.15, 2.16, 2.17, 2.18 ва 2.19 инъикоси 

худро ёфтаанд.  
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БОБИ 3  

ТАҲҚИҚИ МУОДИЛАҲОИ ИНТЕГРО-ДИФФЕРНСИАЛИИ ТАРТИБИ 

ОЛӢ БО ЯДРОИ БАРЗИЁД СИНГУЛЯРӢ 

 

Дар ин боб як синфи муодилаҳои интегро-диффернсиалии тартиби олӣ бо 

ядрои барзиёд сингулярӣ мавриди таҳқиқот қарор гирифтааст. 

Аввалан, оператори дифференсиалии тартиби олӣ бо коэффисиентҳои доимӣ 

дохил карда шуда, хосиятҳои ин гуна операторҳо омӯхта мешаванд. 

Баъдан, бо ёрии ин гуна операторҳои дифференсиалӣ муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби олӣ сохта шуда, мавриди таҳқиқот қарор дода мешавад. 

Маълум мегардад, ки ба муодилаи интегро-дифференсиалии таҳқиқшаванда 

муодилаи оператори-диференсиалии тартиби (𝑛 + 1)-ум ва муодилаи 

характеристикии алгебравии тартиби (𝑛 + 1)-ум мувофиқ меояд. 

 Дар рафти таҳқиқотҳои минбаъда вобаста аз решаҳои муодилаи 

характеристикии мувофиқоянда ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

таҳқиқшаванда дар ҳолатҳои гуногун дар намуди ошкор ёфта мешаванд. 

 Инчунин, дар зербобщои панҷум ва шашуми ин боб муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби 𝑛-уми ғайримоделӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ ҳал 

карда шуда, масъалаи навъи Коши барои ин синфи муодилаҳои таҳқиқ карда 

мешавад. 

Натиҷаҳои асосии дар ин боб бадастовардашуда дар корҳои [6-М], [11-М], [12-

М] ба чоп расонда шудааст. 

 

§ 3.1. Муодилаи интегро-диффернесиалии тартиби олӣ дар ҳолати 

моделӣ 

 

Бо 𝑃𝑀
𝑛(𝑥) бисёраъзогии дараҷаи 𝑛-уми зеринро ишора мекунем: 

 

𝑃𝑀
𝑛(𝑥) ≡ 𝑥𝑛 +𝑀1𝑥

𝑛−1 +𝑀2𝑥
𝑛−2 +⋯+𝑀𝑛−1𝑥 +𝑀𝑛, 
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ки дар ин ҷо 𝑀1, 𝑀2, ⋯ ,𝑀𝑛−1, 𝑀𝑛-ададҳои доимӣ мебошанд. Оператори 

дифференсиалии: 

 

𝐷𝑥
𝛽
= (𝑏 − 𝑥)𝛽

𝑑

𝑑𝑥
 

 

-ро дохил намуда, бо ёрии он ба бисёраъзогии 𝑃𝑀
𝑛(𝑥) оператори дифференсиалии 

тартиби олии зеринро мувофиқ мегузорем: 

 

𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) ≡ (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛
+𝑀1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛−1

+𝑀2 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛−2

+⋯+𝑀𝑛−1𝐷𝑥
𝛽
+𝑀𝑛. 

 

Дар асоси натиҷаҳои дар боби якум бадастовардашуда, ба хотир меорем, ки 

функсияи хоси оператори 𝐷𝑥
𝛽

 намуди: 

 

𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) 

 

-ро дошт, ки дар ин ҷо 𝜔𝛽(𝑥) =
1

(𝛽−1)(𝑏−𝑥)𝛽−1
 мебошад. Аз ин ҷо бо дарназардошти 

он ки:  

 

(𝐷𝑥
𝛽
) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥), 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝜆2𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥), 

…………………………… .. 

(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝜆𝑛𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥), 

 

ҳангоми татбиқ намудани оператори 𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) ба функсияи 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) ҳосил мекунем: 

 

𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝑃𝑀

𝑛(𝜆)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥), 
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ки дар ин ҷо : 

 

𝑃𝑀
𝑛(𝜆) = 𝜆𝑛 +𝑀1𝜆

𝑛−1 +𝑀2𝜆
𝑛−2 +⋯+𝑀𝑛−1𝜆 +𝑀𝑛. 

 

Дар асоси ин натиҷаҳо бо осонӣ дида мешавад, ки барои оператори 

дифференсиалии тартиби олии:  

 

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) ≡ (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚
+𝑁1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚−1

+𝑁2 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑚−2

+⋯+𝑁𝑚−1𝐷𝑥
𝛽
+𝑁𝑚 

 

низ хосияти: 

 

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 𝑃𝑁

𝑚(𝜆)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥), 

 

ки дар ин ҷо  

 

𝑃𝑁
𝑚(𝜆) = 𝜆𝑚 +𝑁1𝜆

𝑚−1 +𝑁2𝜆
𝑚−2 +⋯+𝑁𝑚−1𝜆 + 𝑁𝑚 

 

мебошад, иҷро мешавад. 

Акнун дар Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} муодилаи интегро-дифференсиалӣ бо ядрои 

барзиёд сингулярии зеринро дида мебароем: 

 

                       𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥),                 (3.1)   

 

ки дар ин ҷо 𝛽 > 1, 𝐵(𝑏, 𝑏) ≠ 0 ва 𝑛 > 𝑚 мебошад. 

Маълум аст, ки барои муодилаи (3.1) нуқтаи 𝑡 = 𝑏 нуқтаи махсусияташ калон 

аз як мебошад. Бинобар ин, ҳалли муодилаи (3.1)-ро бо таври табиӣ дар синфи 
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чунин функсияҳое ҷустуҷӯ намудан лозим меояд, ки дорои 𝐷𝑥
𝛽

-ҳосилаҳои то 

тартиби 𝑛-ум бошанд ва ҳосилаи то тартиби 𝑚-и онҳо ба синфи 𝐶𝛽−1[𝑎, 𝑏] тааллуқ 

дошта бошад. Синфи чунин функсияҳоро дар оянда бо рамзи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ишора 

мекунем. Маълум аст, ки дар ин маврид ҳангоми 𝑚 = 0 будан:  

 

𝐶𝛽−1
(𝑛,0)[𝑎, 𝑏] = 𝐶𝛽−1

(𝑛) [𝑎, 𝑏] 

 

мешавад. 

 Муодилаи (3.1)-ро пеш аз ҳама дар ҳолати моделӣ, яъне ҳангоми 𝐵(𝑥, 𝑡) =

𝐵 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 будан, мавриди таҳқиқот қарор медиҳем. Дар ин маврид, муодилаи 

моделии ба муодилаи (3.1) мувофиқоянда чунин намуд мегирад: 

 

                            𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥).               (3.2)  

 

Барои таҳқиқ намудани муодилаи (3.2) ба ду тарафи он оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро 

тадбиқ намуда, ҳосил мекунем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦(𝑥) − 𝐷𝑥

𝛽
∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑃𝑁
𝑚

𝑏

𝑥

(𝐷𝑡
𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Аз ин ҷо, бо дарназардошти он ки: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑃𝑀
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
[(𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛
+𝑀1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛−1

+⋯+𝑀𝑛−1𝐷𝑥
𝛽
+𝑀𝑛] 𝑦 = 

= [(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛+1

+𝑀1 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
+⋯+𝑀𝑛−1 (𝐷𝑥

𝛽
)
2
+𝑀𝑛𝐷𝑥

𝛽
] 𝑦 

ва 
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 −𝐷𝑥
𝛽
∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = (𝑏 − 𝑥)𝛽

𝐵

(𝑏 − 𝑥)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦(𝑥) = 

= 𝐵𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦(𝑥) = 𝐵 [(𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚
+𝑁1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚−1

+⋯+𝑁𝑚−1𝐷𝑥
𝛽
+ 𝑁𝑚] 𝑦 = 

= [𝐵 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑚
+ 𝐵𝑁1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚−1

+⋯+ 𝐵𝑁𝑚−1𝐷𝑥
𝛽
+ 𝐵𝑁𝑚] 𝑦 

 

ҳосил мекунем: 

 

[(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛+1

+𝑀1 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
+⋯+𝑀𝑛−1 (𝐷𝑥

𝛽
)
2
+𝑀𝑛𝐷𝑥

𝛽
] 𝑦 + 

+[𝐵 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑚
+ 𝐵𝑁1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚−1

+⋯+ 𝐵𝑁𝑚−1𝐷𝑥
𝛽
+ 𝐵𝑁𝑚] 𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥), 

 

ё ин ки: 

 

[(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛+1

+𝑀1 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
+⋯+𝑀𝑛−𝑚+1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚
+𝑀𝑛−𝑚+2 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚−1

+⋯+ 

+𝑀𝑛𝐷𝑥
𝛽
+ 𝐵 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚
+ 𝐵𝑁1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚−1

+⋯+ 𝐵𝑁𝑚−1𝐷𝑥
𝛽
+ 𝐵𝑁𝑚] 𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥), 

[(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛+1

+𝑀1 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
+⋯+ (𝑀𝑛−𝑚+1 + 𝐵) (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑚
+ 

+(𝑀𝑛−𝑚+2 + 𝐵𝑁1) (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑚−2

+⋯+ (𝑀𝑛 + 𝐵𝑁𝑚−1)𝐷𝑥
𝛽
+ 𝐵𝑁𝑚] 𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Ишораҳои зеринро дохил мекунем: 

 

𝑀1 = 𝐾1, … ,𝑀𝑛−𝑚 = 𝐾𝑛−𝑚, 𝑀𝑛−𝑚+1 + 𝐵 = 𝐾𝑛−𝑚+1, 𝑀𝑛−𝑚+2 + 𝐵𝑁1 = 

= 𝐾𝑛−𝑚+2, … ,𝑀𝑛 + 𝐵𝑁𝑚−1 = 𝐾𝑛, 𝐵𝑁𝑚 = 𝐾𝑛+1. 

 

Он гоҳ муодилаи охирон чунин намуд мегирад: 
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(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛+1

𝑦 + 𝐾1 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
𝑦 +⋯+ 𝐾𝑛𝐷𝑥

𝛽
𝑦 + 𝐾𝑛+1𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥), 

 

ё ин ки:  

 

                                            𝑃𝐾
𝑛+1 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥).                                       (3.3) 

 

Ҳамин тавр, ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии моделии (3.2) ба 

ҳалли муодиалаи операторӣ-дифференсиалии (3.3) оварда шуд. 

Оид ба баробарқуввагии муодилаи (3.2) ба муодилаи (3.3) ҳаминро қайд 

менамоем, ки ҳар гуна ҳалли муодилаи (3.2), ки як маротибаи дигар бефосила 𝐷𝑥
𝛽

-

дифференсиронидашаванда мебошад, ҳалли муодилаи (3.3) низ мебошад, зеро 

муодилаи (3.3) аз муодилаи (3.2) ҳангоми як маротиба 𝐷𝑥
𝛽

 – дифференсиронидан 

ҳосил карда шудааст. 

Вале, тасдиқоти ба ин гуфтаҳо баръакс ҷой надорад. Яъне, на ҳама ҳалҳои 

муодилаи (3.3) ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии (3.2) низ шуда 

метавонад. Танҳо он ҳалҳои муодилаи (3.3) ҳалли муодилаи (3.2) шуда метавонад, 

ки ба синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] тааллуқ дошта бошад.  

Дар асоси ин гуфтаҳо, ба таҳқиқи муодилаи (3.3) машғул гашта, пас аз ёфтани 

ҳалли умумии он, ҳалҳоеро ҷудо менамоем, ки ба синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] тааллуқ дошта, 

ҳалли муодилаи (3.2) бошанд. 

Ҳамин тавр, ба таҳқиқи муодилаи оператори-дифференсиалии (3.3) машғул 

гашта, пеш аз ҳама ба ёфтани ҳалли умумии муодилаи оператори-дифференсиалии 

якҷинсаи: 

 

                                                          𝑃𝐾
𝑛+1 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 = 0                                          (3.4) 

 

машғул мешавем. 
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Ҳалли муодилаи (3.4)-ро дар намуди: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) 

ҷустуҷӯ менамоем. Он гоҳ дар асоси хосияти оператори  𝑃𝐾
𝑛+1 (𝐷𝑥

𝛽
) 

 

 𝑃𝐾
𝑛+1 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) =  𝑃𝐾

𝑛+1(𝜆)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) = 0 

 

ва аз ин ҷо 

 

                                                    𝑃𝐾
𝑛+1(𝜆) = 0,                                                     (3.5) 

 

яъне барои муодилаи (3.4) муодилаи характеристикӣ – муодилаи алгебравии 

дараҷаи 𝑛 + 1 ҳосил гардид. Акнун вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии 

(3.5) дар ҳолатҳои гуногун ҳалли муодилаи (3.3) ва пас аз он ҳалли муодилаи 

(3.2)-ро ҳосил менамоем. 

 

§ 3.2. Ёфтани ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии 

моделӣ дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳақиқӣ ва гуногун 

будан 

 

Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) ҳақиқӣ ва гуногун бошанд, 

ки онҳоро бо 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛+1 ишора мекунем ва бигузор ин решаҳо бо тартиби 

афзуншавиашон рақамгузорӣ шуда бошанд, яъне 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1. 

Маълум аст, ки дар ин маврид функсияҳои: 

 

𝑦1 = 𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥),   𝑦2 = 𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥), … , 𝑦𝑛+1 = 𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) 

 

системаи ҳалҳои фундаменталии муодилаи якҷинсаи (3.4)-ро ташкил медиҳанд. 

Ҳалли умумии муодилаи (3.4) дар ин маврид чунин намуд мегирад: 
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𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐶2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝐶𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥). 

Барои ёфтани ҳалли муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3) аз методи вариатсияи 

доимиҳои ихтиёрӣ истифода мебарем, яъне ҳалли муодилаи (3.3)-ро дар намуди 

зерин ҷустуҷӯ менамоем: 

 

      𝑦(𝑥) = 𝐶1(𝑥)𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐶2(𝑥)𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝐶𝑛+1(𝑥)𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥),       (3.6) 

 

ки айни ҳол 𝐶1(𝑥), 𝐶2(𝑥),…, 𝐶𝑛+1(𝑥) – функсияҳои номаълум буда, муайян 

намудани онҳо мақсади асосии амалҳои минбаъдаи мо мебошад. 

Ба функсияи (3.6) оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро татбиқ менамоем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥) = 𝐷𝑥

𝛽
𝐶1(𝑥)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐷𝑥
𝛽
 𝐶2(𝑥)𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

+𝜆1𝐶1(𝑥)𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝜆2 𝐶2(𝑥)𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝜆𝑛+1𝐶𝑛+1(𝑥)𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥). 

 

Бигузор, функсияҳои 𝐶1(𝑥), 𝐶2(𝑥), … , 𝐶𝑛+1(𝑥) чунин мебошанд, ки шарти: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐷𝑥
𝛽
 𝐶2(𝑥)𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) = 0 (3.7) 

 

иҷро шавад. Он гоҳ: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 = 𝜆1𝐶1(𝑥)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝜆2𝐶2(𝑥)𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 

                                                    +𝜆𝑛+1𝐶𝑛+1(𝑥)𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥).                                 (3.8) 

 

Ба ин функсия оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро бори дигар татбиқ намуда, иҷрошавии шарти: 

 

𝜆1𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝜆2𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥)𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +         

                                         +⋯+ 𝜆𝑛+1𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) = 0                     (3.9) 
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-ро талаб намуда, ҳосил мекунем: 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦 = 𝐶1(𝑥)𝜆1

2𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐶2(𝑥)𝜆2
2𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 

                                                     +𝐶𝑛+1(𝑥)𝜆𝑛+1
2 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥).                                  (3.10) 

 

Ин равандро идома дода, барои 𝐷𝑥
𝛽

-ҳосилаи тартиби  𝑛-ум ҳосил мекунем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛
𝑦 = 𝐶1(𝑥)𝜆1

𝑛𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐶2(𝑥)𝜆2
𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 

                                              +𝐶𝑛+1(𝑥)𝜆𝑛+1
𝑛 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥),                                         (3.11) 

 

ки дар ин ҳолат иҷрошавии шарти: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥)𝜆1

𝑛−1𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥)𝜆2

𝑛−1𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 

                                            +𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)𝜆𝑛+1

𝑛−1𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) = 0                             (3.12) 

 

талаб карда шудааст.  

Барои 𝐷𝑥
𝛽

 - ҳосилаи тартиби 𝑛 + 1-уми функсияи (3.6) дорем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛+1

𝑦 = 𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥)𝜆1

𝑛𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥)𝜆2

𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 

+𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)𝜆𝑛+1

𝑛 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐶1(𝑥)𝜆1
𝑛+1𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐶2(𝑥)𝜆2

𝑛+1𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) + 

                                       +⋯+ 𝐶𝑛+1(𝑥)𝜆𝑛+1
𝑛+1𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥).                                     (3.13) 

 

Акнун қиматҳои 𝑦(𝑥), 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥), (𝐷𝑥

𝛽
)
2
𝑦(𝑥), …, (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛
𝑦(𝑥)  ва (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛+1

𝑦(𝑥)-ро 

мувофиқан аз (3.6), (3.8), (3.10), (3.11) ва (3.13) ба муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3) 

гузошта, баробарии зеринро ҳосил мекунем: 

 

𝐶1(𝑥)𝑃𝐾
𝑛+1(𝜆1)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐶2(𝑥)𝑃𝐾
𝑛+1(𝜆2)𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 
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+𝐶𝑛+1(𝑥)𝑃𝐾
𝑛+1(𝜆𝑛+1)𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥)𝜆1

𝑛𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥)𝜆2

𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) + 

+⋯+𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)𝜆𝑛+1

𝑛 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) = 𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Бо дарназардошти он ки: 

 

𝑃𝐾
𝑛+1(𝜆1) = 0,  𝑃𝐾

𝑛+1(𝜆2) = 0,  𝑃𝐾
𝑛+1(𝜆𝑛+1) = 0, 

 

ҳосил мекунем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥)𝜆1

𝑛𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥)𝜆2

𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)𝜆𝑛+1

𝑛 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) = 

= 𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥).    (3.14) 

 

Ҳамин тавр, барои муайян намудани функсияҳои номаълуми 𝐶1(𝑥), 

𝐶2(𝑥), … , 𝐶𝑛+1(𝑥)  системаи муодилаҳои зеринро ҳосил намудем: 

 

{
 
 

 
 𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝐶1(𝑥) + 𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥) + ⋯+ 𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥) = 0,

𝜆1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝐶1(𝑥) + 𝜆2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑛+1𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥) = 0,

𝜆1
𝑛−1𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝐶1(𝑥) + 𝜆2

𝑛−1𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑛+1

𝑛−1𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥) = 0,

………………………………………………………………………………………………

𝜆1
𝑛𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝐶1(𝑥) + 𝜆2

𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑛+1

𝑛 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥) = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥).

  

 

Аз қоидаи Крамер истифода бурда, ин системаро ҳал мекунем:  

 

∆=      ||

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

𝜆1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

…
𝜆1
𝑛𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

   

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

𝜆2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

…
𝜆2
𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

   

…

…
…
…

   

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

…
𝜆𝑛+1
𝑛 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

|| = 

= 𝑒(𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥) |

1
𝜆1
…
𝜆1
𝑛

   

1
𝜆2
…
𝜆2
𝑛

   

…

…
…
…

   

1
𝜆𝑛+1
…
𝜆𝑛+1
𝑛

| = ∆0𝑒
(𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥), 
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∆
𝐷𝑥
𝛽
𝐶1
= ||

0
0
…

𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥)

   

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

𝜆2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

…
𝜆2
𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

   

…

…
…
…

   

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

…
𝜆𝑛+1
𝑛 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

|| = 

= (−1)𝑛+2 |

1
𝜆2
…
𝜆2
𝑛−1

   

1
𝜆3
…
𝜆3
𝑛−1

   

…

…
…
…

   

1
𝜆𝑛+1
…
𝜆𝑛+1
𝑛−1

| 𝑒(𝜆2+𝜆3+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥) = 

= (−1)𝑛+2∆1𝑒
(𝜆2+𝜆3+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥); 

……………………………………………………………… 

∆
𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1

= ||

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

𝜆1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

…
𝜆1
𝑛𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

   

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

𝜆2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

…
𝜆2
𝑛𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

   

…

…
…
…

   

0
0
…

𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥)

|| = 

= (−1)2𝑛+2 |

1
𝜆1
…
𝜆1
𝑛−1

   

1
𝜆2
…
𝜆2
𝑛−1

   

…

…
…
…

   

1
𝜆𝑛
…
𝜆𝑛
𝑛−1

| 𝑒(𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥) = 

= (−1)2𝑛+2∆𝑛+1𝑒
(𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Аз формулаҳои Крамер истифода бурда, қимати номаълумҳои 

𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥), 𝐷𝑥

𝛽
𝐶2(𝑥),… , 𝐷𝑥

𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥)-ро меёбем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥) =

∆
𝐷𝑥
𝛽
𝐶1

∆
=
(−1)𝑛+2∆1𝑒

(𝜆2+𝜆3+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥)

∆0𝑒
(𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝑝(𝑥)

=

= (−1)𝑛+2
∆1
∆0

1

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥), 

𝐷𝑥
𝛽
𝐶2(𝑥) =

∆
𝐷𝑥
𝛽
𝐶2

∆
=
(−1)𝑛+3∆2𝑒

(𝜆1+𝜆3+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥)

∆0𝑒
(𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

=

= (−1)𝑛+3
∆2
∆0

1

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥), 

……………………………………………………………… 

𝐷𝑥
𝛽
𝐶𝑛+1(𝑥) = (−1)

2𝑛+2
∆𝑛+1
∆0

1

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥). 
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Аз ин ҷо бо дарназардошти он ки 𝐷𝑥
𝛽
𝐶1(𝑥) = (𝑏 − 𝑥)

𝛽𝐶1
′(𝑥) ва  𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥) =

(𝑏 − 𝑥)𝛽𝑓′(𝑥) ҳосил мекунем: 

 

С1(𝑥) =
(−1)𝑛+1

∆0
∫

∆1

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

𝑏

𝑥

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐1, 

С2(𝑥) =
(−1)𝑛+2

∆0
∫

∆2

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑥)

𝑏

𝑥

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐2, 

…………………………………………………………… 

С𝑛+1(𝑥) =
(−1)2𝑛+1

∆0
∫

∆𝑛+1

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

𝑏

𝑥

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑐𝑛+1. 

 

Ин қиматҳоро ба (3.6) мегузорем 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

        +
1

∆0
∫[∆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))] 𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 

 

Дар интеграли тарафи рости ин баробарӣ як маротиба қисм ба қисм интегронида, 

ҳосил мекунем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡.                  (3.15) 
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Баробарии (3.15) бо дарназардошти иҷрошавии шарти: 

 

 
1

∆0
 [∆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

+ ∆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]  𝑓(𝑡)|𝑡=𝑏 = 0                 (3.16) 

 

ҳосил карда шуд. 

Ҳамин тавр, дар ҳалоти ҳақиқӣ ва гуногун будани решаҳои муодилаи 

характеристикии (3.5) ҳалли умумии муодилаи оператори-дифференсиалии (3.3)-

ро ба таври формалӣ дар намуди (3.15) ифода намудем. 

Акнун ба муодилаи интегро-дифференсиалии (3.2) баргашта, муайян месозем, 

ки дар кадом ҳолат ин ҳалли ёфташуда ҳалли муодилаи (3.2) низ мегардад. 

Ҳолатҳои зеринро ҷудо менамоем: 

1. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) нобаробарии 

 

𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1 < 0                                           (3.17) 

 

-ро қаноат намоянд. Он гоҳ бо осонӣ санҷидан мумкин аст, ки ҳар яке аз 

функсияҳои 

 

  𝑦1 = 𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥), 𝑦2 = 𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥), … , 𝑦𝑛+1 = 𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)                    (3.18) 

 

муодилаи якҷинсаи ба (3.2) мувофиқояндаи  

 

𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑃𝑁
𝑚

𝑏

𝑥

(𝐷𝑡
𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 0                            (3.19) 

 

-ро қаноат менамояд. Дар ҳақиқат, масалан барои   𝑦1 = 𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) ҳосил мекунем: 
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𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) −∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)𝑑𝑡 = 0,  

𝑃𝑀
𝑛(𝜆1)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) −∫
𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚(𝜆1)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑡)𝑑𝑡 = 0,           

𝑃𝑀
𝑛(𝜆1)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) −
𝐵𝑃𝑁

𝑚(𝜆1)

𝜆1
∫𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
𝑏

𝑥

𝑑 (𝜆1𝜔𝛽(𝑡)) = 0, 

𝑃𝑀
𝑛(𝜆1)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) −
𝐵𝑃𝑁

𝑚(𝜆1)

𝜆1
𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)|𝑥

𝑏 = 0, 

𝑃𝑀
𝑛(𝜆1)𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥) +
𝐵𝑃𝑁

𝑚(𝜆1)

𝜆1
𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)|𝑥

𝑏 = 0, 

(𝑃𝑀
𝑛(𝜆1) +

𝐵𝑃𝑁
𝑚(𝜆1)

𝜆1
) 𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) = 0, 

𝜆1𝑃𝑀
𝑛(𝜆1) + 𝐵𝑃𝑁

𝑚(𝜆1)

𝜆1
= 0. 

 

Аз ин ҷо: 

𝜆1𝑃𝑀
𝑛(𝜆1) + 𝐵𝑃𝑁

𝑚(𝜆1) = 0, 

 

ки ин ба муодилаи характеристикии (3.5) баробарқувва мебошад. Барои 𝑖 = 2, 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

ин ҳисобкуниҳоро барои функсияҳои (3.18) гузаронида, ба хулосае меоем, ки 

функсияҳои (3.18) системаи фундаменталии ҳалҳои муодилаи якҷинсаи (3.19)-ро 

ташкил медиҳанд. 

Аз ин ҷо, чунин натиҷа мебарояд, ки функсияи (3.15) ҳалли умумии муодилаи 

ғайриякҷинсаи (3.2)-ро ифода мекунад. 

Шартҳои наздикшавии интеграли тарафи рости (3.15)-ро муайян мекунем. 

Ҳангоми иҷро шудани шарти (3.17) дар ифодаи зериинтегралии тарафи рости (3.15) 

махсусияти калонтаринро функсияи намуди 𝑒−𝜆1𝜔𝛽(𝑡) дорад. Аз ин рӯ, аз функсияи 
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𝑓(𝑡) талаб менамоем, ки дар нуқтаи 𝑡 = 𝑏 ба сифр мубаддал гашта, рафтораш аз 

рӯйи формулаи ассимптотикии зерин муайян карда шавад: 

 

                  𝑓(𝑡) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑡)], 𝛿 > |𝜆1|.                                         (3.20) 

 

Аз ин ҷо, бо иҷро шудани шарти (3.20) интеграли тарафи рости (3.15) интеграли 

наздикшаванда мебошад ва ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи (3.2) бо ёрии формулаи (3.15) ифода мегардад. 

Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд. 

Теоремаи 3.1. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференсиалии (3.2) 

коэффитсиентҳои операторҳои дифференсиалии 𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
)  ва  𝑃𝑁

𝑚 (𝐷𝑥
𝛽
)  чунон 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) ҳақиқӣ ва гуногун бошанд ва 

шарти (3.17)-ро қаноат намоянд. Бигузор, тарафи рости муодилаи (3.2) функсияи 

 𝑓(𝑥) дар нуқтаи  𝑥 = 𝑏 ба сифр мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи 

ассимптотикии (3.20) муайян карда шавад. Он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайриякҷинсаи (3.2) дар синфи С𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад 

ва ҳалли умумии он дар намуди ошкор бо ёрии формулаи (3.15) дода мешавад. 

2. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) нобаробарии  

 

𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑘 < 0 < 𝜆𝑘+1 < 𝜆𝑘+2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1                    (3.21)  

 

-ро қаноат намоянд. Дар ин маврид бо осонӣ нишон додан мумкин аст, ки 

функсияҳои: 

 

𝑦𝑘+1 = 𝑒
𝜆𝑘+1𝜔𝛽(𝑥), 𝑦𝑘+2 = 𝑒

𝜆𝑘+2𝜔𝛽(𝑥), ⋯ , 𝑦𝑛+1 = 𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) 

 

муодилаи якҷинсаи (3.19)-ро қаноат наменамоянд. Аз ин ҷо мебарояд, ки ҳалли 

умумии муодилаи якҷинсаи (3.19) намуди: 
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𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑘𝑒
𝜆𝑘𝜔𝛽(𝑥) 

 

ва ҳалли умумии муодиалаи ғайриякҷинсаи (3.2) намуди: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑘𝑒
𝜆𝑘𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡                  (3.22) 

 

-ро мегарад. Дар ин маврид низ барои наздикшавандагии интеграли тарафи рости 

(3.22)-ро таъмин намудан, аз функсияи 𝑓(𝑥) талаб менамоем, ки дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 

шарти (3.20)-ро қаноат намояд. 

 Ҳамин тавр, чунин теорема ҷой дорад. 

 Теоремаи 3.2. Бигузор, ҳамаи шартҳои теоремаи 3.1 ғайр аз шарти (3.17) 

иҷро шавад. Ба ҷойи шарти (3.17) бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии 

(3.5), шарти (3.21)-ро қаноат намоянд. Он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайриякҷинсаи (3.2) дар синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад 

ва ҳалли умумии он 𝑘 − доимиҳои ихтиёриро дар бар гирифта, намуди (3.22)-ро 

дорад. 

3. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) нобаробарии:  

 

                          0 <  𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1                                               (3.23) 

 

-ро қаноат намоянд. Дар ин маврид ба осонӣ санҷида мешавад, ки ҳеҷ кадом аз 

функсияҳои:  

 

𝑦𝑖 = 𝑒
𝜆𝑖𝜔𝛽(𝑥), (𝑖 = 1, 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
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муодилаи якҷинсаи (3.19)-ро қаноат наменамоянд. Яъне, дар ин маврид муодилаи 

якҷинсаи (3.19) дорои танҳо ҳалли сифрӣ мебошад. Муодилаи ғайриякҷинсаи (3.2) 

бошад, дорои ҳалли ягона мебошад, ки он бо ёрии формулаи:  

 

𝑦(𝑥) =
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡           (3.24)  

 

ифода карда мешавад. 

Маълум аст, ки бо иҷро шудани шарти (3.23) интеграли тарафи рости (3.24) 

ҳангоми 𝑓(𝑥)𝜖𝐶[𝑎, 𝑏] наздикшаванда мебошад. 

Ҳамин тавр, дар ин ҳолат теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 3.3. Бигузор, дар теморемаи 3.1 ба ҷойи шарти (3.17) шарти 

(3.23)иҷро шавад ва дар муодилаи  (3.2) функсияи 𝑓(𝑥)𝜖𝐶[𝑎, 𝑏] бошад. Он гоҳ 

муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (3.2) дар синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] 

якқимата ҳалшаванда мебошад ва ҳалли ягонаи он бо ёрии формулаи (3.24) ифода 

карда мешавад. 

 

§3.3. Ёфтани ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии моделии тартиби       

n-ум дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳақиқӣ ва якхела будан 

 

 Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) ҳақиқӣ ва якхела бошанд, 

яъне 𝜆1 = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑛+1 = 𝜆.  

Дар ин маврид системаи фундаменталии ҳалҳои муодилаи якҷинсаи (3.4) 

намуди: 

 

          𝑦1 = 𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥), 𝑦2 = 𝜔𝛽(𝑥)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥), ⋯ , 𝑦𝑛+1 = 𝜔𝛽
𝑛(𝑥)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)            (3.25)  
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ва ҳалли умумии муодилаи (3.4) намуди  

 

                  𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 + 𝑐2𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑐𝑛+1𝜔𝛽
𝑛(𝑥)]                        (3.26)  

 

-ро мегирад, ки дар ин ҷо 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1 − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд. 

 Дар ин маврид низ барои ёфтани ҳалли муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3) аз 

методи вариатсияи доимиҳои ихтиёрӣ истифода мебарем. 

 Ҳалли муодилаи (3.3)-ро дар намуди:  

 

          𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1(𝑥) + 𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛(𝑥)]           (3.27)  

 

ҷустуҷӯ менамоем, ки дар ин ҷо 𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥),⋯ , 𝑐𝑛+1 − функсияҳои номаълум 

мебошанд. Барои ёфтани ин функсияҳои номаълум оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро ба функсияи 

(3.27) пайдарпай тадбиқ намуда, иҷрошавии шартҳои муайянро талаб менамоем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝜆𝑐1(𝑥) + 𝜆𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽

𝑛(𝑥) + 

+𝑐2(𝑥) + 2𝑐3(𝑥)𝜔𝛽(𝑥)⋯+ 𝑛𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)] + 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) [𝐷𝑥

𝛽
𝑐1(𝑥) + 

+𝐷𝑥
𝛽
𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝐷𝑥

𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽

𝑛(𝑥)]. 

  

Бигузор, функсияҳои 𝑐𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) чунин бошанд, ки шарти:  

 

𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + 𝜔𝛽(𝑥)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+ 

            +𝜔𝛽
𝑛(𝑥)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 0                                         (3.28) 

 

иҷро шавад. Он гоҳ: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝜆𝑐1(𝑥) + 𝜆𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝜆𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽

𝑛(𝑥) + 
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+𝑐2(𝑥) + 2𝑐3(𝑥)𝜔𝛽(𝑥)⋯+ 𝑛𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)]. 

 

Ба ҳар ду тарафи ин баробарӣ оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро бори дигар тадбиқ менамоем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[𝜆2𝑐1(𝑥) + 𝜆

2𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝜆
2𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽

𝑛(𝑥) + 

𝜆𝑐2(𝑥) + 2𝜆𝑐3(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛𝜆𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥) + 𝜆𝑐2(𝑥) + 

+2𝜆𝑐3(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛𝜆𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)] + 

+2 ∙ 1𝑐3(𝑥) + 3 ∙ 2𝑐4(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛(𝑛 − 1)𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−2(𝑥)] + 

+𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) [𝜆𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 1)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+  

+(𝜆𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝑛𝜔𝛽

𝑛−1(𝑥))𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥)]. 

 

Бигузор, шарти:  

 

𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 1)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+ 

                    + (𝜆𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝑛𝜔𝛽

𝑛−1(𝑥)) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 0                        (3.29) 

 

иҷро шавад. Он гоҳ: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) [𝜆2 (𝑐1(𝑥) + 𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽

𝑛(𝑥)) + 

+2𝜆 (𝑐2(𝑥) + 2𝑐3(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)) + 

+(2 ∙ 1𝑐3(𝑥) + 3 ∙ 2𝑐4(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛(𝑛 − 1)𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−2(𝑥))]. 

 

Ба ин баробарӣ оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро бори дигар тадбиқ намуда, бо дарназардошти 

иҷрошавии шарти:  

 



108 
 

𝜆2𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆

2𝜔𝛽(𝑥) + 2𝜆)𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + 

                      +(𝜆2𝜔𝛽
2(𝑥) + 2𝜆 ∙ 2𝜔𝛽(𝑥) + 2 ∙ 1)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐3(𝑥) + ⋯+             (3.30) 

+(𝜆2𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 2𝜆𝑛𝜔𝛽

𝑛−1(𝑥) + 𝑛(𝑛 − 1)𝜔𝛽
𝑛−2(𝑥)) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 0 

 

ҳосил мекунем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
3
𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) [𝜆3 (𝑐1(𝑥) + 𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽

𝑛(𝑥)) + 

+3𝜆2 (𝑐2(𝑥) + 2𝑐3(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)) + 

3𝜆 (2 ∙ 1𝑐3(𝑥) + 3 ∙ 2𝑐4(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛(𝑛 − 1)𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−2(𝑥)) + 

+(3 ∙ 2 ∙ 1𝑐4(𝑥) + 4 ∙ 3 ∙ 2𝑐5(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−3(𝑥))]. 

 

Ин равандро идома дода барои 𝐷𝑥
𝛽

-ҳосилаи тартиби (𝑛 + 1)-ум ҳосил мекунем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
(𝑛+1)

𝑦 = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) [𝜆𝑛+1 (𝑐1(𝑥) + 𝑐2(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛(𝑥)) + 

+(𝑛 + 1)𝜆𝑛 (𝑐2(𝑥) + 2𝑐3(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 𝑛𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)) + 

(𝑛 + 1) ∙ 𝑛

2!
𝜆𝑛−1(2 ∙ 1𝑐3(𝑥) + 3 ∙ 2𝑐4(𝑥)𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ 

+𝑛(𝑛 − 1)𝑐𝑛+1(𝑥)𝜔𝛽
𝑛−2(𝑥)) +⋯+ 𝜆(𝑛 + 1)𝑛! 𝑐𝑛+1(𝑥)] + 

+𝜆𝑛𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆

𝑛𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛𝜆
𝑛−1)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + 

+(𝜆𝑛𝜔𝛽
2(𝑥) + 2𝑛𝜆𝑛−1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛(𝑛 − 1)𝜆

𝑛−2)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐3(𝑥) + ⋯+ 

+(𝜆𝑛𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝐶𝑛

1𝑛𝜆𝑛−1𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥) + 𝐶𝑛

2𝑛(𝑛 − 1)𝜆𝑛−2𝜔𝛽
𝑛−2(𝑥) + ⋯+ 

+𝐶𝑛
𝑛−1𝜆𝑛(𝑛 − 1)⋯2𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛!)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥). 

 

Қиматҳои ёфташудаи 𝐷𝑥
𝛽
𝑦, (𝐷𝑥

𝛽
)
2
𝑦,⋯ , (𝐷𝑥

𝛽
)
(𝑛+1)

𝑦 ва қимати худи 𝑦-ро аз (3.27) 

ба муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3) гузошта, баробарии зеринро ҳосил мекунем: 



109 
 

 

𝜆𝑛𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆

𝑛𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛𝜆
𝑛−1)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+ 

(𝜆𝑛𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝐶𝑛

1𝜆𝑛−1𝑛𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥) + 𝐶𝑛

2𝜆𝑛−2𝑛(𝑛 − 1)𝜔𝛽
𝑛−2(𝑥) + ⋯+ 

+𝐶𝑛
𝑛−1𝜆𝑛(𝑛 − 1)⋯2𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛!)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥).       (3.31) 

 

Баробариҳои (3.28), (3.29), (3.30) ва (3.31)-ро якҷоя намуда, барои ёфтани 

қиматҳои 𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥), 𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥),⋯ ,𝐷𝑥

𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) системаи муодилаҳои алгебравии 

зеринро ҳосил мекунем: 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐1(𝑥) + 𝜔𝛽(𝑥)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+

+𝜔𝛽
𝑛(𝑥)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 0,

𝜆𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 1)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+

+(𝜆𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝑛𝜔𝛽

𝑛−1(𝑥)) 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 0,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝜆𝑛𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆

𝑛𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛𝜆
𝑛−1)𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+

+(𝜆𝑛𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝐶𝑛

1𝑛𝜆𝑛−1𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥) + ⋯+

        +𝐶𝑛
𝑛−1𝜆𝑛(𝑛 − 1)⋯2𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛!)𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥).

 

 

Ҳар як муодилаи системаро ба 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥) тақсим намуда, ҳосил мекунем: 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐷𝑥

𝛽
𝑐1(𝑥) + 𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+𝜔𝛽

𝑛(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 0,

𝜆𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆𝜔𝛽(𝑥) + 1)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+

+(𝜆𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝑛𝜔𝛽

𝑛−1(𝑥))𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 0,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝜆𝑛𝐷𝑥
𝛽
𝑐1(𝑥) + (𝜆

𝑛𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛𝜆
𝑛−1)𝐷𝑥

𝛽
𝑐2(𝑥) + ⋯+

+(𝜆𝑛𝜔𝛽
𝑛(𝑥) + 𝐶𝑛

1𝑛𝜆𝑛−1𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥) + ⋯+

        +𝐶𝑛
𝑛−1𝜆𝑛(𝑛 − 1)⋯2𝜔𝛽(𝑥) + 𝑛!)𝐷𝑥

𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = 𝑒

−𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥).

 

 

Системаи ҳосилшударо бо қоидаи Крамер ҳал намуда, номаълумҳои онро дар 

намуди зерин меёбем: 
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{
  
 

  
 𝐷𝑥

𝛽
𝑐1(𝑥) = (−1)

𝑛+2
𝐶𝑛
0

𝑛!
𝜔𝛽
𝑛(𝑥)𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥),

𝐷𝑥
𝛽
𝑐2(𝑥) = (−1)

𝑛+3
𝐶𝑛
1

𝑛!
𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥),

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝐷𝑥
𝛽
𝑐𝑛+1(𝑥) = (−1)

2𝑛+2
𝐶𝑛
𝑛

𝑛!
𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥).

 

 

Аз ин ҷо меёбем: 

 

{
 
 
 

 
 
 𝑐1

′(𝑥) = (−1)𝑛+2
𝐶𝑛
0

𝑛!
𝜔𝛽
𝑛(𝑥)𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑥)

𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥)

(𝑏 − 𝑥)𝛽
,

𝑐2
′(𝑥) = (−1)𝑛+3

𝐶𝑛
1

𝑛!
𝜔𝛽
𝑛−1(𝑥)𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑥)

𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥)

(𝑏 − 𝑥)𝛽
,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝑐𝑛+1
′ (𝑥) = (−1)2𝑛+2

𝐶𝑛
1

𝑛!
𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑥)

𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥)

(𝑏 − 𝑥)𝛽
,

 

 

ё ин, ки: 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑐1(𝑥) = (−1)

𝑛+1
𝐶𝑛
0

𝑛!
∫𝜔𝛽

𝑛(𝑡)𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡)
𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 + �̃�1,

𝑐2(𝑥) = (−1)
𝑛+2

𝐶𝑛
1

𝑛!
∫𝜔𝛽

𝑛−1(𝑡)𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡)
𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 + �̃�2,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝑐𝑛+1(𝑥) = (−1)
2𝑛+1

𝐶𝑛
1

𝑛!
∫ 𝑒−𝜆𝜔𝛽(𝑡)

𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 + �̃�𝑛+1.

 

 

Ин қиматҳои 𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥),⋯, 𝑐𝑛+1(𝑥)-ро ба (3.27) мегузорем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[�̃�1 + �̃�2𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ �̃�𝑛+1𝜔𝛽
𝑛(𝑥)] + 
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+
1

𝑛!
∫𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛

𝑏

𝑥

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Баробарии охиронро содда намуда, бо дарназардошти он ки:  

 

𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡) = (𝑏 − 𝑡)𝛽𝑓′(𝑡) 

 

ҳосил мекунем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[�̃�1 + �̃�2𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ �̃�𝑛+1𝜔𝛽
𝑛(𝑥)] + 

+
1

𝑛!
∫𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛

𝑏

𝑥

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Дар интеграли охирон як маротиба қисм ба қисм интеграл мегирем: 

 

   𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[�̃�1 + �̃�2𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ �̃�𝑛+1𝜔𝛽
𝑛(𝑥)] +              (3.32) 

+
1

𝑛!
∫𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛
+ 𝑛 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))

𝑛−1

]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
, 

 

ки дар ин ҷо иҷрошавии шарти: 

 

                             𝑒
𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))

𝑛
𝑓(𝑡)|

𝑡=𝑏
= 0                 (3.33) 

 

дар назар дошта шудааст. 

 Ҳамин тавр, ҳалли муодилаи (3.3) дар ҳолати решаҳои муодилаи 

характеристикии (3.5) ҳақиқӣ ва якхела будан, намуди (3.32)-ро мегирад. 
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 Муайян менамоем, ки ин ҳалли ёфташуда дар кадом ҳолат ҳалли муодилаи 

интегро-дифференсиалии (3.2) низ шуда метавонад. 

 Ду ҳолати зеринро дида мебароем: 

1) Бигузор, шарти 

 

                                                   𝜆 < 0                                                        (3.34) 

 

иҷро шавад. Дар ин маврид бо осонӣ санҷида мешавад, ки функсияи 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[�̃�1 + �̃�2𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ �̃�𝑛+1𝜔𝛽
𝑛(𝑥)]   

 

ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (3.19)-ро ифода мекунад. 

 Аз ин ҷо мебарояд, ки ҳангоми иҷро шудани шарти (3.34) ҳалли умумии 

муодилаи ғайриякҷинсаи (3.2) бо ёрии формулаи (3.32) дода мешавад. Яъне, дар 

ин маврид ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (3.2) 

аз 𝑛 + 1 доимиҳои ихтиёрӣ вобаста мебошад. 

 Аз ин ҷо теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 3.4. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии ба муодилаи 

(3.2)  мувофиқояндаи (3.5) ҳақиқӣ ва якхела бошанд ва шарти (3.34)-ро қаноат 

намоянд. 

 Бигузор, функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 ба сифр майл намуда, рафтораш 

аз рӯйи формулаи ассимптотикии  

 

                                         𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑥)], 𝛿 > |𝜆|                                       (3.35) 

 

муайян карда шавад. 

 Он гоҳ муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (3.2) дар синфи 

С𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли умумии он бо ёрии формулаи (3.32) дода 

мешавад. 
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2) Бигузор, ба ҷойи шарти (3.34) шарти 

 

                                                𝜆 > 0                                                        (3.36) 

 

иҷро шавад. Дар ин маврид бо осонӣ дида мешавад, ки ҳеҷ як аз функсияҳои  

 

𝑦1 = 𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥), 𝑦2 = 𝑒

𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝜔𝛽(𝑥),⋯,𝑦𝑛+1 = 𝑒
𝜆𝜔𝛽(𝑥)𝜔𝛽

𝑛(𝑥) 

 

ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии якҷинсаи (3.19) шуда наметавонад. 

Яъне, дар ин маврид муодилаи якҷинсаи (3.19) дорои танҳо ҳалли сифрӣ мебошад 

ва бинобар ин, муодилаи ғайриякҷинсаи (3.2) дорои ҳалли ягонаи  

 

𝑦(𝑥) =
1

𝑛!
∫𝑒𝜆(𝜔𝛽

(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛

+ 𝑛 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛−1

]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 

(3.37) 

мебошад. Маълим аст, ки дар ин маврид бефосилагии функсияи 𝑓(𝑥) кифоя аст, то 

интеграли тарафи рости (3.37) наздикшаванда бошад. 

Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот гардид. 

Теоремаи 3.5. Бигузор, дар теоремаи 3.4 ба ҷойи шарти (3.34) шарти (3.36) 

иҷро шавад ва функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошад. Он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайриякҷинсаи (3.2) дар синфи С𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] якқимат ҳалшаванда 

мебошад ва ҳалли ягонаи он бо ёрии формулаи (3.37) дода мешавад. 
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§3.4. Ёфтани ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии маделии 

тартиби n-ум дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ 

компелксӣ ва ҳамроҳшуда будан 

 

 Бигузор, дар муодилаи характеристикии (3.5) 𝑛 + 1 = 2𝑘- адади ҷуфт бошад, 

ки онҳоро чунин ишорат мекунем: 

 

𝜆1,2 = 𝛼1 ± 𝑖𝛾1;  𝜆3,4 = 𝛼2 ± 𝑖𝛾2;  ⋯ ; 𝜆2𝑘−1,2𝑘 = 𝛼𝑘 ± 𝑖𝛾𝑘 .  

 

 Дар ин маврид системаи фундаменталии ҳалҳои муодилаи якҷинсаи (3.4) 

чунин намуд мегирад: 

 

𝑦1 = 𝑒
𝛼1𝜔𝛽(𝑥) cos[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ;  𝑦2 = 𝑒

𝛼1𝜔𝛽(𝑥) sin[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ; 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦2𝑘−1 = 𝑒
𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥) cos[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)] ;  𝑦2𝑘 = 𝑒

𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥) sin[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)]. 

 

 Ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (3.4) дар намуди зерин дода мешавад: 

 

𝑦 = 𝑒𝛼1𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 cos[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2 sin[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ] + ⋯+ 

+𝑒𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥)[𝑐2𝑘−1cos[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2𝑘 sin[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)]], 

 

ки дар ин ҷо 𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐2𝑘−1, 𝑐2𝑘 – ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд. 

 Азбаски дар ҳолати ҳамаи решаҳои муодилаи характеристикӣ комплексӣ ва 

ҳамроҳшуда будан, истифодабарии методи вариатсияи доимиҳои ихтиёрӣ ба 

ҳисобкуниҳои зиёд дучор мегардонад, бинобар ин дар ин ҳолат аз методи дигар 

истифода мебарем. 

Дар ин маврид аз методи интегралӣ истифода мебарем, ки онро чунин баён 

кардан мумкин аст: ҳалли муодиали ғайриякҷинса (3.3)-ро дар намуди интеграли 

зерин ҷустуҷӯ менамоем: 
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𝑦(𝑥) = −∫{𝑒
𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝑁1 cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

       +𝑁2sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + ⋯+ 𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) ×                        (3.38) 

× 𝑁2𝑘−1𝑐𝑜𝑠 [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝑁2𝑘𝑐𝑜𝑠 [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]}
𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 

 

ки дар ин ҷо 𝑁1, 𝑁2, ⋯ 𝑁2𝑘−1, 𝑁2𝑘 − коэффисиентҳои доимии номаълум мебошанд. 

 Ҳамин тавр, масъала аз ёфтани ҳамин гуна доимиҳои 𝑁𝑖  (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ) иборат 

мебошад, ки барои онҳо функсияи (3.38) ҳалли муодилаи (3.3) мегардад. 

 Акнун, барои ёфтани коэффисиентҳои номаълум, пеш аз ҳама бо ёрии 

рамзҳои ⋀𝛼𝛽
+,𝑖 ,   ⋀𝛽𝛼

−,𝑖
 чунин операторҳои математикиро ишорат менамоем, ки он 

барои ҷуфти ададҳои {𝑎, 𝑏} аз рӯйи формулаҳои зерин амал менамоянд: 

{
⋀𝛼𝛽
+,1 = ⋀𝛼𝛽

+,1{𝑎, 𝑏} = 𝛼𝑎 − 𝛽𝑏,

⋀𝛼𝛽
−,1 = ⋀𝛼𝛽

−,1{𝑎, 𝑏} = 𝛼𝑏 + 𝛽𝑎
 

ва  

{
⋀𝛼𝛽
+,𝑘 = ⋀𝛼𝛽

+,1{⋀𝛼𝛽
+,𝑘−1, ⋀𝛼𝛽

−,𝑘−1} = 𝛼⋀𝛼𝛽
+,𝑘−1 − 𝛽⋀𝛼𝛽

−,𝑘−1,

⋀𝛼𝛽
−,𝑘 = ⋀𝛼𝛽

−,1{⋀𝛼𝛽
+,𝑘−1, ⋀𝛼𝛽

−,𝑘−1} = 𝛼⋀𝛼𝛽
−,𝑘−1 + 𝛽⋀𝛼𝛽

+,𝑘−1.
 

 

Маълум аст, ки ин аппарати математикӣ барои ҷуфти ададҳои {1,0} пайдарпайии 

ададҳои зеринро медиҳад: 

 

⋀𝛼𝛽
+,1{1,0} = 𝛼 ∙ 1 − 𝛽 ∙ 0 = 𝛼, ⋀𝛼𝛽

−,1{1,0} = 𝛼 ∙ 0 + 𝛽 ∙ 1 = 𝛽, 

⋀𝛼𝛽
+,2 = ⋀𝛼𝛽

+,1{⋀𝛼𝛽
+,1, ⋀𝛼𝛽

−,1} = ⋀𝛼𝛽
+,1{𝛼, 𝛽} = 𝛼2 − 𝛽2, 

⋀𝛼𝛽
−,2 = ⋀𝛼𝛽

−,1{⋀𝛼𝛽
+,1, ⋀𝛼𝛽

−,1} = ⋀𝛼𝛽
−,1{𝛼, 𝛽} = 𝛼 ∙ 𝛽 + 𝛽 ∙ 𝛼 = 2𝛼𝛽, 

⋀𝛼𝛽
+,3 = ⋀𝛼𝛽

+,1{⋀𝛼𝛽
+,2, ⋀𝛼𝛽

−,2} = ⋀𝛼𝛽
+,1{𝛼2 − 𝛽2, 2𝛼𝛽} = 𝛼3 − 𝛼𝛽2 − 2𝛼𝛽2 = 

= 𝛼3 − 3𝛼𝛽2, 
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⋀𝛼𝛽
−,3 = ⋀𝛼𝛽

−,1{⋀𝛼𝛽
+,2, ⋀𝛼𝛽

−,2} = ⋀𝛼𝛽
+,1{𝛼2 − 𝛽2, 2𝛼𝛽} = 2𝛼2𝛽 + 𝛼2𝛽 − 𝛽3 = 

= 3𝛼2𝛽 − 𝛽3, 

…………………………………………………………………………………… 

Акнун опертори 𝐷𝑥
𝛽

-ро бо функсияи (3.38) пайдарпай татбиқ менамоем: 

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥) = −∫ {𝑒

𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))[⋀𝛼1𝛾1
−,1 {𝑁2, 𝑁1}

𝑏

𝑥

cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

+⋀𝛼1𝛾1
+,1 {𝑁2, 𝑁1} sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + ⋯+𝑒

𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) × 

× [⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,1 {𝑁2𝑘 , 𝑁2𝑘−1} cos [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,1 {𝑁2𝑘, 𝑁2𝑘−1} × 

× sin [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] }
𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ [𝑁1 ∙ 1 + 𝑁2 ∙ 0 + ⋯+ 

+𝑁2𝑘 ∙ 1 + 𝑁2𝑘−1 ∙ 0]𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Бигузор, коэффисиентҳои номаълуми 𝑁𝑖  (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ) чунин бошад, ки шарти:  

 

                         𝑁1 ∙ 1 + 𝑁2 ∙ 0 + ⋯+𝑁2𝑘−1 ∙ 1 + 𝑁2𝑘 ∙ 0 = 0                          (3.39) 

 

иҷро гардад. 

 Айнан ҳамин тавр меёбем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2
𝑦(𝑥) = −∫{𝑒

𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))[⋀𝛼1𝛾1
−,1 {⋀𝛼1𝛾1

+,1 , ⋀𝛼1𝛾1
−,1 }

𝑏

𝑥

× 

× cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +⋀𝛼1𝛾1
+,1 {⋀𝛼1𝛾1

+,1 , ⋀𝛼1𝛾1
−,1 } sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + 

+⋯+ 𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))[⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 , ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,1 } cos [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,1 , ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,1 } sin [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] }

𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 
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+[⋀𝛼1𝛾1
+,1 {1,0}𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,1 {1,0}𝑁2 +⋯+ 

+⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {1,0}𝑁2𝑘−1 + ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,1 {1,0}𝑁2𝑘]𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Бигузор, шарти:  

 

⋀𝛼1𝛾1
+,1 {1,0}𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,1 {1,0}𝑁2 +⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {1,0}𝑁2𝑘−1 + 

                                                  +⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,1 {1,0}𝑁2𝑘 = 0                                        (3.40) 

 

иҷро шавад. 

 Ин равандро идома дода, барои 𝐷𝑥
𝛽
− ҳосилаи тартиби 2𝑘-юм ҳосил мекунем: 

 

(𝐷𝑥
𝛽
)
2𝑘
𝑦(𝑥) = −∫{𝑒

𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))[⋀𝛼1𝛾1
−,1 {⋀𝛼1𝛾1

+,2𝑘−1, ⋀𝛼1𝛾1
−,2𝑘−1}

𝑏

𝑥

× 

× cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +⋀𝛼1𝛾1
+,1 {⋀𝛼1𝛾1

+,2𝑘−1, ⋀𝛼1𝛾1
−,2𝑘−1} × 

× sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + ⋯+ 𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) × 

× [⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−1, ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−1} cos [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−1, ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−1} sin [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] }

𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
+ 

+[⋀𝛼1𝛾1
+,1 {⋀𝛼1𝛾1

+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼1𝛾1
−,2𝑘−2{1,0}}𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,1 {⋀𝛼1𝛾1
+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼1𝛾1

−,2𝑘−2{1,0}}𝑁2 + 

+⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−1{1,0}, ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−1{1,0}}𝑁2𝑘−1 + 

+⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−1{1,0}, ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−1{1,0}}𝑁2𝑘] 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Қиматҳои 𝑦, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥),⋯ , (𝐷𝑥

𝛽
)
2𝑘
𝑦(𝑥)-ро ба муодилаи (3.3) гузошта, пас аз 

соданамоии ифодаи ҳосилшуда, баробарии зеринро ҳосил мекунем: 
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[⋀𝛼1𝛾1
+,1 {⋀𝛼1𝛾1

+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼1𝛾1
−,2𝑘−2{1,0}}𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,1 {⋀𝛼1𝛾1
+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼1𝛾1

−,2𝑘−2{1,0}}𝑁2 + 

+⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−2{1,0}}𝑁2𝑘−1 + 

+⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−2{1,0}}𝑁2𝑘] 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥) = 𝐷𝑥

𝛽
𝑓(𝑥). 

 

Аз ин ҷо, барои он ки ин баробарии охирон иҷро гардад, бояд коэффисиентҳои 𝑁𝑖 

 (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ) чунин бошанд, ки шарти: 

 

⋀𝛼1𝛾1
+,1 {⋀𝛼1𝛾1

+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼1𝛾1
−,2𝑘−2{1,0}}𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,1 {⋀𝛼1𝛾1
+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼1𝛾1

−,2𝑘−2{1,0}}𝑁2 + 

+⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−2{1,0}, ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−2{1,0}}𝑁2𝑘−1 + 

+⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

+,2𝑘−2{1,0},⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
−,2𝑘−2{1,0}}𝑁2𝑘 = 1                          (3.41) 

 

иҷро гардад. 

 Ҳамин тавр, барои муайян намудани коэффисиентҳои номаълуми 𝑁𝑖 

 (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ) системаи муодилаҳои алгебравии зерин ҳосил карда шуд: 

 

{
  
 

  
 

1 ∙ 𝑁1 + 0 ∙ 𝑁2 +⋯+ 1 ∙ 𝑁2𝑘−1 + 0 ∙ 𝑁2𝑘 = 0,

⋀𝛼1𝛾1
+,1 𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,1 𝑁2 +⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 𝑁2𝑘−1 + ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,1 𝑁2𝑘 = 0,

⋀𝛼1𝛾1
+,2 𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,2 𝑁2 +⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,2 𝑁2𝑘−1 + ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,2 𝑁2𝑘 = 0,
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋀𝛼1𝛾1
+,2𝑘−2𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,2𝑘−2𝑁2 +⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,2𝑘−2𝑁2𝑘−1 + ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,2𝑘−2𝑁2𝑘 = 0,

⋀𝛼1𝛾1
+,2𝑘−1𝑁1 + ⋀𝛼1𝛾1

−,2𝑘−1𝑁2 +⋯+ ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,2𝑘−1𝑁2𝑘−1 + ⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,2𝑘−1𝑁2𝑘 = 1,

   (3.42)  

 

ки дар ин ҷо:  

 

⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
+,1 = ⋀𝛼𝑖𝛾𝑖

+,1 {1,0}, ⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
+,𝑗

= ⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
+,1 {⋀𝛼𝑖𝛾𝑖

+,𝑗−1
⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
−,𝑗−1

},  

⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
−,1 = ⋀𝛼𝑖𝛾𝑖

−,1 {1,0}, ⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
−,𝑗

= ⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
−,1 {⋀𝛼𝑖𝛾𝑖

+,𝑗−1
⋀𝛼𝑖𝛾𝑖
−,𝑗−1

} . 
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Нишон додан мумкин аст, ки муайянкунандаи системаи (3.42) ғайрисифрӣ 

мебошад ва бинобар ин, системаи (3.42) якқимата ҳалшаванда мебошад. 

Ҳамин тавр, ҳалли хусусии муодилаи ғайрякҷинсаи (3.3) бо ёрии формулаи 

(3.38) ифода карда мешавад, ки дар он коэффисиентҳои 𝑁𝑖  (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ) аз системаи 

(3.42) якқимата муайян карда мешаванд. 

 Аз ин ҷо ба ҳалли (3.38) ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.4)-ро 

ҷамъ намуда, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3)-ро дар намуди зерин 

ҳосил мекунем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 cos[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2 sin[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ] + ⋯+ 

+𝑒𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥)[𝑐2𝑘−1cos[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2𝑘 sin[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)]] − 

−∫{𝑒
𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝑁1 cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

            +𝑁2sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + ⋯+ 𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) ×                  

× [𝑁2𝑘−1𝑐𝑜𝑠 [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 𝑁2𝑘𝑐𝑜𝑠 [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]}
𝐷𝑡
𝛽
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

Дар интеграли тарафи рости баробарии охирин як маротиба қисм ба қисм 

интегронида, онро ба намуди зерин меорем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 cos[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2 sin[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ] + ⋯+ 

+𝑒𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥)[𝑐2𝑘−1cos[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2𝑘 sin[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)]] − 

−∫ {𝑒
𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [⋀𝛼1𝛾1

−,1 {𝑁2, 𝑁1} cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

            +⋀𝛼1𝛾1
+,1 {𝑁2, 𝑁1}sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + ⋯+                 

+𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,1 {𝑁2𝑘 , 𝑁2𝑘−1}cos [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] 
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           +⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {𝑁2𝑘 , 𝑁2𝑘−1}sin [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]}

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.             (3.43) 

 

Формулаи (3.43) бо дарназардошти иҷрошавии баробарии:  

 

{𝑒
𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝑁1 cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +𝑁2sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + 

+⋯+ 𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))[𝑁2𝑘−1cos [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] + 

                    +𝑁2𝑘sin [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]} 𝑓(𝑡)|
𝑡=𝑏

= 0                         (3.44) 

 

ҳосил карда шудааст. 

Акнун ба муодилаи интегро-дифференсиалии (3.2) баргашта, муайян менамоем, 

ки дар кадом ҳолатҳо ҳалли ёфташудаи (3.43) ҳалли муодилаи интегро-

дифференсиалии (3.2) шуда метавонад. Барои ин ҳолатҳои зеринро ҷудо 

менамоем: 

1) Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) комплексӣ ва 

ҳамроҳшуда буда, чунин рақамгузорӣ карда шуда бошанд, ки шарти:  

 

 𝛼1 < 𝛼2 < ⋯ < 𝛼𝑘 < 0                                                        (3.45)   

 

иҷро шавад. Дар ин маврид бо осонӣ санҷида мешавад, ки ҳар як аз функсияҳои  

 

𝑦1 = 𝑒
𝛼1𝜔𝛽(𝑥) cos[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ;  𝑦2 = 𝑒

𝛼1𝜔𝛽(𝑥) sin[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)];  

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦2𝑘−1 = 𝑒
𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥) cos[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)] ;   𝑦2𝑘 = 𝑒

𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥) sin[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)];  

 

муодилаи якҷинсаи  (3.19)-ро қаноат менамоянд. Аз ин ҷо мебарояд, ки функсияи 

 (3.43) ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (3.2)-ро 

ифода менамояд. 
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 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теремаи 3.6. Бигузор, коэффисиентҳои муодилаи интегро-дифференсиалии 

(3.2) чунин бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) комплексӣ ва 

ҳамроҳшуда бошанд ва қисмҳои ҳақиқии ин решаҳо шарти (3.45)-ро қаноат 

намоянд. Ғайр аз ин, бигузор, функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 ба сифр мубаддал 

гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии  

 

                  𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑥)], 𝛿 > |𝛼1| ҳангоми 𝑥 → 𝑏                          ( 3.46)  

 

муайян карда шавад. Он гоҳ муодилаи (3.2) дар синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда 

мебошад ва ҳалли умумии он аз рӯйи формулаи (3.43) дода мешавад. 

2) Бигузор, қисмҳои ҳақиқии решаҳои муодилаи характеристикии (3.5) шарти  

 

                    𝛼1 < 𝛼2 < ⋯ < 𝛼𝑖 < 0 < 𝛼𝑖+1 < ⋯ < 𝛼𝑘                          (3.47) 

 

-ро қаноат намоянд. Дар ин маврид ҳеҷ яке аз функсияҳои  

 

𝑦𝑖+1 = 𝑒
𝛼1𝜔𝛽(𝑥) cos[𝛾𝑖+1𝜔𝛽(𝑥)] ;  𝑦𝑖+2 = 𝑒

𝛼1𝜔𝛽(𝑥) sin[𝛾𝑖+1𝜔𝛽(𝑥)];  

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦2𝑘−1 = 𝑒
𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥) cos[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)] ;   𝑦2𝑘 = 𝑒

𝛼𝑘𝜔𝛽(𝑥) sin[𝛾𝑘𝜔𝛽(𝑥)];  

 

ҳалли муодилаи якҷинсаи (3.19) шуда наметавонанд. Аз ин рӯ, ҳалли умумии 

муодилаи якҷинсаи (3.19) намуди:  

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 cos[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2 sin[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ] + ⋯+ 

+𝑒𝛼𝑖𝜔𝛽(𝑥)[𝑐2𝑖−1cos[𝛾𝑖𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2𝑖 sin[𝛾𝑖𝜔𝛽(𝑥)]] 

 

-ро мегирад ва ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.2) намуди: 
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𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1 cos[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2 sin[𝛾1𝜔𝛽(𝑥)] ] + ⋯+ 

+𝑒𝛼𝑖𝜔𝛽(𝑥)[𝑐2𝑖−1cos[𝛾𝑖𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2𝑖 sin[𝛾𝑖𝜔𝛽(𝑥)]] − 

−∫ {𝑒
𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [⋀𝛼1𝛾1

−,1 {𝑁2, 𝑁1} cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

            +⋀𝛼1𝛾1
+,1 {𝑁2, 𝑁1}sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + ⋯+                 

𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,1 {𝑁2𝑘 , 𝑁2𝑘−1}cos [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] 

            +⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {𝑁2𝑘, 𝑁2𝑘−1}sin [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]}

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
            (3.48) 

 

-ро мегирад. 

Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 3.7. Бигузор, ҳамаи шартҳои теоремаи 3.6 иҷро шаванд ва ба ҷойи 

шарти (3.45) шарти (3.47) иҷро шавад. Он гоҳ муодиали интегро-

дифференсиалии (3.2) дар синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли умумии 

он аз 2𝑖 доимиҳои ихтиёрӣ вобаста буда, намуди (3.48)-ро дорад. 

3) Бигузор, ба ҷойи шартҳои (3.45) ва (3.47) шарти  

 

                                0 < 𝛼1 < 𝛼2 < ⋯ < 𝛼𝑘                                                 (3.49) 

 

иҷро шавад. Дар ин маврид ҳеҷ кадом аз системаи ҳалҳои фундаменталии 

муодилаи (3.4) муодилаи якҷинсаи (3.19)-ро қаноат наменамояд. Аз ин рӯ, 

муодилаи якҷинсаи (3.19) дорои танҳо ҳалли сифрӣ аст, бинобар ин муодилаи 

ғайриякҷинсаи (3.2) дорои ҳалли ягонаи зерин мебошад: 

 

𝑦(𝑥) = −∫{𝑒
𝛼1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [⋀𝛼1𝛾1

−,1 {𝑁2, 𝑁1} cos [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥
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            +⋀𝛼1𝛾1
+,1 {𝑁2, 𝑁1}sin [𝛾1 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + ⋯+                 

+𝑒
𝛼𝑘(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [⋀𝛼𝑘𝛾𝑘

−,1 {𝑁2𝑘−1, 𝑁2𝑘}cos [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]] + 

            +⋀𝛼𝑘𝛾𝑘
+,1 {𝑁2𝑘−1, 𝑁2𝑘}sin [𝛾𝑘 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]}

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
.            (3.50) 

 

Дар ин ҳолат, агар 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошад, пас интеграли тарафи рости (3.50) 

наздикшаванда мешавад. 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

 Теоремаи 3.8. Бигузор, дар теоремаи 3.6 ба ҷойи шарти (3.45) шарти (3.49) 

иҷро шавад ва функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] бошад. Он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии (3.2) дорои ҳалли ягона буда, ин ҳал бо ёрии формулаи (3.50) 

ифода карда мешавад. 

 

§3.5. Таҳқиқи муодилаи интегро-дифференсиалии ғайримоделии тартиби     

n-ум бо ядрои барзиёд сингулярӣ 

 

 Дар Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} ба таҳқиқи муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделии: 

 

                          𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥),                          (3.51) 

 

машғул мешавем, ки дар ин ҷо 𝑓(𝑥) функсияи додашудаи бефосила дар Γ, 𝐵(𝑥, 𝑡) – 

функсияи додашудаи бефосила дар росткунҷаи 𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,   𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏} 

мебошад. 

 Ба мисли ҳолати муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби якум ҳалли 

муодилаи (3.51)-ро дар синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ҷустуҷӯ менамоем. 
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 Барои муодилаи ғайримоделии (3.51)-ро таҳқиқ намудан, пеш аз ҳама онро ба 

шакли зерин меорем: 

 

𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵(𝑏, 𝑏) − (𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑥, 𝑡))

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑥

𝛽
)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥). 

 

Аз ин ҷо: 

 

𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵(𝑏, 𝑏)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 

= 𝑓(𝑥) − ∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡. 

Ишораи: 

 

                         𝑓(𝑥) − ∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥)                        (3.52) 

 

-ро дохил намуда, муодилаи охиринро дар шакли зерин менависем: 

 

                          𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵(𝑏, 𝑏)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹(𝑥).                    (3.53) 

 

 Фарз менамоем, ки дар тарафи рости муодилаи  (3.53) функсияи 𝐹(𝑥) 

функсияи маълум мебошад. Аз ин ҷо натиҷаҳои барои муодилаи интегро-

дифференсиалии моделӣ ҷойдоштаро истифода бурда, ҳалли муодилаи  (3.53)-ро 

меёбем. 
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 Дар асоси натиҷаҳои параграфи 3.1 муодилаи характеристикӣ барои муодилаи 

 (3.53)-ро дар намуди:  

 

𝜆𝑛+1 + 𝐾1𝜆
𝑛 + 𝐾2𝜆

𝑛−1 +⋯+𝐾𝑛𝜆 + 𝐾𝑛+1 = 0                          (3.54) 

 

тартиб медиҳем, ки дар ин ҷо:  

 

𝐾1 = 𝑀1, … , 𝐾𝑛−𝑚 = 𝑀𝑛−𝑚, 𝐾𝑛−𝑚+1 = 𝑀𝑛−𝑚+1 + 𝐵(𝑏, 𝑏), 

𝐾𝑛−𝑚+2 = 𝑀𝑛−𝑚+2 + 𝐵(𝑏, 𝑏)𝑁1, … , 𝐾𝑛 = 𝑀𝑛 + 𝐵(𝑏, 𝑏)𝑁𝑚−1, 𝐾𝑛+1 = 𝐵(𝑏, 𝑏)𝑁𝑚. 

 

Вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии  (3.54) ҳалли муодилаи  (3.53) ва 

аз он пас ҳалли муодилаи (3.51)-ро меёбем: 

 I. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (2.74) ҳақиқӣ ва гуногун буда, 

𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1 < 0 бошад. Дар ин маврид, ҳалли умумии муодилаи  (3.53) 

шакли зеринро мегирад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝐹(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 ≡ 𝐸1

+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝐹(𝑥)].  

(3.55) 

 

Акнун, барои ҳалли муодилаи (3.51)-ро ҳосил намудан, дар (3.55) ба ҷойи 

𝐹(𝑥) қиматашро аз (3.52) гузошта, меёбем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 
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+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 − 

−
1

∆0
∫ [∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

× ∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝜏

𝛽
) 𝑦(𝜏)

𝑏

𝑡

𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
. 

 

 Он ҷамъшавандаҳоеро, ки функсияи номаълумро дар бар мегиранд, ба тарафи 

рости баробарӣ мегузаронем: 

 

𝑦(𝑥) +
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))] × 

×∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝜏

𝛽
) 𝑦(𝜏)

𝑏

𝑡

𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 𝐸1

+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝑓(𝑥)]. 

 

Дар интеграли тарафи чапи баробарии охирин ҳудудҳои интегрониро иваз 

менамоем, яъне: 

 

1

∆0
∫ [∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))] × 
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×∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝜏

𝛽
) 𝑦(𝜏)

𝑏

𝑡

𝑑𝜏
𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= 

=
1

∆0
∫
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝑡, 𝜏)

(𝑏 − 𝜏)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝜏

𝛽
) 𝑦(𝜏)

𝑏

𝑥

𝑑𝜏 ×

×∫ [∆1𝜆1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝜏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
= |𝑡 = 𝜏| = 

=
1

∆0
∫[∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) +⋯

𝑡

𝑥

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]

𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽
] × 

×
𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Ин қиматро дар баробарии пешин мегузорем: 

 

𝑦(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) +⋯

𝑡

𝑥

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]

𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽
] 𝑃𝑁

𝑚 (𝐷𝑡
𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 

= 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝑓(𝑥)]. 

 

 Ҳамин тавр, масъалаи ҳал намудани муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделии (3.51) бо ядрои барзиёд сингулярӣ ба масъалаи ҳал намудани 

муодилаи интегро-дифференсиалии намуди Волтерраи:  
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              𝑦(𝑥) +
1

∆0
∫𝐾(𝑥, 𝑡)

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐸1

+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝑓(𝑥)]         (3.56) 

 

оварда шуд, ки дар ин ҷо ядрои 𝐾(𝑥, 𝑡) намуди:  

 

𝐾(𝑥, 𝑡) = ∫ [∆1𝜆1𝑒
𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) + ∆2𝜆2𝑒

𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏)) +⋯

𝑡

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝜏))]

𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝜏

(𝑏 − 𝜏)𝛽
 

 

ва тарафи рости он 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝑓(𝑥)] намуди: 

 

𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝑓(𝑥)] = 𝑐1𝑒

𝜆1𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡) + 𝑐2𝑒
𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛+1𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡                    (3.57) 

 

-ро доранд.  

 Барои он ки ядрои 𝐾(𝑥, 𝑡) ядрои регулярӣ бошад, талаб менамоем, ки 

функсияи:  

 

                                          𝐵1(𝜏, 𝑡) = 𝐵(𝑏, 𝑏) − 𝐵(𝜏, 𝑡)                                        (3.58) 

 

ҳангоми 𝑡 → 𝑏 ба сифр майл намуда, рафторашон аз рӯйи формулаи ассимптотикии 

зерин муайян карда шавад: 

 

                                    𝐵1(𝜏, 𝑡) = 𝑜[𝑒
−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],      𝛿 = |𝜆1|.                          (3.59) 
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Ғайр аз ин, барои он ки тарафи рости муодилаи (3.56) функсияи охирнок ва 

бефосила бошад, талаб менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) ҳангоми 𝑥 → 𝑏 ба сифр 

мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин муайян карда 

шавад: 

 

                                   𝑓(𝑥) = 𝑜[𝑒−𝛿𝜔𝛽(𝑡)],      𝛿 = |𝜆1|.                                (3.60) 

 

 Ҳангоми иҷро шудани шартҳои (3.59) ва (3.60) муодилаи интегро-

дифференсиалии (3.56) муодилаи интегро-дифференсиалии намуди Волтерра бо 

ядрои регулярӣ ва тарафи рости бефосила мебошад, ки ҳалли умумии он мувофиқи 

назарияи умумии ин гуна муодилаҳо бо ёрии резолвентаи муодилаи интегро-

диффенесиалии (3.56) дар намуди зерин тасвир карда мешавад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝐸1
+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝑓(𝑥)] −

1

∆0
∫Γ(𝑥, 𝑡) ∙ 𝐸1

+[𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛+1, 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑥

𝑑𝑡. 

(3.61) 

 

Ҳамин тавр, исбот карда шуд. 

 Теоремаи 3.9. Бигузор, дар муодилаи (3.51) коэффисиентҳои операторҳои 

дифференсиалии 𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) ва 𝑃𝑁

𝑚 (𝐷𝑥
𝛽
), инчунин ядрои муодила 𝐵(𝑥, 𝑡) чунин 

бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (3.54) ҳақиқӣ ва гуногун буда, 

барояшон шарти 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1 < 0 иҷро шавад. Инчуни, бигузор, 

функсияҳои 𝐵1(𝑥, 𝑡) ва 𝑓(𝑡) ҳангоми 𝑡 → 𝑏 мувофиқан аз рӯйи формулаҳои 

ассимптотикии (3.59) ва (3.60) ба сифр майл намоянд. Он гоҳ муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайримоделии (3.51) дар синфи 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад 

ва ҳалли умумии он бо ёрии резолвентаи муодилаи интегро-дифференсиалии (3.56) 

дар намуди (3.61) ифода мегардад. 
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Қайд. Натиҷаҳои монандро ҳангоми иҷро шудани шартҳои:  

𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 0 < 𝜆𝑛+1, ⋯ , 𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆𝑖 < 0 < 𝜆𝑖+1 < ⋯ < 𝜆𝑛+1, ⋯, 

0 <  𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1 

низ ба даст овардан мумкин аст.  

 

§3.6. Таҳқиқи масъалаи навъи Коши барои муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби олӣ 

 

 Масъалаи Коши дар нуқтаи 𝑥0 ∈ Γ барои муодилаи интегро-дифференсиалии 

тартиби олӣ низ ба мисли масъалаи Коши барои муодилаҳои интегро-

дифференсиалии тартибашон паст гузошта мешавад. Аз ин рӯ, таҳқиқи масъалаи 

навъи Коши дар нуқтаи махсуси 𝑥 = 𝑏 барои муодилаи интегро-дифференсиалии 

моделии тартиби n-уми:  

 

                          𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥)                    (3.62) 

 

муҳим ҳисобида мешавад. Аз ин рӯ, масъалаи навъи Коширо барои муодилаи (3.62) 

дар ҳолати решаҳои муодилаи характеритискии:  

 

𝜆𝑛+1 + 𝐾1𝜆
𝑛 + 𝐾2𝜆

𝑛−1 +⋯+𝐾𝑛𝜆 + 𝐾𝑛+1 = 0                         (3.63) 

 

ҳақиқӣ ва гуногун будан таҳқиқ менамоем. Бо ин мақсад, пеш аз ҳама рафтори 

ҳалли муодилаи (3.62)-ро дар атрофи нуқтаи махсус меомӯзем. 

 Вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии (3.63) ҳолатҳои зеринро ҷудо 

мекунем: 

 I. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (3.63)  ҳақиқӣ ва гуногун 

буда, шатри 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1 < 0 иҷро шавад. Дар ин маврид халли муодилаи 

(3.62) бо ёрии формулаи:  
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𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡   

(3.64) 

 

дода мешавад. Ҳалли (3.64)-ро ба намуди зерин меорем: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)[𝑐1𝑒
(𝜆1−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

(𝜆2−𝜆𝑛+1)(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛𝑒
(𝜆𝑛−𝜆𝑛+1)(𝑥) + 𝑐𝑛+1] + 

+
𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)

∆0
∫[∆1𝜆1

𝑒(𝜆1−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
+ ∆2𝜆2

𝑒(𝜆2−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
+⋯

𝑏

𝑥

+
∆𝑛+1𝜆𝑛+1

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡. 

 

Аз ин ҷо:  

 

1

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)
𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒

(𝜆1−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒
(𝜆2−𝜆𝑛+1)(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛𝑒

(𝜆𝑛−𝜆𝑛+1)(𝑥) + 𝑐𝑛+1 + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1

𝑒(𝜆1−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
+ ∆2𝜆2

𝑒(𝜆2−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
+⋯+

∆𝑛+1𝜆𝑛+1

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑡)
]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡. 

 

Ишораи зеринро дохил менамоем: 

 

1

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)
𝑦(𝑥) = 𝑃[𝜆𝑛+1, 𝑦(𝑥)]. 

 

Акнун оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро ба функсияи 𝑃[𝜆𝑛+1, 𝑦(𝑥)] татбиқ намуда, ҳосил мекунем: 
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 𝐷𝑥
𝛽
 𝑃[𝜆𝑛+1, 𝑦(𝑥)]

= с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)𝑒
(𝜆1−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥) + с2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)𝑒

(𝜆2−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥) +⋯

+ с𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1)𝑒
(𝜆𝑛−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)

𝑒(𝜆1−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
+ ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)

𝑒(𝜆2−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
+⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛𝜆𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1)
𝑒(𝜆𝑛−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆𝑛𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

+
∆1𝜆1 + ∆2𝜆2 +⋯+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1

∆0

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥)
. 

 

Аз ин ҷо:  

 

1

𝑒(𝜆𝑛−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
  𝑃[𝜆𝑛+1, 𝑦(𝑥)] = 

= с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)𝑒
(𝜆1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) + с2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)𝑒

(𝜆2−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) +⋯

+ с𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)𝑒
(𝜆𝑛−1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) + с𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)

𝑒(𝜆1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
+ ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)

𝑒(𝜆2−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
+⋯

𝑏

𝑥

+
∆𝑛𝜆𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1)

𝑒𝜆𝑛𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

+
∆1𝜆1 + ∆2𝜆2 +⋯+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1

∆0

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝑛𝜔𝛽(𝑥)
. 

 

Ишораи дигари зеринро дохил мекунем: 

 

1

𝑒(𝜆𝑛−𝜆𝑛+1)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
  𝑃[𝜆𝑛+1, 𝑦(𝑥)] =  𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)]. 
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Он гоҳ:  

 

 𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)] = 

= с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)𝑒
(𝜆1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) + с2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)𝑒

(𝜆2−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) +⋯

+ с𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)𝑒
(𝜆𝑛−1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) + с𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)

𝑒(𝜆1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)
+ ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)

𝑒(𝜆2−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
+⋯

𝑏

𝑥

+
∆𝑛𝜆𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1)

𝑒𝜆𝑛𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

+
∆1𝜆1 + ∆2𝜆2 +⋯+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1

∆0

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝑛𝜔𝛽(𝑥)
. 

 

Оператори 𝐷𝑥
𝛽

-ро ба функсияи  𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)] татбиқ менамоем:  

 

𝐷𝑥
𝛽
 𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)] = 

= с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)𝑒
(𝜆1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) + с2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)(𝜆2 − 𝜆𝑛)𝑒

(𝜆2−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) +⋯

+ с𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛)𝑒
(𝜆𝑛−1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)

𝑒(𝜆1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

+ ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)(𝜆2 − 𝜆𝑛)
𝑒(𝜆2−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
+⋯

+ ∆𝑛−1𝜆𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛)
𝑒(𝜆𝑛−1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆𝑛−1𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

+
∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1) + ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1) + ⋯+ ∆𝑛𝜆𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1)

∆0

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝑛𝜔𝛽(𝑥)
+ 

+
∆1𝜆1 + ∆2𝜆2 +⋯+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1

∆0

𝑓1(𝑥)

𝑒𝜆𝑛𝜔𝛽(𝑥)
, 

ки дар ин ҷо:  
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𝑓1(𝑥) = 𝐷𝑥
𝛽
𝑓(𝑥) − 𝜆𝑛𝑓(𝑥). 

Аз ин ҷо:  

 

1

𝑒(𝜆𝑛−1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)] =

= с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)𝑒
(𝜆1−𝜆𝑛−1)𝜔𝛽(𝑥)

+ с2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)(𝜆2 − 𝜆𝑛)𝑒
(𝜆2−𝜆𝑛−1)𝜔𝛽(𝑥) +⋯

+ с𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)

𝑒(𝜆1−𝜆𝑛−1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

+ ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)(𝜆2 − 𝜆𝑛)
𝑒(𝜆2−𝜆𝑛−1)𝜔𝛽(𝑥)

𝑒𝜆2𝜔𝛽(𝑡)
+⋯

+
∆𝑛−1𝜆𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛)

𝑒𝜆𝑛−1𝜔𝛽(𝑡)
]
𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

+
∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1) + ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1) + ⋯+ ∆𝑛𝜆𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1)

∆0

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆𝑛−1𝜔𝛽(𝑥)
+ 

+
∆1𝜆1 + ∆2𝜆2 +⋯+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1

∆0

𝑓1(𝑥)

𝑒𝜆𝑛−1𝜔𝛽(𝑥)
. 

 

Ишораи зеринро дохил менамоем: 

 

1

𝑒(𝜆𝑛−1−𝜆𝑛)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)] =  𝑃2 [𝜆𝑛−1, 𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)]. 

 

Ин равандро идома дода, ҳосил мекунем:  

 

1

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
𝑃𝑛−1 [𝜆2, 𝜆3,⋯ , 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)] =

= с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)… (𝜆1 − 𝜆2) + 
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+
1

∆0
∫
∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)… (𝜆1 − 𝜆2)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 + 

+
∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)… (𝜆1 − 𝜆3) + ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1)(𝜆2 − 𝜆𝑛)… (𝜆2 − 𝜆3)

∆0

𝑓(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)

+⋯ 

 

+
∆1𝜆1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1) + ∆2𝜆2(𝜆2 − 𝜆𝑛+1) + ⋯+ ∆𝑛𝜆𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1)

∆0

𝑓𝑛−2(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)
+ 

+
∆1𝜆1 + ∆2𝜆2 +⋯+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1

∆0

𝑓𝑛−1(𝑥)

𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥)
, 

ки дар ин ҷо:  

𝑓𝑛−𝑖(𝑥) = 𝐷𝑥
𝛽
𝑓𝑛−𝑖−1(𝑥) − 𝜆𝑖+1𝑓𝑛−𝑖−1(𝑥). 

 

Дар ин маврид аз ишораи зерин истифода мебарем: 

 

1

𝑒(𝜆1−𝜆2)𝜔𝛽(𝑥)
𝐷𝑥
𝛽
𝑃𝑛−1 [𝜆2, 𝜆3, ⋯ , 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)] =  𝑃𝑛 [𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥

𝛽
𝑦(𝑥)]. 

 

Дар асоси ишораҳои дар боло дохилкардашуда бо осонӣ нишон додан мумкин аст, 

ки баробариҳои зерин ҷой дорад: 

 

{
  
 

  
 

𝑃[𝜆𝑛+1, 𝑦(𝑥)]|𝑥=𝑏 = 𝑐𝑛+1,                        

 𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]|

𝑥=𝑏
= с𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1),

 𝑃2 [𝜆𝑛−1, 𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]|

𝑥=𝑏
= с𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛),

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 𝑃𝑛 [𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]|

𝑥=𝑏
= с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)… (𝜆1 − 𝜆2).

(3.65) 

 

 Акнун масъалаи навъи Коширо барои муодилаи (3.62) таҳқиқ менамоем. 
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 Гузориши масъалаи навъи Коши барои муодилаи (𝟑. 𝟔𝟐) ҳангоми иҷро 

шудани шарти 𝝀𝟏 < 𝝀𝟐 < ⋯ < 𝝀𝒏+𝟏 < 𝟎. Чунин ҳалли 𝑦 = 𝑦(𝑥) – и муодилаи 

(3.62) ёфта шавад, ки он дар нуқтаи 𝑥 = 𝑏 шартҳои ибтидоии вазндори 

 

{
  
 

  
 
𝑃[𝜆𝑛+1, 𝑦(𝑥)]|𝑥=𝑏 = 𝑘𝑛+1,                        

𝑃1 [𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]|

𝑥=𝑏
= 𝑘𝑛,              

 𝑃2 [𝜆𝑛−1, 𝜆𝑛, 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]|

𝑥=𝑏
= 𝑘𝑛−1,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

 𝑃𝑛 [𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑛+1, 𝐷𝑥
𝛽
𝑦(𝑥)]|

𝑥=𝑏
= 𝑘1.

                           (3.66) 

 

-ро қаноат намояд. 

 Таҳқиқи масъалаи навъи Коши. Бо дарназардошти баробариҳои 

исботгардидаи (3.65) ва шатрҳои ибтидоии (3.66) ҳосил мекунем: 

 

{
 
 

 
 

𝑐𝑛+1 = 𝑘𝑛+1,     

с𝑛(𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1) = 𝑘𝑛,

с𝑛−1(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛) = 𝑘𝑛−1,
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

с1(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)… (𝜆1 − 𝜆2) = 𝑘1.

 

 

А ин ҷо: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑐𝑛+1 = 𝑘𝑛+1,     

с𝑛 =
𝑘𝑛

𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1
,

с𝑛−1 =
𝑘𝑛−1

(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆𝑛−1 − 𝜆𝑛)
,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

с1 =
𝑘1

(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)… (𝜆1 − 𝜆2)
.

 

 

Ин қиматҳои ёфташудаи 𝑐1, ⋯ , с𝑛, 𝑐𝑛+1-ро ба ҳалли (3.64) гузошта, ҳалли ягонаи 

масъалаи навъи Кошии (3.62) − (3.66)-ро дар намуди 
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𝑦(𝑥) =
𝑘1

(𝜆1 − 𝜆𝑛+1)(𝜆1 − 𝜆𝑛)… (𝜆1 − 𝜆2)
𝑒𝜆1𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑘𝑛+1𝑒

𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡        (3.67)  

ҳосил мекунем.  

Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд. 

Теоремаи 3.10. Бигузор, дар муодилаи интегро-дифференнсиалии 

ғайриякҷинсаи тартиби n-уми (3.62) коэффисиентҳои операторҳои 

дифференсиалии 𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) ва 𝑃𝑁

𝑚 (𝐷𝑥
𝛽
), инчунин адади 𝐵 чунин бошанд, ки решаҳои 

муодилаи характеристикии (3.63) ҳақиқӣ ва гуногун буда, барояшон шарти 𝜆1 <

𝜆2 < ⋯ < 𝜆𝑛+1 < 0 иҷро шавад. Инчуни, функсияи 𝑓(𝑡) ҳангоми 𝑡 → 𝑏 аз рӯйи 

формулаҳои ассимптотикии (3.60) ба сифр майл намоянд. Он гоҳ масъалаи навъи 

Коши (3.62) − (3.66) якқимата ҳалшаванда аст ва ҳалли ягонаи он бо ёрии 

формулаи (3.67) ифода мегардад. 

 

Хулосаҳои боби сеюм 

 

Масъалаи ҳалшавандагии муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби олӣ 

бо ядрои барзиёд сингулярӣ таҳқиқ карда шудааст. Ҳалли муодилаи таҳқиқшаванда 

ба ҳалли муодилаи оператори-дифференсиалии тартиби n+1-ум бо 

коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад. Дар ин маврид ба муодилаи 

таҳқиқшаванда муодилаи характеристикии тартиби n+1-ум мувофиқ меояд. 

Натиҷаҳои дар ин самт бадастовардашуда дар теоремаҳои 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 

3.7 ва 3.8 исбот гардидаанд.  

Нишон дода шудааст, ки ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

тартиби n-ум дар ҳолати умумӣ аз n+1 доимиҳои ихтиёрӣ вобаста мебошад. 
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Инчунин, ҳолате низ ҷудо карда шудааст, ки муодилаи таҳқиқшаванда дорои ҳалли 

ягона мебошад.  

Дар зербоби 3.5 масъалаи ҳалшавандагии муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби n-уми ғайримоделӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ мавриди 

баррасӣ қарор гараифтааст. Ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделӣ дар ин маврид бо воситаи резолвентаи муодилаи интегро-

дифференсиалии намуди Волтерра бо ядрои регулярӣ ифода карда мешавад. 

Натиҷаҳои бадастовардашуда дар теоремаи 3.9 инъикоси худро ёфтаанд.  

Дар қисмати охири ин боб масъалаи навъи Коши барои муодилаи интегро-

дифференсиалии моделии тартиби n-ум таҳқиқ гардида, оид ба ҳалли ин масъала 

теоремаи 3.10 исбот карда шудааст.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



139 
 

ТАҲЛИЛИ НАТИҶАҲОИ АСОСИИ ДИССЕРТАТСИЯ 

 

Дар ин қисмат таҳлили кӯтоҳи натиҷаҳои дар диссертатсияи илмӣ 

бадастовардашударо баррасӣ менамоем.  

Дар боби якуми диссертатсия гурӯҳбандии муодилаҳои интегро-

дифференсиалӣ гузаронида шуда, тафсири мухтасари натиҷаҳои корҳои илмии 

олимони соҳа, ки оид ба ҳалшавандагии муодилаҳои дифференсиалии 

таназзулёбанда, муодилаҳои интегралӣ ва муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ ба 

даст овардаанд, таҳлил гардидааст. 

Дар боби дуюми диссертатсияи илмӣ оператори дифференсиалии дорои як 

нуқтаи махсусияташ аз як калони:  

 

𝐷𝑥
𝛽
= (𝑏 − 𝑥)𝛽

𝑑

𝑑𝑥
 

 

дохил карда шудааст. Бо ёрии ин оператори дифференсиалӣ муодилаи интегро-

дифференсиалии тартиби якум бо ядрои барзиёд сингулярии: 

 

                          𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴(𝑥)𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑥

= 𝑓(𝑥),                                     

 

сохта шуда, масъалаи ҳалшавандагии он дар синфи функсияҳое, ки дар нуқтаи 𝑥 =

𝑏 аз рӯйи формулаи ассимптотикии:  

 

                 𝑦(𝑥) = 𝑜[(𝑏 − 𝑥)𝛿], 𝛿 > 𝛽 − 1, хангоми 𝑥 → 𝑏                               

 

ба сифр майл менамоянд, таҳқиқ карда шудааст. 

 Нишон дода шудааст, ки ба муодилаи интегро-дифференсиалии 

таҳқиқшаванда муодилаи характеристикии:  
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𝜆2 + 𝐴𝜆 + 𝐵 = 0 

 

мувофиқ меояд.  

 Масалан, дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳақиқӣ ва гуногун 

будан ва иҷро шудани шарти 𝜆1 < 𝜆2 < 0 ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалӣ 

дар намуди:  

 

 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) − 

 −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 

 

ёфта мешавад.  

 Агар шарти 𝜆1 < 0 < 𝜆2  ё 0 < 𝜆1 < 𝜆2  иҷро гардад, пас ҳалли муодилаи 

интегро-дифференсиалӣ мувофиқан бо ёрии формулаҳои:  

 

 𝑦 = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥) − 

    −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 

ва  

𝑦 = −
1

𝜆1 − 𝜆2
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 

 

ифода мегардад. Ин натиҷаҳо дар шакли як теорема (теоремаи 2.2) исбот 

гардидаанд.  

 Дар параграфи сеюми боби дуюм ҳалли умумии муодилаи интегро-

дифференсиалӣ дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳақиқӣ ва якхела 

будан дар ду ҳолат, ҳангоми 𝜆 > 0 ва 𝜆 < 0 ёфта шудааст. Нишон дода шудааст, ки 
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ҳангоми 𝜆 > 0 будан, ҳалли умумии муодила аз ду доимиҳои ихтиёрӣ вобаста буда, 

ҳангоми 𝜆 < 0 будан, муодилаи интегро-дифференсиалӣ дорои ҳалли ягона 

мебошад. Натиҷаҳои дар ин зербоб бадастовардашуда дар шакли як теорема 

(теоремаи 2.3) ҷамъбаст гардидаанд.  

 Дар зербоби чоруми боби дуюм муодилаи интегро-дифференсиалӣ моделӣ 

ҳангоми решаҳои муодилаи характеристикии мувофиқоянда комплексӣ ва 

ҳамроҳшуда будан, таҳқиқ карда шудааст. Дар ин зербоб ҳалли умумии муодилаи 

интегро-дифференсиалӣ бо ёрии ду доимиҳои ихтиёрӣ дар намуди:  

 

𝑦он = 𝑒
𝛼𝜔𝛽(𝑥) [𝑐1cos[𝛾𝜔𝛽(𝑥)] + 𝑐2sin[𝛾𝜔𝛽(𝑥)]] − 

−
1

𝛾
∫𝑒

𝛼(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝛼sin [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))] +

𝑏

𝑥

 

+ 𝛾 cos [𝛾 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))]]
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
            

 

ёфта шудааст.  

 Натиҷаҳои ин зербоб дар шакли теоремаи 2.4. ҷамъбаст гардидаанд.  

 Зербоби панҷуми боби дуюм ба таҳқиқи масъалаи Коши барои муодилаи 

интегро-дифференсиалии тартиби якум бо ядрои барзиёд сингулярӣ бахшида 

шудааст. Дар ин зербоб нишон дода шудааст, ки масъалаи Коши барои муодилаи 

таҳқиқшаванда дар нуқтаи ихтиёрии Γ\{𝑏} шабеҳ ба масъалаи Коши барои 

муодилаҳои дифференсиалӣ гузошта мешавад. Ягонагии ҳалшавандагии масъалаи 

Коши барои муодилаи таҳқиқшаванда дар шакли се теорема (теоремаҳои 2.6, 2.7 ва 

2.8, ) исбот карда шудааст.  

 Дар зербоби шашуми ин боб масъалаи навъи Коши барои муодилаи интегро-

дифференсиалӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ гузошта ва таҳқиқ карда шудааст. Дар 

фарқият ба масъалаи Коши нишон дода шудааст, ки масъалаи навъи Коши дар 

нуқтаи махсуси муодила гузошта мешавад. Барои масъалаи навъи Коширо таҳқиқ 

намудан, пеш аз ҳама, хосиятҳои ҳалҳои бадастовардашуда омӯхта шуда, 
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операторҳои дифференсиалии махсус дохил карда мешавад. Баъдан, дар асоси 

хосиятҳои омӯхташуда, ба таври ягона ҳалшавандагии масъалаи навъи Коши дар 

теоремаҳои 2.9, 2.10, 2.11 ва 2.12 исбот карда шудааст. 

 Дар зербоби ҳафтуми боби дуюм муодилаи интегро-дифференсиалии 

ғайримоделӣ бо ядрои барзиёд сингулярии:  

 

𝐷𝑥
𝛽
𝑦 + 𝐴(𝑥)𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑦(𝑡)

𝑏

𝑥

𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥) 

 

таҳқиқ карда шудааст, ки дар ин ҷо 𝐴(𝑥), 𝑓(𝑥) функсияҳои додашудаи бефосила 

дар Γ = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}, 𝐵(𝑥, 𝑡) – функсияи додашудаи бефосила дар росткунҷаи 

𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,   𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏} мебошад. 

 Нишон дода шудааст, ки ҳалли муодилаи ғайримоделӣ дар се ҳолати решаҳои 

муодилаи характеристикии мувофиқоянда ба ҳалли муодилаи интегралии намуди 

Волтерра бо ядрои регулярӣ оварда мешавад. Аз ин ҷо, натиҷаҳои оид ба 

муодилаҳои интегралии намуди Волтерра ҷойдоштаро истифода бурда, ҳалли 

муодилаи ғайримоделӣ бо ёрии резолвентаи муодилаи интегралии намуди 

Волтерра ёфта мешавад. Оид ба ин натиҷаҳо теоремаҳои мувофиқ (теоремаи 2.13, 

2.14, 2.15, 2.16, 2.17, 2.18, 2.19) исбот карда шудааст.  

 Боби сеюми диссертатсия ба таҳқиқи муодилаи интегро-дифференсиалии 

тартиби олӣ бо ядрои барзиёд сингулярӣ бахшида шудааст.  

 Дар зербоби якуми ин боб муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби n-уми 

моделӣ бо ядрои барзиёд сингулярии: 

 

                        𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥)                        

 

таҳқиқ карда шудааст, ки дар ин ҷо:  
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𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) ≡ (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛
+𝑀1 (𝐷𝑥

𝛽
)
𝑛−1

+𝑀2 (𝐷𝑥
𝛽
)
𝑛−2

+⋯+𝑀𝑛−1𝐷𝑥
𝛽
+𝑀𝑛 

 

оператори дифференсиалии тартиби n-ум мебошад. Ҳалли умумии муодилаи 

интегро-дифференсиалии моделӣ дар синфи функсияҳои бо 𝐶𝛽−1
(𝑛,𝑚)[𝑎, 𝑏] 

ишоратшаванда вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии:  

 

𝜆𝑛 + 𝐾1𝜆
𝑛−1 + 𝐾2𝜆

𝑛−2 +⋯+𝐾𝑛𝜆 + 𝐾𝑛+1 = 0 

 

дар се ҳолат, дар нумуди ошкор, ёфта шудааст.  

 Дар зербоби дуюми боби сеюм ҳалли умумии муодилаи интегро-

дифференсиалии моделии тартиби n-ум дар ҳолати решаҳои муодилаи 

характеристикӣ ҳақиқӣ ва гуногун будан ва қаноат намудани шарти 𝜆1 < 𝜆2 < ⋯ <

𝜆𝑛+1 < 0 дар намуди: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝜆1𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡) + 𝑐2𝑒

𝜆2𝜔𝛽(𝑥) +⋯+ 𝑐𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1𝜔𝛽(𝑥) + 

+
1

∆0
∫[∆1𝜆1𝑒

𝜆1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) + ∆2𝜆2𝑒
𝜆2(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) +⋯

𝑏

𝑥

+ ∆𝑛+1𝜆𝑛+1𝑒
𝜆𝑛+1(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡))]

𝑓(𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽
𝑑𝑡 

 

ёфта шудааст, ки дар ин ҷо 𝑐𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) – ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд. 

Тавре аз ин ҷо дида мешавад, ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

тартиби n-ум аз n+1 – доимиҳои ихтиёрӣ иборат мебошад. Дар ин параграф 

теоремаҳои 3.1, 3.2 ва 3.3 исбот карда шудааст.  

 Дар зербоби сеюми боби се ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии 

тартиби n-ум бо ядрои барзиёд сингулярӣ дар ҳолати решаҳои муодилаи 

характеристикӣ ҳақиқӣ ва якхела будан ва қаноат намудани шарти 𝜆 < 0 дар 

намуди:  
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   𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜔𝛽(𝑥)[�̃�1 + �̃�2𝜔𝛽(𝑥) + ⋯+ �̃�𝑛+1𝜔𝛽
𝑛(𝑥)] +              (3.32) 

+
1

𝑛!
∫𝑒

𝜆(𝜔𝛽(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛
+ 𝑛 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))

𝑛−1

]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 

 

ёфта шудааст, ки дар ин ҷо �̃�𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) – ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд. 

Дар ин параграф исбот карда шудааст, ки агар ба ҷойи шарти 𝜆 < 0 шарти 𝜆 > 0 

иҷро гардад, пас муодилаи интегро-дифференсиалӣ якқимата ҳалшаванда буда, 

ҳалли ягонаи он дар намуди:  

 

𝑦(𝑥) =
1

𝑛!
∫𝑒𝜆(𝜔𝛽

(𝑥)−𝜔𝛽(𝑡)) [𝜆 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛

+ 𝑛 (𝜔𝛽(𝑥) − 𝜔𝛽(𝑡))
𝑛−1

]

𝑏

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑏 − 𝑡)𝛽
 

 

дода мешавад. Ин натиҷаҳо дар шакли теоремаҳои 3.4 ва 3.5 исбот карда шудаанд.  

 Дар параграфи чоруми ин боб ҳангоми 𝑛 + 1 = 2𝑘, яъне адади ҷуфт будан ва 

ҳамаи решаҳои муодилаи характеристикӣ комплексӣ ва ҳамроҳшуда будан, ҳалли 

умумии муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби n-ум бо ядрои барзиёд 

сингулярӣ дар намуди ошкор ёфта шудааст. Натиҷаҳои ин параграф дар шакли се 

теорема (теоремаҳои 3.6, 3.7 ва 3.8) исбот карда шудааст.  

 Дар зербоби панҷуми боби сеюми диссертатсия муодилаи интегро-

дифференсиалии ғайримоделии намуди:  

 

𝑃𝑀
𝑛 (𝐷𝑥

𝛽
) 𝑦 − ∫

𝐵(𝑥, 𝑡)

(𝑏 − 𝑡)𝛽

𝑏

𝑥

𝑃𝑁
𝑚 (𝐷𝑡

𝛽
) 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑥) 

 

таҳқиқ карда шудааст, ки дар ин ҷо 𝑓(𝑥) функсияи додашудаи бефосила дар Γ =

{𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}, 𝐵(𝑥, 𝑡) – функсияи додашудаи бефосила дар росткунҷаи 𝑅 =

{(𝑥, 𝑦): 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,   𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏} мебошад. Дар ин параграф ҳалли муодилаи 
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ғайримоделӣ ба воситаи резолвентаи муодилаи интегро-дифференсиалии намуди 

Волтерра ифода карда шудааст (теоремаи 3.9).  

 Дар параграфи охирини боби сеюм масъалаи навъи Коши барои муодилаи 

интегро-дифференсиалии тартиби n-ум бо ядрои барзиёд сингулярӣ дар ҳолати 

решаҳои муодилаи характеристикии мувофиқоянда ҳақиқӣ ва гуногун будан, 

таҳқиқ карда шуда, якқимата ҳалшавандагии он исбот карда шудааст (теоремаи 

3.10). 
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ХУЛОСАҲО 

1. НАТИҶАҲОИ АСОСИИ ИЛМИИ ДИССЕРТАТСИЯ 

 

 Натиҷаҳои илмии бадастовардашуда нав буда, аз тарафи муаллиф 

мустақилона ба даст оварда шудааст ва аз инҳо иборат мебошанд: 

 ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии моделии тартиби якум бо 

ядрои барзиёд сингулярӣ вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикӣ дар 

се ҳолат ёфта шудааст [1-М], [2-М], [7-М];  

 методи интегралии содакардашудаи ёфтани ҳалли муодилаи оператори-

дифференсиалии ғайриякҷинса коркард карда шудааст [1-М], [2-М], [6-М]; 

 барои муодилаи таҳқиқшаванда масъалаи Коши дар нуқтаҳои ғайримахсуси 

муодила гузошта шуда, якқимата ҳалшавандагии он таҳқиқ кард шудааст [1- 

М], [10- М], [12- М]; 

 барои муодилаи таҳқиқшаванда масъалаи навъи Коши дар нуқтаи махсуси 

муодила гузошта шуда, якқимата ҳалшавандагии он таҳқиқ кард шудааст [1-

М], [2-М]; 

 ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии ғайримоделии тартиби 

якум бо ядрои барзиёд сингулярӣ вобаста аз решаҳои муодилаи 

характеристикӣ дар се ҳолат, ба воситаи резолвентаи муодилаи интегралии 

намуди Волтерра ифода карда шудааст [3-М], [8-М], [9- М]; 

 муодилаи интегро-дифференсиалии тартиби n-ум бо ядрои барзиёд 

сингулярӣ таҳқиқ карда шуда, ҳалли умумии он вобаста аз решаҳои муодилаи 

характеристикӣ дар се ҳолат, дар намуди ошкор ёфта шудааст [6-М], [11-М], 

[12-М]. 
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2. ТАВСИЯҲО ОИД БА ИСТИФОДАИ АМАЛИИ НАТИҶАҲО 

 

Таҳқиқоти дар диссертатсияи илмии мазкур гузаронидашуда характери 

назариявӣ дорад. Натиҷаҳои бадастовардашуда барои инкишоф додани назарияи 

муодилаҳои интегралӣ ва интегро-дифференсиалие, ки ду ва зиёда аз он нуқтаҳои 

махсус доранд ва инчунин муодилаҳое, ки дараҷаи махсусияти ядрои онҳо аз як 

калон мебошад, истифода бурда мешавад. Инчунин, назарияи дар ин диссертатсияи 

илмӣ коркардшударо истифода бурда, муодилаҳои интегро-дифференсиалии бо 

ҳосилаҳои хусусӣ ва бо ядроҳои сингулярӣ ва барзиёд сингуляриро таҳқиқ намудан 

имконпазир мегардад.  

Маводи диссертатсияи илмии мазкурро ҳангоми хондани курсҳои махсус 

барои донишҷӯёни донишгоҳҳои олӣ, магистрон ва докторантоне, ки аз рӯйи 

ихтисосҳои математика, математикаи амалӣ ва механика таҳсил менамоянд, 

истифода бурдан мумкин аст.  
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