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Список используемых обозначений 

 

𝑅𝑛 − 𝑛-мерное вещественное пространство; 

𝐶𝑛 − 𝑛-мерное комплексное пространство; 

𝐶(𝑅2) − пространство непрерывных и ограниченных на всей плоскости 𝑅2 

функций; 

𝐶1 − класс функций, имеющих непрерывные частные производные первого 

порядка;  

𝐶2𝜋 − пространство непрерывных и двояко-периодических с основными пе-

риодами 2𝜋, 2𝜋𝑖 функций; 

𝐸𝑛 − единичная матрица 𝑛-го порядка;  

𝑍2 − целочисленная решётка в 𝐶1; 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = (𝑈𝑥1, 𝑈𝑥2 , 𝑈𝑥3) − градиент функции 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3); 

2𝑤�̅�𝑗 = 𝑤𝑥𝑗 + 𝑖𝑤𝑦𝑗 − производное относительно 𝑧̅; 

𝑃𝑁 − класс непрерывных в 𝑅3 функций 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), удовлетворяющих усло-

вию 

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝐾(1 + |𝑥1| + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁 , 

 

где 𝐾 – положительная постоянная, зависящая от 𝑢, 𝑁 – неотрицательное целое 

число; 

 п.с. – переопределенная система; 

 у.ч.п. – уравнения с частными производными; 

у.п.р. – условия полной разрешимости. 
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ВВЕДЕНИЕ  

 

Актуальность темы исследования. В девятнадцатом столетии, как матема-

тические модели практических задач теории упругости, теории электромагнитного 

поля и гидродинамики, появились п.с. у.ч.п. Такие системы играют важную роль и 

в современной теории уравнений математической физики, они нашли применения 

в дифференциальной геометрии, теории групп Ли, в различных задачах магнито-

гидродинамики, теоретической физики, статистической гидродинамики и стоха-

стических систем (см., например, [18], [25]). 

Теория п.с. у.ч.п. в основном была построена и систематизирована в научных 

трудах Л. Хёрмандера, Л.Г. Михайлова, И.В. Гайшуна, В.П. Паламодова и др. (см., 

например, [18], [19], [44], [51], [52], [85], [89] – [91], [115]). 

В развитие теории п.с. у.ч.п. внесли свою лепту и большой коллектив мате-

матиков Таджикистана – Л.Г. Михайлов, Н. Раджабов, Э. Мухамадиев, Э. Рузме-

тов, С. Байзаев, Д. Сафаров, Р. Пиров и др. (см., например, [12], [36] – [45], [47], 

[49], [55] – [59], [64] – [70], [79], [81], [82], [96] – [108]). В основном изучались сле-

дующие вопросы: нахождение у.п.р. систем, построения многообразия решений из 

определенного класса, исследование начальных и граничных задач.  

Исследование вопросов разрешимости п.с. у.ч.п. в пространствах функций, 

ограниченных во всём трёхмерном пространстве 𝑅3 и цилиндрических областях, а 

также вопросов разрешимости п.с. у.ч.п. с комплексными переменными во всей 

комплексной плоскости или комплексного пространства являются важными и ак-

туальными. 

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. В работах 

Л.Г. Михайлова, Н.А. Холова, С. Байзаева и М.А. Рахимовой, N. Taghizadeh и 

A. Neirameh, М.Л. Зайцева и В.Б. Аккермана, М.И. Ализаде (см. [1] – [7], [37] – [45], 

[69] – [74], [92] – [94], [116]) для ряда классов п.с. у.ч.п. с вещественными и ком-

плексными переменными исследованы вопросы разрешимости и нахождения ре-

шений в различных функциональных пространствах, в частности в пространствах 
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периодических, почти-периодических и ограниченных функций (подробный ана-

литический обзор приведён в главе 1).  

Связь работы с научными программами (проектами), темами. Диссерта-

ционная работа выполнена в рамках реализации перспективных планов научно-ис-

следовательских работ кафедры математического анализа имени профессора 

А. Мухсинова ГОУ «Худжандский государственный университет имени академика 

Б. Гафурова» на 2016 – 2020 гг. по теме «Исследование представления решений 

некоторых дифференциальных, интегральных и операторных уравнений с особен-

ностями, их свойств, разрешимость краевых задач» и на 2021 – 2025 гг. по теме 

«Исследование классов обыкновенных дифференциальных уравнений с особенно-

стями, разрешимость переопределенных систем дифференциальных уравнений в 

различных функциональных пространствах, применение групп и алгебры Ли в 

дифференциальных уравнениях». 

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИССЛЕДОВАНИЯ 

Цель исследования. Изучение проблем разрешимости п.с. линейных у.ч.п. 

функций, заданных в 𝑅3 и её неограниченных областях, а также вопросов разреши-

мости п.с. линейных у.ч.п. с одной или несколькими комплексными переменными.  

Задачи исследования.  

- Нахождение решений из пространства 𝑃𝑁 п.с. линейных у.ч.п.  

  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 + 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑈 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (0.1) 

 

здесь 𝑈 = 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − искомая функция, 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = (𝑈𝑥1 , 𝑈𝑥2 , 𝑈𝑥3),  

𝐴 = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) – вектор коэффициентов, 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) − вектор правых частей, 

𝑃𝑁 − пространство непрерывных в 𝑅3 функций 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), удовлетворяющих 

условию 

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝐾(1 + |𝑥1| + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁 , (0.2) 

 

где 𝐾 – положительная постоянная, зависящая от 𝑢, 𝑁 – неотрицательное целое 

число.  
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- Нахождение решений системы (0.1) в неограниченном цилиндре  

Ω = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3); (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺,   𝑥3 > 0}, 𝐺 − ограниченная  область на плоскости 

𝑅2, принадлежащих классу 𝑃𝑁(Ω), т.е. удовлетворяющих условию роста: 

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝑀(1 + 𝑥3)
𝑁 . (0.3) 

 

- Нахождение решений п.с. двух линейных у.ч.п. первого порядка в угле 𝐷 =

{(𝑥1, 𝑥2 ): 0 < 𝑥1 < +∞, 𝜆1𝑥1 < 𝑥2 < 𝜆2𝑥2}, 𝜆1, 𝜆2 − постоянные, имеющие рост 

на бесконечности не быстрее полинома. 

- Нахождение решений п.с. 

 

{
𝑤�̅� = 𝐴�̅�,

𝑤𝑧 = 𝐵�̅�,
(0.4) 

 

где 𝑤 ∈ 𝐶𝑛, 𝐴, 𝐵 − комплексные матрицы порядка 𝑛, в случае, когда у.п.р. не вы-

полнено. 

- Построение общего решения п.с. вида 

 

{
𝑤�̅�1 + 𝑎(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑓(𝑧1, 𝑧2),

𝑤�̅�2 + 𝑏(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑔(𝑧1, 𝑧2)
(0.5) 

 

c двумя комплексными переменными. 

- Построение общего решения п.с. 

  

𝑤�̅�𝑗 + 𝑎𝑗(𝑧)𝑤 = 0,    𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ (0.6) 

 

с 𝑛 независимыми переменными 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛),  где 𝑎𝑗 ∈ 𝐶2𝜋 .   

- Нахождение общего решения п.с. у.ч.п. второго порядка вида 

    

{
𝑤�̅��̅� + 𝑎𝑤 + 𝑏�̅� = 0,

�̅��̅��̅� + 𝑐𝑤 + 𝑑�̅� = 0,
(0.7) 

 

с комплексными постоянными коэффициентами. 
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Объект исследования. Объектом исследования являются п.с. у.ч.п. первого 

порядка с двумя и тремя независимыми переменными и п.с. у.ч.п. первого и второго 

порядков с комплексными независимыми переменными. 

Предмет исследования. Предметом исследования являются установление 

теорем о разрешимости и получение формул для решений, рассматриваемых п.с. 

у.ч.п. в пространствах ограниченных, периодических или степенного роста функ-

ций. 

Научная новизна исследования. В диссертации получены следующие ре-

зультаты, которые являются новыми: 

- для п.с. вида (0.1) получены условия однозначной разрешимости в про-

странствах 𝑃𝑁 и 𝑃𝑁(Ω), и построены формулы для решений;  

- для п.с. двух линейных у.ч.п. первого порядка в угле 𝐷, найдены условия 

однозначной разрешимости в пространстве функций, имеющие рост на бесконеч-

ности не быстрее полинома; 

- найдено общее решение п.с. вида (0.4) в случае, когда у.п.р. не выполнено; 

- построено общее решение п.с. вида (0.5) с двоякопериодическими коэффи-

циентами и правой частью; 

- найдены решения, имеющие рост на бесконечности не быстрее полинома, в 

частности ограниченные и периодические решения однородной системы, соответ-

ствующей (0.5); 

- построено общее решение п.с. (0.6) с двоякопериодическими коэффициен-

тами; 

- найдено общее решение, в частности решения из пространства типа 𝑃𝑁 ,  п.с. 

вида (0.7) и получена формула для размерности пространства 𝑃𝑁 . 

Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Работа имеет 

теоретический характер. Методы, развитые в диссертации и полученные резуль-

таты можно применять при исследовании других классов п.с. у.ч.п. 
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Положения, выносимые на защиту:  

- теоремы об однозначной разрешимости в пространствах 𝑃𝑁 и 𝑃𝑁(Ω) п.с. 

вида (0.1); 

- утверждение об однозначной разрешимости в пространстве функций, име-

ющие рост на бесконечности не быстрее полинома, п.с. двух линейных у.ч.п.  пер-

вого порядка в угле 𝐷; 

- теорема и формулы для общего решения п.с. вида (0.4) в случае, когда у.п.р.  

не выполнено; 

- теорема об общем решении п.с. вида (0.5) с двоякопериодическими коэф-

фициентами и правой частью; 

- утверждения о решениях, имеющие рост на бесконечности не быстрее по-

линома, в частности ограниченных и периодических решений однородной си-

стемы, соответствующей (0.5); 

- теорема об общем решении п.с. (0.6) с двоякопериодическими коэффициен-

тами; 

- утверждения об общем решении, в частности о решениях из пространства 

типа 𝑃𝑁 ,  п.с. вида (0.7) и формула для размерности пространства 𝑃𝑁 . 

Степень достоверности результатов. Все теоремы и утверждения диссер-

тации обеспечены строгими математическими доказательствами, ряд положений 

подтверждаются исследованиями других авторов. 

Соответствие диссертации паспорту научной специальности (формуле и 

области исследования). Диссертационная работа выполнена по специальности 

01.01.02 – дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное 

управление. Она относится к составной части этой специальности – уравнения с 

частными производными и полностью соответствует формуле специальности и 

пункту «Качественная теория дифференциальных уравнений и систем дифферен-

циальных уравнений» области исследования.  

Личный вклад соискателя ученой степени. Постановка задачи принадле-

жит научному руководителю. Все результаты, приведённые в разделе «Научная но-

визна» получены лично соискателем. 
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Апробация и реализация результатов диссертации. Основные результаты 

диссертации докладывались и обсуждались на следующих конференциях и семи-

нарах: 

  Международная открытая конференция «Современные проблемы анализа 

динамических систем. Теория и практика» (21-23 мая 2019 г.), г. Воронеж; 

  Международная научная конференция «Уфимская осенняя математическая 

школа – 2020» (11-14 ноября 2020 г.), г. Уфа; 

  Международная открытая конференция «Современные проблемы в науке и 

технике. Теория и практика» (21-23 декабря 2020 г.), г. Воронеж; 

  Международная конференция «Современные проблемы функционального 

анализа и дифференциальных уравнений», посвященная 70-летию академика 

К.Х. Бойматова (25-26 декабря 2020 г.), г. Душанбе; 

  Международная конференция «Актуальные проблемы современной мате-

матики», посвященная 80-летию профессора Т. Собирова (25-26 июня 2021 г.),  

г. Душанбе; 

  Международная научная конференция «Нелокальные краевые задачи и 

родственные проблемы математической биологии, информатики и физики» (5-9 де-

кабря 2021 г.), г. Нальчик – Эльбрус; 

  Международная конференция «Современные проблемы математического 

анализа и теории функций», посвященная 70-летию академика М.Ш. Шабозова (24-

25 июня 2022 г.), г. Душанбе. 

  Научный семинар при Таджикском государственном университете права, 

бизнеса и политики под руководством д.ф.-м.н., профессора С. Байзаева (2018 – 

2022 гг.), г. Худжанд. 

Ряд результатов диссертации использованы при чтении специальных курсов 

для студентов и магистрантов. 

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссертации 

опубликованы в 16 статьях и материалах научных конференций [1-А] –  

[16-А]. Работы [1-А] – [5-А] опубликованы в журналах из перечня рецензируемых 
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научных журналов и изданий, рекомендованных ВАК при Президенте Республики 

Таджикистан. Из совместных работ с научным руководителем С. Байзаевым на за-

щиту выносятся лишь результаты, полученные лично автором диссертации. 

Структура диссертации и объем. Диссертационная работа состоит из вве-

дения, четырёх глав, заключения, а также списка литературы, в котором включены 

133 наименований. В диссертации используется двойная нумерация. Первый номер 

указывает на номер главы, второй номер параграфа, определения, леммы или тео-

ремы. Аналогичным образом ведется нумерация формул. Общий объём диссерта-

ции – 152 страниц. 
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ГЛАВА 1. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ ПО ИССЛЕДУЕМОЙ ТЕМЕ 

 

Эта глава посвящена обзору и анализу литературы по исследуемой теме. К 

настоящему времени имеется огромное количество научных работ как по теории 

п.с. линейных, квазилинейных и нелинейных у.ч.п., так и по их применению в раз-

личных задачах. 

В основном мы приведем анализ работ, посвященных п.с. линейных у.ч.п. с 

независимыми вещественными переменными первого и второго порядков, а также 

переопределенным линейным комплексным у.ч.п. с комплексными независимыми 

переменными первого порядка. 

 

§1.1. Переопределенные системы с вещественными переменными 

 

1.1.1. Систему у.ч.п. называют переопределенной, если в этой системе коли-

чество уравнений больше чем количество неизвестных функций. 

В девятнадцатом столетии, как математические модели практических задач 

теории упругости, теории электромагнитного поля и гидродинамики, появились 

п.с. у.ч.п. К таким системам относятся, так называемые, уравнения в полных диф-

ференциалах или более общие системы – уравнения Пфаффа (см., например, [18], 

[19], [113]). Такие системы играют важную роль и в современной теории уравнений 

математической физики, они нашли применения в дифференциальной геометрии, 

математическом анализе, теории групп Ли, в ряде задач из магнитогидродинамики, 

теоретической физики и др. (см., например, [8], [15], [18], [25], [33], [34], [63], [77], 

[86], [88], [111]). 

Одним из первых научных трудов, где изложены сведения о п.с. у.ч.п. пер-

вого порядка с одной искомой функцией является монография Э. Гурса [109].  

Теория п.с. у.ч.п. в основном была построена и систематизирована в научных 

трудах Л. Хёрмандера, Л.Г. Михайлова, И.В. Гайшуна, В.П. Паламодова и др. (см., 
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например, [18] – [21], [44] [51], [52] [89] – [91]). Современная теория так называе-

мых вполне интегрируемых уравнений изложена в монографиях И.В. Гайшуна 

[18], [19]. 

В развитие теории п.с. у.ч.п. внесли свою лепту и большой коллектив мате-

матиков Таджикистана – Л.Г. Михайлов, Н. Раджабов, Э. Мухамадиев, Э. Рузме-

тов, С. Байзаев, Д. Сафаров, Р. Пиров и др. (см., например, [12], [36] – [45], [47] [49], 

[55] – [58], [63], [64], [68] – [70], [78], [80] – [82], [101] – [104]). В основном изуча-

лись следующие вопросы: нахождение у.п.р. систем, построения многообразия ре-

шений из определенного класса, исследование начальных и граничных задач.  

В работах Л.Г. Михайлова, Н.А. Холова, С. Байзаева и М.А. Рахимовой, 

N. Taghizadeh и A. Neirameh, М.Л. Зайцева и В.Б. Аккермана (см. [1] – [6], [37] – 

[45], [69] – [74], [93] – [95], [116]) для ряда классов п.с. у.ч.п. с вещественными и 

комплексными переменными исследованы вопросы разрешимости и нахождения 

решений в различных функциональных пространствах, в частности в простран-

ствах периодических, почти-периодических и ограниченных функций. 

Наибольший интерес представляют так называемые вполне интегрируемые 

системы, т.е. п.с. для которых начальная задача имеет единственное решение. 

Теперь перейдем к более детальному анализу работ по п.с. у.ч.п., близкие или 

соприкасающиеся теме диссертации. 

1.1.2. Переопределенные системы первого порядка. В монографии 

Л.Г. Михайлова [44] подытожены результаты исследований самого автора и его 

учеников (см. [37] – [43], [101] – [103]). В первую очередь рассматривалась задача 

восстановления функции многих переменных, если известен её полный дифферен-

циал. C точки зрения физики эта задача о восстановлении поля по его градиенту, а 

на языке дифференциальных уравнений эта задача нахождения решений системы 

вида 

 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈(𝑥) = 𝐹(𝑥), (1.1) 

 

здесь  
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𝑈 = 𝑈(𝑥) − искомая функция переменных 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛),  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = (𝑈𝑥1, 𝑈𝑥2 , … , 𝑈𝑥𝑛),  

𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛) − известная вектор-функция.   

Систему (1.1) Л.Г. Михайлов называет п.д.-системой. Ясно, что для разреши-

мости системы (1.1) должны выполняться условия совместности. 

Необходимые и достаточные условия совместности для двух типов п.с. были 

давно известны. Это линейные системы (см., например, [84]): 

 

𝐿𝑘𝑢 ≡∑𝑎𝑘𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

= 0,   𝑘 = 1,… , 𝑛 

 

и квазилинейные системы в полных дифференциалах [84]: 

 

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑗

= ℎ𝑘𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑢1, … , 𝑢𝑛). 

 

Например, для системы (1.1) необходимые и достаточные условия совмест-

ности выглядят так (см. [44], стр. 39): 

 

 
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑘

     ∀𝑘 ≠ 𝑗, (1.2) 

 

а для линейной п.д.-системы  

 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈(𝑥) = 𝑎(𝑥)𝑈(𝑥) + 𝐹(𝑥), (1.3) 

 

где коэффициент  𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) заданная вектор-функция, такими условиями 

являются следующие равенства (см. [44], стр. 44): 
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𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑘

, (1.4) 

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑥𝑗

−
𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑥𝑘

+ 𝑎𝑘𝑓𝑗 − 𝑎𝑗𝑓𝑘 = 0,    𝑘 ≠ 𝑗. (1.5) 

 

Отметим, что для систем вида (1.1), а также более общих п.с. справедлива 

теорема Фробениуса о полной интегрируемости (см. [88], стр. 152). 

Н.А. Холов для системы вида (1.1) в случае непрерывных коэффициентов и 

правых частей получил условия совместности в форме интегральных соотношений 

и установил теоремы разрешимости в пространствах периодических и ограничен-

ных функций (см. [92], [93]). Отметим, что условия совместности трудно проверя-

емы и нет явных формул для периодических и ограниченных решений. 

В настоящей диссертации рассматриваются системы вида (1.3) при  

𝑛 = 2 и 𝑛 = 3 в неограниченных областях. Исследуются задачи нахождения реше-

ний, имеющие рост на бесконечности не быстрее полинома, в частности ограни-

ченные решения, а также изучаются соотношения (1.4) как одно уравнение в част-

ных производных с двумя неизвестными функциями (при  𝑛 = 2) или как система 

трёх у.ч.п. с тремя неизвестными функциями (при 𝑛 = 3), а  соотношения (1.5) как 

обыкновенные дифференциальные уравнения при фиксировании некоторых пере-

менных и находятся решения этих уравнений. Такие задачи при 𝑛 = 3 ранее не 

были исследованы, а при 𝑛 = 2 частично рассмотрены в работах С. Байзаева и 

М.А. Рахимовой (см., например, [66] – [68], [75]).  

В работах [41], [44] исследованы квазилинейные п.с. у.ч.п. вида 

 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = 𝑎(𝑥, 𝑈). (1.6) 

 

Для этой системы условиями совместности являются следующие равенства: 
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𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑗

+ 𝑎𝑗
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑢

=
𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑘

+𝑎𝑘
𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑢

,    𝑘 ≠ 𝑗. 

 

В работе [101] для случая 𝑛 = 2  найдены классы п.д.-систем вида (1.6), ин-

тегрируемые в квадратурах. 

В работах Р. Пирова изучались ряд классов п.с. у.ч.п. первого и второго по-

рядка. Для линейных систем [55], которых в матричной форме можно записать в 

виде 

 

𝐴[grad𝑢,   grad𝑢]𝑇 + 𝐵[𝑢,   𝑣]𝑇 = ℎ, (1.7) 

 

где 𝐴 − матрица-функция размера 3 × 4 а 𝐵 − размера 3 × 2, 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦),  

𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦) − искомые функции,  ℎ − вектор-функция правых частей, в зависимо-

сти от ранга матрицы 𝐴, в различных возможных ситуациях, в терминах свойств 

коэффициентов выписаны условия совместности и найдены многообразия реше-

ний. Эти многообразия могут зависит от одной, двух, трёх произвольных постоян-

ных или одной, двух произвольных функций. Также исследованы квазилинейные 

п.с. у.ч.п., разрешенных относительно производных. Перекрестным дифференци-

рованием исследуемая система приводится к системе четырёх дифференциальных 

уравнений, дополненной одним функциональным соотношением. Далее, выде-

лются два случая: в первом случае функциональное соотношение выполняется тож-

дественно, а во-втором – только на некоторой поверхности. В каждом случае, учи-

тывая специфику системы уравнений, найдены условия совместности и определено 

многообразие решений. Многообразие решений определяется в зависимости от 

того, какое начальное условие ставится для однозначной разрешимости системы 

уравнений.   

Исследованы квазилинейные п.с., состоящие из трёх у.ч.п. [54], два из кото-

рых разрешены относительно производных, а левая часть третьего уравнения явля-

ется линейной комбинацией остальных двух производных. Всего имеются три 

пары таких систем и каждая пара различается как по схеме исследования, так и по 
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результатам. Для каждой пары найдены условия совместности и доказаны теоремы 

об однозначной разрешимости начальной задачи. Аналогичные результаты полу-

чены также для квазилинейных систем вида 

 

𝑎𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑢𝑦 + 𝑏𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑣𝑥 + 𝑐𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)𝑣𝑦 = 

= 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑥),   𝑖 = 1,2,3 

 

с двумя неизвестными функциями.   

Цикл работ [54], [56], [60] посвящены некоторым классам квазилинейных и 

нелинейных п.с. четырех у.ч.п. с двумя и тремя неизвестными функциями, в числе 

которых системы из четырех уравнений, связанных с прикладными задачами гид-

родинамики, теории упругости и теории поля. Установлены теоремы о совместно-

сти, однозначной разрешимости начальной задачи и многообразии решений этих 

систем.  Нужно отметить, что предложен новый способ построения многообразия 

решений трёхмерных модельных систем уравнений теории поля 

  

rot �⃗⃗� = 𝐹 ,   div �⃗⃗� = g. 

 

Системы вида (1.1) при 𝑛 = 2 исследованы в работах С. Байзаева и М.А. Ра-

химовой (см., например, [67] - [69]) в различных функциональных пространствах. 

В основном исследованы задачи о разрешимости п.с. двух линейных у.ч.п. первого 

порядка 

 

{
𝑢𝑥 = 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑦),

𝑢𝑦 = 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢 + g(𝑥, 𝑦)
(1.8) 

 

в функциональном пространстве 𝐶(𝐺). Отметим, что 𝐶(𝐺) состоит из функций,  за-

данных  в области 𝐺 и ограниченных в ней. Рассмотрены случаи, когда 𝐺 = 𝐶1 или 

когда 𝐺 является полуплоскостью или первой четвертью. Коэффициенты 𝑎(𝑥, 𝑦),
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𝑏(𝑥, 𝑦), а также функции 𝑓(𝑥, 𝑦), g(𝑥, 𝑦)   в системе (1.8) могут быть ограничен-

ными, периодическими, расти на бесконечности не быстрее полинома или могут 

иметь сингулярности.   

Относительно системы (1.8) при выполнении условий совместности вида 

(1.4), (1.5) получены следующие результаты: 

- установлены критерии, когда система имеет в пространствах 𝐶(𝑅2) и пери-

одических по 𝑥 и 𝑦 функций единственное решение; построены формулы для ре-

шений; эти критерии выражаются в терминах коэффициентов 𝑎, 𝑏;  

- показано, что из условий совместности можно однозначно выразить функ-

цию 𝑓 через g, 𝑎, 𝑏 либо функцию g − через 𝑓, 𝑎, 𝑏; 

- найдены условия, которые будут достаточными для того чтобы система 

(1.8) имела единственное решение, определенное в полуплоскости и имеющее рост 

при 𝑥2 + 𝑦2 → ∞ не выше чем  (𝑥2 + 𝑦2)𝑁/2. 

Аналогичные результаты получены и для линейных п.с. у.ч.п. в первой чет-

верти, коэффициенты которых являются сингулярными, а также квазилинейных 

п.с. у.ч.п. первого порядка с двумя независимыми переменными на полуплоскости 

[70]. 

В работах М.Л. Зайцева и В.Б. Аккермана [1] - [6] исследована проблема по-

нижения размерности п.с. у.ч.п. Создан алгоритм, который даёт возможность реду-

цировать п.с. у.ч.п. С помощью этого алгоритма можно уравнения гидродинамики 

по объему привести к п.с. у.ч.п. на поверхности. Конечно, не всякую п.с. у.ч.п.  

можно свести к системе меньшей размерности. Для этого нужно требовать выпол-

нения некоторых условий. Названными авторами найдены некоторые достаточные 

условия, при которых сокращается размерность системы и находятся явные пред-

ставления решений таких систем. Указан приём, позволяющий найти решения ис-

ходной системы дифференциальных уравнений гидродинамики во всем объеме при 

помощи решений редуцированного уравнения на поверхности. В качестве тестов 

этот приём применен к п.с. уравнений Эйлера, Навье – Стокса и уравнений анали-

тической механики (см. [4]).  
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1.1.3. Переопределенные системы второго порядка. В работах Л.Г. Михай-

лова, Н. Раджабова, их учеников и последователей (см., например, [40], [44], [65]) 

исследованы п.с. у.ч.п. второго порядка различного вида.  

В статьях [39], [40] рассмотрены системы вида 

 

𝐿𝑈 = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑈, 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈), (1.9) 

 

где  

 

𝐿𝑈 = (𝑈𝑥𝑥, 𝑈𝑥𝑦 , 𝑈𝑦𝑦)
𝑇,  F= (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)

𝑇 . 

 

Переходом к п.с. у.ч.п. первого порядка большей размерности, найдены у.п.р. 

и установлены теоремы об однозначной разрешимости начальной задачи. Рассмот-

рены также ситуации двух уравнений, а именно когда в (1.9) в выражение 𝐿𝑈 вхо-

дят только две какие-нибудь частные производные второго порядка, а F является 

двухмерной вектор-функцией. 

В ряде работ Н. Раджабова и его учеников (см., например, [46], [65], [105] - 

[108]) исследованы п.с. у.ч.п. второго порядка с коэффициентами, имеющие сингу-

лярности в точках, на линиях или на поверхностях. Найдены условия на порядок 

сингулярности, на коэффициенты и правые части уравнений, при выполнении ко-

торых общее решение системы пишется явно, получены асимптотика решений в 

окрестности сингулярной точки.  

Р. Пировым исследованы ряд классов п.с. у.ч.п. второго порядка с одной, 

двумя либо с тремя искомыми функциями на плоскости и в трехмерном простран-

стве (см., например, [58] - [60]) и получены следующие результаты: 

- получены у.п.р., для исследуемых систем уравнений;  

- построено общее решение конкретных задач из теории поля и механики де-

формируемого твёрдого тела. 



19 

 

Большое число исследований проведено Ф.М. Шамсудиновым (см., напри-

мер, [96] - [100]) по п.с. у.ч.п. второго порядка, коэффициенты которых имеют син-

гулярности. Исследованы п.с., состоящие из следующих комбинаций у.ч.п.:  

1) по одному гиперболическому у.ч.п. первого и второго порядка; 

2) два гиперболическое у.ч.п. первого и одно второго порядка; 

3) по одному гиперболическому и параболическому у.ч.п. второго порядка; 

4) два гиперболических у.ч.п. второго порядка; 

5) одно гиперболическое и два параболическое у.ч.п. второго порядка. 

Для перечисленных классов п.с. при соответствующих условиях на порядок 

сингулярности, на коэффициенты и правые части уравнений получены формулы 

представления решений, выявлена асимптотика решений в окрестности сингуляр-

ной точки, а также найдены решения некоторых начально-краевых задач. 
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§1.2. Переопределенные системы с комплексными переменными 

 

П.с. у.ч.п. с одной или несколькими комплексными переменными исследо-

ваны в научных трудах многих учёных. Классическими стали монографии крупных 

специалистов в области у.ч.п. Л. Хёрмандера [90], [91], Л.Г. Михайлова [44] и 

В.П. Паламодова [51], в которых изложены достижения, как своих, так и других 

авторов по п.с. у.ч.п. с комплексными переменными. 

Классической п.с. у.ч.п. с комплексными переменными являются уравнения 

Коши-Римана вида  

 

𝑤�̅�𝑗 = 0,    𝑗 = 1, 𝑛
̅̅ ̅̅ ̅, 

 

решениями которых являются аналитические функции переменной  

𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛) и только они.  

Более общей системой является так называемая обобщенная система Коши-

Римана 

 

𝑤�̅�𝑗 + 𝑎𝑗𝑤 + 𝑏𝑗�̅� = 𝑓𝑗(𝑧),    𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, (1.10) 

 

где функции 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗   и 𝑓𝑗 определены в области 𝐺 ⊂ 𝐶𝑛 или возможно во всем про-

странстве 𝐶𝑛. Случай 𝑎𝑗 = 𝑏𝑗 = 0 впервые с помощью 𝐿2-метода изучали С. Морри 

и Дж. Кон (см. монографию Л. Хёрмандера [90]). Когда 𝑏𝑗 = 0  и функции 𝑎𝑗 , 𝑓𝑗 за-

даны в поликруге система (1.10) исследована в работах Л.Г. Михайлова и других 

авторов [37], [42], [112], [114], в которых получены необходимые и достаточные 

у.п.р. в виде равенств  

 

𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧�̅�

=
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧�̅�

, 

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑧�̅�

−
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑧�̅�

+ 𝑎𝑘𝑓𝑗 − 𝑎𝑗𝑓𝑘 = 0,    𝑗 ≠ 𝑘 
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и представление общего решения через интегральные операторы Векуа и Коши.  

Д. Сафаровым исследована система (1.10) с двоякопериодическими коэффи-

циентами и получены представления решений (см. [80]).  

В работе Г.А. Магомедова и В.П. Паломодова [35], рассматривается частный 

случай системы (1.10) при 𝑏𝑗 = 0, 𝑗 = 1,… , 𝑛 и с бесконечно дифференцируемыми 

коэффициентами и как пишет Л.Г. Михайлов в своей монографии: «Теория си-

стемы трактуется как теория некоторой связности в линейных расслоениях на ри-

мановых поверхностях. Подробнейшим образом выписываются дифференциаль-

ные и интегродифференциальные условия, необходимые для совместности си-

стемы» [44], стр. 100.   

В работе [43] Л.Г. Михайлов исследовал п.с. Бельтрами  

 

𝜕𝑤

𝜕𝑧𝑘̅̅̅
− 𝑞𝑘(𝑧1, … , 𝑧𝑛)

𝜕𝑤

𝜕𝑧𝑘
= 0,   𝑘 = 1,… , 𝑛, 

 

которая после подстановки 𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘 , перегруппировки слагаемых и отделения 

вещественных и мнимых частей приводится к линейной комплексной системе с 2𝑛 

вещественными независимыми переменными. В случае бесконечно дифференци-

риуемых коэффициентов такие системы исследовались Л. Ниренбергом (см. [50]). 

В работах Р. Пирова [56] – [58] рассмотрены системы трёх комплексных 

уравнений вида 

  

𝑤1𝑧 , 𝑤1�̅�,   𝑎𝑤2𝑧 + 𝑏𝑤2�̅� = 𝑓𝑘(𝑧, 𝑤1, 𝑤2),   𝑘 = 1, 2, 3. 

 

Для таких систем найдены условия совместности и теоремы о разрешимости задачи 

Коши. Также исследованы некоторые классы п.с. четырёх у.с.п. с двумя неизвест-

ными комплексными функциями от двух независимых комплексных переменных, 

общий вид которых следующий 

 

𝐿𝑘(𝑤1, 𝑤2) = 𝑓𝑘(𝑧, 휁, 𝑤1, 𝑤2),   𝑘 = 1, 2, 3, 4. 
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где 𝐿𝑘(𝑤1, 𝑤2) − линейные дифференциальные выражения, состоящие каждое  

только от одной частной производной. Для таких систем получены теоремы об од-

нозначной разрешимости задачи Коши и установлено, что многообразия решений 

могут содержать две произвольные функции. 

В работах С. Байзаева и М.А. Рахимовой (см., например, [11], [12], [75], [77]) 

исследованы многомерные п.с. следующих видов: 

 

{
𝑤�̅� = 𝐴�̅�,

𝑤𝑧 = 𝐵�̅�,
(1.11) 

{
𝑤�̅� = 𝐴𝑤,           

𝑤𝑧 = 𝐵𝑤 + 𝐶�̅�,
(1.12) 

 

где 𝑤 ∈ 𝐶𝑛, 𝐴, 𝐵, 𝐶 − комплексные матрицы порядка 𝑛.  Для систем (1.11), (1.12) в 

терминах коэффициентов найдено критерия у.п.р. и построены многообразия ре-

шений. В работах [12], [77] этих авторов для п.с. вида  

 

{
𝑤𝑧1 = 𝐴�̅�,

𝑤𝑧2 = 𝐵�̅�,
 

 

получены следующие результаты: 

- найдены необходимые у.п.р и построены многообразия решений;  

- в терминах коэффициентов найдены условия существования ненулевых 

умеренно растущих решений; 

- указаны все случаи, когда многообразие всех умеренно растущих решений 

будет нулевым или бесконечномерным. 

Д. Сафаровым в работе [82] исследована задача о решениях, имеющих поли-

номиальный рост для одного класса п.с. эллиптического типа и получена формула 

для размерности пространства таких решений. 
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В работах М.В. Коровиной [28] – [32] исследованы задача Коши для некото-

рых классов п.с. линейных и нелинейных у.ч.п. в пространстве голоморфных функ-

ций. Доказаны соответствующие теоремы формальной и реальной разрешимости, 

установлена конечность числа условий согласования задачи Коши для нелинейных 

п.с. у.ч.п.  

Н.Б. Плещинским [61], [62] изучены переопределенные граничные задачи 

для эллиптических у.ч.п.  и систем уравнений Максвелла в полубесконечной ци-

линдрической области. Даны применения полученных результатов в теории ди-

фракции волн.  

В работе Г.А. Рудых и Э.И. Семенова [78] исследовано многомерное уравне-

ние нелинейной теплопроводности, путем представления этого уравнения в виде 

п.с. у.ч.п. и в ряде случаев построены точные неотрицательные решения исходного 

уравнения с конечной скоростью распространения возмущений. 

В настоящей диссертации рассматривается случай, когда у.п.р. для системы 

вида (1.11) не выполнено, т.е. 𝐴�̅� ≠ 𝐵�̅�. Для этого случая разработан приём, позво-

ляющий привести нахождение общего решения этой п.с. к решению такого же вида 

системы, но меньшего размера. 

Из проведенного анализа литературных источников видно, что научных ра-

бот по п.с. у.ч.п. во всей плоскости или во всем пространстве сравнительно мало. 

Исследование вопросов разрешимости п.с. линейных у.ч.п. в пространствах 

функций, ограниченных во всём трёхмерном пространстве 𝑅3 и цилиндрических 

областях, а также вопросов разрешимости п.с. линейных у.ч.п. с комплексными пе-

ременными во всей комплексной плоскости или комплексного пространства явля-

ются важными и актуальными. 

В настоящей диссертации указанные вопросы исследуются для большого 

класса п.с. линейных у.ч.п. первого и второго порядков с вещественными и ком-

плексными независимыми переменными. 
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ГЛАВА 2. ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ                                            

С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 

 

В этой главе рассматриваются п.с. линейных у.ч.п.  с двумя и тремя независи-

мыми вещественными переменными в неограниченных плоских и пространствен-

ных областях. Исследованы вопросы существования решений, рассматриваемых 

п.с. у.ч.п. в пространствах ограниченных, периодических или степенного роста 

функций. 

 

§2.1. Система трёх уравнений с одной искомой                                                

функцией трёх переменных 

 

2.1.1. Общее решение системы. Рассмотрим п.с. трёх линейных у.ч.п.  вида 

 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 + 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑈 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (2.1) 

 

здесь 𝑈 = 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − искомая функция, 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = (𝑈𝑥1 , 𝑈𝑥2 , 𝑈𝑥3),  

𝐴 = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) – вектор коэффициентов, 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) − вектор правых частей, 

которые заданы в области Ω = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑢): (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐺, 𝑢 ∈ 𝑅}, 𝐺 − область в 

трёхмерном пространстве 𝑅3, 𝑅 − числовая прямая.   

 Системы вида (2.1) и их аналоги встречаются в задачах дифференциальной 

геометрии, теории упругости, магнитогидродинамики и др. (см., например, [19]). В 

работах [66], [67] изучены двумерные аналоги системы (2.1) в пространстве 𝐶(𝑅2); 

для них получены необходимые и достаточные условия однозначной разрешимо-

сти в пространстве 𝐶(𝑅2) и формулы для решений. 

 В этом параграфе для системы (2.1) будем изучать вопросы полной интегри-

руемости и существования решений, определённых во всем пространстве 𝑅3, а 

также, в случае постоянных коэффициентов, решений имеющих рост не быстрее 

полинома. 
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 Говорят, что система (2.1) вполне интегрируемая, (см., например [44]), если 

для всех (𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝑥3
o, 𝑢o) ∈ Ω задача Коши 𝑈(𝑥1

o, 𝑥2
o, 𝑥3

o) = 𝑢o разрешима. 

 Всюду далее будем считать, что коэффициенты и правые части системы (2.1) 

принадлежат 𝐶1(𝐺) − классу непрерывно дифференцируемых в области 𝐺 функ-

ций. При таких предположениях решение системы (2.1) (если оно существует) бу-

дет принадлежать классу 𝐶2(𝐺) − дважды непрерывно дифференцируемых в 𝐺 

функций. 

 Проводя перекрестное дифференцирование уравнений системы (2.1) можно 

получить необходимые у.п.р, которые имеют вид: 

 

{
  
 

  
 
𝜕𝐴1
𝜕𝑥2

−
𝜕𝐴2
𝜕𝑥1

= 0,    

𝜕𝐴1
𝜕𝑥3

−
𝜕𝐴3
𝜕𝑥1

= 0,   

𝜕𝐴2
𝜕𝑥3

−
𝜕𝐴3
𝜕𝑥2

= 0,   

   (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐺, (2.2) 

{
  
 

  
 
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

−
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

+ 𝐴1𝑓2 − 𝐴2𝑓1 = 0,   

𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

−
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

+ 𝐴1𝑓3 − 𝐴3𝑓1 = 0,   

𝜕𝑓2
𝜕𝑥3

−
𝜕𝑓3
𝜕𝑥2

+ 𝐴2𝑓3 − 𝐴3𝑓2 = 0.   

   (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐺, (2.3) 

 

Можно доказать, что условия (2.2) - (2.3) будут также достаточными для у.п.р. 

системы (2.1), причем общее решение этой системы определяется формулой  

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑒
𝑎(𝑥1,𝑥2,𝑥3) [𝐶 + ∫ 𝑓3(𝑥1

o, 𝑥2
o, 𝜉3)𝑒

−∫ 𝐴3(𝑥1
o,𝑥2

o,𝜂3)𝑑𝜂3
𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3 +

𝑥3

𝑥3
o

 

+ ∫ 𝑓2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3)𝑒

−∫ 𝐴2(𝑥1
o,𝜂2,𝑥3)𝑑𝜂2

𝜉2
𝑥2
o −∫ 𝐴3(𝑥1

o,𝑥2
o,𝜂3)𝑑𝜂3

𝑥3
𝑥3
o

𝑥2

𝑥2
0

𝑑𝜉2] + 
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+ ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−∫ 𝐴1(𝜂1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝜂1

𝜉1
𝑥1 𝑑𝜉1,

𝑥1

𝑥1
o

(2.4) 

 

где 

𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉1

𝑥1

𝑥1
o

+ ∫ 𝐴2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

+ 

+ ∫ 𝐴3(𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝜉3)𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

,    

 

𝐶 − произвольная постоянная, (𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝑥3
o ) − произвольная точка области Ω. 

 Рассмотрим условия (1.2), которых можно анализировать как систему трёх 

у.ч.п.  с тремя неизвестными 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3.  

 Имеет место утверждение (см. [6-А]). 

 Теорема 2.1. Общее решение системы (2.2) имеет вид  

 

𝐴1 = 𝜑1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝐴2 = 𝜑2(𝑥2, 𝑥3) + ∫
𝜕

𝜕𝑥2
𝜑1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉1

𝑥1

𝑥1
o

, (2.5) 

𝐴3 = 𝜑3(𝑥3) + ∫
𝜕

𝜕𝑥3
𝜑2(𝜉2, 𝑥3)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

+ ∫
𝜕

𝜕𝑥3
𝜑1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉1

𝑥1

𝑥1
o

, (2.6) 

 

где 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3 – произвольные непрерывно дифференцируемые функции. 

Доказательство. Пусть 

  

𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝜑1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (2.7) 

𝐴2(𝑥1
o, 𝑥2, 𝑥3) = 𝜑2(𝑥2, 𝑥3), (2.8) 

𝐴3(𝑥1
o, 𝑥2, 𝑥3) = 𝜔3(𝑥2, 𝑥3). (2.9) 
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Интегрируя первое уравнение системы (2.2) относительно 𝑥1,  получим  

 

∫
𝜕

𝜕𝜉
𝐴2(𝜉, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉

𝑥1

𝑥1
o

= ∫
𝜕

𝜕𝑥2
𝐴1(𝜉, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉

𝑥1

𝑥1
o

, 

 

или с учётом равенства (2.8) получаем  

 

𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝜑2(𝑥2, 𝑥3) + ∫
𝜕

𝜕𝑥2
𝐴1(𝜉, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉

𝑥1

𝑥1
o

. (2.10) 

 

Аналогично из второго уравнения системы (2.2) и равенства (2.9) получим: 

 

𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝜔3(𝑥2, 𝑥3) + ∫
𝜕

𝜕𝑥3
𝐴1(𝜉, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉

𝑥1

𝑥1
o

. (2.11) 

 

Из равенств (2.10), (2.11) следует, что  

 

𝜕𝐴2
𝜕𝑥3

=
𝜕𝜑2
𝜕𝑥3

+ ∫
𝜕2

𝜕𝑥2𝜕𝑥3
𝐴1(𝜉, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉

𝑥1

𝑥1
o

,   

𝜕𝐴3
𝜕𝑥2

=
𝜕𝜔3
𝜕𝑥2

+ ∫
𝜕2

𝜕𝑥3𝜕𝑥2
𝐴1(𝜉, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝜉

𝑥1

𝑥1
o

. 

Так как  

 

𝜕𝐴1
𝜕𝑥2𝜕𝑥3

=
𝜕𝐴1

𝜕𝑥3𝜕𝑥2
, 
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то вычитая последние два равенства, с учетом третьего уравнения системы (2.2), 

получим 

 

𝜕𝜑2
𝜕𝑥3

=
𝜕𝜔3
𝜕𝑥2

.   

 

Отсюда имеем 

 

𝜔3(𝑥2, 𝑥3) = ∫
𝜕

𝜕𝑥3
𝜑2(𝜉, 𝑥3)𝑑𝜉

𝑥2

𝑥2
o

+ 𝜑3(𝑥3), (2.12) 

 

где 𝜑3(𝑥3) − произвольная дифференцируемая функция. 

Итак, считая функции 𝜑1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝜑2(𝑥2, 𝑥3) и 𝜑3(𝑥3) из класса 𝐶1, по фор-

мулам (2.10) и (2.11) можно найти функции 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)  и 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). Далее 

используя соотношение (2.12) получим справедливость теоремы 2.1.  

2.1.2. Система с постоянными коэффициентами. Пусть коэффициенты си-

стемы (2.1) являются постоянными. В этом случае условия (2.2) выполняются ав-

томатически и формула общего решения системы (2.1) при выполнении условий 

(2.3) примет вид  

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑒𝑎 [𝐶 + ∫ 𝑓3(𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝜉3)

𝑥3

𝑥3
o
 

𝑒−𝐴3(𝜉3−𝑥3
o)𝑑𝜉3 + 

+ ∫ 𝑓2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3)𝑒

−𝐴2(𝜉2−𝑥2
o)−𝑎3(𝑥3−𝑥3

o)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

] +  ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−𝐴1(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1,

𝑥1

𝑥1
o

(2.13) 

 

где 

  

𝑎 = 𝐴1(𝑥1 − 𝑥1
o) + 𝐴2(𝑥2 − 𝑥2

o) + 𝐴3(𝑥3 − 𝑥3
o). 
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Для задачи о решениях системы (2.1) из пространства 𝑃𝑁 имеет место 

Теорема 2.2. Пусть |𝐴1| + |𝐴2| + |𝐴3| > 0 и выполнены условия (2.3). Пусть 

функции 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 и их частные производные первого порядка принадлежат про-

странству 𝑃𝑁. Тогда система (2.1) в пространстве 𝑃𝑁 имеет единственное реше-

ние.  

Доказательство. Рассмотрим случай 𝐴3 > 0. Тогда из (2.13) следует 

 

𝑢(𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝑥3) = 𝑒
𝐴3(𝑥3−𝑥3

o) [𝐶 + ∫ 𝑓3(𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝜉3)𝑒
−𝐴3(𝜉3−𝑥3

o)𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

]. 

 

Для того чтобы функция  𝑢(𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝑥3) имела рост не более чем степенная, 

необходимо чтобы 

  

𝐶 = − ∫ 𝑓3(𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝜉3)𝑒
−𝐴3(𝜉3−𝑥3

o)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3
o

.    

 

Отметим, что для 𝑓 ∈ 𝑃𝑁 и 𝛼 > 0 несобственные интегралы вида  

 

∫ 𝑓(𝑥1
o, 𝑥2

o, 𝜉3)𝑒
−𝛼𝜉3𝑑𝜉3

+∞

𝑥3
o

 

 

существуют. 

Подставим значение 𝐶 в (2.13)  

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑒
𝑎 [− ∫ 𝑓3(𝑥1

o, 𝑥2
o, 𝜉3)𝑒

−𝐴3(𝜉3−𝑥3
o)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

+   
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+ ∫ 𝑓2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3)𝑒

−𝐴2(𝜉2−𝑥2
o)−𝐴3(𝑥3−𝑥3

o)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

] + 

+ ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−𝐴1(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1.

𝑥1

𝑥1
o

(2.14) 

 

Найдём связь интегралов  

  

𝐼1 = ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−𝐴1(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1,

𝑥1

𝑥1
o

   

𝐼2 = ∫ 𝑓2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3)𝑒

−𝐴2(𝜉2−𝑥2
o)−𝐴3(𝑥3−𝑥3

o)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

  

 

с интегралом от функции 𝑓3. Из условия (2.3) получим 

 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

− 𝐴3𝑓1 =
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1𝑓3. 

 

Это равенство будем считать как обыкновенное дифференциальное уравне-

ние относительно 𝑓1. Тогда 

 

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 

= 𝑒𝐴3(𝑥3−𝑥3
o) [𝐶1(𝑥1, 𝑥2) + ∫ (

𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1𝑓3) 𝑒
−𝐴3(𝜉3−𝑥3

o)𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

] . (2.15) 

 

Чтобы функция 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) принадлежала классу 𝑃𝑁 , необходимо выполне-

ние равенства  
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𝐶1(𝑥1, 𝑥2) = − ∫ (
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝑎1𝑓3) 𝑒
−𝐴3(𝜉3−𝑥3

o)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3
o

. 

 

Отсюда и из (2.15), получим 

 

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = − ∫ (
𝜕

𝜕𝑥1
𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝜉3) − 𝐴1𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝜉3)) 𝑒

𝐴3(𝑥3−𝜉3)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

. 

 

Поэтому 

  

𝐼1 = ∫ 𝑓(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−𝐴1(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1 =

𝑥1

𝑥1
o

 

= − ∫ ∫ [
𝜕

𝜕𝑥1
𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝜉3) − 𝐴1𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝜉3)] 𝑒

−𝐴1(𝜉1−𝑥1)

𝑥1

𝑥1
o

+∞

𝑥3

𝑒𝐴3(𝑥3−𝜉3)𝑑𝜉1𝑑𝜉3 = 

= − ∫ [𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3) − 𝑒
𝐴1𝑥1𝑓3(𝑥1

o, 𝑥2, 𝜉3)]𝑒
𝐴3(𝑥3−𝜉3)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

. 

 

Теперь используя включения 𝑓1 ∈ 𝑃𝑁 , 𝑓2 ∈ 𝑃𝑁 , установим связь интеграла 𝐼2 

с интегралом от функции 𝑓3. Из условия (2.3) получим 

 

𝜕𝑓2
𝜕𝑥3

− 𝐴3𝑓2 =
𝜕𝑓3
𝜕𝑥2

− 𝐴2𝑓3. 

 

Отсюда подобно тому, как была найдена функция 𝑓1, находим 

 

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = − ∫ (
𝜕𝑓3
𝜕𝑥2

− 𝐴2𝑓3) 𝑒
𝐴3(𝑥3−𝜉3)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

. 
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Поэтому  

  

𝐼2 = ∫ 𝑓2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3)𝑒

−𝐴2(𝜉2−𝑥2
o)−𝐴3(𝑥3−𝑥3

o)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

= 

= − ∫ ∫ [
𝜕

𝜕𝑥2
𝑓3(𝑥1

o, 𝜉2, 𝜉3) − 𝑎2𝑓3(𝑥1
o, 𝜉2, 𝜉3)] 𝑒

−𝐴2(𝜉2−𝑥2
o)−𝐴3(𝜉3−𝑥3

o)𝑑𝜉2𝑑𝜉3 =

𝑥2

𝑥2
o

+∞

𝑥3

 

= − ∫ 𝑓3(𝑥1
o, 𝜉2, 𝜉3)𝑒

−𝐴2(𝜉2−𝑥2
o) |
𝑥2
𝑥2
o𝑒−𝐴3(𝜉3−𝑥3

o)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

= 

= − ∫ [𝑓3(𝑥1
o, 𝑥2, 𝜉3)𝑒

−𝐴2(𝑥2−𝑥2
o) − 𝑓3(𝑥1

o, 𝑥2
o, 𝜉3)]𝑒

−𝐴3(𝜉3−𝑥3
o)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

. 

 

Подставляя выражения для интегралов 𝐼1 и 𝐼2 в (2.14), имеем  

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑒
𝑎 {− ∫ 𝑓3(𝑥1

o, 𝑥2
o, 𝜉3)𝑒

−𝐴3(𝜉3−𝑥3
o)𝑑𝜉3 −

+∞

𝑥3

 

− ∫ [𝑓3(𝑥1
o, 𝑥2, 𝜉3)𝑒

−𝐴2(𝑥2−𝑥2
o) − 𝑓3(𝑥1

o, 𝑥2
o, 𝜉3)]𝑒

−𝐴3(𝜉3−𝑥3
o)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

} − 

− ∫ [𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3) − 𝑒
𝐴1𝑥1𝑓3(𝑥1

o, 𝑥2, 𝜉3)]𝑒
𝐴3(𝑥3−𝜉3)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

= 

= − ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
𝐴3(𝑥3−𝜉3)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

. 

 

Итак, при 𝐴3 > 0 система (2.1) в пространстве 𝑃𝑁 имеет единственное реше-

ние 
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𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = − ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
𝑎3(𝑥3−𝜉3)𝑑𝜉3

+∞

𝑥3

. 

  

Аналогично рассматриваются остальные случаи.  

Таким образом, приходим к формуле 

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =

{
  
 

  
 
− ∫ 𝑓𝑘𝑒

𝑎𝑘(𝑥𝑘−𝜉𝑘)𝑑𝜉𝑘

+∞

𝑥𝑘

      при  𝑎𝑘 > 0,

∫ 𝑓𝑘𝑒
𝑎𝑘(𝑥𝑘−𝜉𝑘)𝑑𝜉𝑘

𝑥𝑘

−∞

          при  𝑎𝑘 < 0,

 

 

здесь в аргументе функции 𝑓𝑘 вместе переменной 𝑥𝑘 пишется переменная 𝜉𝑘 .  

Теорема 2.2 доказана.   
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§2.2. Решения, растущие не быстрее степенной функции 

 

В настоящем параграфе для системы (2.1) будем изучать вопрос существова-

ния решений, определённых во всем пространстве 𝑅3 и принадлежащих классу 𝑃𝑁 .  

Предположим, что функции 𝐴𝑖 и 𝑓𝑖 определены во всем пространстве 𝑅3, при-

чем 𝐴𝑖 ограниченны в 𝑅3 и удовлетворяют условиям (2.2) и (2.3) §2.1. 

Пусть 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − точка из 𝑅3. Через 𝑦𝑖  обозначим точку из 𝑅2 с коор-

динатами 𝑥𝑘 , 𝑘 ≠ 𝑖. В функции 𝐴𝑖 заменим переменную 𝑥𝑖 на 𝑡𝑖 и полученную 

функцию обозначим через  𝐵𝑖(𝑦𝑖 , 𝑡𝑖). 

Введем следующие функции   

 

𝑎𝑖(𝑦𝑖 , 𝜉, 휂) =
1

𝜉 − 휂
∫𝐵𝑖(𝑦𝑖 , 𝑡𝑖)𝑑𝑡𝑖

𝜉

𝜂

,   𝜉 ≠ 휂,   𝑖 = 1,2,3. (2.16) 

 

Функции (2.16) являются ограниченными при 𝜉 ≠ 휂. Следовательно, для каж-

дой точки 𝑦𝑖 ∈ 𝑅
2 существуют нижние и верхние пределы: 

 

𝛼+
𝑖 = lim

𝜉−𝜂→∞

𝜉>𝜂≥0

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝑎𝑖(𝑦𝑖 , 𝜉, 휂),                      𝛼𝑖

+ = lim̅̅ ̅̅
𝜉−𝜂→∞

𝜉>𝜂≥0

𝑎𝑖(𝑦𝑖 , 𝜉, 휂), 

𝛼−
𝑖 = lim

𝜉−𝜂→∞

𝜂<𝜉≤0

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
𝑎𝑖(𝑦𝑖 , 𝜉, 휂),                      𝛼𝑖

− = lim̅̅ ̅̅
𝜉−𝜂→∞

𝜂<𝜉≤0

𝑎𝑖(𝑦𝑖 , 𝜉, 휂). 

 

Учитывая условие (2.2) нетрудно установить, что эти пределы не зависят от 

𝑦𝑖 . 

Пусть  

 

𝛽𝑖
∗ = max{𝛼𝑖

+, 𝛼𝑖
−},          𝛽∗

𝑖 = min{𝛼+
𝑖 , 𝛼−

𝑖 } , 𝑖 = 1,2,3.  
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Теорема 2.3. Пусть выполнены условия (2.2), (2.3) и функции 𝑓𝑖 принадлежат 

классу 𝑃𝑁 . Пусть для какого-нибудь значения 𝑖 = 1, 2, 3 выполняется одно из следу-

ющих неравенств: 

 

1) 𝛽∗
𝑖 > 0;    2) 𝛽𝑖

∗ < 0. 

 

Тогда система (2.1) в пространстве 𝑃𝑁 имеет единственное решение. 

Доказательство. Случай 1. Пусть для определенности 𝛽∗
1 > 0. Покажем, что 

в этом случае функция 

  

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = − ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1

+∞

𝑥1

(2.17) 

 

принадлежит классу 𝑃𝑁 и удовлетворяет системе (2.1). Вначале установим включе-

ние 𝑢 ∈ 𝑃𝑁. Так как 𝛼+
1 > 0, 𝛼−

1 > 0, то в силу определения 𝛼+
1  существует число 

𝑇 > 0, что при 𝜉 − 휂 > 𝑇, 휂 ≥ 0 и всех точек (𝑥2, 𝑥3) плоскости верно неравенство 

 

1

𝜉 − 휂
∫𝐴1(𝑡1, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝑡1

𝜉

𝜂

≥
𝛼+
1

2
. 

 

Считая 𝜉1 − 𝑥1 > 𝑇, 𝑥1 ≥ 0 получим 

 

∫ 𝐴1(𝑡1, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝑡1

𝜉1

𝑥1

≥
𝛼+
1

2
(𝜉1 − 𝑥1)      ∀(𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑅

2.             (2.18) 

 

В силу положительности 𝛼+
1  из неравенства (2.18) получим    
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∫ 𝐴1(𝑡1, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝑡1

𝜉1

𝑥1

→ +∞  при  𝑥1 → +∞,   ∀ (𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑅
2. 

 

Поэтому в силу включения 𝑓1 ∈ 𝑃𝑁 несобственный интеграл (2.17) равно-

мерно сходится. 

Далее при 𝑥1 ≥ 0 имеем 

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝑀 [ ∫ (1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁𝑒

−∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝜉1
𝑥1 𝑑𝜉1 +

𝑥1+𝑇

𝑥1

 

+ ∫ (1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁𝑒

−∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝜉1
𝑥1 𝑑𝜉1

+∞

𝑥1+𝑇

] . (2.19) 

 

Теперь произведем оценку интегралов 𝐽1 и 𝐽2, находящихся в квадратных 

скобках.  

Пусть 𝑎1
o = inf 𝐴1. Если 𝑎1

o ≠ 0, то имеем оценку  

 

𝐽1 ≤ ∫ (1 + 𝑥1 + 𝑇 + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁𝑒−𝑎1

o(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1

𝑥1+𝑇

𝑥1

= 

=
1

𝑎1
o (1 + 𝑥1 + 𝑇 + |𝑥2| + |𝑥3|)

𝑁(1 − 𝑒−𝑎1
o𝑇), 

 

из которой следует включение 𝐽1 ∈ 𝑃𝑁 . Если же 𝑎1
o = 0, то включение 𝐽1 ∈ 𝑃𝑁 оче-

видно. 

Для интеграла 𝐽2 будем использовать неравенство (2.18):      

 

𝐽2 ≤ ∫ (1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁𝑒−𝛼(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1

+∞

𝑥1+𝑇

, 
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здесь 𝛼 =
𝛼+
1

2
. Обозначая интеграл в правой части последнего неравенства через 𝐼𝑁 , 

с помощью интегрирования по частям, имеем:      

 

𝐼𝑁 = ∫ (1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁𝑒−𝛼(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1

+∞

𝑥1+𝑇

= 

= |
𝑢 = (1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)

𝑁                    𝑑𝑣 = 𝑒−𝛼(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1     

𝑑𝜉1𝑢 = 𝑁(1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁−1𝑑𝜉1 𝑣 = −

1

𝛼
𝑒−𝛼(𝜉1−𝑥1)      

| = 

= −
1

𝛼
(1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)

𝑁𝑒−𝛼(𝜉1−𝑥1)|𝜉1=𝑥1+𝑇
+∞ + 

+
𝑁

𝛼
∫ (1 + 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)

𝑁−1𝑒−𝛼(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1

+∞

𝑥1+𝑇

, 

 

то есть 

   

𝐼𝑁 =
1

𝛼
(1 + 𝑥1 + 𝑇 + |𝑥2| + |𝑥3|)

𝑁𝑒−𝛼𝑇 +
𝑁

𝛼
𝐼𝑁−1. (2.20) 

 

Так как 

  

𝐼o = ∫ 𝑒−𝛼(𝜉1−𝑥1)𝑑𝜉1

+∞

𝑥1+𝑇

=
1

𝛼
𝑒−𝛼𝑇 , 

 

то из соотношения (2.20) следует, что 𝐼1 ∈ 𝑃1 и далее 𝐼2 ∈ 𝑃2, … , 𝐼𝑁 ∈ 𝑃𝑁 .  

Итак, мы показали, что 𝐽1, 𝐽2 ∈ 𝑃𝑁 при 𝑥1 ≥ 0. Тогда из неравенства (2.19) при 

𝑥1 ≥ 0 вытекает включение 𝑢 ∈ 𝑃𝑁 .    

Пусть теперь 𝑥1 < 0. Выберем число 𝑇 > 0 так, чтобы при  

𝜉1 − 𝑥1 > 𝑇, 𝑥1 < 𝜉1 < 0 выполнялось неравенство 
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∫𝐴1(𝑡1, 𝑥2, 𝑥3)𝑑𝑡1

𝜉

𝜂

≥
𝛼−
1

2
(𝜉1 − 𝑥1), (2.21) 

 

это возможно согласно определению числа 𝛼−
1 . Так как нас интересует поведение 

функции 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) при достаточного больших значениях |𝑥1|, то будем считать, 

что 𝑥1 + 𝑇 < 0.  

Интеграл (2.17) разобьем на три интеграла 𝑆1, 𝑆2 и 𝑆3 по промежуткам 

[𝑥1, 𝑥1 + 𝑇], [𝑥1 + 𝑇, 0] и [0, +∞] соответственно. С учетом включения 𝑓1 ∈ 𝑃𝑁 для 

интеграла 𝑆1 имеем:  

 

|𝑆1| ≤ 𝑀 ∫ (1 − 𝜉1 + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁𝑒𝑎1

o
𝑑𝜉1

𝑥1+𝑇

𝑥1

≤ 

≤
1

𝑎1
o (1 − 𝑥1 + |𝑥2| + |𝑥3|)

𝑁(1 − 𝑒−𝑎1
o𝑇). 

 

Далее аналогично, тому как производилась оценка интеграла 𝐽2, можно пока-

зать, что 𝑆2 ∈ 𝑃𝑁 (здесь используется неравенство (2.21)), а также  

𝑆3 ∈ 𝑃𝑁 .      

Таким образом, мы установили, что функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), определенная фор-

мулой (2.17) принадлежит классу 𝑃𝑁 .     

Теперь докажем, что эта функция удовлетворяет всем уравнениям системы 

(2.1). 

Найдем 𝑢𝑥1: 

 

𝑢𝑥1 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − ∫ 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1

+∞

𝑥1

. 

 

Отсюда с учетом формулы (2.17), получаем 



39 

 

𝑢𝑥1 = 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑢 + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 

 

то есть функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) удовлетворяет первому уравнению системы (2.1).  

Найдем 𝑢𝑥2: 

 

𝑢𝑥2 = − ∫ [
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

+ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3) ∫
𝜕𝐴1
𝜕𝑥2

𝑑𝑡1

𝑥1

𝜉1

] 𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1.

+∞

𝑥1

(2.22) 

 

В силу условий (2.2) при 𝑖 = 1, 𝑗 = 2, имеем 

 

𝜕𝐴1
𝜕𝑥2

=
𝜕𝐴2
𝜕𝑥1

. 

 

Интегрируем это равенство: 

 

∫
𝜕𝐴1
𝜕𝑥2

𝑑𝑡1

𝑥1

𝜉1

= ∫
𝜕𝐴2
𝜕𝑥1

𝑑𝑡1

𝑥1

𝜉1

= 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3). (2.23) 

 

Из условий (2.3) при 𝑖 = 1, 𝑗 = 2, получим 

 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

=
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 

 

Отсюда имеем 

 

∫
𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

+∞

𝑥1

𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1 = ∫ [

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3) +

+∞

𝑥1

 

+𝐴2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)]𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1. (2.24) 
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Подставляя выражения для интегралов из (2.23) и (2.24) в (2.22), получим 

 

𝑢𝑥2 = − ∫ [
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)

+∞

𝑥1

+ 

+𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)]𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1. (2.25) 

 

Далее интегрируем по частям: 

 

∫
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

+∞

𝑥1

𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1 = 

= |
𝑢 = 𝑒

∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1                                              

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

𝑑𝜉1 = 𝑑𝑣      

𝑑𝜉1𝑢 = 𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 (−𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3))𝑑𝜉1 𝑣 = 𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)

| = 

= 𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 |𝜉1=𝑥1+𝑇

+∞ + 

+ ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 = 

= −𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1. 

 

Мы здесь учли, что 𝑓2 ∈ 𝑃𝑁. Отсюда и из формулы (2.25) имеем 

 

𝑢𝑥2 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 + 

+ ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓2(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 − 
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− ∫ 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 = 

= 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − ∫ 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1. 

 

Окончательно получим 

 

𝑢𝑥2 = 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑢 + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 

 

Теперь докажем что функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) удовлетворяет третьему уравне-

нию системы (2.1). Найдём 𝑢𝑥3: 

 

𝑢𝑥3 = − ∫ [
𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

+ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3) ∫
𝜕𝐴1
𝜕𝑥3

𝑑𝑡1

𝑥1

𝜉1

] 𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1.

+∞

𝑥1

(2.26) 

 

Из формулы (2.2) при 𝑖 = 1, 𝑗 = 3, имеем 

 

𝜕𝐴1
𝜕𝑥3

=
𝜕𝐴3
𝜕𝑥1

, 

∫
𝜕𝐴1
𝜕𝑥3

𝑑𝑡1

𝑥1

𝜉1

= ∫
𝜕𝐴3
𝜕𝑥1

𝑑𝑡1

𝑥1

𝜉1

= 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3). (2.27) 

 

Из формулы (2.3) при 𝑖 = 1, 𝑗 = 3, получим 

 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

−
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

+ 𝐴1𝑓3 − 𝐴3𝑓1 = 0, 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

=
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 
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Отсюда 

  

∫
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

+∞

𝑥1

𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1 = ∫ [

𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3) +

+∞

𝑥1

 

+𝐴3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)]𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1. (2.28) 

 

Подставляя выражения для интегралов из (2.27) и (2.28) в (2.26) получим 

 

𝑢𝑥3 = − ∫ [
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)

+∞

𝑥1

 

+𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)]𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1. (2.29) 

 

Далее интегрируем по частям: 

 

∫
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

+∞

𝑥1

𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1 = 

= |
𝑢 = 𝑒

∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

𝑑𝜉1 = 𝑑𝑣

𝑑𝜉1𝑢 = 𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 (−𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3))𝑑𝜉1 𝑣 = 𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)

| = 

= 𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1 |𝑥1

+∞ + 

+ ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 = 

= −𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) + ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1. 

 

Мы здесь учли, что 𝑓3 ∈ 𝑃𝑁 и выполнено неравенство (2.21). Подставляя в формулу 

(2.26), получим 
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𝑢𝑥3 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 + 

+ ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓3(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 = 

− ∫ 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1 = 

= 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3)𝑑𝑡1
𝑥1
𝜉1

+∞

𝑥1

𝑑𝜉1. 

 

Следовательно 

 

𝑢𝑥3 = 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑢 + 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 

 

Итак, мы установили, что функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), определенная формулой 

(2.17) принадлежит классу 𝑃𝑁 и является решением системы (2.1).  

Однородная система, соответствующая (2.1) в силу условий 𝛼+
1 > 0 и 𝛼−

1 > 0 

в классе 𝑃𝑁 имеет только нулевое решение. Поэтому решение неоднородной си-

стемы (2.1) в классе 𝑃𝑁 единственное. Утверждение теоремы для случая 𝛽∗
1 > 0 до-

казано. Если 𝛽∗
2 > 0 (или 𝛽∗

3 > 0), то в формуле (2.17) нужно 𝑥1 и 𝑓1 заменит на 𝑥2 

и 𝑓2 (𝑥3 и 𝑓3) соответственно. 

Случай 2. Пусть для какого-нибудь значения 𝑖 = 1, 2, 3 выполнено неравен-

ство 𝛽𝑖
∗ < 0. Аналогично случаю 1 можно доказать, что функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), опре-

деленная формулой  

  

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = − ∫ 𝑓𝑖(𝑦𝑖 , 𝑡𝑖)𝑒
∫ 𝐵𝑖(𝑦𝑖,𝜏𝑖)𝑑𝜏𝑖
𝑥𝑖
𝑡𝑖 𝑑𝑡𝑖

𝑥𝑖

−∞

, 

 

является единственным решением системы (2.1) в классе 𝑃𝑁.  

Теорема 2.3 доказана.   
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§2.3. Решения степенного роста в неограниченной                                                     

цилиндрической области  

 

Рассмотрим систему (2.1) в цилиндре Ω = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3); (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺,   𝑥3 >

0}, 𝐺 − ограниченная  область в 𝑅2. В этом случае будем исследовать задачу о ре-

шениях системы (2.1), принадлежащих классу 𝑃𝑁(Ω), состоящих из функций 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐶(Ω), удовлетворяющих условию роста: 

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝑀(1 + 𝑥3)
𝑁 . 

 

По коэффициенту 𝐴3 определим числа 𝛼+
3  и 𝛼3

+ (см. §2.2).  

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия (2.2), (2.3) и функции 𝑓𝑖 принадлежат 

классу 𝑃𝑁(𝛺). Тогда справедливы утверждения: 

а) если 𝛼+
3 > 0, то система (2.1) в пространстве 𝑃𝑁(𝛺) однозначно разре-

шимо и решение даётся формулой 

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = − ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3
𝑥3
𝜉3 𝑑𝜉3;

+∞

𝑥3

(2.30) 

 

б) если 𝛼3
+ < 0, то все решения из класса 𝑃𝑁(𝛺) системы (2.1) определяются 

формулой 

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑒
𝑎(𝑥1,𝑥2,𝑥3) [𝐶 + ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3

𝑜)𝑒−𝐴(𝜉1,𝑥2
𝑜,𝑥3

𝑜)−𝐴(𝑥1
𝑜,𝑥2,𝑥3

𝑜) 

𝑥1

𝑥1
𝑜

𝑑𝜉1 + 

+ ∫ 𝑓1(𝑥1
𝑜, 𝜉2, 𝑥3

𝑜)𝑒−𝐴(𝑥1
𝑜,𝜉2,𝑥3

𝑜) 

𝑥2

𝑥2
𝑜

𝑑𝜉2 + ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−𝐴(𝑥1,𝑥2,𝜉3) 

𝑥3

𝑥3
𝑜

𝑑𝜉3] , (2.31) 

 

где 
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𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3
𝑜)𝑑𝜉1

𝑥1

𝑥1
𝑜

+ ∫ 𝐴2(𝑥1
𝑜, 𝜉2, 𝑥3

𝑜)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
𝑜

+ 

+ ∫ 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑑𝜉3,

𝑥3

𝑥3
𝑜

  

 

𝐶 −  произвольная постоянная. 

Доказательство. а) Третье уравнение системы (2.1) рассмотрим при 

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺, 𝑥3 > 0. Интегрируя это уравнение имеем 

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 

= 𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

[𝐶(𝑥1, 𝑥2) + ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

],  

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺, 𝑥3
o > 0, (2.32) 

 

где 𝐶(𝑥1, 𝑥2) − произвольная дифференцируемая функция.  

Так как 𝛼+
3 > 0, то исходя из неравенства вида (2.18) для коэффициента 𝐴3 

получим предельное соотношение 

   

∫ 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

→ +∞  при  𝑥3 → +∞,   ∀ (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺. 

 

Поэтому для того чтобы функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), определенная формулой (2.32) при-

надлежала классу 𝑃𝑁(Ω), необходимо выполнение равенства 

 

𝐶(𝑥1, 𝑥2) + ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

+∞

𝑥3
o

= 0. (2.33) 
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Заметим, что в силу условия 𝛼+
3 > 0 несобственный интеграл в (2.33) равномерно 

сходится. 

С учетом (2.33) формула (2.32) перепишется в виде 

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =  𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

[− ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3 +

+∞

𝑥3
o

 

+ ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

]. 

 

Отсюда, объединяя интегралы внутри квадратных скобок и занося экспо-

ненту внутрь интеграла и ещё раз объединяя интегралы в показателях, получим 

формулу (2.30). 

Аналогично как в доказательстве теоремы 2.3 (случай 1) можно показать, что 

функция 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) является единственным решением системы (2.1) из простран-

ства 𝑃𝑁(Ω). 

б) Пусть 𝛼3
+ < 0. Функцию 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), определенную формулой (2.32) под-

ставим в первое уравнение системы (2.1). 

Находим 𝑢𝑥1 : 

 

𝑢𝑥1 = 𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

{∫
𝜕𝐴3
𝜕𝑥1

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

[𝐶(𝑥1, 𝑥2)

+ ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

] +
𝜕𝐶

𝜕𝑥1
+ 

+ ∫ [
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3) ∙ ∫
𝜕𝐴3
𝜕𝑥1

𝑑𝑡3

𝜉3

𝑥3
o

] 𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

}. 
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Из (2.2) при 𝑖 = 3, 𝑗 = 1 имеем 

 

∫
𝜕𝐴3
𝜕𝑥1

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

= ∫
𝜕𝐴1
𝜕𝑥3

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

= 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o). 

 

Поэтому 

 

𝑢𝑥1 = 𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

{[𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o)] [𝐶(𝑥1, 𝑥2)

+ ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

] +
𝜕𝐶

𝜕𝑥1
+ 

+ ∫ [
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3) ∙ [𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3) − 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o)]] 𝑒

−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3
𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

} = 

= 𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

{[𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o)] ∙ 𝐶(𝑥1, 𝑥2)

+ 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

+
𝜕𝐶

𝜕𝑥1
+ 

+ ∫ [
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)] 𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

}. 

 

Из (2.3) при 𝑖 = 3, 𝑗 = 1 получим 

 

𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3) =
𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

− 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3). 

 

Тогда 
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∫ [
𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

− 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)] 𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

= 

= ∫ [
𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

− 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)] 𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

= 

= ∫
𝜕

𝜕𝑥3
[𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒

−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3
𝜉3
𝑥3
o

] 𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

= 

= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝑥3
𝑥3
o

− 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o). 

 

Следовательно, 

 

𝑢𝑥1 = 𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

{[𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o)] ∙ 𝐶(𝑥1, 𝑥2)

+ 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

+
𝜕𝐶

𝜕𝑥1
+ 

+𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝑥3
𝑥3
o

− 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o)}. 

 

Подставим 𝑢𝑥1 в первое уравнение системы (2.1): 

 

𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

{[𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o)] ∙ 𝐶(𝑥1, 𝑥2)

+ 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

+
𝜕𝐶

𝜕𝑥1
+ 

+𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝑥3
𝑥3
o

− 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o)} = 
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= 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑒
∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3
𝑥3
𝑥3
o

[𝐶(𝑥1, 𝑥2)

+ ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−∫ 𝐴3(𝑥1,𝑥2,𝑡3)𝑑𝑡3

𝜉3
𝑥3
o

𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

] + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). 

 

После преобразований получим 

 

𝜕𝐶

𝜕𝑥1
= 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

o) ∙ 𝐶(𝑥1, 𝑥2) + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o). (2.34) 

 

Аналогично находя 𝑢𝑥2 и повторяя все преобразования, проделанные выше, 

можно получить уравнение 

 

𝜕𝐶

𝜕𝑥2
= 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

o) ∙ 𝐶(𝑥1, 𝑥2) + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o). (2.35) 

 

Итак, для определения функции 𝐶(𝑥1, 𝑥2) мы получили п.с. у.ч.п. вида 

  

{
 

 
𝜕𝐶

𝜕𝑥1
= 𝐴1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

o)𝐶(𝑥1, 𝑥2) + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o),

𝜕𝐶

𝜕𝑥2
= 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3

o)𝐶(𝑥1, 𝑥2) + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3
o).

 

 

Из работы [67] следует, что 

 

𝐶(𝑥1, 𝑥2) = 𝑒
∫ 𝐴1(𝜉1,𝑥2,𝑥3

o)𝑑𝜉1
𝑥1
𝑥1
o +∫ 𝐴2(𝑥1

o,𝜉2,𝑥3
o)𝑑𝜉2

𝑥2
𝑥2
o

[𝐶 + 

+ ∫ 𝑓2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3

o)𝑒
−∫ 𝐴2(𝑥1

o,𝑡2,𝑥3
o)𝑑𝑡2

𝜉2
𝑥2
o

𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

] + 



50 

 

+ ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3
o)𝑒

∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3
o)𝑑𝑡1

𝑥1
𝜉1 𝑑𝜉1

𝑥1

𝑥1
o

, 

 

где 𝐶 − произвольная постоянная. Отсюда и из формулы (2.32) будем иметь 

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑒
𝑎(𝑥1,𝑥2,𝑥3) [𝐶 + ∫ 𝑓2(𝑥1

o, 𝜉2, 𝑥3
o)𝑒

−∫ 𝐴2(𝑥1
o,𝑡2,𝑥3

o)𝑑𝑡2
𝜉2
𝑥2
o

𝑑𝜉2 +

𝑥3

𝑥3
o

 

+ ∫ 𝑓1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3
o)𝑒

−∫ 𝐴1(𝑡1,𝑥2,𝑥3
o)𝑑𝑡1

𝜉1
𝑥1
o −∫ 𝐴2(𝑥1

o,𝑡2,𝑥3
o)𝑑𝑡2

𝑥2
𝑥2
o

𝑥2

𝑥2
0

𝑑𝜉1 + 

+ ∫ 𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑒
−𝐴(𝑥1,𝑥2,𝜉3)𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

], 

 

где 

 

𝑎(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ∫ 𝐴1(𝜉1, 𝑥2, 𝑥3
o)𝑑𝜉1

𝑥1

𝑥1
o

+ ∫ 𝐴2(𝑥1
o, 𝜉2, 𝑥3

o)𝑑𝜉2

𝑥2

𝑥2
o

+ 

+ ∫ 𝐴3(𝑥1, 𝑥2, 𝜉3)𝑑𝜉3

𝑥3

𝑥3
o

. 

  

Таким образом, в случае б) система (2.1) в классе 𝑃𝑁(𝐷) имеет бесконечное 

множество решений и все такие решения определяются формулой (2.31). 

 Теорема 2.4 доказана.  
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§2.4. Переопределенные системы двух уравнений                                                     

с двумя переменными в угле 

 

Рассмотрим п.c. у.ч.п.  вида 

  

{
𝑢𝑥1 = 𝑎1(𝑥1, 𝑥2)𝑢 + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2),

𝑢𝑥2 = 𝑎2(𝑥1, 𝑥2)𝑢 + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2),
(2.36) 

 

где коэффициенты и правые части заданы в угле 𝐷 = {(𝑥1, 𝑥2): 0 < 𝑥1 < +∞,

𝜆1𝑥1 < 𝑥2 < 𝜆2𝑥1}, 𝜆1, 𝜆2 − постоянные. 

В работах [66], [67] системы вида (2.36) исследованы во всей плоскости 𝑅2 и 

найдены критерии существования ограниченного на 𝑅2 решения. Мы будем изу-

чать более общую задачу в угле 𝐷. 

Через 𝐶(𝐷) обозначим пространство непрерывных и ограниченных в 𝐷 функ-

ций, через 𝐶1(𝐷) − пространство функций 𝑢(𝑥1, 𝑥2), имеющих в 𝐷 непрерывные 

частные производные первого порядка, а через 𝑃𝑁(𝐷) − пространство непрерыв-

ных в 𝐷 функций 𝑢(𝑥1, 𝑥2), удовлетворяющих условию  

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2)| ≤ 𝑀(1 + |𝑥1|
𝑁 + |𝑥2|

𝑁), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷, (2.37) 

 

где постоянная 𝑀 вообще говоря зависит от 𝑢(𝑥1, 𝑥2), 𝑁 − целое неотрицательное 

число. Очевидно, 𝐶(𝐷) ⊂ 𝑃𝑁(𝐷). 

В предположении, что существуют частные производные 
𝜕𝑎1

𝜕𝑥2
,
𝜕𝑎2

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑓1

𝜕𝑥2
 и 

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1
 

условия полной интегрируемости системы (2.36) имеет вид [44]:   

 

𝜕𝑎1
𝜕𝑥2

=
𝜕𝑎2
𝜕𝑥1

,        (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷, (2.38) 

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

−
𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

+ 𝑎1𝑓2 − 𝑎2𝑓1  = 0,     (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷. (2.39) 
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Пусть коэффициенты системы (2.36) принадлежат пространству 𝐶(𝐷), а пра-

вые части – пространству 𝑃𝑁(𝐷) и выполнены условия (2.38) и (2.39). Для системы 

(2.36) будем изучать следующую задачу. 

Задача 𝑷. Найти решения системы (2.36), принадлежащие пространству 

𝑃𝑁(𝐷).  

Задачу удобно исследовать переходом в полярные координаты:  

  

   𝑥1 = 𝑟 cos𝜑 , 𝑥2 = 𝑟 sin𝜑 , 0 < 𝑟 < +∞,   

𝜑1 < 𝜑 < 𝜑2,   𝑡𝑔𝜑𝑗 = 𝜆𝑗 ,   𝑗 = 1, 2. 

 

Дополнительно будем предполагать, что существуют частные производные 

𝜕𝑎1

𝜕𝑥2
,
𝜕𝑎2

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑓1

𝜕𝑥2
 и 

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1
. В полярных координатах система (2.36) переходит в систему 

 

{
𝑈𝑟 = (𝐴𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝜑)𝑈 + 𝐹𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝐺𝑠𝑖𝑛𝜑,               

𝑈𝜑 = 𝑟(−𝐴𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝜑)𝑈 + 𝑟(−𝐹𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝐺𝑐𝑜𝑠𝜑),
(2.40) 

 

где  

 

𝑈 = 𝑢(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑), 𝐴 = 𝑎1(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑), 𝐵 = 𝑎2(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑),  

𝐹 = 𝑓1(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑), 𝐺 = 𝑓2(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜑), 0 < 𝑟 < +∞, 𝜑1 < 𝜑 < 𝜑2,                 

 

а условия (2.38) и (2.39) в следующие 

 

(𝐴𝜑 − 𝑟𝐵𝑟) cos𝜑 + (𝐵𝜑 + 𝑟𝐴𝑟) sin𝜑 = 0, (2.41) 

(𝐹𝜑 − 𝑟𝐺𝑟) cos𝜑 + (𝐺𝜑 + 𝑟𝐹𝑟) sin𝜑 + 𝑟(𝐴𝐺 − 𝐵𝐹) = 0 (2.42) 

 

соответственно. 

Введем функцию трёх переменных 
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𝑐(𝑟, 𝜌, 𝜑) =
1

𝑟 − 𝜌
∫𝐶(𝑠, 𝜑)𝑑𝑠,

𝑟

𝜌

(2.43) 

 

где 𝐶(𝑠, 𝜑) = 𝐴(𝑠, 𝜑) cos𝜑 + 𝐵(𝑠, 𝜑) sin𝜑, определенную в области                      Ω =

{(𝑟, 𝜌, 𝜑):  0 < 𝜌 < 𝑟, 𝜑1 < 𝜑 < 𝜑2}. В силу ограниченности функций 𝐴 и 𝐵 функ-

ция 𝑐(𝑟, 𝜌, 𝜑) также является ограниченной. Поэтому существует следующая вели-

чина  

 

𝑐0 = lim
𝑟−𝜌→+∞
𝑟>𝜌>0

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
     

inf
𝜑1<𝜑<𝜑2

𝑐(𝑟, 𝜌, 𝜑) . (2.44)
 

 

1. Доказательство эквивалентности систем (2.36) и (2.40). 

В системе (2.36) произведем замену независимых переменных:  

 

𝑥1 = 𝑟 cos𝜑,   𝑥2 = 𝑟 sin𝜑 . (2.45) 

 

Пусть 𝑈(𝑟, 𝜑) = 𝑢(𝑟 cos𝜑 , 𝑟 sin𝜑). Тогда  

 

𝑢𝑥1 = 𝑈𝑟𝑟𝑥1 + 𝑈𝜑𝜑𝑥1 ,   𝑢𝑥2 = 𝑈𝑟𝑟𝑥2 + 𝑈𝜑𝜑𝑥2 . (2.46) 

 

Так как 𝑟2 = 𝑥1
2 + 𝑥2

2, то 2𝑟𝑟𝑥1 = 2𝑥1, 2𝑟𝑟𝑥2 = 2𝑥2, поэтому 

 

𝑟𝑥1 =
𝑥1
𝑟
= cos𝜑 , 𝑟𝑥2 =

𝑥2
𝑟
= sin𝜑 . (2.47) 

 

Далее дифференцируя равенства (2.45) имеем: 

 

1 = 𝑟𝑥1 cos𝜑 − 𝑟 sin𝜑 ∙ 𝜑𝑥1 ,   1 = 𝑟𝑥2 sin𝜑 + 𝑟 cos𝜑 ∙ 𝜑𝑥2 

 

или с учетом (2.47) 
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1 = cos2𝜑 − 𝑟 sin𝜑 ∙ 𝜑𝑥1 ,   1 = sin
2 𝜑 + 𝑟 cos𝜑 ∙ 𝜑𝑥2 . 

 

Отсюда  

 

𝜑𝑥1 = −
1

𝑟
sin𝜑,   𝜑𝑥2 =

1

𝑟
cos𝜑 . (2.48) 

 

Из (2.46) – (2.48) получим  

 

𝑢𝑥1 = cos𝜑 ∙ 𝑈𝑟 −
1

𝑟
sin𝜑 ∙ 𝑈𝜑 , 

𝑢𝑥2 = sin𝜑 ∙ 𝑈𝑟 +
1

𝑟
cos𝜑 ∙ 𝑈𝜑 . 

 

Подставляя эти выражения в систему (2.36), приходим к соотношениям  

 

{
cos𝜑 ∙ 𝑈𝑟 −

1

𝑟
sin𝜑 ∙ 𝑈𝜑 = 𝐴(𝑟, 𝜑)𝑈 + 𝐹(𝑟, 𝜑),

sin𝜑 ∙ 𝑈𝑟 +
1

𝑟
cos𝜑 ∙ 𝑈𝜑 = 𝐵(𝑟, 𝜑)𝑈 + 𝐺(𝑟, 𝜑).

 

 

Разрешая эту систему относительно 𝑈𝑟 и 𝑈𝜑, получим систему (2.40). 

Обратно, подставляя в (2.46) выражения для 𝑈𝑟 , 𝑈𝜑 из (2.40), выражения для 

частных производных 𝑟𝑥1 , 𝑟𝑥2 , 𝜑𝑥1 , 𝜑𝑥2 из (2.47) и (2.48), после несложных преобра-

зований приходим к системе (2.36). 

2. Доказательство эквивалентности условий (2.38), (2.39) и условий 

(2.41), (2.42). 

Пусть выполнены условия (2.38) и (2.39). Подставляя выражения для 𝑎𝑦 и 𝑏𝑥 

в полярных координатах в (2.38), имеем  

 

𝐴𝑟 ∙ sin 𝜑 + 𝐴𝜑 ∙
1

𝑟
cos𝜑 = 𝐵𝑟 cos𝜑 − 𝐵𝜑 ∙

1

𝑟
sin𝜑 . (2.49) 
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Отсюда получаем равенство (2.41). Аналогично подставляя выражения для 

𝜕𝑓1

𝜕𝑥2
 и 

𝜕𝑓2

𝜕𝑥1
 в (2.39) можно получить равенство (2.42).  

Обратно, переписывая условие (2.41) в виде (2.49) и учитывая формулы 

(2.47), (2.48) получаем равенство (2.38). Аналогично из (2.42) можно получить ра-

венство (2.39).  

Имеет место 

Теорема 2.5. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶(�̅�) ∩ 𝐶1(𝐷), 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑃𝑁(𝐷) ∩ 𝐶
1(𝐷) и выполнены 

условия (2.38) и (2.39). Пусть 𝑐o > 0. Тогда задача 𝑃 однозначно разрешимо и ре-

шение в полярных координатах даётся формулой  

 

𝑈(𝑟, 𝜑) = −∫ [𝐹(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺(𝜌, 𝜑) sin𝜑]𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌 𝑑𝜌.

+∞

𝑟

(2.50) 

 

Доказательство. Проверим, что функция 𝑈(𝑟, 𝜑), определенная формулой 

(2.50) удовлетворяет системе (2.40). Прежде всего нужно показать, что несобствен-

ный интеграл в формуле (2.50) равномерно сходится. Так как 𝑐0 > 0, то по опреде-

лению нижнего предела и инфимума существует такое число 𝑇 > 0, что  

 

𝑐(𝜌1, 𝜌2, 𝜑) ≥
𝑐0
2
   ∀ 𝜑 ∈ (𝜑1, 𝜑2),   𝜌1 − 𝜌2 > 𝑇. 

 

Поэтому 

 

 
1

𝜌 − 𝑟
∫𝐶(𝑠, 𝜑)

𝜌

𝑟

𝑑𝑠 = 𝑐(𝜌, 𝑟, 𝜑) ≥
𝑐o
2
    

 

при 𝜑 ∈ (𝜑1, 𝜑2),   𝜌 − 𝑟 > 𝑇, т.е.  
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∫𝐶(𝑠, 𝜑)

𝜌

𝑟

𝑑𝑠 ≤ −
𝑐o
2
(𝜌 − 𝑟) (2.51) 

 

при выше указанных значениях 𝜌, 𝑟, 𝜑.  

Считая 𝑅 достаточно большим, а именно 𝑅 > 𝑟 + 𝑇, имеем 

 

∫[𝐹(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺(𝜌, 𝜑) sin𝜑]

𝑅

𝑟

𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌 𝑑𝜌 = 𝐼1 + 𝐼2, (2.52) 

 

где 

 

𝐼1 = ∫ [𝐹(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺(𝜌, 𝜑) sin𝜑]𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌 𝑑𝜌

𝑟+𝑇

𝑟

, 

𝐼2 = ∫[𝐹(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺(𝜌, 𝜑) sin𝜑]𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌 𝑑𝜌

𝑅

𝑟+𝑇

. 

 

В (2.52) произведем оценку интегралов. Так как функция 𝐶(𝑠, 𝜑) ограничен-

ная, то найдется число 𝑐1, такое что 𝐶(𝑠, 𝜑) ≥ 𝑐1, причём можно считать, что 𝑐1 <

0. Следовательно,  

 

∫𝐶(𝑠, 𝜑)

𝜌

𝑟

𝑑𝑠 ≥ 𝑐1(𝜌 − 𝑟) ,   𝜌 > 𝑟, 

 

т.е.  

𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)

𝑟

𝜌
𝑑𝑠
≤ 𝑒−𝑐1(𝜌−𝑟) ,   𝜌 > 𝑟. 

 

Тогда с учётом того, что 𝐹, 𝐺 ∈ 𝑃𝑁 имеем: 



57 

 

|𝐼1| = |∫ [𝐹(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺(𝜌, 𝜑) sin𝜑]

𝑟+𝑇

𝑟

𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌 𝑑𝜌| ≤ 

≤ 𝐾 ∫ (1 + 𝜌𝑁)

𝑟+𝑇

𝑟

𝑒−𝑐1(𝜌−𝑟)𝑑𝜌 ≤ 𝐾[1 + (𝑟 + 𝑇)𝑁] (
1 − 𝑒−𝑐1𝑇

𝑐1
) . (2.53) 

 

Аналогично с учётом (2.51) имеем 

  

|𝐼2| = | ∫[𝐹(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺(𝜌, 𝜑) sin𝜑]

𝑅

𝑟+𝑇

𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌 𝑑𝜌| ≤ 

≤ 𝐾 ∫(1 + 𝜌𝑁)

𝑅

𝑟+𝑇

𝑒−
𝑐o
2
(𝜌−𝑟)𝑑𝜌. (2.54) 

 

Вычислим интеграл 𝐽𝑁 , находящийся в правой части этого неравенства. 

Имеем 

  

𝐽o = ∫ 𝑒−
𝑐o
2
(𝜌−𝑟)𝑑𝜌

𝑅

𝑟+𝑇

= −
2

𝑐o
[𝑒−

𝑐o
2
(𝑅−𝑟) − 𝑒−

𝑐o
2
𝑇], 

𝐽1 = ∫ 𝜌𝑒−
𝑐o
2
(𝜌−𝑟)𝑑𝜌

𝑅

𝑟+𝑇

= |
𝑢 = 𝜌,     𝑑𝑣 = 𝑒−

𝑐o
2
(𝜌−𝑟)𝑑𝜌

𝑑𝑢 = 𝑑𝜌, 𝑣 = −
2

𝑐o
𝑒−

𝑐o
2
(𝜌−𝑟)

| = 

= −
2𝜌

𝑐o
𝑒−

𝑐o
2
(𝜌−𝑟)|𝜌=𝑟+𝑇

𝑅 +
2

𝑐o
𝐽o = 

= −
2

𝑐o
{𝑅𝑒−

𝑐o
2
(𝜌−𝑟) − (𝑟 + 𝑇)𝑒−

𝑐o
2
𝑇 +

2

𝑐o
[𝑒−

𝑐o
2
(𝑅−𝑟) − 𝑒−

𝑐o
2
𝑇]} = 

= −
2

𝑐o
[(𝑅 +

2

𝑐o
) 𝑒−

𝑐o
2
(𝑅−𝑟) − (𝑟 + 𝑇 +

2

𝑐o
) 𝑒−

𝑐o
2
𝑇] 
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и т.д. Отсюда и из оценки (2.54) видно, что несобственный интеграл в формуле 

(2.50) является равномерно сходящимся и определяет на угле 𝐷 непрерывную 

функцию, принадлежащую 𝑃𝑁(𝐷). 

Теперь проверим, что функция 𝑈(𝑟, 𝜑) из формулы (2.50) удовлетворяет пер-

вому уравнению системы (2.50). При дифференцировании функции 𝑈(𝑟, 𝜑) возни-

кают несобственные интегралы, равномерная сходимость которых устанавлива-

ются как выше. 

Пусть 𝐻(𝑟, 𝜑) = 𝐹(𝑟, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺(𝑟, 𝜑) sin𝜑. Имеем  

  

𝑈𝑟 = 𝐻(𝑟, 𝜑) − ∫ 𝐻(𝜌, 𝜑)𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)

𝑟

𝜌
𝑑𝑠
∙ 𝐶(𝑟, 𝜑)𝑑𝜌

+∞

𝑟

 

 

или 

  

𝑈𝑟 = 𝐻(𝑟, 𝜑) + 𝐶(𝑟, 𝜑)𝑈, 

 

т.е. 𝑈 удовлетворяет первому уравнению системы (2.40).  

Далее имеем  

 

𝑈𝜑 = −∫ [𝐻𝜑(𝜌, 𝜑) + 𝐻(𝜌, 𝜑)∫𝐶𝜑(𝑠, 𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌

] 𝑒
∫ 𝐶(𝑠,𝜑)
𝑟

𝜌
𝑑𝑠
𝑑𝜌

+∞

𝑟

. (2.55) 

 

Воспользуясь условием (2.42) и интегрируя по частям, находим  

 

∫ 𝐻𝜑(𝜌, 𝜑)

+∞

𝑟

𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)

𝑟

𝜌
𝑑𝑠
𝑑𝜌 = ∫ [𝐹𝜑(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐺𝜑(𝜌, 𝜑) sin𝜑

+∞

𝑟

− 

−𝐹(𝜌, 𝜑) sin𝜑 + 𝐺(𝜌, 𝜑) cos𝜑]𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)

𝑟

𝜌
𝑑𝑠
𝑑𝜌 = ∫ {[𝜌𝐺(𝜌, 𝜑)]𝜌 cos𝜑 −

+∞

𝑟
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−[𝜌𝐹(𝜌, 𝜑)]𝜌 sin𝜑 − 𝜌(𝐴𝐺 − 𝐵𝐹)}𝑒
∫ 𝐶(𝑠,𝜑)
𝑟

𝜌
𝑑𝑠
𝑑𝜌 = 

= 𝜌[𝐺(𝜌, 𝜑) cos𝜑 − 𝐹(𝜌, 𝜑) sin𝜑]𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)

𝑟

𝜌
𝑑𝑠
|

+∞
 

𝜌 = 𝑟
+ 

+∫ 𝜌{𝐶(𝜌, 𝜑)[𝐺(𝜌, 𝜑) cos𝜑 − 𝐹(𝜌, 𝜑) sin𝜑] − (𝐴𝐺 − 𝐵𝐹)}

+∞

𝑟

. 

 

В силу условия 𝑐o > 0 внеинтегральный член при 𝜌 = +∞ будет равен нулю, 

поэтому  

 

∫ 𝐻𝜑(𝜌, 𝜑)𝑒
∫ 𝐶(𝑠,𝜑)
𝑟

𝜌
𝑑𝑠
𝑑𝜌

+∞

𝑟

= 𝑟[−𝐺(𝜌, 𝜑) cos𝜑 + 𝐹(𝜌, 𝜑) sin𝜑] + 

+∫ 𝜌[(𝐴 cos𝜑 + 𝐵 sin𝜑)(𝐺(𝜌, 𝜑) cos𝜑 − 𝐹(𝜌, 𝜑) sin𝜑) −

+∞

𝑟

 

−𝐴𝐺 + 𝐵𝐹]𝑒∫
𝐶(𝑠,𝜑)

𝑟

𝜌
𝑑𝑠
𝑑𝜌 (2.56) 

 

Теперь используя условие (2.41) и интегрируя по частям, будем иметь  

 

∫𝐶𝜑(𝑠, 𝜑)𝑑𝑠

𝑟

𝜌

= 

= ∫[𝐴𝜑(𝑠, 𝜑) cos𝜑 + 𝐵𝜑(𝑠, 𝜑) sin𝜑 − 𝐴(𝑠, 𝜑) sin𝜑 + 𝐵(𝑠, 𝜑) cos𝜑]𝑑𝑠

𝑟

𝜌

= 

= ∫[𝑠𝐵𝑠(𝑠, 𝜑) cos𝜑 − 𝑠𝐴𝑠(𝑠, 𝜑) sin𝜑 − 𝐴(𝑠, 𝜑) sin𝜑 + 𝐵(𝑠, 𝜑) cos𝜑]𝑑𝑠

𝑟

𝜌

= 

= ∫
𝜕

𝜕𝑠
[(𝑠𝐵) cos𝜑 − (𝑠𝐴) sin𝜑]𝑑𝑠

𝑟

𝜌

= [𝑟𝐵(𝑟, 𝜑) − 𝜌𝐵(𝜌, 𝜑)] cos𝜑 − 

−[𝑟𝐴(𝑟, 𝜑) − 𝜌𝐴(𝜌, 𝜑)] sin𝜑 . (2.57) 
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Из соотношений (2.55) – (2.57) получим  

 

𝑈𝜑 = 𝑟[𝐺(𝑟, 𝜑) cos𝜑 − 𝐹(𝑟, 𝜑) sin𝜑] − 

−∫ {𝜌[(𝐴 cos𝜑 + 𝐵 sin𝜑)(𝐺 cos𝜑 − 𝐹 sin𝜑)

+∞

𝑟

− 

−(𝐴𝐺 − 𝐵𝐹)] + (𝐹 cos𝜑 + 𝐺 sin𝜑)[(𝑟𝐵(𝑟, 𝜑) − 𝜌𝐵(𝜌, 𝜑)) cos𝜑 − 

−(𝑟𝐴(𝑟, 𝜑) − 𝜌𝐴(𝜌, 𝜑)) sin𝜑]}𝑒
∫ 𝐶(𝑠,𝜑)
𝑟

𝜌
𝑑𝑠
𝑑𝜌 

 

или вынося из под интеграла выражения, не содержащие переменную 𝜌 и преобра-

зуя, имеем 

  

𝑈𝜑 = 𝑟[𝐺(𝑟, 𝜑) cos𝜑 − 𝐹(𝑟, 𝜑) sin𝜑] + 

+𝑟[𝐵(𝑟, 𝜑) cos𝜑 − 𝐴(𝑟, 𝜑) sin𝜑]𝑈(𝑟, 𝜑) − 

−∫ 𝜌

+∞

𝑟

(𝐴𝐺 cos2 𝜑 − 𝐴𝐹 cos𝜑 sin𝜑 + 𝐵𝐺 sin𝜑 cos𝜑 − 𝐵𝐹 sin2 𝜑 − 𝐴𝐺 + 𝐵𝐹 − 

−𝐵𝐹 cos2 𝜑 − 𝐵𝐺 cos𝜑 sin𝜑 + 𝐴𝐹 sin𝜑 cos𝜑 + 𝐴𝐺 sin2 𝜑) 

 

или 

  

𝑈𝜑 = 𝑟[𝐺(𝑟, 𝜑) cos𝜑 − 𝐹(𝑟, 𝜑) sin𝜑] + 

+𝑟[𝐵(𝑟, 𝜑) cos𝜑 − 𝐴(𝑟, 𝜑) sin𝜑]𝑈(𝑟, 𝜑), 

 

т.е. 𝑈 удовлетворяет второму уравнению системы (2.36).  

Теорема 2.5 доказана.  
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ГЛАВА 3. ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ                         

С КОМПЛЕКСНЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 

 

В этой главе рассматриваются п.с. линейных у.ч.п. с комплексными независи-

мыми переменными в неограниченных плоских и пространственных областях. Ис-

следованы вопросы существования и нахождения общего решения рассматривае-

мых п.с. у.ч.п., а также нахождения ограниченных, периодических или степенного 

роста решений. 

 

§3.1. Вспомогательные материалы 

 

В этом параграфе будут приведены вспомогательные материалы и известные 

факты, используемые в дальнейшем. 

Введем операторы, определённые в 𝐶2𝜋: 

 

𝑇𝑗𝑓 = 𝑓o
𝑗
𝑧�̅� − 2𝑖∑

𝑓𝑘
𝑗

𝑘
𝑒𝑖(𝑘,𝑧𝑗)

𝑘≠0

, (3.1) 

 

где 𝑘 = 𝑘1 + 𝑖𝑘2 ∈ 𝑍
2, (𝑘, 𝑧𝑗) = 𝑘1𝑥𝑗 + 𝑘2𝑦𝑗 , 𝑓𝑘

𝑗
− коэффициенты Фурье функции 

𝑓 по переменной 𝑧𝑗 , т.е. 

 

𝑓𝑘
𝑗
=

1

4𝜋2
∬𝑓𝑒−𝑖(𝑘,𝑧𝑗)𝑑𝑧𝑗
𝐾

, (3.2) 

 

𝐾 = {𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗: 0 < 𝑥𝑗 < 2𝜋,   0 < 𝑦𝑗 < 2𝜋}. Отметим, что (см. [10]) ряд в пра-

вой части формулы (3.1) сходится в пространстве 𝐿2(𝐾 × 𝐾) и в обобщенном 

смысле имеют место следующие равенства: 

 

(𝑇𝑗𝑓)�̅�𝑗
= 𝑓,      𝑇𝑗 (𝑓�̅�𝑗) = 𝑓 − 𝑓o

𝑗
. (3.3) 
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Если функция 𝑓 удовлетворяет условию Гельдера по каждой переменной, то первое 

равенства из (3.3) будет выполнено в классическом смысле. 

 Введем также операторы: 

  

𝑆𝑗𝑓 = 𝑇𝑗𝑓 − 𝑓o
𝑗
𝑧�̅� , 𝑗 = 1, 2. 

 

Очевидно, что 𝑆𝑗𝑓 ∈ 𝐶2𝜋 , т.е. операторы 𝑆𝑗 действуют в пространстве 𝐶2𝜋 . 

 Лемма 3.1 ([10], стр. 44). Пусть в уравнение 

  

𝑤�̅�1 = 𝑎(𝑧1)𝑤 

 

коэффициент 𝑎(𝑧1) является двоякопериодической с основными периодами 2𝜋 и 

2𝜋𝑖. Тогда общее решение этого уравнения определяется формулой  

 

𝑤(𝑧1) = 𝑒
−𝑇1𝑎𝜑(𝑧1),         

 

где 𝜑(𝑧1) − произвольная аналитическая функция. 

Справедлива следующая лемма об общем решении многомерной эллиптиче-

ской системы с постоянными коэффициентами. 

Лемма 3.2 ([10], стр. 38). Общее решение системы 

  

𝑈�̅� = 𝐵𝑈, (3.4) 

 

здесь 𝐵 − постоянная матрица n-го порядка имеет вид  

 

𝑈(𝑧) = 𝑒𝐵�̅�𝛷(𝑧), (3.5) 

 

где 𝛷(𝑧) − произвольная аналитическая вектор-функция. 

Формулы Грина в комплексной форме имеют вид ([17], стр. 28): 
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∬
𝜕𝑤

𝜕𝑧̅
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

=
1

2𝑖
∫𝑤(𝑡)𝑑𝑡

Γ

, 

∬
𝜕𝑤

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐺

= −
1

2𝑖
∫𝑤(𝑡)𝑑𝑡̅

Γ

, 

 

где Γ − граница области 𝐺. 

 Теорема Лиувилля. Если целая функция 𝑓(𝑧) комплексных переменных 𝑧 =

(𝑧1, … , 𝑧𝑛) ограничена, то есть  

 

|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 < ∞, 

 

то 𝑓(𝑧) есть константа. 
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§3.2. О многообразии решений одной многомерной                                              

переопределенной системы  

 

В работе М.А. Рахимовой [74] рассмотрена многомерная п.с. вида 

  

{
𝑤�̅� = 𝐴�̅�,

𝑤𝑧 = 𝐵�̅�,
(3.6) 

 

где 𝑤 ∈ 𝐶𝑛, 𝐴, 𝐵 − комплексные матрицы порядка 𝑛 и найдено необходимое и до-

статочное у.п.р. этой системы: 

   

𝐴�̅� = 𝐵�̅� (3.7) 

 

и там же приведена формула общего решения.  

В этом параграфе будем исследовать случай, когда условие (3.7) не выполня-

ется.  

Пусть 𝐶 = 𝐴�̅� − 𝐵�̅� и 𝐶 ≠ 0. В случае обратимой матрицы 𝐶 система (3.6) 

имеет только нулевое решение.  

Действительно, пусть 𝑤(𝑧) удовлетворяет системе (3.6). Согласно теоремы о 

гладкости решений эллиптических систем (см., например, [9], [14], стр. 144) 𝑤(𝑧) ∈

𝐶∞. Тогда из (3.6) имеем 

 

𝑤�̅�𝑧 = 𝐴�̅�𝑧 = 𝐴(𝐴�̅�)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴�̅�𝑤,  

𝑤𝑧�̅� = 𝐵�̅�𝑧 = 𝐵(𝐵�̅�)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐵�̅�𝑤. 

 

Отсюда 

  

(𝐴�̅� − 𝐵�̅�)𝑤(𝑧) = 0 (3.8) 

 

и 𝑤(𝑧) ≡ 0.  
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Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что 

 

det 𝐶 = det(𝐴�̅� − 𝐵�̅�) = 0. (3.9) 

 

Из (3.8) и (3.9) следует, что решения системы (3.6) должны иметь вид 

 

𝑤(𝑧) = 𝑎1(𝑧)𝑢1 +⋯+ 𝑎𝑚(𝑧)𝑢𝑚, (3.10) 

 

где 𝑎𝑗 − скалярные функции, 𝑢𝑗 − собственные векторы матрицы 𝐶, отвечающие 

нулевому собственному значению. Подставляя выражение (3.10) в систему (3.6), 

для определения 𝑎𝑗 получаем п.с. у.ч.п. 

 

{
 
 

 
 ∑

𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧̅

𝑢𝑗

𝑚

𝑗=1

=∑𝑎�̅�𝐴𝑢�̅�

𝑚

𝑗=1

,

∑
𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧

𝑢𝑗

𝑚

𝑗=1

=∑𝑎�̅�𝐵𝑢�̅�

𝑚

𝑗=1

.

(3.11) 

 

Эта система состоит из 2𝑛 уравнений с неизвестными 𝑎1, … , 𝑎𝑚 (𝑚 ≤ 𝑛).  

Рассмотрим случай 𝑚 = 1, т.е. нулевому собственному значению матрицы 𝐶 

соответствует один линейно независимый собственный вектор  

𝑢1 = 𝑢. Будем считать, что ‖𝑢‖𝐶𝑛 = 1 и 𝑎1 = 𝑎 ≠ 0. Тогда 𝑤(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑢 и подстав-

ляя в систему (3.6), имеем 

 

{
𝑎�̅�𝑢 = �̅�𝐴�̅�,

𝑎𝑧𝑢 = �̅�𝐵�̅�.
(3.12) 

 

Умножая обе части этих уравнений скалярно на вектор 𝑢, получим 

 



66 

 

{
𝑎�̅� = 𝜆�̅�,

𝑎𝑧 = 𝜇�̅�,
(3.13) 

 

где 𝜆 = (𝐴�̅�, 𝑢), 𝜇 = (𝐵�̅�, 𝑢). Из равенств (3.12) и (3.13) следует, что 

 

{
𝐴�̅� = 𝜆𝑢,

𝐵�̅� = 𝜇𝑢.
(3.14) 

 

Из (3.13) видно, что если 𝜆 = 0 (или 𝜇 = 0), то 𝑎 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝜇 = 0 (или 𝜆 = 0). По-

этому в случае 𝐴�̅� = 𝐵�̅� = 0 решениями системы (3.6) будут постоянные векторы 

𝑤 = 𝑐𝑢, 𝑐 − произвольное комплексное число и только они.  

В случае 𝐴�̅� ≠ 0, 𝐵�̅� ≠ 0 из (3.14) имеем: 𝐴�̅�𝑢 = �̅�𝐴�̅�,   𝐵�̅�𝑢 = �̅�𝐵�̅�. В силу 

𝐶𝑢 = 0 левые части последних равенств совпадают, следовательно �̅�𝐴�̅� = �̅�𝐵�̅� или 

в силу (3.14) |𝜆|2𝑢 = |𝜇|2𝑢, т.е. 

 

|𝜆| = |𝜇|. (3.15) 

 

Заметим, что если условие (3.15) не выполняется, то система (3.6) не имеет 

решений, кроме нулевого. 

Система (3.13) эквивалентна следующей системе 

 

{
𝑎𝑥 = (𝜆 + 𝜇)�̅�,     

  
𝑎𝑦 = −𝑖(𝜆 − 𝜇)�̅�.

(3.16) 

 

Дифференцируя первое уравнение, получим: 𝑎𝑥𝑥 − |𝜆 + 𝜇|
2𝑎 = 0. Отсюда при фик-

сированном 𝑦, находим:  

 

𝑎 = 𝐶1(𝑦)𝑒
|𝜆+𝜇|𝑥 + 𝐶2(𝑦)𝑒

−|𝜆+𝜇|𝑥, 
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где 𝐶1, 𝐶2 − произвольные функции класса 𝐶1. Подставляя 𝑎 в первое уравнение 

системы (3.16) и приравняв коэффициенты при экспонентах, получим 

 

|𝜆 + 𝜇|𝐶1(𝑦) = (𝜆 + 𝜇)𝐶1(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,  

−|𝜆 + 𝜇|𝐶2(𝑦) = (𝜆 + 𝜇)𝐶2(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

 

Пусть в начале 𝜆 + 𝜇 ≠ 0. Тогда из предыдущих соотношений находим 

 

𝐶1(𝑦) = 𝑒
𝑖𝛾 2⁄ 𝑑1(𝑦),  

𝐶2(𝑦) = 𝑖𝑒
𝑖𝛾 2⁄ 𝑑2(𝑦), 

 

где 𝛾 = arg(𝜆 + 𝜇),  𝑑1, 𝑑2 − произвольные вещественные функции класса 𝐶1. По-

этому 

 

𝑎 = 𝑒𝑖𝛾 2⁄ [𝑑1(𝑦)𝑒
|𝜆+𝜇|𝑥 + 𝑖𝑑2(𝑦)𝑒

−|𝜆+𝜇|𝑥]. 

 

Подставим эту функцию во второе уравнение системы (3.16): 

 

𝑑1
′ (𝑦) = −𝑖(𝜆 − 𝜇)𝑒−𝑖𝛾𝑑1(𝑦), 

𝑑2
′ (𝑦) = 𝑖(𝜆 − 𝜇)𝑒−𝑖𝛾𝑑2(𝑦). 

 

Легко увидеть, что выражение 휀 = −𝑖(𝜆 − 𝜇)𝑒−𝑖𝛾 является вещественным. 

Следовательно, 

  

𝑑1
′ (𝑦) = 휀𝑑1(𝑦),  

𝑑2
′ (𝑦) = −휀𝑑2(𝑦) 

 

и 
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𝑑1(𝑦) = 𝑐1𝑒
𝜀𝑦 ,  

𝑑2(𝑦) = 𝑐2𝑒
−𝜀𝑦 , 

 

𝑐1, 𝑐2 − произвольные вещественные постоянные.  

Таким образом, при 𝜆 + 𝜇 ≠ 0 общее решение системы (3.16) или системы 

(3.13) имеет вид: 

 

𝑎 = 𝑒𝑖𝛾 2⁄ [𝑐1𝑒
|𝜆+𝜇|𝑥+𝜀𝑦 + 𝑖𝑐2𝑒

−|𝜆+𝜇|𝑥−𝜀𝑦] (3.17) 

 

и зависит от двух произвольных вещественных постоянных.  

Пусть теперь 𝜆 + 𝜇 = 0. Тогда из первого уравнения системы (3.16) следует, 

что функция 𝑎 не зависит от 𝑥 и аналогично случаю 𝜆 + 𝜇 ≠ 0, решая второе урав-

нение системы (3.16), находим 

 

𝑎 = 𝑒𝑖(2𝛼−𝜋) 4⁄ [𝑐1𝑒
2|𝜆|𝑦 + 𝑖𝑐2𝑒

−2|𝜆|𝑦], (3.18) 

 

где 𝛼 = arg 𝜆, 𝑐1, 𝑐2 − произвольные вещественные постоянные.  

Случай 𝜆 = 0 (тогда 𝜇 = 0) можно включить в (3.18), считая 𝛼 = 0. 

Итак, имеет место 

Теорема 3.1. Пусть матрица 𝐶 = 𝐴�̅� − 𝐵�̅� вырожденная и имеет один ли-

нейно независимый собственный вектор 𝑢𝑜, отвечающий нулевому собственному 

значению. Тогда общее решение системы (3.6) при ‖�̅�𝑢0‖𝐶𝑛 = ‖�̅�𝑢0‖𝐶𝑛 имеет вид 

 

𝑤(𝑧) = 𝑎(𝑧)𝑢𝑜, 

 

где 𝑎(𝑧) определяется формулой (3.17), если �̅�𝑢0 ≠ −�̅�𝑢0 и формулой (3.18), если 

�̅�𝑢0 = −�̅�𝑢0.  В случае ‖�̅�𝑢0‖𝐶𝑛 ≠ ‖�̅�𝑢0‖𝐶𝑛 система (3.6)  имеет только нулевое 

решение. 
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 Теперь рассмотрим общий случай. Пусть нулевому собственному значению 

матрицы 𝐶 соответствуют 𝑚 линейно независимые собственные векторы 𝑢1, … , 𝑢𝑚. 

Будем считать, что вектора 𝑢1, … , 𝑢𝑚 ортонормированы. Дополним эту систему 

векторов до ортонормированного базиса в 𝐶𝑛  векторами  𝑢𝑚+1, … , 𝑢𝑛 (см. [27]). 

 Разлагая вектора 𝐴𝑢�̅�, 𝐵𝑢�̅� (𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ) по базису {𝑢𝑘}𝑘=1
𝑛  

 

𝐴𝑢�̅� = 𝛼𝑗1𝑢1 +⋯+ 𝛼𝑗𝑛𝑢𝑛,    𝛼𝑗𝑘 = (𝐴𝑢�̅�,   𝑢𝑘), (3.19) 

𝐵𝑢�̅� = 𝛽𝑗1𝑢1 +⋯+ 𝛽𝑗𝑛𝑢𝑛,    𝛽𝑗𝑘 = (𝐵𝑢�̅�,   𝑢𝑘), (3.20) 

 

и подставляя в систему (3.11), после приравнивания коэффициентов при 𝑢𝑘 , полу-

чим 

 

{
 
 

 
 𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧̅

= ∑𝛼𝑗𝑘𝑎𝑘̅̅ ̅,

𝑚

𝑘=1

𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧

= ∑𝛽𝑗𝑘𝑎𝑘̅̅ ̅,

𝑚

𝑘=1

          𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ; (3.21) 

{
 
 

 
 ∑𝛼𝑗𝑘𝑎�̅�,

𝑚

𝑗=1

∑𝛽𝑗𝑘𝑎�̅�,

𝑚

𝑗=1

          𝑘 = 𝑚 + 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. (3.22) 

     

Итак, для нахождения функций 𝑎1(𝑧),… , 𝑎𝑚(𝑧) мы получили п.с. у.ч.п. (3.21) 

и систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (3.22). 

Введя вектор 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑚)
𝑇 и матрицы  

 

𝑀 = (𝛼𝑗𝑘),   𝑁 = (𝛽𝑗𝑘),   𝑗, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ;   

𝑃 = (𝛼𝑗𝑘, 𝛽𝑗𝑘)
𝑇
, 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑘 = 𝑚 + 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,  
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системы (3.21) и (3.22) запишем в виде 

 

{
𝑎�̅� = 𝑀�̅�,

𝑎𝑧 = 𝑁�̅�,
(3.23) 

𝑃�̅� = 0. (3.24) 

  

Возможны два случая: 𝑎) 𝑃 = 0;   𝑏) 𝑃 ≠ 0. 

 Пусть 𝑃 = 0. В этом случае в правых частях представлений (3.19) и (3.20) 

количество слагаемых будет равно 𝑚 и СЛАУ (3.24) превратится в тождество.  

Покажем, что выполняется равенство 

 

𝑀�̅� = 𝑁�̅�. (3.25) 

 

В силу (2.19) имеем 

  

𝐴�̅�𝑢𝑗 =∑𝛼𝑘𝑗̅̅ ̅̅  𝐴𝑢𝑘̅̅ ̅ = ∑𝛼𝑘𝑗̅̅ ̅̅

𝑚

𝑘=1

∑𝛼𝑙𝑘𝑢𝑙

𝑚

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

= 

=∑∑𝛼𝑘𝑗̅̅ ̅̅ 𝛼𝑘𝑙𝑢𝑙

𝑚

𝑘=1

,   𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ .

𝑚

𝑙=1

(3.26) 

 

Аналогично в силу (3.20): 

 

𝐵�̅�𝑢𝑗 =∑𝛼𝑘𝑗̅̅ ̅̅  𝐴𝑢𝑘̅̅ ̅ = ∑𝛼𝑘𝑗̅̅ ̅̅

𝑚

𝑘=1

∑𝛼𝑙𝑘𝑢𝑙

𝑚

𝑙=1

𝑚

𝑘=1

= 

=∑∑𝛽𝑘𝑗̅̅ ̅̅ 𝛽𝑘𝑙𝑢𝑙

𝑚

𝑘=1

,   𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ .

𝑚

𝑙=1

(3.27) 

 

Так как 𝐴�̅�𝑢𝑗 = 𝐵�̅�𝑢𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , то из равенств (3.26) и (3.27) получим 
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∑𝛼𝑘𝑗̅̅ ̅̅ 𝛼𝑙𝑘 =

𝑚

𝑘=1

∑𝛽𝑘𝑗̅̅ ̅̅ 𝛽𝑙𝑘

𝑚

𝑘=1

,   𝑗, 𝑙 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 

Эти равенства эквивалентны равенству (3.25). 

 Как было указано выше, равенство вида (3.25) является необходимым и до-

статочным у.п.р. системы (3.23) и общее решение этой системы имеет вид (см. [74], 

стр. 32): 

 

𝑎(𝑧) = ∑
1

(2𝑘)!
(𝐷�̅�)𝑘 (𝑐 +

1

2𝑘 + 1
𝐷𝑐̅) ,

∞

𝑘=0

(3.28) 

 

где 𝐷 = 𝑀𝑧̅ + 𝑁𝑧, 𝑐 − произвольный вектор из 𝐶𝑚. 

 Итак, в случае 𝑃 = 0 общее решение системы (3.6) представляется в виде 

(3.10), где 𝑎1, … , 𝑎𝑚 являются компонентами вектор-функции 𝑎(𝑧), определяемая 

формулой (3.28). 

 Случай 𝑃 ≠ 0. Если 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑃 = 𝑚, то СЛАУ (3.24) имеет только нулевое реше-

ние и тогда система (3.6) будет иметь только тривиальное решение  

𝑤 = 0. Поэтому будем считать, что  

 

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑃 < 𝑚. 

 

Пусть 𝑒1, … , 𝑒𝑝 − фундаментальная ортонормированная система решений 

СЛАУ 

  

�̅�𝑒 = 0, 𝑒 ∈ 𝐶𝑚  

 

и 𝑝 = 𝑚 − 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑃. Тогда решение системы (3.24) должно иметь вид 

 

𝑎(𝑧) = 𝑏1(𝑧)𝑒1 +⋯+ 𝑏𝑝(𝑧)𝑒𝑝, 
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где 𝑏𝑗(𝑧) − скалярные функции. Подставляя 𝑎(𝑧) в систему (3.23) и умножая обе 

части полученных уравнений скалярно на вектор 𝑒𝑗, получим следующую систему 

  

{
𝑏�̅� = 𝐹�̅�,

𝑏𝑧 = 𝐺�̅�,
(3.29) 

 

где  

 

𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑝  )
𝑇
,   𝐹 = (𝑐𝑘𝑗),   𝐺 = (𝑑𝑘𝑗), 

𝑐𝑘𝑗 = (𝑀𝑒𝑘̅̅ ̅, 𝑒𝑗),   𝑑𝑘𝑗 = (𝑁𝑒𝑘̅̅ ̅, 𝑒𝑗). 

 

Эта система вида (3.6), но меньшего размера чем 𝑚 (𝑝 < 𝑚 ≤ 𝑛). Если 𝐹�̅� =

𝐺�̅�, то общее решение можно записать формулой вида (3.28), если же 𝐹�̅� ≠ 𝐺�̅�, то 

нужно повторить процедуру, проведенную для системы (3.6).  

 Пример. Рассмотрим переопределенную систему вида 

  

{
𝑤�̅� = 𝐴�̅�,

𝑤𝑧 = �̅�,   
(3.30) 

 

где 𝑤 ∈ 𝐶3, 𝐴 = (
𝐴1 0
0 1

) , 𝐴1 − комплексная постоянная матрица порядка два.  

В этом случае 

 

𝐶 = 𝐴�̅� − 𝐸3. 

 

Будем предполагать, что 𝐶 ≠ 0. Очевидно 

  

det 𝐶 = det(𝐴�̅� − 𝐸3) = det (
𝐴1𝐴1̅̅ ̅ − 𝐸2 0

0 0
) = 0, 
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т.е. условие (3.9) выполняется. 

 Найдём собственные векторы 𝑈 = (𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑇 матрицы 𝐶, отвечающие нуле-

вому собственному значению, из СЛАУ 

                                             

(
𝐴1𝐴1̅̅ ̅ − 𝐸2 0

0 0
)𝑈 = 0. (3.31) 

 

Отсюда  

 

{
(𝐴1𝐴1̅̅ ̅ − 𝐸2) (

𝑢
𝑣
) = 0,     

0 ∙ 𝑢 + 0 ∙ 𝑣 + 0 ∙ 𝑤 = 0,
(3.32) 

 

т.е. 𝑤 − произвольное комплексное число. В силу условия 𝐶 ≠ 0 имеем  

𝐷 = 𝐴1𝐴1̅̅ ̅ − 𝐸2 ≠ 0. Поэтому 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐷 = 1 или 2.  

Случай 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐷 = 1. Первое уравнение из (3.32) имеет одно линейно незави-

симое решение (𝑢o, 𝑣o)
𝑇; можно считать, что |𝑢o|

2 + |𝑣o|
2 = 1. Так как 

𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴1𝐴1̅̅ ̅ − 𝐸2) = 1, то система (3.31) имеет два линейно независимых решения. 

В качестве таких решений возьмём 𝑈1 = (𝑢o, 𝑣o, 0)
𝑇 , 𝑈2 = (0, 0, 𝑤o)

𝑇, где  

|𝑤o| = 1.  

Пусть 𝐷 = (
𝑑11 𝑑12

𝑑21 𝑑22
) и первая строка этой матрицы ненулевая. Положим 

𝑈3 = (𝑢1, 𝑣1, 0), где 

  

𝑢1 = 𝑑−1𝑑11̅̅ ̅̅ ,    𝑣1 = 𝑑
−1𝑑12̅̅ ̅̅ ,    𝑑 = (|𝑑11|

2 + |𝑑12|
2)
1
2. 

 

Очевидно, что ‖𝑈3‖ = 1, (𝑈2, 𝑈3) = 0. Покажем, что (𝑈1, 𝑈3) = 0. В силу первого 

уравнения системы (3.32) справедливо равенство  

 

𝑑11𝑢o + 𝑑12𝑣o = 0. 
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Поэтому 𝑢1𝑢o̅̅ ̅ + 𝑣1𝑣o̅̅̅ = 0. Левая часть этого равенства есть не что иное, как ска-

лярное произведение векторов 𝑈3 и 𝑈1. 

 Итак, векторы 𝑈1, 𝑈2, 𝑈3 образуют ортонормированный базис в 𝐶3, причем 𝑈1 

и 𝑈2 собственные векторы матрицы 𝐶, отвечающие нулевому собственному значе-

нию.  

 Теперь находим матрицы 𝑀,𝑁 и 𝑃, для чего нужно найти 𝛼𝑗𝑘, 𝛽𝑗𝑘 , 𝑗 =

1, 2; 𝑘 = 1, 2, 3.  

Считая 𝐴1 = (
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
), имеем 

  

𝛼11 = (𝐴𝑈1̅̅ ̅,   𝑈1) = 𝑎11𝑢o̅̅ ̅
2 + (𝑎12 + 𝑎21)𝑢o̅̅ ̅ 𝑣o̅̅̅ + 𝑎22𝑣o̅̅̅

2, 

𝛼12 = (𝐴𝑈1̅̅ ̅, 𝑈2) = 0,   𝛼13 = (𝐴𝑈1̅̅ ̅, 𝑈3) = (𝑎11𝑢1̅̅ ̅ + 𝑎21𝑣1̅̅ ̅)𝑢o̅̅ ̅ + 

+(𝑎12𝑢1̅̅ ̅ + 𝑎22𝑣1̅̅ ̅)𝑣o̅̅̅,    𝛼21 = (𝐴𝑈2̅̅ ̅, 𝑈1) = 0    𝛼22 = (𝐴𝑈2̅̅ ̅, 𝑈2) = 𝑤o̅̅̅̅
2,    

𝛼23 = (𝐴𝑈2̅̅ ̅, 𝑈3) = 0; 𝛽11 = (𝑈1̅̅ ̅,   𝑈1) = 𝑢o̅̅ ̅
2 + 𝑣o̅̅̅

2,    

𝛽12 = (𝑈1̅̅ ̅,   𝑈2) = 0,   𝛽13 = (𝑈1̅̅ ̅,   𝑈3)𝑢o̅̅ ̅ 𝑢1̅̅ ̅ + 𝑣o̅̅̅ 𝑣1̅̅ ̅,   𝛽21 = (𝑈2̅̅ ̅,   𝑈1) = 0,    

𝛽22 = (𝑈2̅̅ ̅,   𝑈2) = 𝑤o̅̅̅̅
2,   𝛽23 = (𝑈2̅̅ ̅,   𝑈3) = 0.  

 

Следовательно, 

  

𝑀 = (
𝛼11 0

0 𝑤o̅̅̅̅
2
) ,   𝑁 = (

𝑢o̅̅ ̅
2 + 𝑣o̅̅̅

2 0

0 𝑤o̅̅̅̅
2
) ,   𝑃 = (

𝛼13 0

𝑢o̅̅ ̅ 𝑢1̅̅ ̅ + 𝑣o̅̅̅ 𝑣1̅̅ ̅ 0
). 

 

Определим решения систем (3.23) и (3.24). Система (3.24) имеет вид 

  

{
𝛼13𝑎1(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0,                      

(𝑢o̅̅ ̅ 𝑢1̅̅ ̅ + 𝑣o̅̅̅ 𝑣1̅̅ ̅)𝑎1(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0.
(3.33) 
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 Если |𝛼13| + |𝑢0𝑢1 + 𝑣0𝑣1| > 0, то 𝑎1(𝑧) = 0. Тогда система (3.21) будет 

иметь вид  

 

{

𝜕𝑎2
𝜕𝑧̅

= 𝑤o̅̅̅̅
2𝑎2̅̅ ̅,

𝜕𝑎2
𝜕𝑧

= 𝑤o̅̅̅̅
2𝑎2̅̅ ̅.

(3.34) 

 

Вычитая эти уравнения, получим 
𝜕𝑎2

𝜕𝑦
= 0, т.е. 𝑎2 зависит только от переменной 𝑥 и 

следовательно 

  

𝜕𝑎2
𝜕𝑥

= 2𝑤o̅̅̅̅
2𝑎2̅̅ ̅. (3.35) 

 

Отсюда 

  

𝜕2𝑎2
𝜕𝑥2

= 2𝑤o̅̅̅̅
2 ∙
𝜕𝑎2̅̅ ̅

𝜕𝑥
= 2𝑤o̅̅̅̅

2 ∙ (
𝜕𝑎2
𝜕𝑥
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
= 4𝑎2, 

 

так как |𝑤o| = 1. Поэтому 𝑎2 = 𝑐1𝑒
2𝑥 + 𝑐2𝑒

−2𝑥, где 𝑐1, 𝑐2 − комплексные постоян-

ные. Подставим эту функцию в уравнение (3.35): 

 

2(𝑐1𝑒
2𝑥 − 𝑐2𝑒

−2𝑥) = 2𝑤o̅̅̅̅
2(𝑐1𝑒

2𝑥 + 𝑐2𝑒
−2𝑥). 

 

Далее получим 

  

𝑐1 = 𝑤o̅̅̅̅
2𝑐1̅ ,    − 𝑐2 = 𝑤o̅̅̅̅

2𝑐2̅. 

 

Пусть  
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𝑤o = 𝑒
𝑖𝜑o , 𝑐𝑗 = 𝛼𝑗𝑒

𝑖𝜑𝑗 , 𝑗 = 1, 2. 

 

Тогда имеем следующие соотношения  

 

𝑒𝑖𝜑1 = 𝑒−𝑖(2𝜑o+𝜑1), 𝑒𝑖(𝜋+𝜑2) = 𝑒−𝑖(2𝜑o+𝜑2), 

 

из которых находим 

 

𝜑1 = 𝜑1𝑘 ≡ −𝜑o +
𝜋𝑘

2
,    𝜑2 = 𝜑2𝑘 ≡ −𝜑o +

𝜋𝑙

2
,    𝑘, 𝑙 = 0, 1, 2, 3. (3.36) 

  

Итак, в рассматриваемом случае 

 

𝑎1 = 0,    𝑎2 = 𝑑1𝑒
𝑖𝜑1𝑒2𝑥 + 𝑑2𝑒

𝑖𝜑2𝑒−2𝑥, (3.37) 

 

где 𝑑1, 𝑑2 − произвольные вещественные числа, и общее решение системы (3.30) 

имеет вид 

 

𝑤 = 𝑎1𝑈1 + 𝑎2𝑈2 = (𝑑1𝑒
𝑖𝜑1𝑒2𝑥 + 𝑑2𝑒

𝑖𝜑2𝑒−2𝑥)(0,   0,   𝑒𝑖𝜑o)
𝑇
. 

  

Если числа 𝛼13 и 𝑢o𝑢1 + 𝑣o𝑣1 равны нулю, то система (3.33) превратится в 

тождество и мы рассмотрим систему (3.21): 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝜕𝑎1
𝜕𝑧̅

= 𝛼11𝑎1̅̅ ̅,                

𝜕𝑎1
𝜕𝑧

= (𝑢o̅̅ ̅
2 + 𝑣o̅̅̅

2)𝑎1,̅̅ ̅̅

𝜕𝑎2
𝜕𝑧̅

= 𝑤o̅̅̅̅
2𝑎2̅̅ ̅,               

𝜕𝑎2
𝜕𝑧

= 𝑤o̅̅̅̅
2𝑎2̅̅ ̅.               

 (3.38) 
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Последние два уравнения – эта система (3.34), общее решение которой даётся в 

виде (3.37). Складывая и вычитая первые два уравнения, получим 

 

{
 

 
𝜕𝑎1
𝜕𝑥

= 𝜇𝑎1̅̅ ̅,

𝜕𝑎1
𝜕𝑦

= 𝜈𝑎1̅̅ ̅,

(3.39) 

 

где  

 

𝜇 = 𝛼11 + 𝑢o̅̅ ̅
2 + 𝑣o̅̅̅

2, 

𝜈 = −𝑖(𝛼11 − 𝑢o̅̅ ̅
2 − 𝑣o̅̅̅

2). 

 

Первое уравнение этой системы решается как уравнение (3.35) и  

 

𝑎1 = 𝐶1(𝑦)𝑒
|𝜇|𝑥 + 𝐶2(𝑦)𝑒

−|𝜇|𝑥 , (3.40) 

 

где 𝐶1(𝑦), 𝐶2(𝑦) − произвольные функции класса 𝐶1(𝑅). Отсюда и из второго урав-

нения системы (3.39), имеем: 

 

𝐶1
′(𝑦)𝑒|𝜇|𝑥 + 𝐶2

′(𝑦)𝑒−|𝜇|𝑥 = 𝜈[𝐶1(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑒|𝜇|𝑥 + 𝐶2(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑒−|𝜇|𝑥]. 

 

Отсюда имеем 𝐶1
′(𝑦) = 𝜈𝐶1(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,   𝐶2

′(𝑦) = 𝜈𝐶2(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  или 

 

𝐶𝑗(𝑦) = 𝑑𝑗𝑒
|𝜈|𝑦 + 𝑒𝑗𝑒

−|𝜈|𝑦 ,     𝑗 = 1, 2, (3.41) 

 

здесь 𝑑𝑗 , 𝑒𝑗 − произвольные комплексные постоянные. 

 Таким образом, в рассматриваемом случае 𝑎1 определяется с помощью фор-

мул (3.40) и (3.41), 𝑎2 − формулы (3.37) и общее решение системы (3.30) даётся в 

виде 
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𝑤 = 𝑎1𝑈1 + 𝑎2𝑈2. 

 

 Случай 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐷 = 2. В этом случае первое уравнение системы (3.32) имеет 

только нулевое решение 𝑢 = 𝑣 = 0 и общее решение системы (3.31) имеет вид 𝑈 =

(0, 0, 𝑤)𝑇 , где 𝑤 ∈ 𝐶1. Далее из (3.10) получим 

  

𝑤(𝑧) = (0, 0, 𝑤o𝑎(𝑧))
𝑇
, (3.42) 

 

где |𝑤o| = 1, 𝑎(𝑧) − скалярная функция, подлежащая определению. Выражение 

(3.42) подставляя в систему (3.30), получим 

  

{
𝑤o𝑎�̅� = 𝑤o̅̅̅̅  �̅�,

𝑤o𝑎𝑧 = 𝑤o̅̅̅̅  �̅�.
 

 

Эта система похожа на систему (3.34) и его общее решение даётся формулой типа 

(3.37). 

 Итак, в случае 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐷 = 2 общее решение системы (3.30) имеет вид  

 

𝑤(𝑧) = (0, 0, 𝑑1𝑒
𝑖𝜑1𝑒2𝑥 + 𝑑2𝑒

𝑖𝜑2𝑒−2𝑥)
𝑇
, 

 

где 𝑑1, 𝑑2 − произвольные вещественные числа, а 𝜑1 и 𝜑2 определяются формулой 

(3.36). 
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§3.3. Об общем решении переопределенной системы двух                                 

комплексных уравнений с частными производными  

 

3.3.1. Рассмотрим п.с. вида 

 

{
𝑤�̅�1 + 𝑎(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑓(𝑧1, 𝑧2),

𝑤�̅�2 + 𝑏(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑔(𝑧1, 𝑧2).
(3.43) 

 

где 𝑤 = 𝑤(𝑧1, 𝑧2) − искомая, 𝑎, 𝑏, 𝑓 и 𝑔 − заданные комплекснозначые функции 

двух комплексных переменных 𝑧1, 𝑧2 (𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗), 

 

2𝑤�̅�𝑗 = 𝑤𝑥𝑗 + 𝑖𝑤𝑦𝑗 . 

 

За 𝐶2𝜋 сохраним обозначение пространства непрерывных в 𝐶2 функций 

𝑓(𝑧1, 𝑧2), удовлетворяющих условиям: 

 

𝑓(𝑧1 + ℎ1, 𝑧2) = 𝑓(𝑧1, 𝑧2), 𝑓(𝑧1, 𝑧2 + ℎ2) = 𝑓(𝑧1, 𝑧2) (3.44) 

 

здесь ℎ𝑗 ∈ {2𝜋, 2𝜋𝑖}.  Функцию, удовлетворяющую условиям (3.44) называют дво-

яко-периодической (см. [95]). 

  Если коэффициенты и правые части системы (3.43) имеют частные производ-

ные первого порядка, то необходимыми и достаточными у.п.р. (см. [44], стр. 86) 

являются следующие два равенства 

 

𝜕𝑎

𝜕𝑧2̅
=
𝜕𝑏

𝜕𝑧1̅
, (3.45) 

−𝑎𝑔 + 𝑏𝑓 + 𝑓�̅�2 − 𝑔�̅�1 = 0. (3.46) 

  

В [42] системы вида (3.43) из 𝑛 уравнений рассмотрены в полицилиндре и получено 

представление общего решения через интегральные операторы Векуа и Коши. 
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Д. Сафаровым для обобщенной системы Коши-Римана со многими переменными и 

двоякопериодическими коэффициентами исследована задача о двоякопериодиче-

ских решениях и установлены соответствующие теоремы существования и пред-

ставления решений (см. [80], стр. 143). Мы будем исследовать задачу об общем ре-

шении системы (3.43) с коэффициентами из пространства 𝐶2𝜋 , применяя операторы 

𝑇𝑗 (см. п. 3.1). 

 В дальнейшем будем считать, что для коэффициентов и правых частей си-

стемы (3.43) выполнены условия (3.44) - (3.46).  

3.3.2. Для однородной системы  

 

{
𝑤�̅�1 + 𝑎(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 0,

𝑤�̅�2 + 𝑏(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 0 
(3.47) 

 

справедлива следующая теорема о представлении общего решения. 

Теорема 3.2. Пусть коэффициенты системы (3.47) удовлетворяют усло-

виям (3.44) и (3.45). Тогда общее решение этой системы даётся формулой  

 

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
2𝑖𝐼𝑚(𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2)𝜔1(𝑧1, 𝑧2)𝜔2(𝑧2)𝛷(𝑧1, 𝑧2), (3.48) 

 

где 𝑎o, 𝑏o − средние значения функций 𝑎, 𝑏 соответственно,  

𝜔1 = 𝑒
−𝑆1𝑎, 𝜔2 = 𝑒

−𝑆2𝑏o
1
, 𝛷 −  произвольная аналитическая по 𝑧1, 𝑧2 функция,  

 

𝑏o
1(𝑧2) =

1

4𝜋2
∬𝑏(𝑧1, 𝑧2)𝑑𝑧1
𝐾

. (3.49) 

 

Доказательство. Если в первом уравнении системы (3.47) зафиксировать пе-

ременную 𝑧2, то решения этого уравнения имеют вид (см. лемму 3.1): 

 

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
−𝑇1𝑎𝜑(𝑧1, 𝑧2), (3.50) 
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где 𝜑 − аналитическая по 𝑧1 функция. Подставим 𝑤(𝑧1, 𝑧2) во второе уравнение 

системы (3.47):  

  

𝑒−𝑇1𝑎[−(𝑇1𝑎)�̅�2𝜑 + 𝜑�̅�2] + 𝑏𝑒
−𝑇1𝑎𝜑 = 0 

 

или 

 

−(𝑇1𝑎)�̅�2𝜑 + 𝜑�̅�2 + 𝑏𝜑 = 0. (3.51) 

 

Покажем, что коэффициенты Фурье 𝑎o
1 и 𝑏o

2 являются постоянными. Действи-

тельно, в силу условия (3.45) и формулы Грина в комплексной форме, имеем  

  

4𝜋2
𝜕𝑎o

1

𝜕𝑧2̅
=∬

𝜕𝑎(𝑧1, 𝑧2)

𝜕𝑧2̅
𝑑𝑧1

𝐾

=∬
𝜕𝑏(𝑧1, 𝑧2)

𝜕𝑧1̅
𝑑𝑧1

𝐾

=
1

2𝑖
∫𝑏(𝑡1, 𝑧2)𝑑𝑡1,

𝜕𝐾

(3.52) 

 

здесь 𝜕𝐾 − граница квадрата 𝐾. В силу периодичности функции 𝑏 по переменной 

𝑧1 контурный интеграл в (3.52) равен нулю, поэтому 
𝜕𝑎o

1

𝜕�̅�2
= 0, т.е. функция 𝑎o

1(𝑧2) 

является аналитической и так как она ограниченная в 𝐶1, то согласно теореме Ли-

увилля она будет постоянной. Аналогично можно показать, что 𝑏o
2 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и легко 

увидеть, что 𝑎o
1 = 𝑎o, 𝑏o

2 = 𝑏o. 

 Далее имеем 

   

(𝑇1𝑎)�̅�2 =
𝜕

𝜕𝑧2̅
[𝑎o
1𝑧1̅ − 2𝑖∑

𝑎𝑘
1(𝑧2)

𝑘
𝑒𝑖(𝑘,𝑧1)

𝑘≠0

] = 𝑇1 (
𝜕𝑎

𝜕𝑧2̅
) = 

= 𝑇1 (
𝜕𝑏

𝜕𝑧1̅
) = 𝑏(𝑧1, 𝑧2) − 𝑏o

1(𝑧2), 

 

в силу (3.45) и второго равенства из (3.3). Отсюда и из (3.51) получим 
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𝜑�̅�2 + 𝑏o𝜑 = 0, 

 

следовательно, в силу леммы 3.1 

 

𝜑(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
−𝑇2𝑏o

1
𝜓(𝑧1, 𝑧2), 

 

здесь 𝜓 − произвольная аналитическая по 𝑧1, 𝑧2 функция. Тогда формула (3.50) 

примет вид 

  

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o

1
𝜓(𝑧1, 𝑧2). (3.53) 

  

Докажем, что это функция (3.53) удовлетворяет системе (3.47). Действи-

тельно, в силу первого равенства из (3.3) и аналитичности функции 𝜓, имеем 

   

𝑤�̅�1 = 𝑒
−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o

1
(−𝑇1𝑎)�̅�1𝜓(𝑧1, 𝑧2) = −𝑎𝑤, 

 

т.е. первое уравнение системы (3.47) удовлетворяется.  

Далее с учетом условия (3.45) и второго равенства из (3.3) получим: 

 

(𝑇1𝑎)�̅�2 = 𝑇1(𝑎�̅�2) = 𝑇1(𝑏�̅�1) = 𝑏1 − 𝑏o
1,   (𝑇2𝑏o

1)�̅�2 = 𝑏o
1. 

 

Поэтому 

 

𝑤�̅�2 = 𝑒
−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o

1
(−𝑇1𝑎 − 𝑇2𝑏o

1)�̅�2𝜓(𝑧1, 𝑧2) = 

= 𝑒−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o
1
[−𝑏 + 𝑏o

1 − (𝑇2𝑏o
1)�̅�2]𝜓(𝑧1, 𝑧2) = −𝑏𝑒

−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o
1
𝜓(𝑧1, 𝑧2) = −𝑏𝑤, 

 

т.е. 𝑤 удовлетворяет и второму уравнению системы (3.47).  

 Таким образом, формула (3.53) определяет общее решение системы (3.47). 
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 Осталось привести формулу (3.53) к виду (3.48). Так как 

 

𝑇1𝑎 = 𝑆1𝑎 + 𝑎o𝑧1̅,     𝑇2𝑏o
1 = 𝑆2𝑏o

1 + 𝑏o𝑧2̅, 

 

то из (3.53) имеем 

 

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
−𝑆1𝑎−𝑆2𝑏o

1
𝑒−𝑎o�̅�1−𝑏o�̅�2  𝜓(𝑧1, 𝑧2). 

 

Пусть Φ(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
−𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1−𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2  𝜓(𝑧1, 𝑧2), тогда  

 

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
−𝑆1𝑎−𝑆2𝑏o

1
𝑒−𝑎o�̅�1−𝑏o�̅�2+𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2Φ(𝑧1, 𝑧2), 

 

откуда получаем представление (3.48). 

 Теорема 3.2 доказана. 

 В представлении (3.48) общего решения системы (3.47) первый множитель 

является почти-периодической, второй – периодической, а третий – аналитической 

функцией по 𝑧1, 𝑧2.  

3.3.3. Ограниченные и периодические решения однородной системы. 

Если 𝑤(𝑧1, 𝑧2) ограниченное во всем 𝐶2 решение системы (3.47), то аналитическая 

функция Φ(𝑧1, 𝑧2) будет ограниченной в  𝐶2 и в силу теоремы Лиувилля Φ(𝑧1, 𝑧2) ≡

𝑐, 𝑐 − постоянная. Поэтому все ограниченные в 𝐶2 решения системы (3.47) даются 

формулой 

  

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
2𝑖𝐼𝑚(𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2)𝜔1(𝑧1, 𝑧2)𝜔2(𝑧2)𝑐. (3.54) 

  

Все эти решения являются почти-периодическими. 

 Если 2𝑎o, 2𝑏o ∈ 𝑍
2, то все 𝑤 ∈ 𝐶2𝜋 , в противном случае система (3.47) в про-

странстве 𝐶2𝜋 имеет только нулевое решение. Если только 2𝑎o ∈ 𝑍
2 (или 2𝑏o ∈ 𝑍

2), 

то все решения (3.54) будут периодическими по 𝑧1 (или по 𝑧2). 
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 Если нас интересуют решения 𝑤(𝑧1, 𝑧2), имеющие рост на бесконечности не 

быстрее полинома, т.е. удовлетворяющие условию 

 

|𝑤(𝑧1, 𝑧2)| ≤ 𝑀(1 + |𝑧1| + |𝑧2|)
𝑁 , 

 

𝑀 − положительная постоянная, зависящая от 𝑤, 𝑁 − целое неотрицательное 

число, то опять в силу теоремы Лиувилля функция Φ(𝑧1, 𝑧2) будет полиномом 

𝑃𝑁(𝑧1, 𝑧2) по 𝑧1 и 𝑧2 степени не выше 𝑁 и решения системы (3.47) имеют вид 

     

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
2𝑖𝐼𝑚(𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2)𝜔1(𝑧1, 𝑧2)𝜔2(𝑧2)𝑃𝑁(𝑧1, 𝑧2). (3.55) 

 

Аналогично формулам (3.48), (3.54) и (3.55) можно получить другие формулы об-

щего, ограниченных и решений степенного роста системы (3.47): 

 

𝑤(𝑧) = 𝑒2𝑖𝐼𝑚(𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2)Ω1(𝑧1)Ω2(𝑧1, 𝑧2)𝜓(𝑧), (3.56) 

𝑤(𝑧) = 𝑒2𝑖𝐼𝑚(𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2)Ω1(𝑧1)Ω2(𝑧1, 𝑧2)𝑐, (3.57) 

𝑤(𝑧) = 𝑒2𝑖𝐼𝑚(𝑎o̅̅ ̅̅ 𝑧1+𝑏o̅̅̅̅ 𝑧2)Ω1(𝑧1)Ω2(𝑧1, 𝑧2)𝑄𝑁(𝑧1, 𝑧2), (3.58) 

 

где 

  

Ω1 = 𝑒
−𝑆1𝑎o

1
, Ω2 = 𝑒

−𝑆2𝑏 , 𝑎o
1(𝑧1) =

1

4𝜋2
∬𝑎(𝑧1, 𝑧2)𝑑𝑧2
𝐾

,   

 

𝜓(𝑧1, 𝑧2) − произвольная аналитическая по 𝑧1 и 𝑧2 функция, 𝑐 − произвольная по-

стоянная, 𝑄𝑁(𝑧1, 𝑧2) − произвольный полином по 𝑧1 и 𝑧2 степени не выше 𝑁.  

3.3.4. Общее решение неоднородной системы. Предположим, что в системе 

(3.43) 𝑎, 𝑏, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶2𝜋 ∩ 𝐶
1, выполнены у.п.р. (3.45), (3.46) и средние значения 𝑎o,

𝑏o функций 𝑎(𝑧1, 𝑧2), 𝑏(𝑧1, 𝑧2) равны нулю. 
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Первое уравнение системы (3.43) перепишем в виде 

  

(𝑤𝑒𝑇1𝑎)�̅�1 = 𝑒
𝑇1𝑎𝑓. (3.59) 

 

В силу условия 𝑎o = 0 правая часть соотношения (3.59) принадлежит пространству 

𝐶2𝜋 , поэтому учитывая первое равенство из (3.3) имеем 

 

𝑤𝑒𝑇1𝑎 = 𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑(𝑧1, 𝑧2), 

 

где 𝜑 − аналитическая по 𝑧1 функция. 

 Далее из формулы  

 

𝑤 = 𝑒−𝑇1𝑎[𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑] (3.60) 

 

и второго уравнения системы (3.43), имеем: 

 

𝑒−𝑇1𝑎{−(𝑇1𝑎)�̅�1[𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑] + [𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑]�̅�1 + 

+𝑏[𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑]} = 𝑔. (3.61) 

 

Находим нужные производные, используя условия (3.45), (3.46) и равенства (3.3): 

 

(𝑇1𝑎)�̅�2 = 𝑇1(𝑎�̅�2) = 𝑇1(𝑏�̅�1) = 𝑏(𝑧1, 𝑧2) − 𝑏o
1(𝑧2); (3.62) 

[𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓)]�̅�2 = 𝑇1[(𝑒

𝑇1𝑎𝑓)�̅�2] = 𝑇1{𝑒
𝑇1𝑎[(𝑇1𝑎)�̅�2𝑓 + 𝑓�̅�2]} = 

= 𝑇1{𝑒
𝑇1𝑎[(𝑏 − 𝑏o

1)𝑓 + 𝑓�̅�2]} = 𝑇1{𝑒
𝑇1𝑎(𝑎𝑔 + 𝑔�̅�1) − 𝑒

𝑇1𝑎𝑏o
1𝑓} = 

= 𝑇1[(𝑒
𝑇1𝑎𝑔)�̅�1] − 𝑏o

1𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) = 𝑒𝑇1𝑎𝑔 − ℎ(𝑧2) − 𝑏o

1𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓), (3.63) 
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где 𝑏o
1 определяется по формуле (3.49), ℎ(𝑧2) − среднее значение функции 𝑒𝑇1𝑎𝑔 

по переменной 𝑧1. Подставляя найденные производные в (3.61), получим  

  

(−𝑏 + 𝑏o
1)[𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑] + 𝑒𝑇1𝑎𝑔 − ℎ − 𝑏o
1𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑𝑧2̅̅ ̅ + 

+𝑏[𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) + 𝜑] = 𝑒𝑇1𝑎𝑔. 

 

Отсюда после сокращений, будем иметь 

 

𝜑�̅�2 + 𝑏o
1𝜑 = ℎ. 

 

Подобно тому как была получена формула (3.60), находим 

 

𝜑 = 𝑒−𝑇2𝑏o
1
[𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ) + 𝜓], 

 

где 𝜓 − аналитическая по 𝑧1 и 𝑧2 функция. Подставляя выражение для 𝜑 в (3.60), 

имеем 

 

𝑤(𝑧) = 𝑒−𝑇1𝑎{𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) + 𝑒−𝑇2𝑏o

1
[𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ) + 𝜓(𝑧)]} (3.64) 

 

где 𝜓(𝑧) аналитическая по 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) функция. 

 Используя свойства операторов 𝑇1 и 𝑇2 и условия (3.45), (3.46) и равенство 

(3.3) проверим, что для любой аналитической функции 𝜓(𝑧), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) формула 

(3.61) определяет решение системы (3.43). 

 Достаточно проверить, что функция 

 

𝜔(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
−𝑇1𝑎[𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝑒−𝑇2𝑏o
1
𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ)] 

 

является частным решением системы (3.43). Имеем 



87 

 

 

𝜔�̅�1 = −(𝑇1𝑎)�̅�1𝑒
−𝑇1𝑎𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝑓 − 

−𝑒−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o
1
[𝑎 + (𝑇2𝑏o

1)�̅�1]𝑇2(𝑒
𝑇2𝑏o

1
ℎ) + 𝑒−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o

1
[𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ)]

�̅�1
. 

 

Учитывая, что 𝑏o
1 и ℎ зависят только от 𝑧2 и первое соотношение из (3.3), получим 

 

𝜔�̅�1 = −𝑎𝑒
−𝑇1𝑎[𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝑒−𝑇2𝑏o
1
𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ)] + 𝑓 

 

или 

  

𝜔�̅�1 = −𝑎𝜔 + 𝑓, 

 

т.е. 𝜔(𝑧1, 𝑧2) удовлетворяет первому уравнению системы (3.43). 

 Далее находим 

 

𝜔�̅�2 = −(𝑇1𝑎)�̅�2𝑒
−𝑇1𝑎𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝑒−𝑇1𝑎[𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓)]�̅�2 − 

−{(𝑇1𝑎 + 𝑇2𝑏o
1)�̅�2𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ) − [𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ)]

�̅�2
} 𝑒−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o

1
. 

 

В силу (3.62) и (3.63) справедливы равенства 

  

(𝑇1𝑎)�̅�2 = 𝑏 − 𝑏o
1,  

[𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓)]�̅�2 = 𝑒

𝑇1𝑎𝑔 − ℎ − 𝑏o
1𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓), 

 

здесь использовано условие (3.46). Поэтому 

 

𝜔�̅�2 = (𝑏o
1 − 𝑏)𝑒−𝑇1𝑎𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝑒−𝑇1𝑎[𝑒𝑇1𝑎𝑔 − ℎ − 𝑏1
o𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓)] − 
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−[(𝑏 − 𝑏o
1)𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ) + 𝑏o

1𝑇2(𝑒
𝑇2𝑏o

1
ℎ) − 𝑒𝑇2𝑏o

1
ℎ]𝑒−𝑇1𝑎−𝑇2𝑏o

1
 

 

или после сокращений  

 

𝜔�̅�2 = −𝑏𝑒
−𝑇1𝑎[𝑇1(𝑒

𝑇1𝑎𝑓) + 𝑒−𝑇2𝑏o
1
𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ)] + 𝑔 = −𝑏𝜔 + 𝑔, 

 

т.е. 𝜔(𝑧1, 𝑧2) удовлетворяет и второму уравнению системы (3.43). 

Итак, мы получили следующую теорему. 

   Теорема 3.3. Пусть в системе (3.43) 𝑎, 𝑏, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶2𝜋 ∩ 𝐶
1, выполнены усло-

вия полной разрешимости (3.45), (3.46) и средние значения функций 𝑎 и 𝑏 равны 

нулю. Тогда общее решение этой системы даётся формулой (3.64), в которой 

𝜓(𝑧), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) произвольная аналитическая функция переменной 𝑧, 𝑏o
1, ℎ − 

средние значения функций  𝑏 и 𝑒𝑇1𝑎𝑔 по переменной 𝑧1 соответственно, опера-

торы 𝑇1 и 𝑇2 определяются по формуле (3.1). 
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§3.4. Нахождение решений обобщенной системы Коши-Римана                          

с несколькими переменными 

 

Рассмотрим общую систему с 𝑛 независимыми переменными 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛) 

 

𝑤�̅�𝑗 + 𝑎𝑗𝑤 = 𝑓𝑗(𝑧),    𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, (3.64) 

 

где 𝑎𝑗 и 𝑓𝑗 − заданные функции переменной 𝑧, определённые во всем пространстве 

𝐶𝑛. 

 По аналогии с системой (3.43), при условии, что функции 𝑎𝑗 и 𝑓𝑗 гладкие, 

необходимыми и достаточными у.п.р. системы (3.64) будут равенства (см. [44], стр. 

86): 

 

𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑧�̅�

=
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧�̅�

, (3.65) 

𝜕𝑓𝑗
𝜕𝑧�̅�

−
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑧�̅�

+ 𝑎𝑘𝑓𝑗 − 𝑎𝑗𝑓𝑘 = 0,    𝑗 ≠ 𝑘. (3.66) 

  

Ниже приведем утверждение о преставлении общего решения однородной 

системы  

 

𝑤�̅�𝑘 + 𝑎𝑘𝑤 = 0,    𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, (3.67) 

 

когда коэффициенты 𝑎𝑘 принадлежат пространству 𝐶2𝜋 .  

 Для функций 𝑎𝑘 ∈ 𝐶2𝜋 введем следующие средние значения  

 

𝑎𝑘,𝑗 = 𝛾𝑗 ∫𝑎𝑘(𝑧)𝑑𝜔𝑗 ,

𝐾𝑗

     1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, (3.68) 
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где  

 

𝛾𝑗 = (2𝜋)
−2𝑗 ,   𝑑𝜔𝑗 = 𝑑𝑧1⋯𝑑𝑧𝑗 ,   𝐾𝑗 = {(𝑧1, … , 𝑧𝑗): 𝑧𝑡 ∈ 𝐾,   𝑡 = 1,… , 𝑗}. 

 

Положим 𝑎𝑘,0 = 𝑎𝑘(𝑧), среднее значение функции 𝑎 ∈ 𝐶2𝜋 по переменной 𝑧𝑗 

обозначим через [𝑎]𝑗 . Очевидно, что [𝑎𝑘]1 = 𝑎𝑘,1. 

 Справедлива следующая  

 Теорема 3.4. Пусть коэффициенты однородной системы (3.67) принадле-

жат 𝐶2𝜋 и выполнены условия (3.65). Тогда общее решение этой системы пред-

ставляется в виде 

  

𝑤(𝑧) = 𝑒−Ω(𝑧)𝜑(𝑧), (3.69) 

 

где 

  

Ω(𝑧) =∑𝑇𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑎𝑗,𝑗−1, (3.70) 

 

𝜑(𝑧) − произвольная аналитическая по 𝑧 функция. 

 Доказательство. Пусть функция 𝑤(𝑧) − решение системы (3.67). Покажем, 

что найдется аналитическая по 𝑧 функция 𝜑(𝑧) для которой верно представление 

(3.69). 

 Доказательство проведем методом математической индукции. При  

𝑛 = 2 справедливость представления вида (3.69) установлено в теореме 3.2 (фор-

мула (3.48)). 

 Пусть представление (3.69) верно для 𝑛 > 2. Покажем справедливость этого 

представление для 𝑛 + 1. Так как 

 

𝑤�̅�𝑘 + 𝑎𝑘(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)𝑤 = 0,    𝑘 = 1, 𝑛 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , (3.71) 
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то в силу индуктивного предположения существует такая аналитическая по 

𝑧1, … , 𝑧𝑛 функция 𝜑(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1), что верно равенство 

 

𝑤 = 𝑒−Ω𝑛𝜑, (3.72) 

 

где 

 

Ω𝑛 =∑𝑇𝑗𝑎𝑗,𝑗−1

𝑛

𝑗=1

. 

 

Рассмотрим первые 𝑛 уравнения, переменную 𝑧𝑛+1 будем считать фиксированным. 

Подставим (3.72) в (𝑛 + 1) − ое равенство из (3.71): 

 

𝑒−Ω𝑛 [(−
𝜕Ω𝑛
𝜕𝑧�̅�+1

𝜑 + 𝜑�̅�𝑛+1) + 𝑎𝑛+1𝜑] = 0 

 

или 

  

𝜑�̅�𝑛+1 + (𝑎𝑛+1 −
𝜕Ω𝑛
𝜕𝑧�̅�+1

)𝜑 = 0. (3.73) 

 

Далее имеем 

 

𝜕Ω𝑛
𝜕𝑧�̅�+1

=∑𝑇𝑗 (
𝜕

𝜕𝑧�̅�+1
𝑎𝑗,𝑗−1)

𝑛

𝑗=1

= 

=∑𝛾𝑗−1𝑇𝑗

𝑛

𝑗=1

[ ∫
𝜕

𝜕𝑧�̅�+1
𝑎𝑗(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)

𝐾𝑗−1

𝑑𝑧1⋯𝑑𝑧𝑗−1]. 

 

В силу (3.65) верно равенство  
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𝜕

𝜕𝑧�̅�+1
𝑎𝑗(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) =

𝜕

𝜕𝑧�̅�
𝑎𝑛+1(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1), 

 

поэтому с учетом второго равенство из (3.3), получим  

 

𝜕Ω𝑛
𝜕𝑧�̅�+1

=∑𝛾𝑗−1𝑇𝑗

𝑛

𝑗=1

[ ∫
𝜕

𝜕𝑧�̅�
𝑎𝑛+1(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1)

𝐾𝑗−1

𝑑𝑧1⋯𝑑𝑧𝑗−1] = 

=∑𝛾𝑗−1 ∫ {𝑎𝑛+1(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) − [𝑎𝑛+1]𝑗}

𝐾𝑗−1

𝑑𝑧1⋯𝑑𝑧𝑗−1.

𝑛

𝑗=1

 

 

Отсюда учитывая определения выражений 𝑎𝑘𝑗 и [𝑎]𝑗 будем иметь 

 

𝜕Ω𝑛
𝜕𝑧�̅�+1

=∑(𝑎𝑛+1,𝑗−1 − 𝑎𝑛+1,𝑗)

𝑛

𝑗=1

= 𝑎𝑛+1,0 − 𝑎𝑛+1,𝑛 = 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛+1,𝑛. 

 

Теперь подставим это выражение в (3.73): 

 

𝜑�̅�𝑛+1 + 𝑎𝑛+1,𝑛𝜑 = 0. 

 

Поэтому 

  

𝜑 = 𝑒−𝑇𝑛+1𝑎𝑛+1,𝑛𝜓, (3.74) 

 

где 𝜓 − аналитическая по 𝑧𝑛+1 функция или в силу (3.72)  

 

𝑤 = 𝑒−Ω𝑛−𝑇𝑛+1𝑎𝑛+1,𝑛𝜓 = 𝑒−Ω𝑛+1𝜓. (3.75) 
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Так как 𝜑 − аналитическая по 𝑧1, … , 𝑧𝑛 и 𝑎𝑛+1,𝑛 при 𝑛 > 1 не зависит от 𝑧1, … , 𝑧𝑛, 

то из (3.74) следует, что функция 𝜓 является аналитической по 𝑧1, … , 𝑧𝑛. Тогда со-

отношение (3.75) показывает, что функция 𝑤 представляется в виде (3.69).      

Теперь покажем, что функция 𝑤(𝑧) из (3.69) удовлетворяет системе (3.67). 

Имеем 

    

𝑤�̅�𝑘 = −𝑒
−ΩΩ�̅�𝑘𝜑, (3.76) 

Ω�̅�𝑘 =∑
𝜕

𝜕𝑧�̅�
(𝑇𝑗𝑎𝑗,𝑗−1).

𝑛

𝑗=1

(3.77) 

 

Обозначим 

  

𝐵𝑘𝑗 =
𝜕

𝜕𝑧�̅�
(𝑇𝑗𝑎𝑗,𝑗−1),   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. (3.78) 

 

Тогда по свойству оператора 𝑇𝑗 

 

𝐵11 =
𝜕

𝜕𝑧1̅
(𝑇1𝑎1,0) = 𝑎1,0 = 𝑎1(𝑧) (3.79) 

 

и при 𝑘 > 1 

  

𝐵𝑘1 =
𝜕

𝜕𝑧1̅
(𝑇1𝑎1,0) =

𝜕

𝜕𝑧1̅
(𝑇1𝑎1) = 

=
𝜕

𝜕𝑧1̅
([𝑎1]1𝑧1̅) − 2𝑖∑

1

𝑙

𝜕𝑎1𝑙
1

𝜕𝑧1̅
𝑒𝑖(𝑙,   𝑧1)

𝑙≠0

. (3.80) 

 

Подставляя в (3.80) выражения для коэффициентов Фурье 𝑎1𝑙
1  с учетом (3.65), по-

лучим  
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𝐵𝑘1 = 𝛾1 [𝑧1̅ ∫
𝜕𝑎1
𝜕𝑧�̅�

𝑑𝑧1 − 2𝑖∑
1

𝑙
(∫

𝜕𝑎1
𝜕𝑧�̅�

𝑒−𝑖(𝑙,   𝑧1)𝑑𝑧1
𝐾

)𝑒𝑖(𝑙,   𝑧1)

𝑙≠0𝐾

] = 

= 𝛾1 [𝑧1̅ ∫
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧1̅

𝑑𝑧1 − 2𝑖∑
1

𝑙
(∫

𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧1̅

𝑒−𝑖(𝑙,   𝑧1)

𝐾

𝑑𝑧1) 𝑒
𝑖(𝑙,   𝑧1)

𝑙≠0𝐾

] . (3.81) 

 

Для интегралов, входящих в (3.81) применяя формулу Грина и учитывая пе-

риодичность функций 𝑎𝑘(𝑧) и 𝑎𝑘(𝑧)𝑒
−𝑖(𝑙,   𝑧1), получим 

  

∫
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧1̅

𝑑𝑧1 =
1

2𝑖
∫𝑎𝑘𝑑𝑡1
Γ

= 0,     Γ − граница 𝐾,

𝐾

(3.82) 

∫
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧1̅

𝑒−𝑖(𝑙,   𝑧1)

𝐾

𝑑𝑧1 = ∫[
𝜕

𝜕𝑧�̅�
(𝑎𝑘𝑒

−𝑖(𝑙,   𝑧1)) +
𝑖𝑙

2
𝑎𝑘𝑒

−𝑖(𝑙,   𝑧1)]

𝐾

𝑑𝑧1 = 

=
1

2𝑖
∫𝑎𝑘𝑒

−𝑖(𝑙,   𝑡1)𝑑𝑡1
Γ

+
𝑖𝑙

2
∫𝑎𝑘𝑒

−𝑖(𝑙,   𝑧1)𝑑𝑧1
𝐾

=
𝑖𝑙

2𝛾1
𝑎𝑘𝑙
1 . (3.83) 

 

Отсюда и из (3.81) будем иметь  

 

𝐵𝑘1 =∑𝑎𝑘𝑙
1

𝑙≠0

𝑒𝑖(𝑙,   𝑧1) = 𝑎𝑘(𝑧) − 𝑎𝑘,1,   𝑘 > 1. (3.84) 

  

Функция 𝑎𝑗,𝑗−1 при  𝑗 > 1 не зависит от переменных 𝑧1, … , 𝑧𝑗−1, поэтому 

  

𝐵𝑘𝑗 = 0  при  𝑗 > 𝑘. (3.85) 

  

Пусть теперь 1 < 𝑗 < 𝑘. Тогда с учетом (3.65) и (3.68) имеем 
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𝐵𝑘𝑗 = 𝛾𝑗−1𝛾1 {𝑧�̅� ∫
𝜕

𝜕𝑧�̅�
( ∫ 𝑎𝑗(𝑧)𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

)𝑑𝑧𝑗
𝐾

− 2𝑖∑
1

𝑙
𝑒𝑖(𝑙,   𝑧𝑗)

𝑙≠0

𝜕

𝜕𝑧�̅�
[∫( ∫ 𝑎𝑗(𝑧)𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

)𝑒−𝑖(𝑙,   𝑧𝑗)

𝐾

𝑑𝑧𝑗]} = 

= 𝛾𝑗−1𝛾1 {𝑧�̅� ∫ (∫
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧�̅�

𝑑𝑧𝑗
𝐾

)𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

− 2𝑖∑
1

𝑙
𝑒𝑖(𝑙,   𝑧𝑗)

𝑙≠0

∫ [∫
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧�̅�

𝑒−𝑖(𝑙,   𝑧𝑗)𝑑𝑧𝑗
𝐾

] 𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

}. 

 

Подобно равенствам (3.82) и (3.83), находим 

 

∫
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧�̅�

𝑑𝑧𝑗
𝐾

= 0,    ∫
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑧�̅�

𝑒−𝑖(𝑙,   𝑧𝑗)𝑑𝑧𝑗
𝐾

=
𝑖𝑙

2𝛾1
𝑎𝑘𝑙
𝑗
. 

 

Следовательно, с учетом (3.68) 

  

𝐵𝑘𝑗 = 𝛾𝑗−1𝛾1 (−2𝑖∑
1

𝑙
𝑒𝑖(𝑙,   𝑧𝑗)

𝑙≠0

∫
𝑖𝑙

2𝛾1
𝑎𝑘𝑙
𝑗
𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

) = 

= 𝛾𝑗−1 ∫ [𝑎𝑘𝑙
𝑗
𝑒𝑖(𝑙,   𝑧𝑗)]𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

= 

= 𝛾𝑗−1 ∫ [𝑎𝑘(𝑧) − [𝑎𝑘]𝑗]𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

= 𝑎𝑘,𝑗−1 − 𝛾𝑗−1𝛾1 ∫ (∫𝑎𝑘(𝑧)𝑑𝑧𝑗
𝐾

)𝑑𝜔𝑗−1

𝐾𝑗−1

= 

= 𝑎𝑘,𝑗−1 − 𝛾𝑗 ∫𝑎𝑘(𝑧)𝑑𝜔𝑗

𝐾𝑗

= 𝑎𝑘,𝑗−1 − 𝑎𝑘,𝑗 ,     1 < 𝑗 < 𝑘. (3.86) 

  

Наконец при 𝑗 = 𝑘 находим 
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𝐵𝑘𝑘 =
𝜕

𝜕𝑧�̅�
(𝑇𝑘𝑎𝑘,𝑘−1) = 𝑎𝑘,𝑘−1. (3.87) 

 

 Формулы (3.79), (3.83) – (3.87) определяют все значения 𝐵𝑘𝑗 . Поэтому в 

силу этих формул и (3.87), получим  

 

Ω�̅�1 = 𝐵11 = 𝑎1(𝑧), 

Ω�̅�2 = 𝐵21 + 𝐵22 = [𝑎2(𝑧) − 𝑎2,1] + 𝑎2,1 = 𝑎2(𝑧), 

 

и т.д.  

 

Ω�̅�𝑘 = 𝐵𝑘1 + 𝐵𝑘2 +⋯+ 𝐵𝑘,𝑘−1 + 𝐵𝑘𝑘 = [𝑎𝑘(𝑧) − 𝑎𝑘,1] + [𝑎𝑘,1 − 𝑎𝑘,2] + ⋯ 

…+ [𝑎𝑘,𝑘−2 − 𝑎𝑘,𝑘−1] + 𝑎𝑘,𝑘−1 = 𝑎𝑘(𝑧). 

  

Таким образом, 

  

𝑤�̅�𝑘 = −𝑒
Ω𝑎𝑘𝜑, 

 

т.е. 

  

𝑤�̅�𝑘 + 𝑎𝑘𝑤 = 0. 

  

Итак, формула (3.69) определяет общее решение системы (3.67). 

 Теорема 3.4 доказана. 
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§3.5. О решениях одного класса двух уравнений                                                      

с частными производными второго порядка 

 

Рассмотрим переопределенную комплексную систему у.ч.п.  вида 

 

{
𝑤�̅��̅� + 𝑎𝑤 + 𝑏�̅� = 0,

�̅��̅��̅� + 𝑐𝑤 + 𝑑�̅� = 0,
(3.88) 

 

с комплексными постоянными коэффициентами. Каждое уравнение этой системы 

является обобщением уравнения метааналитических функций [117]. 

Будем изучать задачу о нахождении всех решений этой системы. Через 𝑃 обо-

значим множество всех решений системы (3.88). Система (3.88) является линейной 

над полем вещественных чисел 𝑅, поэтому множество 𝑃 будет линейным простран-

ством над 𝑅. 

Если все коэффициенты системы (3.88) равны нулю, то каждое из уравнений 

этой системы является уравнением Бицадзе, общее решение которого имеет вид  

 

𝑤(𝑧) = 𝜑(𝑧) + 𝑧̅𝜓(𝑧), (3.89) 

 

где 𝜑,𝜓 − произвольные аналитические функции. Подставляя функцию вида (3.89) 

в систему (3.88), легко определить аналитические функции 𝜑 и 𝜓 и общее решение 

системы (3.88) даётся формулой 

 

𝑤(𝑧) = 𝑐1 + 𝑐2𝑧 + 𝑐3𝑧̅, (3.90) 

 

где 𝑐𝑗 − произвольные комплексные постоянные. 

Итак, в случае 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0 пространство 𝑃 состоит из функций вида 

(3.90) и размерность этого пространства равна 6. 
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 В дальнейшим рассмотрим случай, когда матрица коэффициентов  

𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ненулевая. Введя вектор 𝜔 = (𝑤, �̅�)𝑇 , систему (3.88) запишем в виде 

 

𝜔�̅��̅� + 𝐴𝜔 = 0. (3.91) 

 

Далее от этой системы перейдем к системе первого порядка. Пусть 𝜔�̅� =

𝜈,   𝑈 = (𝜔, 𝜈)𝑇 . Тогда в силу (3.91) 

  

𝜈�̅� + 𝐴𝜔 = 0 

 

и для четырехмерного вектора 𝑈 получим систему 

  

𝑈�̅� = 𝐵𝑈, (3.92) 

  

где 

  

𝐵 = (
0 𝐸2
−𝐴 0

). 

 

Лемма 3.3. Если функция 𝑤(𝑧) является решением системы (3.88), то век-

тор-функция 𝑈 = (𝑤, �̅�, 𝑤�̅�, �̅��̅�)
𝑇 будет удовлетворять системе (3.92). Если век-

тор-функция 𝑈 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)
𝑇   является решением системы (3.92) и первые две 

её компоненты комплексно сопряжены, т.е. 𝑢1̅̅ ̅ = 𝑢2, то первая из них 𝑢1 будет 

удовлетворять системе (3.88). 

Как известно (см. лемму 3.2), общее решение системы (3.92) имеет вид 

 

𝑈(𝑧) = 𝑒𝐵�̅�Φ(𝑧), (3.93) 
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где Φ(𝑧) − произвольная аналитическая четырёхмерная вектор функция. Из фор-

мулы (3.93) находя первые две компоненты вектора 𝑈 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)
𝑇 и исполь-

зуя соотношение 𝑢1̅̅ ̅ = 𝑢2  можно определить все решения системы (3.88).  

Ниже будет изложена схема нахождения всех решений системы (3.88) и од-

новременно определяется и размерность пространства 𝑃.  

Коэффициенты системы (3.88) определяют точку 𝜉 = (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) простран-

ства 𝐶4. Определим следующие множества в 𝐶4. 

 

𝑀1 = {𝜉: 0 ≠ 𝑎 = 𝑑, 𝑏 = 𝑐 = 0}, 𝑀2 = {𝜉: 𝑏𝑐 ≠ 0, |𝑎 − 𝑑| = 2|𝑏|}, 

𝑀3 = {𝜉: 𝑏 = 𝑐 = 0 ≠ 𝑎 ≠ 𝑑}, 𝑀4 = {𝜉: 𝑑 ≠ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0}, 

𝑁1 = {𝜉: 𝑏 = 0, 𝑎𝑐 ≠ 0, |𝑎 − 𝑑| = |𝑐|}, 𝑁2 = {𝜉: 𝑎 = 𝑏 = 0, |𝑐| = |𝑑| ≠ 0}, 

𝑁3 = {𝜉: 𝑏𝑑 ≠ 0, 𝑐 = 0, |𝑎 − 𝑑| = |𝑏|}, 𝑁4 = {𝜉: 𝑐 = 𝑑 = 0, |𝑎| = |𝑏| ≠ 0}. 

 

Положим 

  

𝑀 =⋃𝑀𝑘 ,

4

𝑘=1

 𝑁 =⋃𝑁𝑘

4

𝑘=1

. 

 

Из формулы (3.93) будем определять первые две компоненты вектора 𝑈. Не-

трудно установить, что 

  

𝐵2𝑘 = (−1)𝑘 (𝐴
𝑘 0
0 𝐴𝑘

),   𝐵2𝑘+1 = (−1)𝑘+1 ( 0 −𝐴𝑘

𝐴𝑘+1 0
) , 𝑘 = 0,1,… 

 

Поэтому 

 

𝑒𝐵�̅� =∑
𝑧̅𝑘𝐵𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

=∑[
(−1)𝑘𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
(
𝐴𝑘 0

0 𝐴𝑘
) +

(−1)𝑘+1𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
(
0 −𝐴𝑘

𝐴𝑘+1 0
)]

∞

𝑘=0
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и если положить Φ = (𝜑,   𝜓)𝑇 , 𝜑, 𝜓 − аналитические двухмерные вектор-функ-

ции, то имеем 

 

𝜔(𝑧) = ∑(−1)𝑘𝐴𝑘 [
𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
𝜑(𝑧) +

𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝜓(𝑧)]

∞

𝑘=0

. (2.94) 

 

Пусть Λ − каноническая жорданова форма матрицы 𝐴 (см. [13], стр. 60). То-

гда 𝐴 = 𝑆Λ𝑆−1, где 𝑆 − матрица, столбцы которой собственные и присоединенные 

векторы матрицы 𝐴. Следовательно, 

  

𝐴𝑘 = 𝑆Λ𝑘𝑆−1 

 

и формулу (3.94) можно записать в виде 

  

𝜔(𝑧) = ∑(−1)𝑘𝑆Λ𝑘𝑆−1 [
𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
𝜑(𝑧) +

𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝜓(𝑧)]

∞

𝑘=0

. (3.95) 

 

Теперь будем определять матрицы Λ, 𝑆 и 𝑆−1. Собственные значения мат-

рицы 𝐴 определяются из уравнения  

 

det(𝐴 − 𝜆𝐸) ≡ 𝜆2 − (𝑎 + 𝑑)𝜆 + 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0, (3.96) 

 

а собственные векторы – из системы уравнений (𝐴 − 𝜆𝐸)(
𝑢1

𝑢2
) = 0, т.е. 

  

{
(𝑎 − 𝜆)𝑢1 + 𝑏𝑢2 = 0,

𝑐𝑢1 + (𝑑 − 𝜆)𝑢2 = 0.
(3.97) 

 

Из (3.96) находим 
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𝜆1,2 =
1

2
(𝑎 + 𝑑 ± √𝐷), 

 

где  

 

𝐷 = (𝑎 + 𝑑)2 − 4(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐) = (𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐. 

 

Рассмотрим в начале случай 𝐷 = 0. Тогда 𝜆1 = 𝜆2 =
1

2
(𝑎 + 𝑑) и система 

(3.97) примет вид 

 

{
(𝑎 − 𝑑)𝑢1 + 2𝑏𝑢2 = 0,

2𝑐𝑢1 + (𝑑 − 𝑎)𝑢2 = 0.
(3.98) 

 

Пусть 𝐴1 = (
𝑎 − 𝑑 2𝑏

2𝑐 𝑑 − 𝑎
). Имеются два случая:  

 1) 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴1 = 0;   

           2) 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴1 = 1. 

В первом случае 𝑎 = 𝑑, 𝑏 = 𝑐 = 0, 𝜆1 = 𝜆2 = 𝑎 и система (3.98) имеет два 

линейно независимых решения: 𝑈1 = (1, 0)
𝑇, 𝑈2 = (0, 1)

𝑇. Поэтому  

 

𝑆 = 𝑆−1 = (
1 0
0 1

) = 𝐸, Λ = (
𝑎 0
0 𝑎

) , Λ𝑘 = (𝑎
𝑘 0
0 𝑎𝑘

) = 𝑎𝑘𝐸   

 

и 

 

𝜔(𝑧) = ∑(−1)𝑘𝑎𝑘 [
𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
𝜑(𝑧) +

𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝜓(𝑧)]

∞

𝑘=0

.   

 

Отсюда суммируя находим первую компоненту вектор-функции 𝜔(𝑧): 
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𝑤(𝑧) = cos(√𝑎𝑧̅)𝜑1(𝑧) + sin(√𝑎𝑧̅)𝜑2(𝑧), 

 

где 𝜑1, 𝜑2 − произвольные скалярные аналитические функции.  

Подставим функцию 𝑤(𝑧) во второе уравнение системы (3.88): 

 

�̅��̅��̅� + 𝑎�̅� ≡ cos(√�̅�𝑧)𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + sin(√�̅�𝑧)𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 

+𝑎[cos(√�̅�𝑧)𝜑1̅̅̅̅ + sin(√�̅�𝑧)𝜑2̅̅̅̅ ] = 0 

 

или 

  

cos(√�̅�𝑧) (𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑1̅̅̅̅ ) + sin(√�̅�𝑧) (𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑2̅̅̅̅ ) = 0. 

 

Это равенство возможно только при 

  

𝜑𝑗
′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑𝑗̅̅ ̅ = 0, 𝑗 = 1, 2. 

 

Тогда 

  

𝜑𝑗 = 𝑐𝑗𝑒
𝑖𝜇𝑧 + 𝑑𝑗𝑒

−𝑖𝜇𝑧 , 

 

где 𝜇 = √�̅�, 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 − произвольные комплексные числа.  

Поэтому  

 

𝑤(𝑧) = (𝑐1𝑒
−𝑖√�̅�𝑧 + 𝑑1𝑒

𝑖√�̅�𝑧) cos(√𝑎𝑧̅) + 

+(𝑐2𝑒
−𝑖√�̅�𝑧 + 𝑑2𝑒

𝑖√�̅�𝑧) sin(√𝑎𝑧̅) . (3.99) 

 

Итак, в случае 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴1 = 0 общее решение системы (3.88) даётся формулой 

(3.99) и dim𝑃 = 8. 
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Пусть 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴1 = 1. Тогда система (3.97) имеет одно линейно независимое ре-

шение 𝑈 = (
𝑢1

𝑢2
) и 

  

Λ = (
𝜆 1

0 𝜆
) , 𝜆 =

1

2
(𝑎 + 𝑑). 

 

Для составления матрицы 𝑆 мы должны определить присоединённые век-

торы 𝑉 = (𝑣1, 𝑣2)
𝑇 из системы уравнений (𝐴 − 𝜆𝐸)𝑉 = 𝑈, т.е.  

 

{
(𝑎 − 𝑑)𝑣1 + 2𝑏𝑣2 = 2𝑢1,

2𝑐𝑣1 + (𝑑 − 𝑎)𝑣2 = 2𝑢2.
(3.100) 

 

Рассмотрим возможные ситуации:  

𝛼) 𝑎 = 𝑑, 𝑏 ≠ 0, 𝑐 = 0;  

𝛽) 𝑎 = 𝑑, 𝑏 = 0, 𝑐 ≠ 0;  

𝛾) 𝑎 ≠ 𝑑, 𝑏𝑐 ≠ 0. 

В ситуации 𝛼) возьмём 

  

𝑈 = (𝑏, 0)𝑇 , 𝑉 = (0, 1)𝑇. 

 

Тогда 

  

𝑆 = (
𝑏 0

0 1
),       𝑆−1 =

1

𝑏
(
1 0

0 𝑏
). 

 

Так как 

  

𝜆 = 𝑎, Λ = (
𝑎 1

0 𝑎
) , Λ𝑘 = (

𝑎𝑘 𝑘𝑎𝑘−1

0 𝑎𝑘
), 
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то 

  

𝑆Λ𝑘𝑆−1 = (
𝑎𝑘 𝑘𝑎𝑘−1𝑏

0 𝑎𝑘
) 

 

и из (3.95) следует: 

 

𝜔(𝑧) = ∑(−1)𝑘 (
𝑎𝑘 𝑘𝑎𝑘−1𝑏

0 𝑎𝑘
) [

𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
𝜑(𝑧) +

𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝜓(𝑧)]

∞

𝑘=0

. (3.101) 

 

Отсюда при условии 𝑎 ≠ 0, суммируя находим вторую компоненту вектор-

функции 𝜔(𝑧): 

 

𝑤(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = cos(√𝑎𝑧̅)𝜑1(𝑧) + sin(√𝑎𝑧̅)𝜑2(𝑧) 

 

где 𝜑1, 𝜑2 − произвольные скалярные аналитические функции.  

Функцию 𝑤(𝑧) подставим в первое уравнение системы (3.88): 

 

𝑤�̅��̅� + 𝑎𝑤 + 𝑏�̅� = cos(√�̅�𝑧) (𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑1̅̅̅̅ ) + sin(√�̅�𝑧) (𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑2̅̅̅̅ ) 

+𝑏[cos(√𝑎𝑧̅)𝜑1(𝑧) + sin(√𝑎𝑧̅)𝜑2(𝑧)] = 0. (3.102) 

 

Продифференцируем это равенство два раза по 𝑧: 

 

−�̅� cos(√�̅�𝑧) (𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑1̅̅̅̅ ) − �̅� sin(√�̅�𝑧) (𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑2̅̅̅̅ ) + 

+𝑏[cos(√𝑎𝑧̅)𝜑1
′′(𝑧) + sin(√𝑎𝑧̅)𝜑2

′′(𝑧)] = 0. (3.103) 

 

Умножая равенство (3.102) на �̅� и складывая с равенством (3.103), имеем 
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𝑏[cos(√𝑎𝑧̅) (�̅�𝜑1 + 𝜑1
′′) + sin(√𝑎𝑧̅) (�̅�𝜑2 + 𝜑2

′′)] = 0 

 

и далее 

  

𝜑𝑗
′′ + �̅�𝜑𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2. 

 

Отсюда и из (3.103) следует, что 

  

cos(√�̅�𝑧̅) 𝜑1 + sin(√�̅�𝑧̅)𝜑2 = 0, 

 

и в свою очередь 𝜑1 = 𝜑2 = 0, т.е. 𝑤(𝑧) ≡ 0. 

При 𝑎 = 0 из (3.101) будем иметь 

 

𝜔(𝑧) = 𝜑(𝑧) + 𝑧̅𝜓(𝑧),  

 

т.е. 

 

𝑤(𝑧) = 𝜑1(𝑧) + 𝑧̅𝜑2(𝑧),  

 

здесь 𝜑1, 𝜑2 − аналитические функции. Подставляя функцию 𝑤(𝑧) в первое урав-

нение системы (3.88) получим: 

 

𝑏(𝜑1̅̅̅̅ + 𝑧𝜑2̅̅̅̅ ) = 0, 

 

т.е. 𝜑1 = 𝜑2 = 0 и опять 𝑤(𝑧) ≡ 0. 

Итак, в случае 𝛼) система (3.88) имеет только нулевое решение, т.е. 𝑃 = {0}. 

В случае 𝛽) будем иметь: 
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𝑈 = (0,   𝑐)𝑇,   𝑉 = (1,   0)𝑇,   𝑆 = (
0 1

𝑐 0
), 

𝑆−1 =
1

𝑐
(
0 1

𝑐 0
) ,   𝑆Λ𝑘𝑆−1 = (

𝑎𝑘 1

𝑐𝑘𝑎𝑘−1 𝑎𝑘
).  

 

Аналогично ситуации 𝛼) можно получить:  

 

𝑤(𝑧) = cos(√𝑎𝑧̅) 𝜑1(𝑧) + sin(√𝑎𝑧̅) 𝜑2(𝑧), 

 

где 𝜑1, 𝜑2 − аналитические функции. Отсюда и из второго уравнения системы 

(3.88) легко получить, что 𝑤(𝑧) ≡ 0 т.е. и в этом случае также 𝑃 = {0}.  

В случае 𝛾) будем иметь: 

 

𝑈 = (2𝑏,   𝑑 − 𝑎)𝑇 , 𝑉 = (0,   2)𝑇 ,      𝑆 = (
2𝑏 0
𝑑 − 𝑎 2

),   

  𝑆−1 =
1

4𝑏
(

2 0
𝑎 − 𝑑 2𝑏

). 

 

Обозначим 

  

𝜑1(𝑧) = 𝑆
−1𝜑(𝑧), 𝜑2(𝑧) = 𝑆

−1𝜓(𝑧). 

 

Тогда из формулы (3.95) получим 

 

𝑆−1𝜔(𝑧) = ∑(−1)𝑘Λ𝑘 [
𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
𝜑1(𝑧) +

𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝜑2(𝑧)]

∞

𝑘=0

. (3.104) 

 

Так как 

  

Λ𝑘 = (𝜆
𝑘 𝑘𝜆𝑘−1

0 𝜆𝑘
) , 𝑆−1𝜔 = 𝑆−1 (

𝑤
�̅�
) =

1

4𝑏
(

2𝑤
(𝑎 − 𝑑)𝑤 + 2𝑏�̅�

), 
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то при 𝜆 ≠ 0  из (3.96) находим 

 

𝑢1 = 2𝑏𝐹(𝑧, 𝑧̅),   𝑢2 = (𝑑 − 𝑎)𝐹(𝑧, 𝑧̅) + 𝑓(𝑧, 𝑧̅), (3.105) 

 

где 

 

𝐹(𝑧, 𝑧̅) = ∑(−1)𝑘 [
𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
(𝜆𝑘𝜑1 + 𝑘𝜆

𝑘−1𝜑2)

∞

𝑘=0

+  

+
𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
(𝜆𝑘𝜓1 + 𝑘𝜆

𝑘−1𝜓2)] , (3.106) 

𝑓(𝑧, 𝑧̅) = 2𝑓�̅�𝜑2 +
2

√𝜆
𝑔𝑎̅̅ ̅𝜓2 , 

 

𝜑𝑗 , 𝜓𝑗 − аналитические функции. Случай  𝜆 = 0  рассмотрим позднее.  

Соотношение 𝑢1̅̅ ̅ = 𝑢2 будет иметь вид: 

  

2�̅��̅� = (𝑑 − 𝑎)𝐹 + 𝑓. 

 

Далее имеем следующую СЛАУ относительно 𝐹 и �̅�: 

 

{
(𝑑 − 𝑎)𝐹 − 2�̅��̅� = −𝑓,

2𝑏𝐹 − (�̅� − �̅�)�̅� = 𝑓.̅   
(3.107) 

 

Определитель этой системы равен: ∆= |𝑑 − 𝑎|2 − 4|𝑏|2.  

Рассмотрим случай ∆≠ 0. Тогда  

 

𝐹 = −∆−1[2�̅�𝑓̅ + (�̅� − �̅�)𝑓] 

 

и 
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𝑢1 = −2𝑏∆
−1[2�̅�𝑓̅ + (�̅� − �̅�)𝑓]. 

 

Подставим функцию 𝑢1 в первое уравнение системы (3.88) и произведя несложные 

преобразования, имеем 

 

4�̅� [𝑓𝜆(𝜑2
′′̅̅ ̅̅ + 𝜆𝜑2̅̅̅̅ ) +

1

√�̅�
𝑔𝜆(𝜓2

′′̅̅ ̅̅ + 𝜆𝜓2̅̅̅̅ ) ] + 𝑚 [𝑓�̅�𝜑2 +
1

√𝜆
 𝑔𝜆̅̅ ̅̅ 𝜓2] = 0, (3.108) 

 

где  

 

𝑚 = 2(�̅� − �̅�) − 2𝑎(𝑎 − 𝑑) + 4|𝑏|2. 

 

К этому равенству применим оператор 𝜕𝑧𝑧 и к полученному равенству прибавим 

(3.108) умноженное на 𝜆: 

 

𝑚[𝑓�̅�(𝜑2
′′ + �̅�𝜑2) +

1

√𝜆
𝑔𝜆̅̅ ̅(𝜓2

′′ + �̅�𝜓2)] = 0. 

 

Отсюда имеем: 

  

𝜑2
′′ + �̅�𝜑2 = 0,   𝜓2

′′ + �̅�𝜓2 = 0, 

 

т.е. 

  

𝜑2 = 𝑐1𝑓𝜆 + 𝑑1𝑔𝜆,   𝜓2 = 𝑐2𝑓𝜆 + 𝑑2𝑔𝜆. 

 

Поэтому 

  

𝑢1 = −
2𝑏

∆
(𝛼𝑓𝜆𝑓�̅� + 𝛽𝑓𝜆𝑔𝜆̅̅ ̅ + 𝛾𝑓�̅�𝑔𝜆 + 𝛿𝑓�̅�𝑔𝜆̅̅ ̅), 

 

здесь 
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𝛼 = 4�̅�𝑐1̅ + 2(�̅� − �̅�)𝑐1, 𝛽 = 4�̅�𝑑1̅̅ ̅ +
2(�̅� − �̅�)

√𝜆
𝑐2, 

𝛾 = 2(�̅� − �̅�)𝑑1 +
4�̅�

√�̅�
𝑐2̅, 𝛿 =

4�̅�

√�̅�
𝑑2̅̅ ̅ +

2(�̅� − �̅�)

√𝜆
𝑑2. 

 

Подставим функцию 𝑢1 в первое уравнение системы (3.88), после несложных пре-

образований, приходим к следующим равенствам: 

 

(𝑎 − 𝑑)𝛼 + 2�̅��̅� = 0,  

(𝑎 − 𝑑)𝛽 + 2�̅��̅� = 0, 

2𝑏𝛽 + (�̅� − �̅�)�̅� = 0,   

(𝑎 − 𝑑)𝛿 + 2�̅�𝛿̅ = 0. 

 

В силу того, что |𝑎 − 𝑑| ≠ 2|𝑏|, имеем ∆≠ 0. Поэтому из последних равенств полу-

чим: 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 𝛿 = 0. Поэтому, 𝑢1 = 0. 

Пусть теперь ∆= 0. СЛАУ (3.107) имеет решение, если 

 

2𝑏𝑓 + (𝑑 − 𝑎)𝑓̅ = 0, (3.109) 

 

Применяя к (3.109) оператор 𝜕𝑧𝑧 и добавляя к полученному равенству последнее 

соотношение, предварительно умноженное на число �̅�, приходим к уравнению  

 

𝜑′′ + �̅�𝜑 = 0. 

 

Определяя функции 𝜑2, 𝜓2, с учётом (3.109), имеем: 

 

2𝑏𝑐1 + (𝑑 − 𝑎)𝑐1̅ = 0, 
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2𝑏𝑑1 +
𝑑 − 𝑎

√𝜆
𝑐2̅ = 0, 

(𝑑 − 𝑎)𝑑1̅̅ ̅ +
2𝑏

√𝜆
𝑐2 = 0, 

2𝑏

√𝜆
𝑑2 +

𝑑 − 𝑎

√�̅�
𝑑2̅̅ ̅ = 0. 

 

Отсюда 𝑐1 и 𝑑2 находятся с точностью одной вещественной постоянной, 𝑐2 − 

произвольная комплексная постоянная, а 𝑑1 выражается через 𝑐2. Итак, коэффици-

енты функций 𝜑2, 𝜓2 определяются с помощью четырех произвольных веществен-

ных постоянных. 

Выполнив суммирование в (3.106), с учётом формулы (3.105) имеем: 

 

𝑢1 = 2𝑏 [𝑓�̅� 𝜑1 −
𝑧̅

2√𝜆
 𝑔𝜆̅̅ ̅ 𝜑2 +

1

√𝜆
𝑔𝜆̅̅ ̅ 𝜓1 −

1

2𝜆
(
1

√𝜆
𝑔𝜆̅̅ ̅ − 𝑧̅𝑓�̅�)𝜓2], 

𝑢2 = 𝑓�̅�[(𝑑 − 𝑎)𝜑1 + 2𝜑2] −
𝑑 − 𝑎

2√𝜆
𝑧̅𝑔𝜆̅̅ ̅𝜑2 +

1

√𝜆
𝑔𝜆̅̅ ̅[(𝑑 − 𝑎)𝜓1 + 2𝜓2] − 

−
𝑑 − 𝑎

2𝜆√𝜆
𝑔𝜆̅̅ ̅𝜓2 +

𝑑 − 𝑎

2𝜆
𝑧̅𝑓�̅�𝜓2. 

 

Используя равенство 𝑢1̅̅ ̅ = 𝑢2, повторяя выше проведённые действия, после 

некоторых преобразований, для получаем неоднородные дифференциальные урав-

нения, решая которых находим функций 𝜑1, 𝜓1: 

 

𝜑1 = 𝑐3𝑓𝜆 + 𝑑3𝑔𝜆  + 𝑧[𝜇1𝑓𝜆 + 𝜇2𝑔𝜆], 

𝜓1 = 𝑐4𝑓𝜆 + 𝑑4𝑔𝜆 + 𝑧[𝜇3𝑓𝜆 + 𝜇4𝑔𝜆], 

 

где 𝑑𝑗 − произвольные комплексные постоянные, 
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𝜇1 = 𝛾𝑑1,   𝜇2 = −𝛾𝑐1,   𝜇3 = 𝛾𝑑2, 

𝜇4 = −𝛾𝑐2,   𝛾 =
�̅� − �̅�

(𝑎 − 𝑑)√�̅�
 . 

 

Используя представление функций 𝜑1, 𝜓1, 𝜑2, 𝜓2 и равенство 𝑢1̅̅ ̅ = 𝑢2, можно 

убедится, что в определении 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 (𝑗 = 3, 4) будут участвовать четыре произволь-

ные вещественные постоянные. 

Таким образом, при ∆= 0 в формуле общего решения системы (3.88) участ-

вуют восемь произвольных вещественных постоянных, т.е. dim𝑃 = 8. 

Рассмотрим в ситуации  𝛾)  случай  𝜆 = 0,  т.е.  𝑎 = −𝑑 ≠ 0.  В этом случае 

  

Λ = (
0 1
0 0

) , Λ𝑘 = 0 при 𝑘 ≥ 2 

 

и из (3.104) имеем 

  

𝑆−1𝜔 = 𝜑1(𝑧) + 𝑧̅𝜑2(𝑧) − (
0 1
0 0

)(
𝑧̅2

2!
𝜑1(𝑧) +

𝑧̅3

3!
𝜑2(𝑧)) . 

 

Отсюда выделяя первые компоненты, находим 

  

𝑤 = 𝜓1(𝑧) + 𝑧̅𝜓2(𝑧) + 𝑧̅
2𝜓3(𝑧) + 𝑧̅

3𝜓4(𝑧),  

 

где  𝜓𝑗– аналитические функции. 

Подставим функцию 𝑤(𝑧) в первое уравнение системы (3.88): 

 

𝑤�̅��̅� + 𝑎𝑤 + 𝑏�̅� ≡ 2𝜓3 + 6𝑧̅𝜓4 + 𝑎(𝜓1 + 𝑧̅𝜓2 + 𝑧̅
2𝜓3 + 𝑧̅

3𝜓4) + 

+𝑏(𝜓1̅̅̅̅ + 𝑧𝜓2̅̅̅̅ + 𝑧
2𝜓3̅̅̅̅ + 𝑧

3𝜓4̅̅̅̅ ) = 0 

 

или 
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𝑎𝜓1 + 2𝜓3 + 𝑏𝜓1̅̅̅̅ + 𝑧̅(𝑎𝜓2 + 6𝜓4) + 

+𝑎𝑧̅2(𝜓3 + 𝑧̅𝜓4) + 𝑏𝑧(𝜓2̅̅̅̅ + 𝑧𝜓3̅̅̅̅ + 𝑧
2𝜓4̅̅̅̅ ) = 0 (3.110) 

 

Применим к этому равенству оператор 
𝜕3

𝜕�̅�3
: 

 

6𝑎𝜓4 + 𝑏𝑧(𝜓2
′′′̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑧𝜓3

′′′̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑧2𝜓4
′′′̅̅ ̅̅ ̅) = 0 (3.111) 

 

Теперь к равенству (3.111) применим оператор  
𝜕3

𝜕𝑧3
: 

 

6𝑎𝜓4
′′′ + 6𝑏𝜓4

′′′̅̅ ̅̅ ̅ = 0 

 

Отсюда следует, что 𝜓4
′′′  является постоянной, т.е. 

  

𝜓4 = 𝑐0𝑧
3 + 𝑐1𝑧

2 + 𝑐2𝑧 + 𝑐3, 

 

𝑐𝑗 − постоянные. 

Подставляя 𝜓4  в (3.111) и применяя оператор  
𝜕2

𝜕𝑧2
  получаем, что   

𝜓3
′′′ ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и далее 𝜓2

′′′ ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  Тогда из (3.110) после подстановки выражений 

для 𝜓2, 𝜓3, 𝜓4 и применения  
𝜕3

𝜕𝑧3
 будем иметь: 𝜓1

′′′ ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Таким образом, все функции 𝜓𝑗(𝑧), 𝑗 = 1,4 ̅̅ ̅̅ ̅  должны быть полиномами по 𝑧 

порядка нe выше 3. Следовательно, функцию 𝑤(𝑧) можно представить в виде 

  

𝑤(𝑧) =∑𝑃𝑗(𝑧, 𝑧̅),

4

𝑗=0

(3.112) 

 

где 𝑃𝑗 – однородный полином по 𝑧  и  𝑧̅ порядка 𝑗, т.е. 
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𝑃𝑗(𝑧, 𝑧̅) = ∑𝑝𝑗−𝑘,𝑘𝑧
𝑗−𝑘

𝑗

𝑘=0

𝑧̅𝑘,   𝑝𝑗−𝑘,𝑘 ∈ 𝐶. (3.113) 

 

Подставим 𝑤 в систему (3.88) и выделяя  слагаемые одинакового порядка, 

получим следующие восемь соотношений (нужно учесть, что 𝑎 = −𝑑 ≠ 0) 

 

𝜕2𝑃2
𝜕𝑧̅2

+ 𝑎𝑃0 + 𝑏𝑃0̅̅ ̅ = 0, (3.114) 

𝜕2𝑃3
𝜕𝑧̅2

+ 𝑎𝑃1 + 𝑏𝑃1̅ = 0, (3.115) 

𝑎𝑃2 + 𝑏𝑃2̅̅ ̅ = 0, (3.116) 

𝑎𝑃3 + 𝑏𝑃3̅̅ ̅ = 0, (3.117) 

𝜕2𝑃2̅̅ ̅

𝜕𝑧̅2
+ 𝑐𝑃0 − 𝑎𝑃0̅̅ ̅ = 0, (3.118) 

  
𝜕2𝑃3̅̅ ̅

𝜕𝑧̅2
+ 𝑐𝑃1 − 𝑎𝑃1̅ = 0, (3.119) 

𝑐𝑃2 − 𝑐𝑃2̅̅ ̅ = 0, (3.120) 

𝑐𝑃3 − 𝑐𝑃3̅̅ ̅ = 0. (3.121) 

 

Если |𝑎| ≠ |𝑏|, то из (3.116) и (3.117) следует, что  𝑃2 = 𝑃3 = 0. Тогда из 

(3.114) и (3.115) подучаем: 𝑃0 = 𝑃1 = 0 

Следовательно, при |𝑎| ≠ |𝑏|,   в ситуации 𝛾) и  𝜆 = 0 система (3.88) имеет 

только нулевое решение.  

Пусть |𝑎| = |𝑏|, тогда |𝑏| = |𝑐| (это следует из равенства 𝑎2 + 𝑏𝑐 = 0). Под-

ставляя выражение для 𝑃2 из (3.113) в (3.116) и (3.120), получим следующие соот-

ношения: 

 



114 

 

{
𝑎𝑝20 + 𝑏𝑝02̅̅ ̅̅ = 0,

�̅�𝑝20 + �̅�𝑝02̅̅ ̅̅ = 0,
(3.122) 

{
𝑐𝑝20 − 𝑎𝑝02̅̅ ̅̅ = 0,

�̅�𝑝20 − 𝑐̅𝑝02̅̅ ̅̅ = 0,
(3.123)                      

{
𝑎𝑝11 + 𝑏𝑝11̅̅ ̅̅ = 0,

𝑐𝑝11 − 𝑎𝑝11̅̅ ̅̅ = 0,
(3.124) 

 

Определители систем (3.122) и (3.123) равны нулю, поэтому задавая 𝑃20, 

находим: 𝑃02 = −
�̅�

�̅�
𝑃20̅̅ ̅̅   (заметим, что 

𝑎

𝑏
= −

𝑐

𝑎
). У системы (3.124) определитель 

также равен нулю: −𝑎2 − 𝑏𝑐 = 0 и так как |𝑎| = |𝑏|, то 𝑃11 = 𝑞11𝑒
𝑖𝛾, где 𝑞11 − про-

извольное вещественное число, а 2𝛾 = 𝑎𝑟𝑔𝑎 − 𝑎𝑟𝑔𝑐.  

Теперь из (3.114) и (3.118) имеем: 

            

{
𝑎𝑝00 + 𝑏𝑝00̅̅ ̅̅ = −2𝑝02,

𝑐𝑝00 − 𝑎𝑝00̅̅ ̅̅ = −2𝑝20̅̅ ̅̅ .
(3.125) 

 

Так как определитель этой системы равен нулю, и в силу второго соотноше-

ния из (3.122) выполняется условие разрешимости: 

  

−2𝑝02𝑎 − 2𝑝20̅̅ ̅̅  𝑏 = 0,  

 

то система (3.125) разрешима, причем при определении 𝑃00 возникает одна произ-

вольная вещественная постоянная.  

Подставим выражения для   𝑃1 и 𝑃3 в (3.115), (3.117), (3.119) и (3.121), в ре-

зультате приходим к следующим соотношениям: 

 

{
𝑎𝑝10 + 𝑏𝑝01̅̅ ̅̅ = −2𝑝12,

�̅�𝑝10 + �̅�𝑝01̅̅ ̅̅ = −6𝑝03̅̅ ̅̅ ,
(3.126) 



115 

 

{
𝑐𝑝10 − 𝑎𝑝01̅̅ ̅̅ = −2𝑝21̅̅ ̅̅ ,

−�̅�𝑝10 + 𝑐0̅̅ ̅𝑝01̅̅ ̅̅ = −6𝑝30,
(3.127) 

{
𝑎𝑝30 + 𝑏𝑝03̅̅ ̅̅ = 0,

�̅�𝑝30 + �̅�𝑝03̅̅ ̅̅ = 0,
(3.128) 

{
𝑎𝑝21 + 𝑏𝑝12̅̅ ̅̅ = 0,

�̅�𝑝21 + �̅�𝑝12̅̅ ̅̅ = 0.
(3.129) 

 

Условия разрешимости систем (3.126) и (3.127) имеют вид соответственно  

  

−2�̅�𝑝12 + 6𝑏𝑝03̅̅ ̅̅ = 0 

−2�̅� 𝑝21̅̅ ̅̅ − 6𝑐𝑝30 = 0. 

 

Отсюда и из (3.128), (3.129) видно, что если задать 𝑃30, то 𝑃03, 𝑃12, 𝑃21 опре-

деляются так: 

 

𝑃03 = −
�̅�

�̅�
𝑃30̅̅ ̅̅   , 𝑃12 = −

3𝑐̅

𝑐
𝑃30̅̅ ̅̅ , 𝑃21 = −

3𝑐̅

𝑎
𝑃30̅̅ ̅̅  

 

Далее из (3.126) задавая 𝑃10, находим  𝑃01. 

Таким образом, коэффициенты  𝑃10, 𝑃20, 𝑃30 задаются произвольно, в опреде-

лении 𝑃11, 𝑃00 имеется одна произвольная вещественная постоянная, остальные ко-

эффициенты определяются однозначно. Итак, dim𝑃 = 8. 

Рассмотрим случай 𝐷 ≠ 0. Тогда 𝜆1 ≠ 𝜆2. Покажем, что ранг матрицы 𝐴 −

𝜆𝑗𝐸 равен единице. Действительно, в силу det(𝐴 − 𝜆𝑗𝐸) = 0 имеем: 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴 −

𝜆𝑗𝐸) < 2. Если 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴 − 𝜆1𝐸) = 0, то 

 

𝑎 − 𝜆1 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 − 𝜆1 = 0. 
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Отсюда 𝑎 = 𝑑 и поэтому 𝐷 = (𝑎 − 𝑑)2 + 4𝑏𝑐 = 0. Следовательно, 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴 −

𝜆1𝐸) = 1. Аналогично 𝑟𝑎𝑛𝑔(𝐴 − 𝜆2𝐸) = 1. Отсюда получаем, что у системы (3.97) 

при 𝜆 = 𝜆𝑗 есть только одно линейно независимое решение 𝜔. 

 Если изучим сначала случай 𝑏 = 0, тогда 𝐷 = (𝑎 − 𝑑)2. Возьмем 𝜔1 =

(
𝑎 − 𝑑
𝑐

) ,𝜔2 = (
0
1
). Поэтому  

 

Λ = (
𝑎 0
0 𝑑

),   Λ𝑘 = (𝑎
𝑘 0
0 𝑑𝑘

) ,   𝑆 = (
𝑎 − 𝑑 0
𝑐 1

),   𝑆−1 =
1

𝑎 − 𝑑
(
1 0
−𝑐 𝑎 − 𝑑

). 

 

Подставляя матрицы Λ𝑘, 𝑆 и 𝑆−1 в (3.95), легко получим 

 

𝑤(𝑧) = ∑(−1)𝑘𝑎𝑘 [
𝑧̅2𝑘

(2𝑘)!
𝜑1(𝑧) +

𝑧̅2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
𝜑2(𝑧)]

∞

𝑘=0

, 

 

где 𝜑1, 𝜑2 − произвольные скалярные аналитические функции. Суммируя при 𝑎 ≠

0 имеем 

 

𝑤(𝑧) = cos(√𝑎𝑧̅) 𝜑1(𝑧) + sin(√𝑎𝑧̅)𝜑2(𝑧), (3.130) 

 

если 𝑎 = 0, то 

  

𝑤(𝑧) = 𝜑1(𝑧) + 𝑧̅𝜑2(𝑧). 

  

Вводя обозначения 𝛼 = cos(√𝑎𝑧̅) , 𝛽 = sin(√𝑎𝑧̅) и подставляя функцию 𝑤(𝑧) 

во второе уравнение системы (3.88), будем иметь 

  

�̅�(𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + 𝑑𝜑1̅̅̅̅ ) + �̅�(𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 𝑑𝜑2̅̅̅̅ ) + 𝑐(𝛼𝜑1 + 𝛽𝜑2) = 0,   𝑎 ≠ 0. (3.131) 
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Применим к этому равенству оператор 
𝜕2

𝜕𝑧2
: 

 

−�̅�[�̅�(𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + 𝑑𝜑1̅̅̅̅ ) + �̅�(𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 𝑑𝜑2̅̅̅̅ )] + 𝑐(𝛼𝜑1 + 𝛽𝜑2) = 0,   𝑎 ≠ 0. 

 

Отсюда и из (3.131) следует, что 

  

𝑐[�̅�(𝛼𝜑1 + 𝛽𝜑2) + 𝛼𝜑1
′′ + 𝛽𝜑2

′′] = 0 

 

или 

  

𝑐[𝛼(𝜑1
′′ + �̅�𝜑1) + 𝛽(𝜑2

′′ + �̅�𝜑2)] = 0. (3.132) 

 

Так как функции 𝛼 и 𝛽 аналитические, то из (3.131) и (3.132) получаем: 

 

𝜑𝑗
′′ + �̅�𝜑𝑗 = 0      при    𝑐 = 0, (3.133) 

𝜑𝑗
′′ + �̅�𝜑𝑗 = 0      при    𝑐 ≠ 0. (3.134) 

 

При 𝑐 ≠ 0 находя функции 𝜑𝑗 из (3.134), подставим в (3.131) имеем 

 

−�̅�(−𝑎𝜑1̅̅̅̅ + 𝑑𝜑1̅̅̅̅ ) + �̅�(−𝑎𝜑2̅̅̅̅ + 𝑑𝜑2̅̅̅̅ ) + 𝑐(𝛼𝜑1 + 𝛽𝜑2) = 

= (𝑑 − 𝑎)[�̅�(𝑐1̅𝛼 + 𝑑1̅̅ ̅𝛽) + �̅�(𝑐2̅𝛼 + 𝑑2̅̅ ̅𝛽)] + 

+𝑐[𝛼(𝑐1�̅� + 𝑑1�̅�) + 𝛽(𝑐2�̅� + 𝑑2�̅�)] = 0, 

 

отсюда для постоянных 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 получаем СЛАУ: 
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{
 
 

 
 
(𝑑 − 𝑎)𝑐1̅ + 𝑐𝑐1 = 0,

(𝑑 − 𝑎)𝑑1̅̅ ̅ + 𝑐𝑐2 = 0,

(𝑑 − 𝑎)𝑐2̅ + 𝑐𝑑1 = 0,

(𝑑 − 𝑎)𝑑2̅̅ ̅ + 𝑐𝑑2 = 0.

 

 

Решая эту СЛАУ имеем: 

1) если |𝑑 − 𝑎| ≠ |𝑐|, то 𝑐𝑗 = 𝑑𝑗 = 0, следовательно 𝜑𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2; 

2) если |𝑑 − 𝑎| = |𝑐|, то 

  

𝑐1 = 𝑐1
′𝑒𝑖𝜈1 , 𝑑2 = 𝑑2

′ 𝑒𝑖𝜈1 , 𝑐1
′ , 𝑑2

′ ∈ 𝑅,    𝜈1 =
1

2
(arg(𝑑 − 𝑎) − arg 𝑐 + 𝜋), 

 

𝑐2 − произвольное комплексное число, 𝑑1 =
𝑎−𝑑

𝑐
𝑐2. 

Итак, при 𝑐 ≠ 0 размерность пространство 𝑃 определяется следующим обра-

зом: 

 

dim𝑃 = {
0    при   |𝑑 − 𝑎| ≠ |𝑐|,

4    при   |𝑑 − 𝑎| = |𝑐|.
 

 

При 𝑐 = 0 функции 𝜑𝑗 находим из (3.133) 

 

𝜑𝑗(𝑧) = 𝑐𝑗 cos (√�̅�𝑧) + 𝑑𝑗 sin (√�̅�𝑧), 

 

𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 − произвольные комплексные постоянные и подставляя в (3.130) получим об-

щее решение системы (3.88), при этом dim𝑃 = 8.    

   Если 𝑎 = 0, то подставляя функцию 𝑤 = 𝜑1(𝑧) + 𝑧̅𝜑2(𝑧) во второе уравне-

ние системы (3.88), имеем 

 

𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + 𝑧𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 𝑐𝜑1 + 𝑐𝑧̅𝜑2 + 𝑑𝜑1̅̅̅̅ + 𝑑𝑧𝜑2̅̅̅̅ = 0. (3.135) 
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Применим к этому равенству оператор 
𝜕2

𝜕𝑧2
: 

 

𝑐(𝜑1
′′ + 𝑧̅𝜑2

′′) = 0. 

 

Отсюда следует, что 𝜑1
′′ = 𝜑2

′′ = 0 при 𝑐 ≠ 0. Тогда из (3.135) получим  

 

𝑐(𝜑1 + 𝑧̅𝜑2) + 𝑑(𝜑1̅̅̅̅ + 𝑧𝜑2̅̅̅̅ ) = 0 (3.136) 

 

и далее 𝜑1 + 𝑧̅𝜑2 ≡ 0, если |𝑐| ≠ |𝑑|, поэтому 𝑤 = 0. При |𝑐| = |𝑑| подставляя в 

равенство (3.136) 𝜑𝑗 = 𝑐𝑗𝑧 + 𝑑𝑗 имеем: 

 

𝑐[𝑐1𝑧 + 𝑑1 + 𝑧̅(𝑐2𝑧 + 𝑑2)] + 𝑑[𝑐1̅𝑧̅ + 𝑑1̅̅ ̅ + 𝑧(𝑐2̅𝑧̅ + 𝑑2̅̅ ̅)] = 0. 

 

Для коэффициентов 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 получаем СЛАУ вида 

 

{
 
 

 
 
𝑐𝑑1 + 𝑑𝑑1̅̅ ̅ = 0,

𝑐𝑐1 + 𝑑𝑑2̅̅ ̅ = 0,

�̅�𝑐1 + 𝑐̅𝑑2̅̅ ̅ = 0,

𝑐𝑐2 + 𝑑𝑐2̅ = 0.

 

 

Решая эту СЛАУ имеем: 𝑐1 − произвольная комплексная постоянная,  

 

𝑑2 = −
�̅�

𝑐̅
𝑐1̅, 𝑑1 = 𝑑1

′𝑒𝑖𝜈 , 𝑐2 = 𝑐2
′𝑒𝑖𝜈 

 

где 

  

𝑐2
′ , 𝑑1

′ ∈ 𝑅, 𝜈 =
1

2
(𝜋 + arg 𝑑 − arg 𝑐). 
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 Если 𝑐 = 0, то переписывая (3.135) в виде  

 

𝜑1
′′ + �̅�𝜑1 = −𝑧̅(𝜑2

′′ + �̅�𝜑2), 

 

заключаем, что 𝜑1, 𝜑2 удовлетворяют уравнению вида (3.133). 

 Таким образом, при 𝑎 = 0 получаем, что общее решение системы (3.88) 

имеет вид  

 

𝑤 = 𝜑1(𝑧) + 𝑧̅𝜑2(𝑧), 

 

где аналитические функции 𝜑𝑗 в зависимости от коэффициентов 𝑐 и 𝑑 либо линей-

ные, либо тригонометрические вида  

 

𝑐1 cos (√�̅�𝑧) + 𝑐2 sin (√�̅�𝑧), 

 

либо тождественно равны нулю. Размерность пространства решений определятся 

так: 

 

dim𝑃 = {

0   при   0 ≠ |𝑐| ≠ |𝑑|,

4   при   |𝑐| = |𝑑|,        
8   при   𝑐 = 0.              

 

  

Теперь изучим случай 𝑏 ≠ 0. Тогда  

 

𝜆1,2 =
1

2
(𝑎 + 𝑑 ± √𝐷), 

 

в качестве решений СЛАУ (3.97) возьмем: 𝜔𝑗 = (𝑏,   𝜆𝑗 − 𝑎)
𝑇
. Тогда  
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𝑆 = (
𝑏 𝑏

𝜆1 − 𝑎 𝜆2 − 𝑎
) , Λ = (

𝜆1 0
0 𝜆2

) , Λ𝑘 = (
𝜆1
𝑘 0

0 𝜆2
𝑘). 

 

Подставляя эти матрицы в (3.95), после суммирования имеем 

 

𝑤(𝑧) = 𝛼1𝜑1(𝑧) + 𝛽1𝜓1(𝑧) + 𝛼2𝜑2(𝑧) + 𝛽2𝜓2(𝑧), (3.137) 

 

где 

 

𝛼𝑗 = cos (√𝜆𝑗𝑧̅) , 𝛽𝑗 = sin (√𝜆𝑗𝑧̅) 

 

𝜑𝑗(𝑧), 𝜓𝑗(𝑧) − произвольные аналитические функции. 

 Функции (3.137) подставим в уравнения системы (3.88) и в результате полу-

чим следующие равенства: 

 

(𝑎 − 𝜆1)(𝛼1𝜑1 + 𝛽1𝜓1) + (𝑎 − 𝜆2)(𝛼2𝜑2 + 𝛽2𝜓2) + 

+𝑏(𝛼1̅̅ ̅𝜑1̅̅̅̅ + 𝛽1̅̅ ̅𝜓1̅̅̅̅ + 𝛼2̅̅ ̅𝜑2̅̅̅̅ + 𝛽2̅̅ ̅𝜓2̅̅̅̅ ) = 0, (3.138) 

𝛼1(𝜑1
′′ + �̅�𝜑1) + 𝛽1(𝜓1

′′ + �̅�𝜓1) + 𝛼2(𝜑2
′′ + �̅�𝜑2) + 𝛽2(𝜓2

′′ + �̅�𝜓2) + 

+𝑐̅(𝛼1̅̅ ̅𝜑1̅̅̅̅ + 𝛽1̅̅ ̅𝜓1̅̅̅̅ + 𝛼2̅̅ ̅𝜑2̅̅̅̅ + 𝛽2̅̅ ̅𝜓2̅̅̅̅ ) = 0. (3.139) 

 

Считая 𝑐 ≠ 0, умножим равенство (3.138) на −𝑐̅, а (3.139) на 𝑏 и складывая, полу-

чим 

  

𝛼1Φ1 + 𝛽1Ψ1 + 𝛼2Φ2 + 𝛽2Ψ2 = 0, (3.140) 

 

где  
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Φ𝑗 = 𝑏𝜑𝑗
′′ + [𝑏�̅� − 𝑐̅(𝑎 − 𝜆𝑗)]𝜑𝑗 ,   Ψ𝑗 = 𝑏𝜓𝑗

′′ + [𝑏�̅� − 𝑐̅(𝑎 − 𝜆𝑗)]𝜓𝑗 ,    

𝑗 = 1, 2. (3.141) 

 

Применим к равенству (3.140) оператор 
𝜕2

𝜕�̅�2
: 

 

−𝜆1(𝛼1Φ1 + 𝛽1Ψ1) − 𝜆2(𝛼2Φ2 + 𝛽2Ψ2) = 0. 

 

Отсюда и из (3.140) в силу 𝜆1 ≠ 𝜆2 следует, что 𝛼𝑗Φ𝑗 + 𝛽𝑗Ψ𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2. В свою 

очередь из последних равенств в силу антианалитичности функций 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 получим: 

Φ𝑗 = Ψ𝑗 ≡ 0, 𝑗 = 1, 2. Далее из (3.141) находим: 

 

𝜑𝑗 = 𝑎𝑗 cos 𝜇𝑗𝑧 + 𝑏𝑗 sin 𝜇𝑗𝑧 , 𝜓𝑗 = 𝑐𝑗 cos 𝜇𝑗𝑧 + 𝑑𝑗 sin 𝜇𝑗𝑧 

 

где 𝜇𝑗 = [�̅� −
𝑐̅

𝑏
(𝑎 − 𝜆𝑗)]

1

2
, 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 , 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 − произвольные комплексные постоянные.  

 Подставляя 𝜑𝑗 в равенство (3.138) и перегруппируя слагаемые, получим сле-

дующие соотношения: 

 

(𝑎 − 𝜆𝑗)(𝑎𝑗𝛼𝑗 + 𝑐𝑗𝛽𝑗) = 0, 

(𝑎 − 𝜆𝑗)(𝑏𝑗𝛼𝑗 + 𝑑𝑗𝛽𝑗) = 0, 

𝑏(𝑎�̅�𝛼�̅� + 𝑐�̅�𝛽�̅�) = 0, (3.142) 

𝑏(𝑏�̅�𝛼�̅� + 𝑑�̅�𝛽�̅�) = 0,   𝑗 = 1, 2. (3.143) 

 

 Если 𝜆𝑗 ≠ 0, 𝑗 = 1, 2, то из (3.142) и (3.143) следует, что 𝑎𝑗 = 𝑏𝑗 = 𝑐𝑗 = 𝑑𝑗 =

0, т.е. 𝜑𝑗 = 𝜓𝑗 = 0, следовательно, 𝑤(𝑧) = 0. Если 𝜆1 ≠ 0, 𝜆2 = 0, то 𝑎𝑗 = 𝑏𝑗 = 𝑐1 =

𝑑1 = 0 и поэтому  
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𝜑𝑗 = 𝜓1 = 0, 𝑗 = 1, 2, 𝜓2 = 𝑐2 cos 𝜇2𝑧 + 𝑑2 sin 𝜇2𝑧. 

 

Но так как 𝛽2 ≡ 0, то 𝑤(𝑧) ≡ 0. Аналогично в случае 𝜆1 = 0, 𝜆2 ≠ 0 имеем:  

𝑤(𝑧) = 0. 

 Итак, в случае 𝑏 ≠ 0, 𝑐 ≠ 0 у системы (3.88) есть только нулевое решение. 

 Пусть 𝑐 = 0. Тогда 

  

𝜆1 = 𝑎,     𝜆2 = 𝑑,     𝑆 = (
𝑏 𝑏
0 𝑑 − 𝑎

),     Λ𝑘 = (𝑎
𝑘 0
0 𝑑𝑘

). 

 

В этом случае считая 𝑑 ≠ 0, из формулы (3.95) найдем �̅�: 

 

�̅� = 𝛼𝜑1(𝑧) + 𝛽𝜑2(𝑧), 

 

где 𝛼 = cos(√𝑑𝑧̅) , 𝛽 = sin(√𝑑𝑧̅), 𝜑1, 𝜑2 − аналитические функции. Отметим, что 

при этом второе уравнение системы превращается в тождество. Подставим функ-

цию 𝑤 в первое уравнение этой системы: 

 

𝑤�̅��̅� + 𝑎𝑤 + 𝑏�̅� = �̅�𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + �̅�𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 

+𝑎(�̅�𝜑1̅̅̅̅ + �̅�𝜑2̅̅̅̅ ) + 𝑏(𝛼𝜑1 + 𝛽𝜑2) = 0. (3.144) 

 

Продифференцируем это равенство дважды по 𝑧: 

 

−�̅�[�̅�(𝜑1
′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑1̅̅̅̅ ) + �̅�(𝜑2

′′̅̅ ̅̅ + 𝑎𝜑2̅̅̅̅ )] + 𝑏(𝛼𝜑1
′′ + 𝛽𝜑2

′′) = 0. (3.145) 

 

Так ка 𝑑 ≠ 0, то из соотношений (3.144) и (3.145) получим 

 

�̅�(𝛼𝜑1 + 𝛽𝜑2) + 𝛼𝜑1
′′ + 𝛽𝜑2

′′ = 0 
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или  

 

𝛼(𝜑1
′′ + �̅�𝜑1) + 𝛽(𝜑2

′′ + �̅�𝜑2) = 0. 

 

Отсюда 𝜑𝑗
′′ + �̅�𝜑𝑗 = 0, т.е. 𝜑𝑗 = 𝑐𝑗�̅� + 𝑑𝑗�̅�, 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 − постоянные, 𝑗 = 1, 2, и следова-

тельно из (3.144) имеем 

 

(𝑎 − 𝑑)[�̅�(𝑐1̅𝛼 + 𝑑1̅̅ ̅𝛽) + �̅�(𝑐2̅𝛼 + 𝑑2̅̅ ̅𝛽)] + 

+𝑏[𝛼(𝑐1�̅� + 𝑑1�̅�) + 𝛽(𝑐2�̅� + 𝑑2�̅�)] = 0. (3.146) 

 

  Легко показать, что если |𝑎 − 𝑑| ≠ |𝑏|, то 𝑐𝑗 = 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2 и поэтому 

𝑤(𝑧) ≡ 0. Считая |𝑎 − 𝑑| = |𝑏| из (3.146) для 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗 получим СЛАУ вида  

 

{
 
 

 
 
(𝑎 − 𝑑)𝑐1̅ + 𝑏𝑐1 = 0,

(𝑎 − 𝑑)𝑑1̅̅ ̅ + 𝑏𝑐2 = 0,

(𝑎 − 𝑑)𝑐2̅ + 𝑏𝑑1 = 0,

(𝑎 − 𝑑)𝑑2̅̅ ̅ + 𝑏𝑑2 = 0.

 

 

Решая эту СЛАУ находим:  

 

𝑐1 = 𝑐1
′𝑒𝑖𝜈1 , 𝑑2 = 𝑑2

′ 𝑒𝑖𝜈1 , 

 

где 

 

𝑐2
′ , 𝑑1

′ ∈ 𝑅, 𝜈1 =
1

2
(𝜋 + arg(𝑎 − 𝑑) − arg 𝑏), 

 

𝑐2 − произвольное комплексное число,  
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𝑑1 =
𝑑 − 𝑎

𝑏
𝑐2. 

 

 Итак, в случае 𝑑 ≠ 0 справедлива формула 

 

dim𝑃 = {
0   при   |𝑎 − 𝑑| ≠ |𝑏|,

4   при   |𝑎 − 𝑑| = |𝑏|.
 

 

 При 𝑑 = 0 из второго уравнения системы (3.88) имеем: 

 

�̅� = 𝜑1(𝑧) + 𝑧̅𝜑2(𝑧), 

 

где 𝜑1, 𝜑2 − аналитические функции. Подставляя функцию 𝑤(𝑧) в первое уравне-

ние системы (3.88), применяя к полученному равенству оператор 𝜕2/𝜕𝑧2 , видим, 

что 𝜑1
′′ = 𝜑2

′′ = 0, т.е. функции 𝜑𝑗 имеют вид 𝑐𝑗𝑧 + 𝑑𝑗 и далее определяем постоян-

ные 𝑐𝑗 и 𝑑𝑗. Формула размерности пространства 𝑃 выглядит так  

 

dim𝑃 = {
0   при   |𝑎| ≠ |𝑏|,

4   при   |𝑎| = |𝑏|.
 

 

Таким образом, мы исследовали всевозможные случаи значения коэффици-

ентов системы (3.88). При этом определили множество всех решений и размерность 

пространства решений. Ниже приведем теорему о размерности пространства 𝑃 − 

всех решений системы (3.88). 

Теорема 3.5. Размерность пространства 𝑃 при 𝐴 ≠ 0 определяется форму-

лой: 
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dim𝑃 =

{
 
 

 
 
8   при   (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝑀,   

6   при   𝑎 = 𝑏𝑐 = 𝑑 = 0,

4   при   (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝑁,   

0 в остальных случаях.

 

 

Пример. Рассмотрим систему 

 

{
𝑤�̅��̅� +𝑤 + �̅� = 0,

�̅��̅��̅� −𝑤 − �̅� = 0,
 

 

здесь 𝐴 = (
1 1
−1 −1

).  

Для этой системы 𝜆 = 0;   𝐷 = 0;  |𝑎| = |𝑏| = |𝑐|. 

 Вещественная форма системы: 

 

{
 
 

 
 
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 − 2𝑣𝑥𝑦 + 8𝑢 = 0,   

𝑣𝑥𝑥 − 𝑣𝑦𝑦 + 2𝑢𝑥𝑦 = 0,              

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 2𝑣𝑥𝑦 − 8𝑢 = 0,   

𝑣𝑥𝑥 − 𝑣𝑦𝑦 − 2𝑢𝑥𝑦 = 0.             

 

 

Общее решение имеет вид: 

 

𝑢 = 𝐶1(𝑥
2 + 𝑦2) + 𝐶2𝑥 + 𝐶3𝑦 + 𝐶4,                                                  

𝑣 =
4𝐶1
3
(𝑥3𝑦 + 𝑥𝑦3) + 2(𝐶2𝑥

2𝑦 + 𝐶3𝑥𝑦
2) +

2𝐶4
3
(𝑥3 + 𝑦3) +

 

+𝐶5(𝑥
2 + 𝑦2) + 𝐶6𝑥 + 𝐶7𝑦 + 𝐶8 

 

где 𝐶𝑗 − вещественные постоянные. Следовательно, dim𝑃 = 8. 

  



127 

 

ГЛАВА 4. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

 

В диссертации исследованы п.с. линейных у.ч.п. первого и второго порядков 

с вещественными и комплексными переменными. Эти системы в основном изу-

чены в пространствах функций, определенных в пространстве 𝑅3 и её неограничен-

ных областях, а также во всем комплексном пространстве 𝐶𝑛, в  частности на всей 

комплексной плоскости. Исследований по п.с. линейных у.ч.п. первого и второго 

порядков в случаях, когда коэффициенты определены в всем пространстве, на всей 

плоскости или в неограниченных областях  

Во второй главе работы для п.с. линейных у.ч.п.  

  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 + 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑈 = 𝐹(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (4.1) 

 

здесь 𝑈 = 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) − искомая функция, 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 = (𝑈𝑥1 , 𝑈𝑥2 , 𝑈𝑥3),  

𝐴 = (𝐴1, 𝐴2, 𝐴3) – вектор коэффициентов, 𝐹 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) − вектор правых частей, 

исследованы задачи нахождения решений из пространства  𝑃𝑁 − класс непрерыв-

ных в 𝑅3 функций 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), удовлетворяющих условию 

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝐾(1 + |𝑥1| + |𝑥2| + |𝑥3|)
𝑁 , (4.2) 

 

где 𝐾 – положительная постоянная, зависящая от 𝑢, 𝑁 – неотрицательное целое 

число, а также решений, определенных в неограниченном цилиндре  

Ω = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3); (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺,   𝑥3 > 0}, 𝐺 − ограниченная область на плоскости  

𝑅2,  принадлежащих классу 𝑃𝑁(Ω), т.е. удовлетворяющих условию роста: 

 

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)| ≤ 𝑀(1 + 𝑥3)
𝑁 . (4.3) 
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Двумерные системы вида (4.1), т.е. п.с. двух линейных у.ч.п.  первого по-

рядка, рассматривались в работах С. Байзаева и М.А. Рахимовой (см., например, 

[67] - [69]). Для этого случая получены критерии однозначной разрешимости си-

стемы в пространствах типа  𝑃𝑁 и периодических функций.  

Развивая методику выше указанных работ в настоящей диссертации, полу-

чены критерии однозначной разрешимости задач (4.1), (4.2) и (4.1), (4.3), а также 

формулы для соответствующих решений. Эти условия выражаются в терминах ко-

эффициентов системы. Интересно заметить, что задача (4.1), (4.3) в одном случае 

однозначно разрешима, а в другом – безусловно рарешима.  

Дополнительно изучены первая группа условий полной интегрируемости 

(см. условия (2.2), гл. 2, п. 2.1), которые в трудах других авторов не были исследо-

ваны. Найдено общее решение системы уравнений (2.2). Следует отметить, что в 

ходе доказательств теорем о разрешимости системы (4.1) в пространствах типа  𝑃𝑁 

и периодических функций, из 𝑖-го равенства второй группы у.п.р. (см. условия (2.3), 

гл. 2, п. 2.1) функция 𝑓𝑖 будет однозначно выражена через другую правую часть 

системы. Поэтому в формуле решения системы (4.1) входит только одна из правых 

частей системы (см. формулу (2.17), п. 2.3, гл. 2).  

Отметим, что вторая группа условий полной интегрируемости для п.с. систем 

линейных у.ч.п.  первого порядка вида (4.1) не исследовалась отдельно. 

Также исследована задача нахождения решений, имеющих рост на бесконеч-

ности не быстрее полинома, двумерной системы в угле  

𝐷 = {(𝑥1, 𝑥2 ): 0 < 𝑥1 < +∞, 𝜆1𝑥1 < 𝑥2 < 𝜆2𝑥2}, 𝜆1, 𝜆2 − постоянные. Здесь также 

получены необходимые и достаточные условия однозначной разрешимости задачи 

на языке коэффициентов и явная формула решения в полярных координатах. Сле-

дует отметить, что задача в угле ранее никем не рассматривалась. 

В этой главе использованы качественные методы дифференциальных урав-

нений и методы оценки и вычисления несобственных интегралов первого рода, за-

висящих от параметра. 
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Основными результатами второй главы являются теоремы 2.1 - 2.5. Получен-

ные в этой главе результаты опубликованы в работах [1-A], [2-A],  

[6-A], [7-A], [8-A], [14-A], [15-A]. 

В третьей главе исследованы переопределённые системы двух и более ком-

плексных у.ч.п.  первого и второго порядков с одной или несколькими комплекс-

ными переменными. Такие системы рассмотрены во всей комплексной плоскости 

и во всем комплексном пространстве 𝐶𝑛.  

В работе С. Байзаева и М.А. Рахимовой [74] рассматривалась многомерная 

п.с. вида  

 

{
𝑤�̅� = 𝐴�̅�,

𝑤𝑧 = 𝐵�̅�,
(4.4) 

 

где 𝑤 ∈ 𝐶𝑛, 𝐴, 𝐵 − комплексные матрицы порядка 𝑛.  Критерием полной интегри-

руемости системы (4.4) является равенство 

 

𝐴�̅� = 𝐵�̅�. (4.5) 

 

В указанной работе при выполнении условия (4.5) найдено общее решение системы 

(4.4). 

В настоящей диссертации система изучена в случае, когда условие (4.5) не 

выполняется. В этом случае разработана схема нахождения многообразия решений 

системы (4.4). Здесь же установлена теорема 3.1 об общем решении этой системы. 

При этом использованы методы дифференциальных уравнений и теории матриц. 

Случай невыполнения равенства (4.5) ранее не был исследован.  

Далее в диссертации рассмотрены п.с. двух комплексных линейных у.ч.п.  

первого порядка с двумя комплексными переменными 
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{
𝑤�̅�1 + 𝑎(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑓(𝑧1, 𝑧2),

𝑤�̅�2 + 𝑏(𝑧1, 𝑧2)𝑤 = 𝑔(𝑧1, 𝑧2)
(4.6) 

 

с двоякопериодическими по каждой переменной коэффициентами и правыми ча-

стями с основными периодами 2𝜋, 2𝜋𝑖. Построены операторы 𝑇𝑗 и  

𝑆𝑗𝑓 = 𝑓0
𝑗
𝑧�̅� − 𝑇𝑗𝑓  через коэффициенты Фурье, 𝑓0

𝑗
−среднее значение функции  𝑓  по 

переменной  𝑧𝑗;   эти операторы используются для нахождения общего решения си-

стемы.  

Отметим, что операторы 𝑇𝑗 и 𝑆𝑗  являются аналогами операторов 𝑇 и 𝑆,  по-

строенные С. Байзаевым (см. [10], стр. 44) для случая двоякопериодических функ-

ций одной переменной. Установлена теорема 3.2 об общем решении, с явной фор-

мулой для соответствующей (4.6) однородной системы: 

 

𝑤(𝑧1, 𝑧2) = 𝑒
2𝑖𝐼𝑚(𝑎𝑜̅̅̅̅ 𝑧1+𝑏𝑜̅̅̅̅ 𝑧2)𝜔1(𝑧1, 𝑧2)𝜔2(𝑧2)𝛷(𝑧1, 𝑧2), (4.7) 

 

где 𝑎𝑜, 𝑏𝑜 − средние значения функций 𝑎, 𝑏 соответственно,  

𝜔1 = 𝑒
−𝑆1𝑎, 𝜔2 = 𝑒

−𝑆2𝑏𝑜
1
, 𝛷 − произвольная аналитическая по 𝑧1, 𝑧2 функция.  

Заметим, что в правой части формулы (4.7) первый множитель, в общем слу-

чае, является почти-периодической, второй множитель – двоякоперидической по 

переменным 𝑧1, 𝑧2,  а третий множитель – двоякоперидической по переменной 𝑧2, 

с основными периодами 2𝜋 и 2𝜋𝑖. В частности, первый множитель может быть 

также двоякоперидической, в зависимости от средних значений функций 𝑎, 𝑏. 

 Используя теорему Лиувилля из теории функций комплексной переменной, 

из формулы (4.7) выведены формулы для ограниченных во всей комплексной плос-

кости решений, а также решений, имеющих рост на бесконечности не быстрее чем 

|𝑧1|
𝑁 + |𝑧2|

𝑁 . 

Представление (4.7) общего решения однородной системы, соответствующей 

(4.6), а также формулы ограниченных во всей комплексной плоскости решений и 

решений, имеющих рост на бесконечности не быстрее чем полином, напоминают 
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представления решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений из 

теории Флоке [48].  

Получено представление общего решения неоднородной системы в следую-

щем виде 

 

𝑤(𝑧) = 𝑒−𝑇1𝑎{𝑇1(𝑒
𝑇1𝑎𝑓) + 𝑒−𝑇2𝑏o

1
[𝑇2(𝑒

𝑇2𝑏o
1
ℎ) + 𝜓(𝑧)]}, (4.8) 

 

где 𝜓(𝑧), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) произвольная аналитическая функция переменной 𝑧, 𝑏o
1, ℎ − 

средние значения функций  𝑏 и 𝑒𝑇1𝑎𝑔 по переменной 𝑧1 соответственно. В диссер-

тации представление общего решения в виде (4.8) имеется в теореме 3.3. 

Нахождение общего решения, а также ограниченных решений п.с. вида (4.6) 

с двоякопериодическими коэффициентами ранее не было исследовано. Для обоб-

щенной системы Коши-Римана с несколькими переменными задача о двоякопери-

одических решениях было изучено в работах Д. Сафарова и его учеников (см., 

например, [22], [23], [80], [83]). В этих работах используются в основном эллипти-

ческие функции и их разновидности. 

В четвертом параграфе рассмотрены п.с. комплексных линейных у.ч.п. пер-

вого порядка вида 

 

𝑤�̅�𝑗 + 𝑎𝑗(𝑧)𝑤 = 0,    𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅ (4.9) 

 

с 𝑛 независимыми переменными 𝑧 = (𝑧1, … , 𝑧𝑛).   Каждое из уравнений (4.9) явля-

ется обобщением системы Коши-Римана. Относительно коэффициентов системы 

(4.9) предполагается, что они являются двоякопериодическими по каждой перемен-

ной с основными периодами 2𝜋, 2𝜋𝑖, т.е. 𝑎𝑗 ∈ 𝐶2𝜋 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛.   

Случай 𝑎𝑗 = 0 впервые с помощью 𝐿2-метода рассматривали С. Морри и Дж. 

Кон (см. монографию Л. Хёрмандера [91]). Когда 𝑎𝑗 и 𝑓𝑗 заданы в полицилиндре и 
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удовлетворяют условиям полной интегрируемости система (4.9) исследована в ра-

ботах Л.Г. Михайлова и его учеников (см., например, [44]), в которых получено 

представление общего решения через интегральные операторы Векуа и Коши.  

В диссертации рассмотрен случай двоякопериодических коэффициентов си-

стемы (4.9) и впервые исследована задача о нахождении общего решения. Развивая 

метод третьего параграфа, построено общее решение этой системы (теорема 3.4). 

Это общее решение зависит от произвольной аналитической по 𝑧 функции. 

В пятом параграфе исследована система вида  

 

{
𝑤�̅��̅� + 𝑎𝑤 + 𝑏�̅� = 0,

�̅��̅��̅� + 𝑐𝑤 + 𝑑�̅� = 0,
(4.10) 

 

с комплексными постоянными коэффициентами. Каждое из уравнений этой си-

стемы является обобщением уравнений Бицадзе и метааналитических функций. 

При 𝑏 = 0 первое уравнение будет уравнением метааналитических функций, а при 

𝑐 = 0 − таковым будет второе уравнение (см., например, [17]). Множество 𝑃 − 

всех решений системы (4.10) будет линейным пространством над  полем веще-

ственных чисел 𝑅.  

Проведен полный анализ системы (4.10) по следующей схеме:  

1) Путем замен 

 

𝜔 = (𝑤,   �̅�)𝑇 ,   𝜔�̅� = 𝜈,   𝑈 = (𝜔,   𝜈)
𝑇 

 

эта система приводится к системе первого порядка для четырехмерного вектора 𝑈  

  

𝑈�̅� = 𝐵𝑈, (4.11) 

 

где 

  

𝐵 = (
0 𝐸2
−𝐴 0

). 
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2) Выписывается общее решение системы (4.11) по известной формуле 

(см. лемму 3.1): 

 

𝑈 = 𝑒 �̅�𝐵𝜑(𝑧), 

 

где  𝜑(𝑧) −произвольная четырехмерная аналитическая вектор-функция. 

3) Из решений системы (4.11) определяется первая компонента 𝑤. 

4) Найденная компонента вставляется в уравнения системы (4.10) и окон-

чательно определяется явный вид решения этой системы. 

Такая схема нахождения решений, определения структуры пространства Р и 

его размерности проводится впервые, что является новшеством. 

Ясно, что структура пространства Р и его размерность естественно зависят от 

коэффициентов системы. Коэффициенты системы (4.10) определяют точку 𝜉 =

(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)  пространства 𝐶4. Определены восемь множеств 𝑀𝑗 и 𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 из 

𝐶4. Каждое из этих множеств определяется посредством некоторых соотношений 

(равенств, неравенств), выписываемых непосредственно через коэффициенты си-

стемы. Эти множества попарно не пересекаются. Множества 𝑀 =∪𝑀𝑗 и 𝑁 =∪ 𝑁𝑗 

не содержат нулевую точку, не пересекаются и их объединение не совпадает с про-

странством 𝐶4. Размерность пространства  𝑃  определяется следующим образом: 

 

dim𝑃 = {

8   при   (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝑀,            
6   при   𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 0,    

4   при   (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ 𝑁,            
0  в остальных случаях.        

 

 

В диссертации эта формула приведена в теореме 3.5. Она показывает, что об-

щее решение системы (4.10), в зависимости от коэффициентов, может содержать 4, 

6 или 8 произвольных постоянных или состоять только из нулевой функции.   

Основными результатами второй главы являются теоремы 3.1 - 3.5. Получен-

ные в этой главе результаты опубликованы в работах [3-A, 4-A, 5-А,  

9-A, 10-A, 11-A, 12-A, 13-A, 16-A]. 
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ВЫВОДЫ  

 

В диссертации исследованы задачи о разрешимости п.с. вещественных ли-

нейных у.ч.п. первого порядка в пространствах функций, определённых в  𝑅3 и её 

неограниченных областях, а также вопросы разрешимости п.с. линейных у.ч.п. с 

одной или несколькими комплексными переменными на всей комплексной плос-

кости и во всём комплексном пространстве 𝐶𝑛.  

Основные научные результаты диссертационной работы заключаются в сле-

дующем: 

- для п.с. вида (4.1) получены условия однозначной разрешимости в простран-

ствах 𝑃𝑁 и 𝑃𝑁(Ω), и построены формулы для решений [1-А; 2-А]; 

- для п.с. двух линейных у.ч.п. первого порядка в угле 𝐷 = {(𝑥1, 𝑥2): 0 < 𝑥1 <

+∞, 𝜆1𝑥 < 𝑥2 < 𝜆2𝑥}, 𝜆1, 𝜆2 − постоянные, найдены условия однозначной разре-

шимости в пространстве функций, имеющие рост на бесконечности не быстрее по-

линома [7-А]; 

- найдено общее решение п.с. вида (4.4) в случае, когда у.п.р. не выполнено [3-

А]; 

- построено общее решение п.с. вида (4.6) с двоякопериодическими коэффи-

циентами и правой частью [5-А]; 

- найдены решения, имеющие рост на бесконечности не быстрее полинома, в 

частности ограниченные и периодические решения однородной системы, соответ-

ствующей (4.6) [5-А]; 

- построено общее решение п.с. (4.9) с двоякопериодическими коэффициен-

тами [5-А]; 

- найдено общее решение, в частности решения из пространства типа 𝑃𝑁 ,  п.с. 

вида (4.10) и получена формула для размерности пространства 𝑃𝑁 [4-А]. 
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Рекомендации по практическому использованию результатов. 

 

Полученные в диссертации результаты носят теоретический характер. Ме-

тоды, разработанные в диссертации и полученные результаты, могут быть приме-

нены для исследования других классов п.с. у.ч.п. в различных пространствах функ-

ций. Отдельные части диссертации могут быть использованы при чтении специаль-

ных курсов для студентов и магистрантов, обучающихся по специальности «Мате-

матика» и «Прикладная математика».  
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