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Введение

Актуальность и степень разработанности темы исследования.

Теория аппроксимации функций изучает практические задачи, связанные

с приближением сложных функций более простыми. Чаще всего рассмат-

ривается приближение сложных функций функциями из некоторого n-

параметрического множества. В настоящее время теория аппроксимации име-

ет дело с приближением отдельных функций и классов функций при помощи

заданных подпространств, каждое из которых состоит из функций, являю-

щихся в каком-то смысле более простыми, чем аппроксимируемые функции.

Обычно роль таких подпространств играет множество алгебраических поли-

номов или же в периодическом случае множество тригонометрических поли-

номов заданного порядка n.

В становлении теории аппроксимации функций важную роль сыграла

работа К.Вейерштрасса [73], вышедшая в 1885 году, согласно которой для

любой непрерывной на отрезке [a, b] функции f(x) последовательность её

наилучших приближений многочленами порядка ≤ n сходится к нулю при

n → ∞. Затем, после этого результата, вышли работы Ш.Ж.Валле Пуссе-

на [62], С.Н.Бернштейна [8] и Д.Джексона [63], где была изучена скорость

сходимости к нулю последовательности наилучших приближений.

Параллельно исследованиям по приближению функций, заданных и опре-

делённых на отрезке алгебраическими многочленами, интенсивно велись ис-

следования по приближению периодических функций тригонометрическими

многочленами. По приближению классов периодических функций отметим

известные работы А.Н.Колмогорова [64], Ж.Фавара [68] и С.М.Никольского

[29], опубликованные в 30-х и 40-х годах прошлого века. В настоящее время

задачи теории приближений находят широкое применение в разных областях
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науки и техники, в частности, в вычислительной математике, дискретной ма-

тематике, теории чисел и др.

Среди актуальных задач теории аппроксимации функций наиболее важ-

ной является задача отыскания точных констант в неравенствах типа Джек-

сона – Стечкина. Под неравенствами типа Джексона – Стечкина в широком

смысле понимают неравенства, в которых величина наилучшего приближе-

ния функций конечномерным подпространством оценивается через некото-

рые её характеристики гладкости самой функции или некоторой её производ-

ной. В качестве такой характеристики обычно рассматривают модуль непре-

рывности функции.

Наиболее важные результаты в этом направлении исследования полу-

чены в работах Н.П.Корнейчука [25], Н.И.Черных [41], В.И.Бердышева [7]

В.В.Арестова и Н.И.Черных [59], В.В.Жука [19], Л.В.Тайкова [34],

А.А.Лигуна [27], А.Г.Бабенко [4], С.Б.Вакарчука [11], М.Ш.Шабозова [44]

и других математиков. Обстоятельный обзор полученных в периодическом

случае результатов приведён, например, в работах В.И.Иванова [20, 23],

М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [45], С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [15].

Диссертационная работа посвящена экстремальным задачам теории наи-

лучших приближений периодических функций тригонометрическими поли-

номами в гильбертовом пространстве L2 := L2[0, 2π]. Полученные в диссер-

тационной работе результаты развивают и дополняют исследования указан-

ных авторов в этом направлении. Здесь установлены окончательные оценки

наилучших приближений периодических функций тригонометрическими по-

линомами посредством модулей непрерывности произвольного порядка или

их модификаций и даны их приложения в задаче отыскания точных значений

n-поперечников функциональных классов.

В работе также изучены и решены некоторые экстремальные задачи тео-
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рии наилучших полиномиальных совместных приближений функций и их

производных тригонометрическими полиномами и их соответствующими про-

изводными в гильбертовом пространстве L2[0, 2π], не решенные до недавнего

времени. Найдены точные константы в неравенствах типа Джексона – Стеч-

кина между величиною наилучшего совместного приближения функций и

усреднёнными с весом обобщёнными модулями непрерывности высшего по-

рядка r-ых производных функций в пространстве L2. Вычислены точные

значения верхних граней наилучших совместных приближений некоторых

классов функций. Этим объясняется целесообразность и актуальность выбо-

ра темы исследования диссертационной работы.

Объект исследования и связь работы с научными программами

(проектами) и темами. Исследование в диссертационной работе выпол-

нено в рамках реализации перспективного плана научно-исследовательской

работы кафедры математического анализа Хорогского государственного уни-

верситета им. М.Назаршоева на 2018-2023 гг. по теме «Теория приближения

функций».

Общая характеристика работы

Цель и задачи исследования. Основная цель диссертационной работы

заключается в решении ряда экстремальных задач, связанных с:

• нахождением точных констант в неравенствах типа Джексона – Стечки-

на между наилучшими приближениями и обобщёнными модулями непре-

рывности;

• вычислением значений n-поперечников классов функций, задаваемых

усреднёнными с весом значениями модулей непрерывности высших по-

рядков r-ых производных;

• вычислением верхних граней наилучших совместных приближений неко-

торых классов функций в пространстве L2.
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Основные методы исследования. В диссертационной работе широко

используются современные методы теории аппроксимации вариационного со-

держания в нормированных пространствах и методы решения экстремальных

задач теории функций, базирующиеся на идеях функционального анализа, а

именно метод Н.П.Корнейчука оценки сверху наилучших приближений клас-

сов функций подпространством полиномов заданной размерности и разрабо-

танная В.М.Тихомировым оценка снизу поперечников множеств в различных

банаховых пространствах.

Научная новизна исследований. В диссертации получены следующие

основные результаты:

• найдены точные константы в неравенствах типа Джексона – Стечкина

между наилучшими приближениями и обобщёнными модулями непре-

рывности;

• вычислены значения n-поперечников классов функций, задаваемых

усреднёнными с весом значениями модулей непрерывности высших по-

рядков r-ых производных;

• вычислены верхние грани наилучших совместных приближений некото-

рых классов функций в пространстве L2.

Положения, выносимые на защиту:

• теоремы о точном неравенстве типа Джексона – Стечкина для наилуч-

шего среднеквадратического приближения посредством усреднённой ха-

рактеристики гладкости Ωm(f
(r), t);

• теоремы о точных значениях n-поперечников некоторых классов 2π-

периодических функций в метрике пространства L2;

• теоремы о верхних гранях наилучшего совместного полиномиального

приближения классов функций.
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Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Рабо-

та носит теоретический характер. Полученные в диссертационной работе ре-

зультаты и методы их доказательств можно применять при решении экстре-

мальных задач теории приближения функций многих переменных и функций

комплексных переменных, принадлежащих банаховым пространствам Харди

и Бергмана.

Личный вклад автора. Задачи исследования и выбор метода доказа-

тельств сформулированны научным руководителем. Все приведённые в дис-

сертационной работе результаты получены лично автором.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссер-

тации докладывались и обсуждались на:

• семинарах кафедры математического анализа Хорогского государствен-

ного университета им. М.Назаршоева (Хорог, 2017-2023 гг.);

• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных

уравнений Таджикского национального университета под руководством

академика Национальной академии наук Таджикистана, профессора

М.Ш.Шабозова (Душанбе, 2017-2023 гг.);

• международной научной конференции «Современные проблемы теории

чисел и математического анализа», посвящённой 80-летию со дня рож-

дения доктора физ.-мат. наук, профессора Дододжона Исмоилова (Ду-

шанбе, 29-30 апреля 2022 г.);

• международной научной конференции «Современные проблемы матема-

тического анализа и теории функций», посвящённой 70-летию академика

Национальной академии наук Таджикистана М.Ш.Шабозова (Душанбе,

24-25 июня 2022 г.);

• международной республиканской научно-практической конференции

«Актуальные проблемы и перспективы развития естественных и точных
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наук» (Душанбе, 28-29 октября 2022 г.);

• международной научно-теоретической конференции «Развитие науки и

образования в условиях глобализации на примере горных условий: про-

блемы, новые подходы и актуальные исследования», посвящённой 30-

летию XVI-й сессии Верховного Совета Республики Таджикистан и 30-

летию Хорогского государственного университета им. Моёншо Назаршо-

ева (Хорог, 11-12 ноября 2022 г.);

• международной научной конференции «Современные проблемы матема-

тики», посвящённой 50-летию Института математики им. А.Джураева

НАН Таджикистана (Душанбе, 26-27 мая 2023 г.).

• международной научной-практической конференции «Математика в со-

временном мире» (Худжанд, 19-20 апреля 2024 г.).

Публикации по теме диссертации. Результаты исследований автора

по теме диссертационной работы опубликованы в 11 научных работах, из

них 5 статьей опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень

ВАК при Президенте Республики Таджикистан, 6 – в трудах международных

конференций. Из совместных с научным руководителем Г.А.Юсуповым [1-

А,2-А,5-А,8-А,11-А] работ на защиту выносятся лишь только те результаты,

полученные лично автором.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, двух

глав, библиографического списка, содержащего 84 наименования, занимает

81 страницы машинописного текста и набрана на LATEX 2ε. Для удобства в

диссертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий и фор-

мул. Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с

номером главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья — на поряд-

ковый номер теорем, лемм, следствий или формул в данном параграфе.
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ГЛАВА 1. Точные неравенства между наилучшими

приближениями и специальными модулями гладкости

в метрике пространства Lp (0 < p ≤ ∞)

На протяжении многих десятилетий решения экстремальных задач и их

приложения интересовали многих математиков, поскольку эти задачи име-

ют разнообразные приложения при решении различных задач прикладной

математики оптимизационного содержания. В экстремальных задачах, как

обычно, требуется найти точную верхнюю грань погрешности приближения

заданным методом на определенном классе функций или указать для это-

го класса наилучший аппарат приближения. В последнее время в решении

экстремальных задач достигнуты значительные успехи.

Важный шаг в развитии экстремальных задач был сделан знаменитым

русским математиком П.Л.Чебышёвым [39], заложившим в 50-е годы XIX ве-

ка основы теории приближений. Принципиальную роль в становлении тео-

рии приближения функций сыграла теорема Вейерштрасса [73], согласно

которой для любой непрерывной на отрезке функции последовательность

её наилучших приближений многочленами порядка n сходится к нулю при

n → ∞. Теорема Вейерштрасса неконструктивна в том плане, что не содер-

жит оценки скорости приближения. Таким образом появилась задача получе-

ния таких вид оценок. Фундаментальные результаты, связанные с изучением

скорости убывания величины наилучших приближений функции в зависи-

мости от её структурных свойств, были получены в работах А.Лебега [65],

Ш.Ж.Валле Пуссена [62], Д.Джексона [63], С.Н.Бернштейна [8], Ж.Фавара

[68], А.Н.Колмогорова [64], С.М.Никольского [29] и С.Б.Стечкина [32]. В даль-

нейшем развитием теории приближении как для практических приложений,
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так и теоретических основ, занимались многие математики.

В некоторых банаховых пространствах решение экстремальных задач

доведено до точных констант, то есть получены окончательные результа-

ты. Наиболее значимый прогресс указанных методов проявляется при ре-

шении экстремальных задач в нормированных пространствах для классов

2π-периодических дифференцируемых функций.

Одной из центральных экстремальных задач теории аппроксимации

функций является задача о нахождении точных констант в неравенствах ти-

па Джексона – Стечкина. Неравенствами типа Джексона – Стечкина в любом

нормированном пространстве X принято называть неравенства вида

En−1(f)X ≤ χn−rωm(f
(r), τ/n)X, r ∈ Z+, τ > 0,

в которых погрешность приближения индивидуальной функции f оценивает-

ся через заданную характеристику гладкости ωm самой приближаемой функ-

ции или некоторой её производной f (r) ∈ X. Известно, что наилучшая кон-

станта χ, вообще говоря, может зависеть как от пространства X, так и от

m, n, r и τ. Здесь сразу возникает экстремальная задача нахождения точных

констант в неравенстве типа Джексона – Стечкина, то есть задача получения

неравенств между величиной наилучшего приближения и значением модулей

непрерывности в точках τn = t/n (0 < t ≤ π), являющихся неулучшаемыми

в метрике различных банаховых пространств на заданных классах функций.

По поводу важности получения точной константы в неравенствах Джек-

сона – Стечкина, в монографии В.И.Иванова и О.И.Смирнова [21] отмечается,

что «Интерес к точным константам, который сложился вокруг неравенств

Джексона – Стечкина, возможно, не был бы столь оправданным, если бы

каждый новый случай не требовал привлечения новых идей и методов, ко-
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торые затем оказывались полезными и при решении других экстремальных

задач». Первые точные константы в неравенстве Джексона были получены

Н.П.Корнейчуком [25] для пространства C(0, 2π] в 1962 г. и для пространства

L2(0, 2π] Н.И.Черных [40, 41] в 1967 г. После результатов Н.П.Корнейчука и

Н.И.Черных появился интерес к получению точных констант в неравенствах

типа Джексона – Стечкина и в других банаховых пространствах. В 1992 г.

Н.И.Черных [42] доказал точное неравенство Джексона – Стечкина в про-

странстве Lp(0, 2π), 1 ≤ p < 2. Точные значения констант, используемых в

неравенствах Джексона, зависят от размерности подпространства, в котором

происходит приближение, а также от значения аргумента в модуле непре-

рывности, применяемого в данном приближении. В 1979 г. Н.И.Черных [59]

нашёл минимальное значение аргумента в модуле непрерывности, при кото-

ром точная константа в неравенстве Джексона – Стечкина в пространстве

Lp(−π, π] выходит на свой глобальный минимум. Нахождение таких аргу-

ментов, называемых оптимальными аргументами или точками Черныха, ста-

новится важной экстремальной задачей в теории приближения функций.

Следует отметить, что в разное время этой тематикой занимались

В.И.Бердышев [7], В.В.Жук [19], В.В.Арестов и В.Ю.Попов [3], А.Г.Бабенко

[4–6], В.И.Иванов [20–24], А.А.Лигун [26, 27], Л.В.Тайков [34–36], В.А.Юдин

[54], С.Б.Вакарчук [10, 11], С.Б.Вакарчук и В.И.Забутная [60], В.В.Шалаев

[53], М.Ш.Шабозов [43,44], М.Ш.Шабозов и С.Б.Вакарчук [47] и многие дру-

гие математики.
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§ 1.1. Предварительные обозначения и определения

1.1.1. Наилучшие приближения функций f ∈ L2 и известные ре-
зультаты

Приводим известные факты, обозначения и определения, которыми бу-

дем пользоваться в дальнейшем.

Всюду далее в диссертационной работе приняты следующие обозначения:

N – множество натуральных чисел; Z+ := N ∪ {0}; R+ – множество поло-

жительных чисел вещественной оси R = (−∞; +∞); Z – множество целых

чисел.

Пусть L2 := L2[0, 2π] — пространство суммируемых с квадратом функ-

ций, у которых норма

‖f‖ := ‖f‖L2
=


1

π

2π∫

0

|f(x)|2dx




1/2

< ∞.

Через T2n−1 обозначим подпространство тригонометрических полиномов

Tn−1(x) =
α0

2
+

n−1∑

k=1

(
αk cos kx+ βk sin kx

)

порядка ≤ n− 1 (n ∈ N). Для произвольной функции f ∈ L2, имеющей

разложение в ряд Фурье

f(x) =
a0(f)

2
+

∞∑

k=1

ρk(f) cos
(
kx+ γk

)
, (1.1.1)

где равенство понимается в смысле сходимости в пространстве L2, величина

её наилучшего приближения элементами Tn−1 ∈ T2n−1 равна

En−1(f) := inf
{
‖f − Tn−1‖ : Tn−1(x) ∈ T2n−1

}
=

= ‖f − Sn−1(f)‖ =

{ ∞∑

k=n

ρ2k(f)

}1/2

, n ∈ N, (1.1.2)
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где ρ2k(f) = a2k(f) + b2k(f), ak(f), bk(f) — косинус и синус-коэффициенты Фу-

рье функции f ∈ L2. Здесь

Sn−1(f, x) =
a0(f)

2
+

n−1∑

k=1

ρk(f) cos
(
kx+ γk

)

— частная сумма (n− 1)-го порядка ряда Фурье (1.1.1) функции f.

Через L
(r)
2 (r ∈ N) обозначим множество функций f ∈ L2, у которых

производные (r − 1)-го порядка абсолютно непрерывны, а производные r-го

порядка f (r) принадлежат пространству L2.

Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 её промежу-

точные производные f (s) (s = 1, 2, 3, . . . , r − 1; r ≥ 2, r ∈ N, f (0) = f) также

принадлежат пространству L2, а потому представляет несомненный интерес

изучение поведения величин En−1(f
(s)) на самом классе L

(r)
2 или на некотором

его подклассе M
(r) ⊂ L

(r)
2 .

Таким образом задача наилучшего совместного приближения класса

M
(r) ⊂ L

(r)
2 формулируется следующим образом: требуется найти точное зна-

чение величины

E
(s)
n−1

(
M

(r)
)
:= sup

{
En−1(f

(s)) : f ∈ M
(r)
}
. (1.1.3)

Заметим, что если f ∈ L
(r)
2 , то при всех s = 0, r справедливо равенство [50]

En−1

(
f (s)
)
=

{ ∞∑

k=n

k2sρ2k(f)

}1/2

. (1.1.4)

Далее приводим конкретный вид модификации модулей непрерывности в

пространстве L2, с которыми связаны результаты настоящей диссертацион-

ной работы.

Для характеризации структурных свойств функции f ∈ L2, мы пользу-

емся понятием модуля непрерывности m-го порядка, который определяется

равенством
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ωm(f, t) := sup
{
‖∆m

h f(·)‖ : |h| ≤ t
}
, (1.1.5)

где

∆m
h f(x) =

m∑

k=0

(−1)k
(
m

k

)
f(x+ (m− k)h)

— конечная разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h.

Используя равенство Парсеваля, для функции f ∈ L2 легко доказать

соотношение

‖∆m
h f(·)‖2 =

∥∥∥∥∥

m∑

k=0

(−1)m−k

(
m

k

)
f( ·+ (m− k)h)

∥∥∥∥∥

2

=

= 2m
∞∑

k=1

ρ2k(f)(1− cos kh)m.

Отсюда, в силу равенства (1.1.5), получаем

ω2
m(f, t) = 2m sup

{ ∞∑

k=1

ρ2k(f)(1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
. (1.1.6)

Если функция f ∈ L
(r)
2 (r ∈ Z+, L

(0)
2 = L2), то исходя из формального

равенства

f (r)(x) =

∞∑

k=1

kr
(
ak(f) cos

(
kx+

rπ

2

)
+ bk(f) sin

(
kx+

rπ

2

))

легко вычислить, что

ω2
m(f

(r), t) = 2m sup

{ ∞∑

k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
. (1.1.7)

При решении задач теории приближения в пространстве L2 вопросы вы-

числения точных констант
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χm,n,r(t) := sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nrEn−1(f)

ωm

(
f (r), t/n

), 0 < t ≤ 2π (1.1.8)

в неравенствах типа Джексона – Стечкина

En−1(f) ≤ χn−rωm(f
(r), t/n)

в различных нормированных пространствах исследовались Н.П.Корнейчу-

ком [25], Н.И.Черных [40–42], В.А.Юдиным [54], А.А.Лигуном [26, 27],

В.И.Ивановым и О.И.Смирновым [21], Л.В.Тайковым [34–36], А.Г.Бабенко

[4, 5], С.Н.Васильевым [16], В.И.Бердышевым [7], В.В.Арестовым и

Н.И.Черных [59], В.В.Арестовым и В.Ю.Поповым [3], В.В.Шалаевым [53],

С.Б.Вакарчуком [10, 11, 14], М.Ш.Шабозовым [43, 44, 50], М.Ш.Шабозовым и

Г.А.Юсуповым [45,46,49,70,72], и многими другими. Обстоятельный обзор и

истории неравенства Джексона – Стечкина приведён в статье В.И.Иванова

[23].

В последнее время при решении ряда экстремальных задач теории ап-

проксимации функций вместо классического модуля непрерывности m-го по-

рядка (1.1.5) часто используют различные модификации классического мо-

дуля непрерывности. Использование различных модификаций модуля непре-

рывности продиктовано специфическими условиями рассматриваемых задач

и позволяет получить содержательные результаты, раскрывающие сущность

исследуемых проблем.

Одна модификация модуля непрерывности (1.1.5) основана на примене-

нии оператор – функции Стеклова

Sh(f, x) =
1

2h

h∫

−h

f(x+ τ)dτ, h > 0.
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Полагаем Sh,k(f) := Sh

(
Sh,k−1(f)

)
, где k ∈ N и Sh,0(f) ≡ f, I — единич-

ный оператор в пространстве L2. Определим согласно работе [2] обобщённые

разности первых и высших порядков следующим образом:

∆̃1
h(f, x) := Sh(f, x)− f(x) =

(
Sh − I

)
(f, x),

∆̃k
h(f, x) := ∆̃1

h

(
∆̃k−1

h (f, x)
)
=
(
Sh − I

)k
(f, x) =

=
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
Sh,k(f, x),

где n = 2, 3, . . . . Для указанных обозначений рассматривается характеристи-

ка гладкости вида

Ω̃m(f, t) := sup
{∥∥∆̃k

h(f, ·)
∥∥ : 0 < h ≤ t

}
, (1.1.9)

которая называется специальным модулем непрерывности m-го порядка

функции f ∈ L2.

Простые вычисления с привлечением равенства Парсеваля позволяют

найти явный вид модуля непрерывности (1.1.9) (см., например, [43])

Ω̃m

(
f, t
)
2
= sup

|h|≤t

∞∑

k=1

ρ2k(f)

(
1− sin kh

kh

)2m

. (1.1.10)

Учитывая соотношение (1.1.10), для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 за-

пишем

Ω̃m

(
f (r), t

)
2
= sup

|h|≤t

∞∑

k=1

k2rρ2k(f)

(
1− sin kh

kh

)2m

. (1.1.11)

При решении некоторых экстремальных задач теории приближения вме-

сто классического модуля непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2 ино-

гда удобнее использовать следующую эквивалентную величине (1.1.5) харак-

теристику гладкости
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Ωm(f, t)2 =





1

tm

t∫

0

· · ·
t∫

0

‖∆m
h
f(·)‖2dh1 · · · dhm





1/2

, (1.1.12)

где t > 0, h := (h1, · · · , hm); ∆
m
h
= ∆1

h1
◦ · · · ◦∆1

hm
;

∆1
hj
f(x) := f(x+ hj)− f(x), j = 1, m,

а потому определённый интерес представляет также вычисление точной кон-

станты

Km,n,r(t) := sup
f∈L(r)

2
f 6=const

nrEn−1(f)

Ωm

(
f (r), t/n

), 0 < t ≤ 2π (1.1.13)

в неравенстве типа Джексона – Стечкина вида

En−1(f) ≤ Km,n,r(t)
1

nr
Ωm

(
f (r), t/n

)
.

Отметим, что С.Б.Вакарчук [10] доказал, что при любых n,m ∈ N, r ∈ Z+

и t ∈ (0, π/2] справедливы равенства

Km,n,r(t) =

{
2

(
1− sin t

t

)}−m/2

(1.1.14)

и, в частности,

Km,n,r

(π
2

)
=

{
π

2(π − 2)

}−m/2

. (1.1.15)

Следует отметить, что в ходе исследования важных вопросов приближе-

ния в метрическом пространстве Lp (0 < p < 1) усредненная характеристи-

ка гладкости функций вида (1.1.12) рассматривалась К.В.Руновским [30] и

Э.А.Стороженко, В.Г.Кротовым, П.Освальдом [33].

Заметим, что усредненные модули непрерывности иного вида ранее изу-

чались Р.М.Тригубом и Е.С.Белинским (см., например, [67]) в пространствах
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Lp (p ≥ 1) и была показана их слабая эквивалентность обычным моду-

лям непрерывности. Также отметим, что подробные свойства характеристи-

ки гладкости (1.1.12) изучены в работе С.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова и

В.И.Забутной [13].

Отметим основные свойства Ωm(f, t) [13], поскольку они, по нашему мне-

нию, представляют определенный интерес и будут использованы в дальней-

шем.

1. lim
t→0

Ωm(f, t) = 0.

2. Функция Ωm(f, t) непрерывна при t > 0.

3. Ωm(f, t) ≤ 2m
∥∥f
∥∥.

4. Ωm(f1 + f2, t) ≤ 2
(
Ωm(f1, t) + Ωm(f2, t)

)
.

5. Ωm(f, nt) ≤ nmΩm(f, t).

6. C̃mΩm(f, t) ≤ ωm(f, t)C̃
∗Ωm(f, t), где C̃m и C̃∗ — некоторые постоянные,

не зависящие от t и f ∈ L2.

7. Функция Ωm(f, t) является почти возрастающей, то есть существует

константа C, не зависящая от f и t, такая, что для любых 0 < t1 < t2 имеет

место неравенство

Ωm(f, t1) ≤ C Ωm(f, t2).

1.1.2. Основная теорема и её следствия

Условимся, что в соотношениях общего характера при вычислении верх-

ней грани по всем функциям f ∈ L
(r)
2 предполагается, что f 6= const. Далее

под весовой функцией на отрезке [0, h] будем понимать неотрицательную сум-

мируемую функцию ϕ, не эквивалентную нулю на этом же отрезке.

С целью обобщения всех результатов [1, 10, 11, 34–36, 40, 41, 44, 53, 55–58]
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М.Ш.Шабозов и Г.А.Юсупов [45] рассмотрели экстремальную характеристи-

ку следующего вида

χm,n,r,p(ϕ, h) := sup
f∈L(r)

2

En−1(f)



h∫

0

ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt




1/p
, (1.1.16)

где m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, ϕ — неотрицательная сумми-

руемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю функция (весовая функция).

В работе [45] доказано, что для 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n имеет место двойное

неравенство

{
Ar,p

n,m(ϕ, h)
}−1

≤ χm,n,r,p(ϕ, h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Ar,p
k,m(ϕ, h)

}−1

, (1.1.17)

где

Ar,p
k,m(ϕ, h) := 2m/2



krp
h∫

0

(1− cos kt)mp/2ϕ(t)dt




1/p

. (1.1.18)

Двойное неравенство (1.1.17) является обобщением одного результата

А.А.Лигуна [26], вытекающее из него при p = 2.

Обозначим sinc t :=
sin t

t
(t 6= 0), доопределив данную функцию значени-

ем 1 в точке t = 0, то есть полагая sinc 0 = 1.

По аналогии с характеристикой (1.1.16), введём в рассмотрение следую-

щую экстремальную аппроксимационную характеристику

Km,n,r,p(ϕ, h) := sup
f∈L(r)

2

2m/2En−1(f)2



h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt




1/p
, (1.1.19)
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где m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞, 0 < nh ≤ 3π/4, ϕ(t) ≥ 0 — весовая на

отрезке [0, h] функция, Ωp
m

(
f (r), t

)
определена в (1.1.12).

В [61] доказано, что если m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h < π/n, ϕ —

весовая на [0, h] функция, то имеет место двойное неравенство

{
B

r,m
n,h,p(ϕ)

}−1

≤ Km,n,r,p(ϕ, h) ≤
{

inf
n≤k<∞

B
r,m
k,h,p(ϕ)

}−1

, (1.1.20)

где

B
r,m
k,h,p(ϕ) =


krp

h∫

0

(
1− sinc kt

)mp/2
ϕ(t)dt




1/p

. (1.1.21)

При этом требовалось выяснить условия, при выполнении которых имеет

место равенство

inf
n≤k<∞

B
r,m
k,h,p(ϕ) = B

r,m
n,h,p(ϕ). (1.1.22)

В [61] также доказано, что если весовая функция ϕ ∈ C(1)[0, h] и при всех

1/r < p ≤ 2, r ∈ N и 0 < t ≤ h выполняется дифференциальное неравенство

(rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0, (1.1.23)

то имеет место равенство (1.1.22). Ясно, что класс весовых функций, удовле-

творяющих неравенство (1.1.23), является весьма узким, а потому это нера-

венство используется в редких случаях.

С.Б.Вакарчуком, М.Ш.Шабозовым и В.И.Забутной в [13] доказано, что

при любых m, n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2, h ∈
(
0, 3π/(4n)

]
имеет место соотноше-

ние

Km,n,r,p(ϕ, h) =

{
inf

n≤k<∞
B

r,m
k,h,p(ϕ)

}−1

=
{

B
r,m
n,h,p(ϕ)

}−1

, (1.1.24)

где по-прежнему B
r,m
k,h,p(ϕ) определяется равенством (1.1.21).

20



Приводим простое доказательство равенства (1.1.24). Пусть весовая

функция ϕ(t) удовлетворяет неравенству (1.1.23). Тогда, обозначив

y(k) := krp
h∫

0

(
1− sinc kt

)mp/2
ϕ(t)dt

и дифференцируя функцию непрерывного аргумента

y(x) := xrp

h∫

0

(
1− sinc xt

)mp/2
ϕ(t)dt (1.1.25)

по аргументу x, получаем

d

dx
y(x) = rpxrp−1

h∫

0

(
1− sinc xt

)mp/2
ϕ(t)dt+

+ xrp

h∫

0

d

dx

(
1− sinc xt

)mp/2
ϕ(t)dt. (1.1.26)

Пользуясь тождеством

d

dx

(
1− sinc xt

)mp/2
=

t

x
· d

dt

(
1− sinc xt

)mp/2

и выполнив интегрирование по частям во втором интеграле соотношения

(1.1.26), с учётом неравенства (1.1.23), имеем

d

dx
y(x) = rpxrp−1

h∫

0

(
1− sinc xt

)mp/2
ϕ(t)dt+

+ xrp−1

h∫

0

d

dt

(
1− sinc xt

)mp/2
tϕ(t)dt = xrp−1

{
(
1− sinc ht

)mp/2
hϕ(h)+

+
[
(rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t)

]
h∫

0

(
1− sinc xt

)mp/2
dt

}
≥ 0.

Так как по условию

(rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0,
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то очевидно, что
d

dx
y(x) = y′(x) ≥ 0 и в силу монотонного возрастания

функции y(x)

min
k≥n

y(x) = y(n) := nrp

h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt,

откуда и следует соотношение (1.1.22).

Здесь мы докажем равенство (1.1.22) без предположения дифференциру-

емости весовой функции ϕ(t) при всех 0 < p ≤ ∞.

Имеет место следующая общая

Теорема 1.1.1. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞, h ∈ (0, 3π/(4n)],

ϕ — весовая на [0, h] функция. Тогда справедливо равенство

Km,n,r,p(ϕ, h) := sup
f∈L(r)

2

2m/2nrEn−1(f)



h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt




1/p
=

=





h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt





−1/p

. (1.1.27)

Доказательство. Прежде всего отметим, что в равенстве (1.1.19) для

параметра p, удовлетворяющего условию 0 < p ≤ ∞, функционал ‖Ωmϕ
1/p‖p

определен соотношениями

∥∥Ωmϕ
1/p
∥∥
p
=




h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt




1/p

, если 0 < p < ∞,

∥∥Ωm

∥∥
∞ = max

{
Ωm

(
f (r), t

)
2
: t ∈ (0, h), 0 < h ≤ 3π/4

}
, если p = ∞.
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При этом указанный функционал при 1 ≤ p ≤ ∞ является нормой.

Используя формулы Эйлера, представим ряд Фурье функции f ∈ L2 в

комплексной форме

f(x) =

+∞∑

k=−∞
ck(f)e

ikx, (1.1.28)

где ck(f) и c−k(f) — взаимно сопряженные числа, и так как функции
{
eikx
}

(k = 0,±1,±2, . . .) образуют на [0, 2π] ортогональную систему, то,

применяя равенство Парсеваля к соотношению (1.1.28), запишем

∥∥∆m
h̄ f(x)

∥∥2 =
∥∥∥∥∥

+∞∑

k=−∞
ck(f)∆

m
h̄

(
eikx
)
∥∥∥∥∥

2

2

=

= 2m
∞∑

k=1

ρ2k(f)

m∏

ν=1

(
1− cos khν

)
. (1.1.29)

Подставляя полученное выражение (1.1.29) в правую часть (1.1.12), получим

Ωm(f, t)2 =





1

tm

t∫

0

· · ·
t∫

0

‖∆m
h
f(·)‖2dh1 · · · dhm






1/2

=

=





1

tm

t∫

0

· · ·
t∫

0

(
2m

∞∑

k=1

ρ2k(f)

m∏

ν=1

(
1− cos khν

)
)
dh1 · · · dhm





1/2

=
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=





2m
∞∑

k=1

ρ2k(f)


1

t

t∫

0

(
1− cos kh1

)
dh1


 · · ·


1

t

t∫

0

(
1− cos khm

)
dhm




︸ ︷︷ ︸
m− раз





1/2

=

=

{
2m

∞∑

k=1

ρ2k(f)

(
1− sin kt

kt

)m
}1/2

.

Таким образом для произвольной функции f ∈ L
(r)
2

Ω2
m

(
f, t
)
2
= 2m

∞∑

k=1

ρ2k(f)
(
1− sinc kt

)m
. (1.1.30)

Для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 запишем

f (r)(x) =
+∞∑

k=−∞
(ik)rck(f)e

ikx,

и, учитывая, что ck(f
(k)) := (ik)rck(f), в силу (1.1.30) получаем

Ω2
m

(
f (r), t

)
2
= 2m

∞∑

k=1

k2rρ2k(f)
(
1− sinc kt

)m
. (1.1.31)

Учитывая тот факт, что [34, с.435]

max
{
|sinc u| : u ≥ nt

}
=

= max
{ ∣∣∣

sin u

u

∣∣∣ : u ≥ nt
}
=

sinnt

nt
= sinc nt, 0 < nt ≤ 3π/4,
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будем иметь

min
{
|1− sinc u| : u ≥ nt

}
= 1− sinc nt, 0 < nt ≤ 3π/4.

Воспользовавшись последним равенством, из (1.1.31) получаем

Ω2
m

(
f (r), t

)
≥ 2m

∞∑

k=n

k2rρ2k(f)
(
1− sinc kt

)m ≥

≥ 2mmin
k≥n

k2r
(
1− sinc kt

)m ∞∑

k=n

ρ2k(f) =

= 2mn2r
(
1− sinc nt

)m
E2

n−1(f). (1.1.32)

Таким образом для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 имеет место неравен-

ство

Ω2
m

(
f (r), t

)
≥ 2mn2r

(
1− sinc nt

)m
E2

n−1(f). (1.1.33)

Теперь переходим к доказательству равенства (1.1.27).

Для случая 0 < p ≤ 2 при любых числах m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 <

h ≤ 3π/4 доказательство (1.1.27) приведено в [61, стр.7, следствие 1]. Поэтому

приводим доказательство соотношения (1.1.27) в случае r ∈ Z+, 2 ≤ p ≤ ∞.

С этой целью обе части неравенства (1.1.32) возведём в степень p/2 (2 ≤ p ≤

∞), для 0 < nt ≤ 3π/4 будем иметь

Ωp
m

(
f (r), t

)
2
≥ 2mp/2nrp

(
1− sinc kt

)mp/2
Ep

n−1(f)2. (1.1.34)

Умножая обе части полученного неравенства (1.1.34) на вес ϕ и интегрируя
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по отрезку [0, h], 0 < h ≤ 3π/(4n), получаем

h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt ≥ 2mp/2nrpEp

n−1(f)2

h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt. (1.1.35)

Так как неравенство (1.1.35) имеет место для произвольной функции

f ∈ L
(r)
2 , то запишем оценку сверху величины, расположенной в левой ча-

сти равенства (1.1.27)

sup
f∈L(r)

2

2m/2En−1(f)2



h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
2
ϕ(t)dt




1/p

≤

≤ 1

nrp

h∫

0

(
1− sincnt

)mp/2
ϕ(t)dt




1/p
, (1.1.36)

или, что то же,

Km,n,r,p(ϕ, h) ≤



nrp

h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt





−1/p

. (1.1.37)

Таким образом оценка сверху для величины, расположенной в левой части

равенства (1.1.27), получена. С целью получения соответствующей оценки

снизу указанной величины, введём в рассмотрение функцию f0(x) = cosnx ∈

L
(r)
2 , для которой

f
(r)
0 (x) = nr cos

(
nx+

rπ

2

)

и в силу формул (1.1.2) и (1.1.31) запишем

En−1(f0)2 = 1, Ωm

(
f
(r)
0 , t

)
2
= 2m/2nr

(
1− sinc nt

)m/2
, (1.1.38)
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h∫

0

Ωp
m

(
f
(r)
0 , t

)
2
ϕ(t)dt




1/p

=

= 2m/2nr




h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt




1/p

. (1.1.39)

Пользуясь равенствами (1.1.38) и (1.1.39), получаем оценку снизу

Km,n,r,p(ϕ, h) ≥ sup
f∈L(r)

2

2m/2En−1(f0)2



h∫

0

Ωp
m

(
f
(r)
0 , t

)
2
ϕ(t)dt




1/p
=

=
2m/2 · 1

2m/2


nrp

h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt




1/p
=

=



nrp

h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt





−1/p

. (1.1.40)

Требуемое равенство (1.1.27) получаем из сопоставления неравенств

(1.1.37) и (1.1.40), чем и завершаем доказательство теоремы 1.1.1.

Следствие 1.1.1. В условиях теоремы 1.1.1 при любых m, n ∈ N, p =

2/m, h = π/(2n), r ∈ Z+, ϕ(t) = t справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−mEn−1(f)
( π/(2n)∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt

)m/2
=

{
4

π2 − 8

}m/2

.
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Доказательство. В самом деле, полагая в (1.1.27) p = 2/m, h = π/(2n)

и ϕ(t) = t, получим

sup
f∈L(r)

2

2m/2nrEn−1(f)


π/(2n)∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt




m/2
=

=






π/(2n)∫

0

t

(
1− sinnt

nt

)
dt






−m/2

=






π/(2n)∫

0

tdt− 1

n

π/(2n)∫

0

sinntdt






−m/2

=

=

{
π2

8n2
− 1

n2

}−m/2

= nm

{
8

π2 − 8

}m/2

,

откуда получаем

sup
f∈L(r)

2

nr−mEn−1(f)
( π/(2n)∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt

)m/2
=

{
4

π2 − 8

}m/2

.

Следствие 1.1.1 доказано.

Следствие 1.1.2. Пусть m, n ∈ N, p = 2/m, h = π/(2n), r ∈ Z+,

r ≥ m/2, ϕ(t) ≡ 1. Тогда из (1.1.27) следует равенство

sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−m/2En−1(f)


π/(2n)∫

0

Ω2/m
m

(
f (r), t

)
dt




m/2
=
{(π

2

)
− Si

(π
2

)}−m/2

,

где Si(u) :=

u∫

0

sinc t dt — интегральный синус.
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Доказательство. В действительности в равенстве (1.1.27), полагая p =

2/m, h = π/(2n) и ϕ(t) = 1, имеем

sup
f∈L(r)

2

2m/2nrEn−1(f)


π/(2n)∫

0

Ω2/m
m

(
f (r), t

)
dt




m/2
=

=






π/(2n)∫

0

(
1− sinnt

nt

)
dt






−m/2

=






π/(2n)∫

0

dt−
π/(2n)∫

0

sinnt

nt
dt






−m/2

=

=





π

2n
− 1

n

π/2∫

0

sin t

t
dt





−m/2

= nm/2
{π
2
− Si

(π
2

)}−m/2

,

или

sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−m/2En−1(f)


π/(2n)∫

0

Ω2/m
m

(
f (r), t

)
dt




m/2
=
{(π

2

)
− Si

(π
2

)}−m/2

.

Следствие 1.1.2 доказано.
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§ 1.2. Об обобщении одной экстремальной характеристики для
модуля непрерывности (1.1.12)

В работе [9] с целью обобщения некоторых результатов Л.В.Тайкова [34]

была введена в рассмотрение экстремальная характеристика

Ln,m,r(t) := sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)

ω

2/m
m (f (r), t) + n2

t∫

0

(t− τ)ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ




m/2
,

содержащая модуль непрерывности m-го порядка ωm

(
f (r), τ) не только под

знаком определённого интеграла, но и вне интеграла. Там же доказано, что

при любых n,m ∈ N, r ∈ Z+ и любых t ∈ (0, π/n] справедливы равенства

Ln,m,r(t) = (nt)−m. (1.2.1)

Из (1.2.1) в качестве следствия при любых t ∈ (0, π/n] выведены неравен-

ство

1

(nt)m
· 1

nr
≤ sup

f∈L(r)
2

En−1(f)

ωm(f (r), t)
≤ 1

nr

(
1

(nt)2
+

1

2

)m/2

. (1.2.2)

Неравенство (1.2.2) при m = 1 ранее было доказано Л.В.Тайковым [34], а

для m ≥ 2, m ∈ N представляет собой своеобразное обобщение неравенства

Л.В.Тайкова.

Представляет определённый интерес ввести аналогичную Ln,m,r(t) экс-

тремальную характеристику, где вместо модуля непрерывности m-го порядка

ωm(f
(r), t) фигурирует обобщённый модуль непрерывности Ωm(f

(r), t).

С этой целью, введём в рассмотрение следующую экстремальную харак-

теристику

Ln,m,r(t) := sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)


Ω
2/m
m (f (r), t) +

n2

t

t∫

0

τ(t− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ




m/2

. (1.2.3)
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Справедлива следующая

Теорема 1.2.1. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+. Тогда при всех числах t,

удовлетворяющих условию 0 < t ≤ 3π/(4n), справедливо равенство

Ln,m,r(t) =

(√
3

nt

)m

. (1.2.4)

Доказательство. Прежде всего докажем, что для произвольной функ-

ции f ∈ L
(r)
2 , r ∈ Z+ имеет место неравенство

E2
n−1(f) ≤

∞∑

k=n

sinсkt ρ2k(f) +
(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2n2r/m
Ω2/m

m

(
f (r), t

)
. (1.2.5)

В самом деле, в силу (1.1.2) имеем

E2
n−1(f)−

∞∑

k=n

ρ2k(f) sinсkt =
∞∑

k=n

ρ2k(f) (1− sinckt) =

=

∞∑

k=n

(
ρ2k(f)

)1−1/m (
ρ2k(f) (1− sinckt)m

)1/m
. (1.2.6)

Применяя неравенство Гёльдера для сумм [69, с.35] к правой части ра-

венства (1.2.6), полагая p =
m

m− 1
, q = m, m 6= 1, имеем

E2
n−1(f)−

∞∑

k=n

ρ2k(f) sinckt ≤

≤
( ∞∑

k=n

ρ2k(f)

)1−1/m( ∞∑

k=n

ρ2k(f) (1− sinckt)m
)1/m

≤

≤
( ∞∑

k=n

ρ2k(f)

)1−1/m
1

2n2r/m

(
2m

∞∑

k=n

k2rρ2k(f) (1− sinckt)m
)1/m

≤

≤
(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2n2r/m
Ω2/m

m

(
f (r), t

)
, (1.2.7)
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откуда и вытекает неравенство (1.2.5).

Умножая обе части неравенства (1.2.7) на t и интегрируя по t в пределах

от 0 до τ, будем иметь

τ 2

2
E2

n−1(f) ≤

≤
∞∑

k=n

1− cos kτ

k2
ρ2k(f) +

(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2n2r/m

τ∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt. (1.2.8)

Полученное неравенство снова проинтегрируем по τ в пределах от 0 до

h. В итоге приходим к следующему неравенству

h3

6
E2

n−1(f) ≤
∞∑

k=n

kh− sin kh

k3
ρ2k(f)+

+
(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2n2r/m

h∫

0

τ∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dtdτ. (1.2.9)

Пользуясь формулой интегрирования по частям, интеграл в правой части

неравенства (1.2.9) запишем в виде

h∫

0

τ∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dtdτ =

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ

)
dτ. (1.2.10)

Учитывая равенство (1.2.10), неравенству (1.2.9) придадим вид
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h3

6
E2

n−1(f) ≤
∞∑

k=n

kh− sin kh

k3
ρ2k(f)+

+
(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2n2r/m

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ

)
dτ. (1.2.11)

Поделив обе части неравенства (1.2.11) на h и заменив под знаком суммы

число 1/k2 (k ≥ n) на 1/n2, будем иметь

t2

6
E2

n−1(f) ≤
1

n2

(
E2

n−1(f)−
∞∑

k=n

ρ2k(f) sinckh

)
+

+
(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2t n2r/m

t∫

0

τ(t− τ) Ω2/m
m

(
f (r), τ

)
dτ. (1.2.12)

Применив к выражению в круглых скобках первого слагаемого в правой

части (1.2.12) неравенство (1.2.5) и выполнив простые арифметические опе-

рации, получаем

t2

6
E2

n−1(f) ≤
(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2n2+2r/m

(
Ω2/m

m

(
f (r), t

)
+

+
n2

t

t∫

0

τ(t− τ) Ω2/m
m

(
f (r), τ

)
dτ


 . (1.2.13)

Из неравенства (1.2.13) для произвольной f ∈ L
(r)
2 следует, что

nrEn−1(f)


Ω
2/m
m (f (r), t) +

n2

t

t∫

0

τ(t− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ




m/2

≤
(√

3

nt

)m

. (1.2.14)
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Оценка сверху для величины, стоящей в правой части (1.2.4), после замены

h на t следует из неравенства (1.2.14)

Ln,m,r(t) ≤
(√

3

nt

)m

. (1.2.15)

Для получения соответствующей оценки снизу указанной величины вве-

дём в рассмотрение функцию f0(x) = cosnx ∈ L
(r)
2 . Так как в силу формул

(1.1.2) и (1.1.31)

E2
n−1(f0) = 1, Ω2

m

(
f
(r)
0 , t

)
2
= 2mn2r

(
1− sincnt

)m
, (1.2.16)

то мы имеем

Ln,m,r(t) ≥
nrEn−1(f0)


Ω

2/m
m (f

(r)
0 , t) +

n2

t

t∫

0

τ(t− τ)Ω2/m
m

(
f
(r)
0 , τ)dτ




m/2
=

=
nr · 1


2n2r/m

(
1− sincnt

)
+

n2+2r/m

t

t∫

0

τ(t− τ)Ω2/m
m

(
f
(r)
0 , τ)dτ




m/2
=

=
nr

(
2n2r/m

(
1− sincnt

)
+

n2+2r/m t2

3
− 2n2r/m

(
1− sincnt

))m/2
=

=

(√
3

nt

)m

. (1.2.17)

Требуемое равенство (1.2.4) получаем из сравнения неравенств (1.2.15) и

(1.2.17), чем и завершаем доказательство теоремы 1.2.1.
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Как мы ранее отметили, результат теоремы 1.2.1 является распростране-

нием и обобщением известного результата С.Б.Вакарчука и А.Н.Щитова [9],

доказанного для классического модуля непрерывности m-го порядка

ωm

(
f (r), t

)
на случай обобщённого модуля непрерывности Ωm

(
f (r), t

)
функ-

ций f ∈ L
(r)
2 . Из доказанной теоремы 1.2.1 вытекает

Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 при всех t ∈ (0, 3π/(4n)]

имеет место неравенство

(√3

nt

)m
≤ sup

f∈L(r)
2

nrEn−1(f)

Ωm(f (r), t)
≤
(√3

nt

)m(
1 +

(nt)2

6

)m/2

. (1.2.18)

В частности, из (1.2.18) при t = π/(2n) следует двусторонняя оценка

для константы Джексона – Стечкина

(2
√
3

π

)m
≤ sup

f∈L(r)
2

nrEn−1(f)

Ωm(f (r), π/(2n))
≤
(2

√
3

π

)m(
1 +

π2

24

)m/2

. (1.2.19)

Доказательство. Из неравенства (1.2.14), пользуясь тем, что Ωm(f
(r), t)

возрастает на (0, 3π/(4n)], получаем

En−1(f) ≤
(√3

nt

)m
· 1

nr
Ωm(f

(r), t)

(
1 +

(nt)2

6

)m/2

,

откуда и следует оценка сверху

sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)

Ωm(f (r), t)
≤
(√3

nt

)m(
1 +

(nt)2

6

)m/2

. (1.2.20)

Оценку снизу получаем для ранее рассмотренной нами функции f0(x) =

cosnx ∈ L
(r)
2 , для которой имеют место равенства (1.2.16), пользуясь которы-

ми, запишем

sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)

Ωm(f (r), t)
≥ nrEn−1(f0)

Ωm(f
(r)
0 , t)

= 2−m/2
(
1− sinc(nt)

)−m/2
. (1.2.21)
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Но так как при t ∈ (0, 3π/(4n)], sin t > t− t3

6
, то очевидно, что

(
1− sinc t

)−1 ≥ 6

t2
,

а потому запишем

(
1− sinc (nt)

)−m/2 ≥
(√6

nt

)m
, 0 < nt ≤ 3π/(4n), m, n ∈ N.

Пользуясь этим неравенством из (1.2.21) получаем

sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)

Ωm(f (r), t)
≥
(√3

nt

)m
. (1.2.22)

Требуемое двойное неравенство (1.2.18) получаем из (1.2.20) и (1.2.22).

Справедлива также следующая

Теорема 1.2.2. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < nh ≤ π/2. Тогда справед-

ливо равенство

sup
f∈L(r)

2

2m/2nrEn−1(f)



h∫

0

tΩ2/m
m (f (r), t)dt




m/2

=

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)−m/2

. (1.2.23)

Доказательство. Так как

max

{
1− cosu

u2
: u ≥ nh

}
=

1

2
max

{(
sin(u/2)

(u/2)

)2

: u ≥ nh

}
=

=
1

2
max

{(
sin u

u

)2

: u ≥ nh

2

}
=

=
1

2
· sin

2(nh/2)

(nh/2)2
=

1− cosnh

n2
, при 0 < nh ≤ π/2, (1.2.24)
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то, используя (1.2.24), из неравенства (1.2.8) имеем

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)
E2

n−1(f) ≤

≤
(
E2

n−1(f)
)1−1/m 1

2n2r/m

h∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt.

Отсюда

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)(
E2

n−1(f)
)2/m ≤ 1

2n2r/m

h∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt,

или, что то же,

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)m/2

En−1(f) ≤
1

2m/2
· 1

nr




h∫

0

tΩ2/m
m

(
f (r), t

)
dt




m/2

.

Так как полученное неравенство верно для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 ,

то из него следует, что

sup
f∈L(r)

2

2m/2nrEn−1(f)



h∫

0

tΩ2/m
m (f (r), t)dt




m/2

≤
(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)−m/2

. (1.2.25)

Для функции f0(x) = cosnx ∈ L
(r)
2 , учитывая (1.2.16), имеем




h∫

0

tΩ2/m
m

(
f
(r)
0 , t

)
dt




m/2

= 2m/2nr

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)m/2

. (1.2.26)
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Пользуясь равенством (1.2.26), запишем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2

2m/2nrEn−1(f)



h∫

0

tΩ2/m
m (f (r), t)dt




m/2
≥

≥ 2m/2nrEn−1(f0)



h∫

0

tΩ2/m
m (f

(r)
0 , t)dt




m/2
=

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)−m/2

. (1.2.27)

Из сопоставления неравенств (1.2.25) и (1.2.27) вытекает требуемое ра-

венство (1.2.23) и теорема 1.2.2 доказана.
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§ 1.3. Точные значения n-поперечников некоторых классов
периодических функций в L2

В этом параграфе сначала излагаем необходимые определения и обозна-

чения, которыми будем пользоваться в дальнейшем.

Пусть X — произвольное банахово пространство, M ⊂ X — некоторый

класс функций и пусть Ln ⊂ X — некоторое подпространство заданной раз-

мерности n. Величину

En(M)X := E(M, Ln)X = sup {E(f, Ln)X : f ∈ M} =

= sup
{
inf
{∥∥∥f − g

∥∥∥
X
: g ∈ Ln

}
: f ∈ M

}
(1.3.1)

называют наилучшим приближением класса M подпространством Ln задан-

ной размерности n. Величина (1.3.1) характеризует отклонение класса M от

подпространства Ln в метрике пространства X.

Если обозначить через L(X,Ln) — множество всех непрерывных опера-

торов A : X → Ln, действующих из X в произвольно заданное подпро-

странство Ln ⊂ X размерности n, то возникает следующая задача: найти

величину

En(M)X := E(M, Ln)X =

= inf
{
sup

{∥∥∥f − Af
∥∥∥
X
: f ∈ M

}
: A ∈ L(X,Ln)

}
(1.3.2)

и указать оператор A∗ ⊂ L(X,Ln), реализующий точную нижнюю грань в

равенстве (1.3.2):

En(M)X = sup
{∥∥∥f −A∗f

∥∥∥
X
: f ∈ M

}
.

39



Задачу (1.3.2) можно рассматривать в более узком смысле: нижнюю грань

искать не по всему множеству L(X,Ln) непрерывных операторов A : X →

Ln, а только по некоторому классу таких операторов, которые определяются

тем или иным способом задания. В частности, можно выделить в L(X,Ln)

класс линейных непрерывных операторов A : X → Ln и рассматривать ве-

личину

En(M)X := E(M, Ln)X =

= inf
{
sup

{∥∥∥f − Af
∥∥∥
X
: f ∈ M

}
: A ⊂ L(X,Ln)

}
. (1.3.3)

Если существует оператор A∗ : X → Ln, для которого достигается внеш-

няя нижняя грань в (1.3.3), то такой оператор определяет наилучший линей-

ный метод приближения в задаче (1.3.3), то есть

En(M)X = sup
{∥∥∥f −A∗f

∥∥∥
X
: f ∈ M

}
.

Если же в L(X,Ln) выделить класс L⊥(X,Ln) операторов A линейно-

го проектирования на подпространство Ln, то есть таких, что Af = f при

условии f ∈ Ln, то принято рассматривать величину

E⊥
n (M)X := E⊥(M, Ln)X =

= inf
{
sup

{∥∥∥f −Af
∥∥∥
X
: f ∈ M

}
: A ⊂ L⊥(X,Ln)

}
. (1.3.4)

С величинами (1.3.1) – (1.3.4) связана задача отыскания значения n-

поперечников для различных классов функций M.

Напомним определения n-поперечников, значения которых для конкрет-

ных классов M вычислим в следующей параграфе.
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n-поперечником в смысле А.Н.Колмогорова [64] класса функций M в про-

странстве X называют величину

dn(M, X) = inf {E(M, Ln) : Ln ⊂ X} , (1.3.5)

где нижняя грань берётся по всем подпространствам заданной размерности

n из пространства X.

Если исходить из наилучшего линейного приближения E(M, Ln)X , то ве-

личину

δn(M, X) = inf {E(M, Ln)X : Ln ⊂ X} (1.3.6)

называют линейным n-поперечником класса M в пространстве X.

Аналогичным образом, взяв за основу величину (1.3.4), вводят в рассмот-

рение проекционный n-поперечник

Πn(M, X) = inf
{
E⊥(M, Ln)X : Ln ⊂ X

}
. (1.3.7)

Существует ещё две величины, известные в теории приближений под на-

званиями «n-поперечник по Гельфанду» и «n-поперечник по Бернштейну».

Пусть S — единичный шар в пространстве X, то есть

S = {x ∈ X, ‖x‖X ≤ 1} .

Величину

dn(M, X) = inf {inf {M ∩ Ln ⊂ εS : ε > 0} : Ln ⊂ X} , (1.3.8)

где внешний инфимум берётся по всем подпространствам Ln коразмерности

n, называют n-поперечником по Гельфанду, а величину

bn(M, X) = sup {sup {εS ∩ Ln+1 ⊂ M : ε > 0} : Ln+1 ⊂ X} (1.3.9)
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называют n-поперечником по Бернштейну.

Очевидно, что между величинами (1.3.5) – (1.3.9) выполняются соотно-

шения

bn(M, X) ≤ dn(M, X)

dn(M, X)
≤ δn(M, X) ≤ Πn(M, X).

Если X — гильбертово пространство, то между вышеперечисленными n-

поперечниками выполняются неравенства [38, 66]:

bn(M, X) ≤ dn(M, X) ≤ dn(M, X) = δn(M, X) = Πn(M, X). (1.3.10)

Первое неравенство bn(M, X) ≤ dn(M, X) в (1.3.10) можно найти в моно-

графии A.Pinkus [66], а все остальные в монографии В.М.Тихомирова [38].

Используя характеристику гладкости Ωm(f, t), рассмотрим следующие

классы функций.

Пусть Φ(t) (t ≥ 0) — непрерывная возрастающая функция, такая, что

Φ(0) = 0. Всюду далее её будем называть мажорантой. Символом W
(r)
p,m(Φ) :=

W
(r)
p (Ωm,Φ), где m ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ +∞, обозначим множество функций

f ∈ L
(r)
2 , для которых при любом t ∈ (0, 2π] выполняется неравенство

t∫

0

Ωp
m

(
f (r), h

)
dh ≤ Φp(t).

Через W
(r)
m (h) := W (r)(Ωm, h) (m ∈ N, r ∈ Z+) обозначим множество

функций f ∈ L
(r)
2 , для которых при любом h ∈ [0, 2π] выполняется неравен-

ство
h∫

0

tΩp
m

(
f (r), t

)
dt ≤ 1.

Аналогичным образом будем рассматривать класс F
(r)
m (h) := F (r)(Ωm, h)

функций f ∈ L
(r)
2 , r ∈ Z+ при всех h ∈ (0, 3π/(4n)], удовлетворяющих усло-
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вию 

Ω2/m

m (f (r), h) +
n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ





m/2

≤ 1.

Положим ещё

En−1

(
W (r)

p,m(Φ)
)
:= sup

{
En−1(f) : f ∈ W (r)

p,m(Φ)
}
.

Следуя работам [10, 13], обозначим через t∗ величину аргумента t из ин-

тервала (0,∞) функции sincnt, при котором она достигает своего наимень-

шего значения. Очевидно, что t∗ есть наименьший из положительных корней

уравнения t− tg t = 0 (4, 49 < t∗ < 4, 51). При этом также полагаем

(
1− sincnt

)
∗ :=





1− sincnt, если 0 < t ≤ t∗,

1− sincnt∗, если t ≥ t∗.
(1.3.11)

Теорема 1.3.1. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ ∞ и мажоранта Φ

при любом h ∈ [0, 2π] удовлетворяет условию

Φ(h)

Φ
(
π/(2n)

) ≥




h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2

∗ dt




1/p




π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt




1/p
. (1.3.12)

Тогда справедливы равенства

λ2n

(
W (r)

p,m(Φ), L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

p,m(Φ), L2

)
= En−1

(
W (r)

p,m(Φ)
)
=

=
1

2m/2nr
· Φ

(
π/(2n)

)



π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt




1/p
, (1.3.13)
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где λn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников. При этом мно-

жество мажорант, удовлетворяющих условию (1.3.12), не пусто.

Доказательство. Из неравенства (1.1.36) для произвольной функции

f ∈ L
(r)
2 и h ∈ (0, 3π/(4n)] запишем

En−1(f) ≤
1

2m/2nr
·




h∫

0

Ωp
m(f

(r), t)ϕ(t)dt




1/p




h∫

0

(
1− sincnt

)mp/2
ϕ(t)dt




1/p
. (1.3.14)

Полагая в правой части неравенства (1.3.14) ϕ(t) = 1, h = π/(2n), в предпо-

ложении f ∈ W
(r)
p,m(Φ), получаем

En−1

(
W (r)

p,m(Φ)
)
:= sup

{
En−1(f) : f ∈ W (r)

p,m(Φ)
}
≤

≤ 1

2m/2nr
· Φ

(
π/(2n)

)



π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt




1/p
. (1.3.15)

Из (1.3.15) сразу следует оценка сверху всех n-поперечников класса W
(r)
p,m(Φ) :

λ2n

(
W (r)

p,m(Φ), L2

)
≤ λ2n−1

(
W (r)

p,m(Φ), L2

)
≤

d2n−1

(
W (r)

p,m(Φ), L2

)
≤ En−1

(
W (r)

p,m(Φ)
)
≤

≤ 1

2m/2nr
· Φ

(
π/(2n)

)



π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt




1/p
, (1.3.16)
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Для получения оценки снизу n-поперечников рассмотрим на множестве

T2n+1 ∩ L2 следующий (n+ 1)-мерный шар полиномов

B2n+1 :=





Tn ∈ T2n+1 :
∥∥Tn

∥∥ ≤ 2−m/2n−rΦ
(
π/(2n)

)

( π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt

)1/p





и покажем справедливость включения B2n+1 ⊂ W
(r)
p,m(Φ). Учитывая поведе-

ние функции sinc(·), для любого натурального 1 ≤ k ≤ n и h ∈ (0, 2π] имеем

1− sinc (kh) ≤
(
1− sinc (nh)

)
∗. (1.3.17)

Используя неравенство (1.3.17), для произвольного полинома Tn ∈ T2n+1

получаем

Ω2
m

(
T (r)
n , τ

)
= 2m

n∑

k=1

k2rρ2k(Tn)
(
1− sinc(kτ)

)m ≤

≤ 2mn2r
(
1− sinc(nτ)

)m
∗

n∑

k=1

ρ2k(Tn) = 2mn2r
(
1− sinc(nτ)

)m
∗
∥∥Tn

∥∥2,

или, что то же,

Ωm

(
T (r)
n , τ

)
≤ 2m/2nr

(
1− sincnτ

)m/2

∗
∥∥Tn

∥∥. (1.3.18)

Обе части неравенства (1.3.18) возведем в степень p, где 0 < p ≤ ∞ и,

проинтегрировав их по переменной τ в пределах от 0 до t (0 < t ≤ 2π), имеем

t∫

0

Ωp
m

(
T (r)
n , τ

)
dτ ≤

∥∥Tn

∥∥p2mp/2nrp

t∫

0

(
1− sincnτ

)mp/2

∗ dτ. (1.3.19)
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Учитывая ограничения (1.3.12) для любого полинома Tn ∈ B2n+1, из нера-

венства (1.3.19) получаем

t∫

0

Ωp
m

(
T (r)
n , τ

)
dτ ≤

Φp
(
π/(2n)

)
t∫

0

(
1− sinc nτ

)mp/2

∗ dτ

π/(2n)∫

0

(
1− sinc nτ

)mp/2
dτ

≤ Φp(t).

Отсюда, в силу определения класса W
(r)
p,m(Φ), следует, что B2n+1 ⊂ W

(r)
p,m(Φ) и,

пользуясь определением бернштейновского n-поперечника, запишем оценку

снизу всех n-поперечников

λ2n

(
W (r)

p,m(Φ), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

p,m(Φ), L2

)
≥ b2n

(
B2n+1, L2

)
≥

≥ 2−m/2n−r





π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt





−1/p

Φ
(
π/(2n)

)
. (1.3.20)

Сопоставляя оценку сверху (1.3.16) с аналогичной оценку снизу (1.3.20),

получаем требуемые равенства (1.3.13).

Переходя к доказательству второй части теоремы 1.3.1 покажем, что мно-

жество мажорант {Φ}, удовлетворяющих условию (1.3.12) не пусто.

Для этого вводим в рассмотрение функцию Φ∗(t) := tα/p, где

α :=
(π − 2)mp/2

2πmp/2−1

π/2∫

0

(
1− sinch

)mp/2
dh

(1.3.21)

и убедимся, что для неё неравенство (1.3.12) при любых m, n ∈ N, 0 < p ≤ ∞

и t ∈ (0, 2π] выполняется.
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Покажем, что после подстановки Φ∗ в соотношение (1.3.12) будет спра-

ведливым неравенство

(
2nt

π

)α

≥

nt∫

0

(
1− sinch

)mp/2

∗ dh

π/2∫

0

(
1− sinch

)mp/2
dh

.

Полагая в полученном неравенстве u = nt, где 0 ≤ u < ∞, получаем

неравенство

uα ≥
(π
2

)α
·

u∫

0

(
1− sinch

)mp/2

∗ dh

π/2∫

0

(
1− sinc h

)mp/2
dh

, (1.3.22)

которое требуется доказать. Для этого, исходя из неравенства (1.3.22), введём

вспомогательную функцию

g(u) = uα −
(π
2

)α
·

u∫

0

(
1− sinch

)mp/2

∗ dh

π/2∫

0

(
1− sinch

)mp/2
dh

.

Учитывая формулу (1.3.21), перепишем функцию g(u) в виде

g(u) = uα − α ·
(π
2

)α
· 2πmp/2−1

(π − 2)mp/2

u∫

0

(
1− sinch

)mp/2

∗ dh. (1.3.23)

Таким образом надо показать неотрицательность функции g(u) при всех

значениях u ∈ [0,+∞).
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Сначала получим оценки сверху величины α. Для нахождения оценки

сверху воспользуемся неравенством [14, с.524]

1− sinch ≥ 4(π − 2)

π3
· h2, 0 ≤ h ≤ π/2. (1.3.24)

Используя (1.3.24) и формулу (1.3.21), получаем

α <
(π − 2)mp/2

2 πmp/2−1

π/2∫

0

(
4(π − 2)h2/π3

)mp/2

dh

≤ mp + 1. (1.3.25)

Аналогичным образом, учитывая (1.3.24), после несложных вычислений

получим, что при всех 0 < h ≤ π/2 число

α > mp +
1

2
. (1.3.26)

Дальнейшие наши рассуждения, связанные с доказательством неравен-

ства (1.3.22), приведём в три этапа:

а) 0 ≤ u ≤ π/2 ; б) π/2 ≤ u ≤ t∗ ; с) t∗ ≤ u ≤ ∞ .

Пусть а) 0 ≤ u ≤ π/2. Воспользуясь формулой

sinh ≥ h− 1

6
h3, где 0 ≤ h ≤ π/2,

на основании формулы (1.3.23) имеем

g(u) = uα − α ·
(π
2

)α
· 2
π

(
π

π − 2

)mp/2
u∫

0

(
1− sinch

)mp/2

∗ dh ≥

≥ uα − α ·
(π
2

)α−1
(

π

π − 2

)mp/2(
1

6

)mp/2
u∫

0

hmpdh =
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= uα − α ·
(π
2

)α−1
(

π

π − 2

)mp/2(
1

6

)mp/2

· ump+1

mp + 1
=

= uα

{
1− α ·

(π
2

)α−1
(

π

π − 2

)mp/2
1

mp+ 1
· ump+1−α

}
. (1.3.27)

Из (1.3.27) с учётом (1.3.25) получаем, что при v → 0 + 0 функция g

принимает положительные значения.

Покажем, что функция g является знакопостоянной на интервале (0, π/2).

Для этого, рассуждая от противного, полагаем, что существует некоторая

точка из множества (0, π/2) в которой g меняет свой знак. Из формулы

(1.3.23) с учётом (1.3.21) получаем g(0) = g(π/2) = 0.

Отсюда, на основании теоремы Ролля, следует, что производная первого

порядка

g′(u) = α

{
uα−1 −

(π
2

)α−1

·
(

π

π − 2

)mp/2(
1− sincu

)mp/2

}
(1.3.28)

должна иметь на интервале (0, π/2) не менее двух нулей. Из формулы (1.3.28)

получаем, что аналогичное количество нулей и в тех же точках из интервала

(0, π/2) будет иметь и функция

g1(u) =
1

u

{
u

2(α−1)
mp

+1 −
(π
2

) 2(α−1)
mp ·

(
π

π − 2

)(
u− sin u

)
}

=
1

u
G(u). (1.3.29)

Указанный факт относительно количества нулей на (0, π/2) для g1 касается

и функции G, определённой соотношением (1.3.29). Поскольку

G(0) = G
(π
2

)
= 0,
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то производная первого порядка

G′(u) =

(
2(α− 1)

mp
+ 1

)
u

2(α−1)
mp −

(π
2

)2(α−1)
mp π

π − 2

(
1− cosu

)
(1.3.30)

на основании теоремы Ролля должна обращаться в нуль на множестве

(0, π/2) не менее чем в трёх различных точках. Учитывая, что G(0) = 0,

в силу аналогичных соображений из (1.3.30) получаем, что производная вто-

рого порядка

G′′(u) =

(
1 +

2(α− 1)

mp

)
· 2(α− 1)

mp
u

2(α−1)
mp

−1 −
(π
2

)2(α−1)
mp π

π − 2
sinu (1.3.31)

также должна иметь на (0, π/2) не менее трёх различных нулей. Посколь-

ку на основании (1.3.21) G′′(0) = 0, то при помощи подобных рассуждений

получаем, что производная третьего порядка

G′′′(u) =

(
1 +

2(α− 1)

mp

)
· 2(α− 1)

mp

(
2(α− 1)

mp
− 1

)
u

2(α−1)
mp

−2−

−
(π
2

)2(α−1)
mp π

π − 2
cosu (1.3.32)

должна обращаться в нуль на интервале (0, π/2) также не менее чем в трёх

различных точках. Но, как следует из формул (1.3.32) и (1.3.21), это не

так, поскольку из чисто геометрических соображений G′′′, как разность двух

функций, одна из которых монотонно убывающая и выпуклая вниз, а другая

монотонно убывающая и выпуклая вверх, может иметь на множестве (0, π/2)

не более двух различных нулей.

Полученное противоречие доказывает неравенство (1.3.22) для любого

u ∈ [0, π/2].

б) Пусть далее π/2 ≤ u ≤ t∗. Из формулы (1.3.32) следует, что на

указанном множестве функция G′′ принимает наименьшее значение в точке
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u = π/2, причём

G′′
(π
2

)
=
(π
2

)2(α−1)
2m

{(
2(α− 1)

mp
+ 1

)
4(α− 1)

mpπ
− π

π − 2

}
> 0,

то есть G′′ на отрезке [π/2, t∗] принимает только положительные значения

и функция G′ является монотонно возрастающей на множестве [π/2, t∗]. Из

формул (1.3.30) и (1.3.21) следует, что

G′
(π
2

)
=
(π
2

) 2(α−1)
2m

{
1 +

2(α− 1)

mp
− π

π − 2

}
> 0.

Следовательно G′(u) > 0 для любого u ∈ [π/2, t∗], откуда G(u) – мо-

нотонно возрастающая функция на рассматриваемом множестве. Поскольку

G(π/2) = 0, то G(u) > 0 на всём множестве π/2 < u ≤ t∗. Это же касается и

производной g′. Так как g(π/2) = 0, то функция g(u) > 0 при π/2 < u ≤ t∗,

что доказывает справедливость неравенства (1.3.22) в случае б).

с) Пусть теперь t∗ ≤ u < ∞. Тогда из формулы (1.3.23) имеем

g(u) = uα − α
(π
2

)α−1
(

π

π − 2

)mp/2

×

×





t∗∫

0

(
1− sinc h

)mp/2

∗ dh+ (u− t∗)
(
1− sinc t∗

)mp/2



 .

Отсюда следует

g′(u) = αuα−1 − α
(π
2

)α−1
(

π

π − 2

)mp/2 (
1− sinc t∗

)mp/2
=

= α
(π
2

)α−1
{(

2u

π

)α−1

−
(

π

π − 2

)mp/2 (
1− sinc t∗

)mp/2

}
. (1.3.33)
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С учётом соотношения (1.3.26) и (1.3.33) для любого t∗ ≤ u < ∞ получаем

g′(u) ≥ g′(t∗) > 0, то есть функция g является монотонно возрастающей на

рассматриваемом множестве. Поскольку, как следует из пункта б) g(t∗) > 0,

то g(u) > 0 при любом u ∈ (t∗,∞), то есть неравенство (1.3.22) справедливо

в рассматриваемом случае, чем и завершаем доказательство теоремы 1.3.1.

Из доказанной теоремы 1.3.1 вытекает следующее

Следствие 1.3.1. В условиях теоремы 1.3.1 при p = 2/m, m ∈ N

справедливы равенства

λ2n

(
W

(r)
2/m,m(Φ), L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2/m,m(Φ), L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
2/m,m(Φ)

)
=

1

2m/2nr−m/2

{π
2
− Si

(π
2

)}−m/2

Φ
( π

2n

)
,

где λn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников.

Теорема 1.3.2. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+. Тогда при всех h ∈ (0, 3π/(4n)]

справедливы равенства

λ2n

(
F

(r)
m (h), L2

)
= λ2n−1

(
F

(r)
m (h), L2

)
=

= En−1

(
F

(r)
m (h)

)
=
(√3

nh

)m 1

nr
, (1.3.34)

где λn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников.

Доказательство. Из неравенства (1.2.14) для произвольной функции

f ∈ L
(r)
2 имеем

En−1(f) ≤

≤
(√3

nh

)m 1

nr


Ω2/m

m (f (r), h) +
n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ




m/2

. (1.3.35)
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Используя определение класса F
(r)
m (h), из неравенства (1.3.35) для лю-

бого h ∈ (0, 3π/(4n)] запишем оценку сверху для всех рассматриваемых n-

поперечников

λ2n−1

(
F

(r)
m (h), L2

)
≤ d2n−1

(
F

(r)
m (h), L2

)
≤

≤ sup
{
En−1(f) : f ∈

(
F

(r)
m (h)

)}
≤
(√3

nh

)m 1

nr
. (1.3.36)

Для получения оценки снизу бернштейновского n-поперечника класса

F
(r)
m (h) вводим в рассмотрение (2n+ 1)-мерный шар полиномов

σ2n+1 =

{
Tn(x) :

∥∥Tn

∥∥ ≤
(√3

nh

)m 1

nr

}

и покажем, что имеет место включение σ2n+1 ⊂ F
(r)
m (h). Для этого требуется

доказать, что для произвольного тригонометрического полинома Tn ∈ σ2n+1

выполняется неравенство




Ω2/m
m (T (r)

n , h) +
n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
T (r)
n , τ)dτ






m/2

≤ 1. (1.3.37)

Воспользовавшись неравенством (1.3.18) имеем



Ω2/m

m (T (r)
n , h) +

n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
T (r)
n , τ)dτ





m/2

≤

≤
{
2n2r/m

(
1− sincnh

)∥∥Tn

∥∥2/m+
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+
n2

h
· 2n2r/m

∥∥Tn

∥∥2/m
h∫

0

τ(h− τ)
(
1− sincnτ

)
dτ





m/2

=

= 2m/2nr
∥∥Tn

∥∥



(
1− sincnh

)
+

n2

h

h∫

0

τ(h− τ)
(
1− sincnτ

)
dτ





m/2

≤

≤
(√3

nh

)m{
2
(
1− sincnh

)
+

(nh)2

3
− 2
(
1− sincnh

)}m/2

=

=
(√3

nh

)m
·
(nh√

3

)m
= 1.

и тем самым неравенство (1.3.37) доказано.

Доказанное неравенство означает, что шар σ2n+1 принадлежит классу

F
(r)
m (h), а потому, учитывая определение бернштейновского n-поперечника,

запишем оценку снизу всех n-поперечников

λ2n−1

(
F

(r)
m (h), L2

)
≥ λ2n

(
F

(r)
m (h), L2

)
≥

≥ b2n
(
F

(r)
m (h), L2

)
≥ b2n

(
σ2n+1, L2

)
≥
(√3

nh

)m 1

nr
. (1.3.38)

В силу неравенств между n-поперечниками (1.3.10) и сопоставления нера-

венств (1.3.36) и (1.3.38), получаем утверждение теоремы 1.3.2.

Аналогичным образом доказывается
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Теорема 1.3.3. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, r > m. Тогда при всех

h ∈ (0, π/n] имеют место равенства

λ2n

(
W (r)

m (h), L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
=

= En−1

(
W (r)

m (h)
)
=

1

2m/2nr

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)−m/2

, (1.3.39)

где λn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников.

В частности, из равенств (1.3.39), следует, что

λ2n

(
W (r)

m

( π

2n

)
, L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

m

( π

2n

)
, L2

)
=

= En−1

(
W (r)

m

( π

2n

))
=

(
4

π2 − 8

)m/2
1

nr−m
.
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ГЛАВА 2. Совместное приближение периодических

функций и их производных в метрике пространства L2

В этой главе изучаются экстремальные задачи, связанные с наилуч-

шим совместным приближением периодических функций и их последователь-

ных производных тригонометрическими полиномами в метрике пространства

L2 := L2[0, 2π]. Отметим, что впервые задача совместного приближения пе-

риодических функций и их производных тригонометрическими полиномами

в равномерной метрике в 1960 г. была исследована А.Л.Гаркави [17].

Затем в том же году А.Ф.Тиман [37] исследовал указанную задачу для

приближении функций, определённых на всей оси целыми функциями экспо-

ненциального типа. В более общей ситуации задача совместного приближе-

ния функций и их производных как алгебраическими, так и тригонометри-

ческими полиномами рассматривается в монографии В.Н.Малозёмова [28],

где приведены и обобщены некоторые классические теоремы теории при-

ближения функций на случай совместного приближения функций и их про-

изводных. Для некоторых классов периодических функций в пространстве

L2, усреднённый с весом обобщённый модуль непрерывности высшего по-

рядка которых ограничен сверху заданной мажорантой, сформулированную

задачу рассматривали С.Б.Вакарчук и В.И.Забутная [12], М.Ш.Шабозов и

А.А.Шабозова [48], М.Ш.Шабозов [50].

Аналогичная задача для некоторых классов аналитических в единичном

круге функций, принадлежащих пространству Харди H2 рассмотрена в [49,

51], а в пространстве Бергмана в [52].

Здесь мы продолжим указанную тематику и решим задачу совместного

приближения функций и их производных в пространстве L2, характеристики

гладкости которых определяется обобщённым модулем непрерывности m-го
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порядка, определённым равенством (1.1.12). Отметим, что некоторые экстре-

мальные задачи наилучшего приближения функций в метрике пространства

L2 с использованием характеристики гладкости (1.1.12) ранее рассматрива-

лись, например, в работах С.Б.Вакарчука [10], С.Б.Вакарчука, В.И.Забутная

[12], М.Ш.Шабозова [43], С.Б.Вакарчука, М.Ш.Шабозова, В.И.Забутная [13].

В цитированных работах экстремальная задача наилучшего совместного

приближения функций и их последовательных производных не рассматри-

валась. В целом следует отметить, что по сформулированной задаче о сов-

местном приближении функций имеется немного результатов и в общем она

находится на начальной стадии развития.

В этой главе рассматривается экстремальная задача нахождения точных

верхних граней наилучших совместных полиномиальных приближений неко-

торых классов периодических дифференцируемых функций, характеризую-

щихся специальным обобщённым модулем непрерывности (1.1.12) в простран-

стве L2. Поскольку для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 , (r ∈ Z+, L

(0)
2 = L2),

кроме самой функции и её r-й производной, также все промежуточные про-

изводные f (s) (s = 1, 2, . . . , r − 1, r ∈ N, r ≥ 2) принадлежат пространству

L2, то имеет смысл изучать поведение величины наилучшего совместного

приближения En−1(f
(s)) на классе функций L

(r)
2 или на некотором подклассе

функций M
(r) ⊂ L

(r)
2 . Точнее, требуется найти точное значение величины

E
(s)
n−1

(
M

(r)
)
:= sup

{
En−1(f

(s)) : f ∈ M
(r)
}

(2.0.1)

на некотором классе r-раз дифференцируемых функций M
(r) ⊆ L

(r)
2 . Для

классов функций, для которых вычислены точные значения n-поперечников

в третьем параграфе первой главы, удалось решить экстремальную задачу

(2.0.1) в данной главе. Задача (2.0.1) также решается для некоторых других

классов функций в параграфе 2.2.
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§ 2.1. Совместное приближение функций в L2. Решение
экстремальной задачи (1.1.3) для класса функций W

(r)
p,m(Φ)

В этом параграфе некоторые результаты, полученные для наилучшего

среднеквадратического полиномиального приближения функций, приведён-

ные в первой главе, обобщаются на случай совместного приближения функ-

ций и их промежуточных производных, принадлежащих пространству L2.

Решается экстремальная задача (1.1.3) для классов функций, определение

которых приведено в четвёртом параграфе первой главы.

Из доказанной теоремы 1.1.1 вытекает следующее важное следствие, ко-

торое одновременно является и её обобщением.

Теорема 2.1.1. Пусть m, n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s, 0 < p ≤ ∞, 0 < h ≤

3π/(4n), ϕ — весовая на [0, h] функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−sEn−1(f
(s))




h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt




1/p

=

=





h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt





−1/p

. (2.1.1)

Доказательство. В левой части равенства (2.1.1) полагаем f (s)(t) = g(t),

откуда имеем f (r)(t) = g(r−s)(t). Таким образом, если f ∈ L
(r)
2 , то функция

g ∈ L
(r−s)
2 , и мы, в силу равенства (1.1.27), получаем

sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−sEn−1(f
(s))




h∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt




1/p
=
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= sup
g∈L(r−s)

2

2m/2nr−sEn−1(g)



h∫

0

Ωp
m

(
g(r−s), t

)
ϕ(t)dt




1/p
=





h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
ϕ(t)dt





−1/p

,

откуда следует равенство (2.1.1). Теорема 2.1.1 доказана.

Приведём решение экстремальной задачи (1.1.3) для класса функций

W
(r)
p,m(Φ). Имеет место следующая

Теорема 2.1.2. Пусть m, n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s, 0 < p ≤ ∞ и

мажоранта Φ удовлетворяет условию

Φp(h)

Φp
(
π/(2n)

) ≥

h∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2

∗ dt

π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt

. (2.1.2)

Тогда справедливо равенство

E
(s)
n−1

(
W (r)

p,m(Φ)
)
=

= 2−m/2n−(r−s)





π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt





−1/p

Φ
(
π/(2n)

)
. (2.1.3)

Доказательство. Из равенства (2.1.1) для величины совместного при-

ближения En−1(f
(s)) произвольной функции f ∈ L

(r)
2 при h = π/(2n), ϕ(t) = 1

имеет место неравенство

En−1(f
(s)) ≤

≤ 1

2m/2nr−s
·




π/(2n)∫

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
dt




1/p


π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt




−1/p

.
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Отсюда, учитывая определение класса W
(r)
p,m(Φ), получаем оценку сверху ве-

личины, стоящей в левой части (2.1.3)

E
(s)
n−1

(
W (r)

p,m(Φ)
)
≤

≤ 2−m/2n−(r−s)






π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt






−1/p

Φ
(
π/(2n)

)
. (2.1.4)

В предыдущей главе было показано (см. доказательство теоремы 1.3.1),

что если мажоранта Φ удовлетворяет условию (2.1.2) и множество тригоно-

метрических полиномов Tn ∈ T2n+1 удовлетворяет условию

∥∥Tn

∥∥ ≤ 2−m/2n−rΦ
(
π/(2n)

)

( π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt

)1/p
,

то сфера B2n+1 , введённая при доказательстве теоремы 1.3.1, принадлежит

классу W
(r)
p,m(Φ). Рассмотрим функцию

f1(x) =
2−m/2n−rΦ

(
π/(2n)

)

( π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt

)1/p
· sinnx.

Так как

∥∥f1
∥∥ =

2−m/2n−rΦ
(
π/(2n)

)

( π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt

)1/p
,

то функция f1 принадлежит сфере B2n+1 , а потому принадлежит классу
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W
(r)
p,m(Φ). Кроме того, при любом s = 0, 1, · · · , r

f
(s)
1 (x) =

2−m/2n−(r−s)Φ
(
π/(2n)

)

( π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt

)1/p
· sin

(
nx+

sπ

2

)

и, в силу (1.1.4),

En−1

(
f
(s)
1

)
=

2−m/2n−(r−s)Φ
(
π/(2n)

)

( π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt

)1/p
. (2.1.5)

Учитывая соотношение (2.1.5), получаем оценку снизу указанной величи-

ны

E
(s)
n−1

(
W (r)

p,m(Φ)
)
≥ En−1

(
f
(s)
1

)
=

= 2−m/2n−(r−s)





π/(2n)∫

0

(
1− sinc nt

)mp/2
dt





−1/p

Φ
(
π/(2n)

)
. (2.1.6)

Требуемое равенство (2.1.3) получаем из сравнения оценки сверху (2.1.4) с

аналогичной оценкой снизу (2.1.6), чем и завершаем доказательство теоремы

2.1.2.
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§ 2.2. Решение экстремальной задачи (1.1.3) для классов функций
F

(r)
m (h) и W

(r)
m (h)

Пусть m, n ∈ N, r, s ∈ Z, r ≥ s и h ∈ (0, π/n]. По аналогии с величиной

(1.2.3), введём в рассмотрение следующую экстремальную характеристику

L
(s)
n,m,r(h) :=

:= sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))


Ω

2/m
m (f (r), h) +

n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ




m/2
. (2.2.1)

Теорема 2.2.1. Пусть m, n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и h ∈ (0, 3π/(4n)].

Тогда справедливо равенство

L
(s)
n,m,r(h) =

(√
3

nh

)m

. (2.2.2)

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1.2.1, равенство

(2.2.2) вытекает из следующей цепочки равенств

L
(s)
n,m,r(h) := sup

f∈L(r)
2

nr−sEn−1(f
(s))


Ω

2/m
m (f (r), h) +

n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ




m/2
=

= sup
g∈L(r−s)

2

nr−sEn−1(g)

Ω

2/m
m (g(r−s), h) +

n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
g(r−s), τ)dτ




m/2
=

=

(√
3

nh

)m

(2.2.3)

и (2.2.2) доказано.
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Теорема 2.2.2. Пусть m, n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и 0 < h ≤ 3π/(4n).

Тогда справедливо равенство

E
(s)
n−1

(
F

(r)
m (h)

)
=
(√3

nh

)m
· 1

nr−s
. (2.2.4)

В частности, из (2.2.4) при h = π/(2n) вытекает равенство

E
(s)
n−1

(
F

(r)
m

( π

2n

))
=
(2

√
3

π

)m
· 1

nr−s
.

Доказательство. Из равенства (2.2.1) для произвольной f ∈ L
(r)
2 полу-

чаем

En−1(f
(s)) ≤

≤
(√3

nh

)m 1

nr−s


Ω2/m

m (f (r), h) +
n2

h

h∫

0

τ(h− τ)Ω2/m
m

(
f (r), τ)dτ




m/2

. (2.2.5)

Из (2.2.5) в предположении f ∈ F
(r)
m (h) имеем

En−1

(
F

(r)
m (h)

)
= sup

{
En−1(f) : f ∈ F

(r)
m (h)

}
≤
(√3

nh

)m 1

nr−s
. (2.2.6)

При доказательстве 1.3.2 было показано, что множество тригонометри-

ческих полиномов Tn(x) ∈ σ2n+1, норма которых удовлетворяет неравенству

∥∥Tn

∥∥ ≤
(√3

nh

)m 1

nr
,

принадлежит классу F
(r)
m (h). Учитывая этот факт, рассмотрим функцию

g1(x) =
(√3

nh

)m 1

nr
sinnx ∈ σ2n+1 ∩ L

(r)
2 .

Так как

‖g1‖ =
(√3

nh

)m 1

nr
,
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то функция g1 ∈ F
(r)
m (h) и, в силу равенства

g
(s)
1 (x) =

(√3

nh

)m 1

nr−s
sin
(
nx+

sπ

2

)
,

из (1.1.4) получаем

En−1

(
g
(s)
1

)
=
(√3

nh

)m 1

nr−s
. (2.2.7)

Пользуясь равенством (2.2.7), запишем оценку снизу величины, располо-

женной в левой части (2.2.4)

En−1

(
F

(r)
m (h)

)
≥ En−1

(
g
(s)
1

)
=
(√3

nh

)m 1

nr−s
. (2.2.8)

Сопоставляя оценку сверху (2.2.6) с оценкой снизу (2.2.8), получаем тре-

буемое равенство (2.2.4). Теорема 2.2.2 доказана.

Не вдаваясь в излишние подробности, приводим решение экстремальной

задачи (1.1.3) для класса функций W
(r)
m (h), исходя из результата теоремы

1.3.3.

Теорема 2.2.3. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, r ≥ s, r ≥ m + s. Тогда при

всех h ∈ (0, π/n] имеет место равенство

E
(s)
n−1

(
W (r)

m (h)
)
=

1

2m/2 nr−s

(
h2

2
− 1− cosnh

n2

)−m/2

. (2.2.9)

В частности, из (2.2.9) имеем

E
(s)
n−1

(
W (r)

m

( π

2n

))
=

(
4

π2 − 8

)m/2
1

nr−(m+s)
.
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§ 2.3. Об одном специальном случае экстремальной
характеристики (1.1.16)

В первом параграфе первой главы была введена экстремальная характе-

ристика следующего вида

χm,n,r,p(ϕ, h) := sup
f∈L(r)

2

En−1(f)



h∫

0

ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt




1/p
.

Там же была отмечено, что если весовая функция ϕ(t) удовлетворяет

условие

(rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0,

то имеет место равенство

χm,n,r,p(ϕ, h) = 2−m/2n−r




h∫

0

(
1− cosnt

)mp/2
ϕ(t)dt




−1/p

.

Последнее равенство можно записать в виде

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nrEn−1(f)



h∫

0

ωp
m

(
f (r), t

)
ϕ(t)dt




1/p
=




h∫

0

(
1− cosnt

)mp/2
ϕ(t)dt




−1/p

. (2.3.1)

В работе [40] Н.И.Черных отметил, что поскольку функционал



n

2

π/n∫

0

ω1(f, t) sinntdt





1/2

(2.3.2)

меньше джексоновского функционала ω1(f, π/n), f 6= const, то очевидно

(2.3.2) более естествен для оценки сверху величины наилучшего полино-

миального приближения En−1(f) периодических функций.
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Аналогичную ситуацию можно разъяснить для общего функционала сле-

дующего вида




h∫

0

ωp
m(f

(r), t)ϕ(t)dt



 ,

где f 6= const, 0 < p ≤ 2, h > 0, в случае

h∫

0

ϕ(t)dt ≤ 1, ϕ — неотрицательная

суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентной нулю функция, поскольку

этот функционал не превосходит величину ωm(f
(r), h).

Далее через W
(r)
p (ωm;ϕ, h), где r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < p ≤ 2, обозначим

класс функций f ∈ L
(r)
2 , у которых производные r-го порядка f (r) удовлетво-

ряют условие

h∫

0

ωp
m(f

(r), t)ϕ(t)dt ≤
h∫

0

ϕ(t)dt.

При этом в случае r = 0 полагаем

Wp(ωm;ϕ, h) = W (0)
p (ωm;ϕ, h).

Основной результат данного параграфа является следующая

Теорема 2.3.1. Пусть m, n ∈ N, h ∈ (0, π/n]. Тогда имеют место

равенства

λ2n

(
W (r)

p (ωm;ϕ, h), L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

p (ωm;ϕ, h), L2

)
=

= En−1

(
W (r)

p (ωm;ϕ, h)
)
=

=
1

2m/2nr






h∫

0

ϕ(t)dt

h∫

0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt






1/p

, (2.3.3)
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где λn(·) — любой из n-поперечников: бернштейновский bn(·), колмогоров-

ский dn(·), гельфандовский dn(·), линейный δn(·), проекционный Πn(·).

Доказательство. Из равенства (2.3.1) для произвольной функции f ∈
L
(r)
2 получаем

En−1(f) ≤
1

2m/2nr
·




h∫

0

ωp
m(f

(r), t)ϕ(t)dt




1/p




h∫

0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt




1/p
.

Отсюда, учитывая определение класса W
(r)
p (ωm;ϕ, h), для любой функции

f ∈ W
(r)
p (ωm;ϕ, h) будем иметь

En−1(f) ≤
1

2m/2nr





h∫

0

ϕ(t)dt

h∫

0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt





1/p

. (2.3.4)

Учитывая соотношения (1.3.10) между всеми перечисленными выше n-

поперечниками, из неравенства (2.3.4) запишем оценку сверху всех n-попереч-

ников и точной верхней грани класса W
(r)
p (ωm;ϕ, h) :

λ2n

(
W (r)

p (ωm;ϕ, h), L2

)
≤ λ2n−1

(
W (r)

p (ωm;ϕ, h), L2

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

p (ωm;ϕ, h)
)
≤

≤ 1

2m/2nr






h∫

0

ϕ(t)dt

h∫

0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt






1/p

. (2.3.5)
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Для получения оценки снизу на множестве T2n+1 ∩ L2 рассмотрим шар

B2n+1 :=





Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤ 1

2m/2nr




h∫

0

ϕ(t)dt

h∫

0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt




1/p




и покажем, что B2n+1 содержится в классе W
(r)
p (ωm;ϕ, h). Для этого требу-

ется доказать, что для произвольного полинома Tn ∈ T2n+1, согласно опре-

делению класса W
(r)
p (ωm;ϕ, h), выполняется неравенство

h∫

0

ωp
m(T

(r)
n , t)ϕ(t)dt ≤

h∫

0

ϕ(t)dt. (2.3.6)

Так как для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 модуль непрерывности m-го

порядка вычисляется равенством [44]

ω2
m(f

(r), t) = 2m sup
|h|≤t

∞∑

k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kh)m,

то, из этой формулы для произвольного полинома Tn ∈ T2n+1, получаем

ω2
m(T

(r)
n , t) = 2m sup

{
n∑

k=1

k2rρ2k(Tn)(1− cos kh)m : |h| ≤ t

}
≤

≤ 2mn2r
(
1− cosnt

)m n∑

k=1

ρ2k(Tn) = 2mn2r
(
1− cosnt

)m∥∥Tn

∥∥2,

или, что тоже

ωm(T
(r)
n , t) ≤ 2m/2nr

(
1− cosnt

)m/2 ∥∥Tn

∥∥. (2.3.7)

Возведя обе части неравенства (2.3.7) в степень p (0 < p ≤ 2), умножая

полученное выражение на весовую функцию ϕ(t) и интегрируя по t от 0 до

h, получаем
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h∫

0

ωp
m(T

(r)
n , t)ϕ(t)dt ≤ 2mp/2nrp

∥∥Tn

∥∥p
h∫

0

(
1− cosnt

)mp/2
ϕ(t)dt ≤

≤

h∫

0

ϕ(t)dt

h∫

0

(
1− cosnt

)mp/2
ϕ(t)dt

·
h∫

0

(
1− cosnt

)mp/2
ϕ(t)dt =

h∫

0

ϕ(t)dt,

и таким образом неравенство (2.3.6) доказано и, тем самым включение

B2n+1 ⊂ W
(r)
p (ωm;ϕ, h) имеет место. Поэтому, в силу определения бернштей-

новского n-поперечника, имеем

b2n+1

(
W (r)

p (ωm;ϕ, h), L2

)
≥ b2n+1

(
B2n+1, L2

)
≥

≥ 1

2m/2nr






h∫

0

ϕ(t)dt

h∫

0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt






1/p

. (2.3.8)

Сопоставляя оценки сверху (2.3.5) с оценкой снизу (2.3.8) перечисленных

n-поперечников получаем равенство (2.3.3). Теорема 2.3.1 доказана.

Из теоремы 2.3.1 вытекают ряд результатов, полученные ранее другими

математиками.

Следствие 2.3.1. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, p = 2, h = π/n и ϕ(t) =

sinnt. В этом случае справедливо равенство
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λ2n

(
W

(r)
2 (ωm; sin ·, π/n), L2

)
= λ2n−1

(
W

(r)
2 (ωm; sin ·, π/n), L2

)
=

= En−1

(
W

(r)
2 (ωm; sin ·, π/n)

)
=

= 2−m/2n−r



n

2

π/n∫

0

(1− cosnt)m sinntdt




−1/2

=

= 2−m−1/2n−r




π∫

0

(
sin

t

2

)2m

sin tdt




−1/2

. (2.3.9)

Равенство (2.3.9) ранее доказано в работе М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова

[45], а при m = 1, ещё ранее Н.И.Черных [40].

Следствие 2.3.2. Пусть m, n ∈ N, r ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, h > 0, ϕ(t) =

h− t, 0 < t ≤ h. Тогда справедливо равенство

λ2n

(
W (r)

p (ωm; h− ·, h), L2

)
= λ2n−1

(
W (r)

p (ωm; h− ·, h), L2

)
=

= En−1

(
W (r)

p (ωm; h− ·, h)
)
=

= 2−mn−r


h2

h∫

0

(h− t)
(
1− cosnt

)mp/2
dt




−1/p

. (2.3.10)

Равенство (2.3.10) ранее было получено в работе М.Ш.Шабозова и

К.К.Палавонова [71].
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Заключение

Основные научные результаты диссертационной работы

Основные научные результаты работы заключаются в следующем:

• найдены точные константы в неравенствах типа Джексона – Стечкина

между наилучшими приближениями и обобщёнными модулями непре-

рывности [1-А,2-А,3-А,4-А,5-А];

• вычислены значения n-поперечников классов функций, задаваемых

усреднёнными с весом значениями модулей непрерывности высших по-

рядков r-ых производных [2-А,5-А,6-А,7-А,8-А];

• вычислены верхние грани наилучших совместных приближений некото-

рых классов функций в пространстве L2 [8-А,9-А,10-А,11-А].

Рекомендации по практическому использованию результатов

Полученные в диссертационной работе результаты имеют теоретическое

значение и могут быть применены при нахождении точных верхних граней

наилучших полиномиальных приближений классов функций многих пере-

менных. Главы диссертации в отдельности могут быть использованы при

чтении специальных курсов для студентов старших курсов высших учебных

заведений по специальности «Математика».
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