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МУҚАДДИМА 

 Мубрамии мавзуи таҳқиқот. Дар нимаи дуюми асри XIX инкишофи 

босуръати назарияи муодилаҳои дифференсиалӣ ба назар мерасад. Дар он 

замон диққати асосӣ ба омӯзиши муодилаҳои дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои махсус ё сингулярӣ равона гардида буд. Ин синфи 

муодилаҳо баъдтар ба номи олими бузурги немис И.Л. Фукс номи 

«муодилаҳои синфи Фукс»-ро гирифт. 

 Натиҷаҳои бунёдӣ дар ин самт дар корҳои Л. Эйлер [137], К.Ф. Гаусс 

[1], Б. Риман [125], А. Пуанкаре [13], И.Л. Фукс [6], Ф. Клейн [11], Ф.Г. 

Фробениус [5] ва дигарон ба даст оварда шудааст.  

 Баъдтар диққати олимон ба таҳқиқи муодилаҳои дифференсиалӣ бо 

ҳосилаҳои хусусӣ, ки коэффисиентҳояшон дорои нуқтаҳои махсус буданд, 

равона гардидааст. Яке аз муодилаҳои маъмул дар ин самт ин муодилаи 

Эйлер-Пуассон-Дарбу мебошад, ки ба таҳқиқи он корҳои олимони зиёд ба 

мисли R.W. Carroll [2, 3], J.B. Diaz [4], R.P. Gilbert [8, 9], A.A. Kilbas [12], E.L. 

Shishkina [25], А.В. Глушак [38], Х.Ш. Ҷураев [42], Н. Раҷабов [96-99], М.С. 

Салоҳиддинов [127], С.А. Сатторов [128] ва дигарон бахшида шудааст.  

 Натиҷаҳои илмии фундаменталӣ оид ба ҳалли муодилаҳои 

дифференсиалии намуди эллиптикӣ бо коэффисиентҳои таназзулёбанда дар 

корҳои олимон К.Х. Бойматов [32], Н.А. Вирченко [33], М.И. Вишик [34], 

О.А. Вихрева [35], В.Н. Врагов [37], Джураев А.Д. [37], В.М. Ивакин [62], 

С.А. Исхоков [65], Н.Б. Келдиш [71], И.А. Киприянов [72], [73], Л.Д. 

Кудрявсев [74], П.И. Лизоркин [77], Е.И.Моисеев [81], Л.Г. Михайлов [79], 

А.Мухсинов [92], С.М. Николский [93], Л.С. Пулкина [95], О.А. Репин [124], 

К.Б. Сабитов[126], М.М. Смирнов [130], А.К. Уринов [131], З.Д. Усмонов 

[132] ба даст оварда шудааст. 

 Мубрамияти мавзуъ дар он аст, ки муодилаҳои дифференсиалии 

таназзулёбандаи намуди Эйлер бо нуқтаҳои махсуси иррегулярӣ (сингулярӣ) 

дар моделсозии математикии равандҳои муосири физикӣ ва механикӣ 

мавқеи калидиро ишғол менамоянд. Сарфи назар аз аҳаммияти амалии 
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онҳо, масъалаи ёфтани ҳалли ин муодилаҳо дар шакли ошкор ва таҳияи 

алгоритмҳои табдилдиҳии онҳо ба муодилаҳои дорои коэффисиентҳои 

доимӣ то ҳол дар назарияи умумии муодилаҳои дифференсиалӣ ҳамчун 

масъалаи кушода ва пурра ҳалнашуда боқӣ мемонад. 

Дараҷаи таҳқиқоти мавзуи илмӣ. Ба муодилаҳои дифференсиалии 

синфи Фукс чунин муодилаҳои дифференсиалие дохил мешаванд, ки ҳамаи 

коэффисиентҳояшон дорои нуқтаҳои махсуси регулярӣ мебошанд ва ин 

муодилаҳо дорои чунин ҳалҳое мебошанд, ки нуқтаҳои махсуси ин ҳалҳо низ 

нуқтаҳои махсуси регулярӣ мебошанд. Ин синфи муодилаҳо аввалин бор дар 

корҳои Л. Эйлер [137], К.Ф. Гаусс [1], Б. Риман [125] пайдо шуда, баъдтар 

омӯзиши густардаи онҳо аз тарафи И.Л. Фукс [6, 7] гузаронида мешавад ва 

ин сабабгори ба худ касб намудани номи «муодилаҳои дифференсиалии 

синфи Фукс» мегардад.  

 «Соли 1865 дар корҳои И.Л. Фукс шартҳои зарурӣ ва кифоягии тааллуқ 

доштани муодилаи дифференсиалӣ ба синфи Фукс муайян карда шуда буд» 

[6, 7].  

 Агар муодилаи дифференсиалии хаттии тартиби дуюм дар намуди 

каноникии  

 

 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑝(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑞(𝑥)𝑦 = 0                                               (0.1) 

 

дода шуда бошад ва нуқтаи 𝑥 = 0 нуқтаи махсуси регулярӣ барои 

коэффисиентҳои 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)-и ин муодила бошад, ғайр аз ин 𝑝(𝑥) дорои 

нуқтаи қутбии дараҷааш аз 1 калон набуда, 𝑞(𝑥) дорои нуқтаи қутбии 

дараҷааш аз 2 калон набуда бошад, пас муодилаи намуди: 

 

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥𝑃(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑄(𝑥)𝑦 = 0, 

ё  
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𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+
𝑃(𝑥)

𝑥
∙
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑄(𝑥)

𝑥2
𝑦 = 0 

 

муодилаи дифференсиалии синфи Фукс номида мешавад.  

 Хотирнишон менамоем, ки нуқтаи махсуси муодилаи (0.1) нуқтаи 

махсуси регулярӣ номида мешавад, агар шарти зерин иҷро гардад: 

 

                         {
lim
𝑥→𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)𝑝(𝑥) − маҳдуд,

lim
𝑥→𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)
2𝑞(𝑥) − маҳдуд.

                                     (0.2) 

 

 «Нуқтаи махсуси муодилаи (0.1) нуқтаи махсуси сингулярӣ ё 

иррегулярӣ номида мешавад, агар шартҳои  

 

lim
𝑥→𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)𝑝(𝑥) − номаҳдуд 

ва  

lim
𝑥→𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)
2𝑞(𝑥) − номаҳдуд 

 

иҷро гардад» [134]. 

 Дар адабиётҳо муодилаҳои синфи Фукс бо миқдори зиёди нуқтаҳои 

махсус ба таври муфассал омӯхта шудааст. Масалан, муодилаи намуди 

умумии  

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝑃(𝑥)

∏ (𝑥 − 𝑎𝑘)
𝑛
𝑘=1

∙
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑄(𝑥)

∏ (𝑥 − 𝑎𝑘)
2𝑛

𝑘=1

𝑦 = 0, 

 

омӯхта шудааст, ки дар ин ҷо 𝑃(𝑥), 𝑄(𝑥) − ягон бисёраъзогиҳо буда, 𝑎𝑘 − 

координатаҳои нуқтаҳои махсус мебошанд. 

 Агар дар муодилаи синфи Фукс миқдори нуқтаҳои махсуси муодила ба 

1 баробар бошад, пас ин гуна муодила бо ёрии гузориш ба муодилаи 



7 
 

дифференсиалии одитарини тартиби дуюми намуди  𝑦′′ = 0 оварда мешавад, 

ки ба он диққати махсус ҷудо намудан зарурат надорад. Агар муодила дорои 

ду нуқтаҳои махсуси  𝑎1 ва  𝑎2 бошад, пас ин гуна муодила баъд аз 

табдилдиҳиҳои муайян ба муодилаи намуди Эйлер оварда мешавад, ки чунин 

намуд дорад:  

 

𝑦′′ +
𝐴1
𝑥
∙ 𝑦′ +

𝐵1
(𝑎2 − 𝑎1)

2
∙
𝑦

𝑥2
= 0. 

 

 Агар миқдори нуқтаҳои махсуси муодила ба 3 баробар бошад, пас 

чунин муодила бо ёрии табдилдиҳиҳои мувофиқ ба намуди муодилаи 

гипергеометрии Гаусс оварда мешавад, ки дар квадратура ҳалшаванда 

намебошад S.K. Zarifzoda [29], В.В. Голубев [39], И.Е. Егоров [43]. Барои 

ёфтани ҳалли ин гуна муодилаҳо дар аксар адабиётҳо ба мисли C.F. Gauss [1], 

Q. Frobenius [5], D. Karp [10], аз қаторҳои гипергеометрӣ истифода бурда 

мешавад.  

 «Зинаи навбатӣ аз рӯйи мушкилии таркибӣ ва аз рӯйи мушкилии 

методикаи таҳқиқоти муодилаҳои дифференсиалии синфи Фукс ин 

муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои махсуси иррегулярӣ ё 

сингулярӣ мебошад» С. Байзаев [30], А.А. Бободжонов [31], Я.И. 

Житомирский [44], Ш.Т. Каримов [69], В.В. Катрахов [70], С.З. Курбаншоев 

[75], Л.Г. Михайлов [79, 80], Э.М. Мухаммадиев [91], С.М. Ситник [129], 

В.В. Хорошилов [134].  

 Ба ин синфи муодилаҳо муодилаи зерин дохил мебошад: 

 

  [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝑎1[𝜔(𝑥)]𝑦
′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥),                                 (0.3) 

 

ки дар ин ҷо 𝑎1, 𝑎2 − коэффисиентҳои доимӣ,  𝑓(𝑥) − функсияи додашудаи 

бефосила дар интервали  Г = {𝑥: 0 < 𝑥 < ∞} буда, 𝜔(𝑥) − функсияе 
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мебошад, ки дар ягон нуқтаи интервали Г дорои сифри дараҷааш калон аз як 

мебошад.  

 «Агар дар ин муодила 𝜔(𝑥) = 𝑥 гузорем, пас муодилаи ҳосилшуда, 

тавре пештар қайд намуда будем, муодилаи маълуми Эйлер мегардад» [36].  

 «Агар 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 бошад, ки дар ин ҷо 𝛼 > 0 аст, пас барои 

коэффисиентҳои муодилаи (0.3) шарти (0.2) иҷро намегардад ва бинобар ин 

муодилаи (0.3) муодилаи дифференсиалӣ бо нуқтаи махсуси иррегулярӣ дар 

нуқтаи 𝑥 = 𝑎 мебошад» [39].  

 Маълум мегардад, ки барои омӯзиши васеи муодилаи (0.3), тартиб 

додан ва таҳқиқ намудани муодилаи моделии ба он мувофиқоянда, масъалаи 

муҳим мебошад.  

 Чунин тарзи таҳқиқи муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

махсус дар корҳои илмии Н. Раҷабов [14-23], [96-116] ва шогирдонаш М.Я. 

Дадоджонова [40], S.K. Zarifzoda [26-28], [45-61], Г.М. Кадиров [66-68], А.Г. 

Олимов [94], Л.Н. Раджабова [117-123], Ф.М. Шамсудинов [135], В.В. 

Шевчук [136] васеъ истифода бурда мешавад.  

 Масалан, «дар кори Н. Раҷабов муодилаи намуди (0.3), ки бо ёрии 

оператори дифференсиалии  𝐷𝑥
𝛼 = (𝑥 − 𝑎)𝛼

𝑑

𝑑𝑥
 сохта шудааст, таҳқиқ гардида 

буд»[108]. Инчунин, дар корҳои «Н. Раҷабов ва Г.М. Қодиров муодилаи 

моделии тартиби дуюм ва сеюми намуди (0.3), ки бо оператори 

дифференсиалии 𝐷𝑥
𝛼 сохта шудааст»[112-114], таҳқиқ гардида буд. Баъзе 

ҳолатҳои муодилаи тартиби 𝑛 низ дар корҳои М.М. Маламуд [78], Н. Раҷабов 

[115] таҳқиқ гардидаанд.  

 Дар ин корҳо дар асоси омӯзиши хосиятҳои оператори 

дифференсиалии 𝐷𝑥
𝛼, муодилаи таҳқиқшаванда бо ёрии методи вариатсияи 

доимиҳои ихтиёрӣ ҳал карда мешавад.  

 Дар фарқият ба ин, дар диссертатсияи илмии мазкур муодилаи намуди 

(0.3) бо ёрии методи ба муодилаи дифференсиалии одӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ овардани он, таҳқиқ карда мешавад. 
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 Инчунин, муодилаи тартиби олии ба (0.3) мувофиқоянда низ таҳқиқ 

карда шуда, ҳалли он бо ёрии функсияҳои элементарӣ ифода карда мешавад.  

 Маълум мегардад, ки ҳангоми омӯзиши муодилаҳои намуди (0.3) 

масъалаи муҳим ин тартиб додан ва омӯхтани муодилаи моделии 

мувофиқоянда мебошад. Агар муодилаи моделӣ дуруст тартиб дода шавад, 

пас ёфтани ҳалҳои муодилаи таҳқиқшаванда дар намуди ошкор имконпазир 

мегардад. Ин яке аз воситаҳои асосӣ барои таҳқиқи муодилаҳои ғайримоделӣ 

мебошад.  

 Чунин методи таҳқиқоти «муодилаҳои дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои сингулярӣ ва барзиёд сингулярӣ дар корҳои Н. Раҷабов» 

[14-23], [96-116] ва шогирдонаш S.K. Zarifzoda [26-28], [45-61], Г.М. Кадиров 

[66-68], Л.Н. Раджабова [117-123] ба таври васеъ паҳн гардидааст.  

 «Баъзе натиҷаҳо оид ба ёфтани ҳалли умумии муодилаҳои 

дифференсиалии тартиби дуюм бо ду нуқтаҳои махсус дар корҳои С.К. 

Зарифзода ба даст оварда шудааст»[45-54]. «Дар корҳои минбаъдаи ӯ як 

синфи васеи муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядроҳои махсусияташон 

гуногун низ таҳқиқ карда шудааст» [55-58].  

 Дар корҳои Р. Мустафоқулов [82]-[89] муодилаи намуди (0.3)-и 

тартибаш гуногун таҳқиқ гардида буд. Дар ин корҳо шартҳои зарурӣ ва 

кифоягии овардашаванда будани муодилаи (0.3) ба муодилаи дифференсиалӣ 

бо коэффисисентҳои доимӣ, муайян карда шудааст. Ин натиҷаҳо баъдтар дар 

кори Р. Мустафоқулов [90] барои муодилаҳои тартиби олӣ идома дода 

шудааст.  

 Дар корҳои муаллиф баъзе натиҷаҳо оид ба ҳалшавандагии як синфи 

муодилаҳои дифференсиалии таназзулёбандаи намуди Эйлер, ба даст оварда 

шудааст. Ин натиҷаҳо дар мақолаҳои [1-М], [2-М], [3-М], [4-М], [5-М], [6-М], 

[7-М], [8-М], [9-М], [10-М], [11-М], [12-М], [13-М], [14-М] ба чоп расонида 

шудаанд.  
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Аз таҳлили натиҷаҳои ба мавзуи диссертатсия наздик бармеояд, ки 

мавзуъ ва объекти интихобгардидаи кори таҳқиқотии мазкур муҳим ва 

саривақтӣ мебошад.  

 Робитаи таҳқиқот бо барномаҳо (лоиҳаҳо) ва мавзуъҳои илмӣ. 

Таҳқиқоти илмии мазкур дар чаҳорчӯбаи амалисозии нақшаи дурнамои 

корҳои илмӣ-таҳқиқотии кафедраҳои математикаи олӣ, таҳлили функсионалӣ 

ва муодилаҳои дифференсиалӣ ва инчунин кафедраи математикаи 

ҳисоббарорӣ ва механикаи факултети механика ва математикаи Донишгоҳи 

миллии Тоҷикистон барои солҳои 2015-2020 ва 2020-2025 дар мавзуъҳои 

«Таҳқиқоти аналитикӣ, таҳлили сифатӣ ва ҳалли ададии масъалаҳои 

математикаи амалӣ ва механика» ва «Муодилаҳо ва системаи муодилаҳои 

дифференсиалии таназзулёбанда» амалӣ карда шудааст. 

 

ТАВСИФИ УМУМИИ ТАҲҚИҚОТ 

 

Мақсади таҳқиқот. Мақсади кори мазкур ба даст овардани тасвири 

интегралии бисёршаклаи ҳал барои як синфи муодилаи дифференсиалии 

одии моделӣ ва ғайримоделӣ бо нуқтаи махсуси иррегулярӣ, бо истифода аз 

методи овардани ин муодилаҳо ба муодилаи дифференсиалии одӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ, иборат мебошад. 

Вазифаҳои таҳқиқот. Мувофиқи мақсади гузошташуда масъалаҳои 

зеринро ҷудо менамоем: 

 ба даст овардани тасвири интегралии бисёршаклаи ҳал барои 

муодилаи тартиби якум намуди Эйлер; 

 ба даст овардани тасвири интегралии бисёршаклаи ҳал барои 

муодилаи тартиби дуюми намуди Эйлер; 

 ба даст овардани тасвири интегралии бисёршаклаи ҳал барои 

муодилаи умумикардашудаи тартиби дуюми ғайримоделии намуди Эйлер; 
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 таҳқиқи муодилаи дифференсиалии одии таназзулёбанда бо 

коэффисиентҳои доимӣ; 

 таҳқиқи муодилаи дифференсиалии одии таназзулёбанда бо 

коэффисиентҳои тағйирёбанда; 

 сохтани функсияи Коши барои муодилаи дифференсиалии одии 

таназзулёбандаи ғайриякҷинса; 

 ба даст овардани тасвири интегралии ҳал барои як синфи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалии дученака бо ядрои барзиёд сингулярӣ. 

Объекти таҳқиқоти диссертатсияи илмии мазкур инҳо мебошанд: 

 муодилаи намуди Эйлер; 

 муодилаи дифференсиалии таназзулёбандаи моделӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ; 

 муодилаи дифференсиалии таназзулёбандаи ғайримоделӣ бо 

коэффисиентҳои тағйирёбанда; 

 муодилаи интегро-дифференсиалии дученака бо ядрои барзиёд 

сингулярӣ. 

Мавзуи таҳқиқот. Дар кор методҳои умумии назарияи муодилаҳои 

дифференсиалӣ ва интегро-дифференсиалӣ, методи ба даст овардани тасвири 

интегралии ҳал барои муодилаҳои дифференсиалии одӣ ва инчунин методи 

сохтани функсияи Коши барои муодилаҳои дифференсиалии одӣ, истифода 

бурда мешавад.  

 Навгонии илмии таҳқиқот. Натиҷаҳои диссертатсияи илмӣ нав буда, 

аз тарафи муаллиф мустақилона ба даст оварда шудааст ва аз инҳо иборат 

мебошад: 

 ҳалли ошкорои муодилаи дифференсиалии моделӣ ва ғайримоделии 

тартиби якуми намуди Эйлер ёфта шудааст; 

 интеграли умумии муодилаи умумикардашудаи намуди Эйлер сохта 

шудааст; 
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 теорема оид ба овардашаванда будани муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои тағйирёбанда ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ исбот карда шудааст; 

 ҳалли умумии муодилаи моделии намуди Эйлери тартиби олӣ ёфта 

шудааст; 

 ҳалли умумии муодилаи ғайримоделӣ бо ёрии резолвентаи муодилаи 

интегралии намуди Волтерра ба даст оварда шудааст; 

 функсияи Коши барои муодилаи ғайриякҷинсаи моделии тартиби 

олӣ сохта шудааст;  

 ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии дученака бо ядрои 

барзиёд сингулярӣ ёфта шудааст. 

Аҳамияти назариявӣ ва илмию амалии таҳқиқот. Таҳқиқотҳои дар 

ин диссертатсияи илмӣ оид ба ҳалшавандагии баъзе синфҳои муодилаҳои 

дифференсиалии таназзулёбанда ва муодилаи интегро-дифференсиалии 

сингулярӣ гузаронидашуда, характери назариявӣ доранд. Натиҷаҳои илмии 

бадастовардашуда барои инкишофи минбаъдаи назарияи муодилаҳои 

дифференсиалии таназзулёбандаи ғайримоделӣ, барои муодилаҳои 

дифференсиалӣ бо миқдори зиёди нуқтаҳои махсус ва инчунин дар 

қисматҳои дигари илмҳои амалӣ ба мисли физика, механика ва ғайра 

истифода бурда мешаванд. Маводи диссертатсияи илмии мазкурро ҳангоми 

хондани курсҳои махсус барои донишҷӯёни курсҳои болоӣ, магистрон ва 

докторантони мактабҳои олӣ, ки аз рӯйи ихтисосҳои математика, 

математикаи амалӣ ва механика таҳсил менамоянд, истифода бурдан мумкин 

аст. 

Нуктаҳои ба ҳимоя пешниҳодшаванда:  

 Исботи теорема оид ба шартҳои зарурӣ ва кифоягии овардашаванда 

будани муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои тағйирёбанда ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисисентҳои доимӣ гузаронида шудааст; 
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 Дар хусуси ба даст овардани ҳалҳои ошкорои муодилаи 

дифференсиалии ғайриякҷинсаи моделии намуди Эйлери тартиби олӣ 

теоремаҳо исбот карда шудааст; 

 Ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалии дученака ба 

ядрои барзиёд сингулярӣ дар намуди ошкор ба даст оварда шудааст. 

Дараҷаи эътимоднокии натиҷаҳои диссертатсия. Эътимоднокии 

натиҷаҳои илмии дар ин диссертатсия бадастовардашуда, бо ёрии 

ҳисобкуниҳои аниқи математикӣ ва исботҳои дақиқ, ки ба методҳои назарияи 

муодилаҳои дифференсиалӣ, таҳлили функсионалӣ ва назарияи муодилаҳои 

интегралӣ такя мекунанд, пурра асоснок карда шудаанд. Ин натиҷаҳо 

аҳамияти зиёд барои омӯзиши минбаъдаи ҳалшавандагии муодилаҳои 

дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои сингулярӣ доранд ва метавонанд барои 

ҳалли масъалаҳои назариявӣ ва амалӣ дар соҳаҳои гуногуни илм ва техника 

муфид бошанд. Ҳамаи теоремаҳои асосӣ бо риояи қатъии шарти зарурӣ ва 

кифоягӣ исбот гардидаанд. Ҳалҳои ошкорои муодилаҳо тавассути истифодаи 

табдилдиҳиҳои мувофиқ, формулаҳои асимптотика ва резолвентаҳои 

муодилаҳои интегралии Волтерра ба даст оварда шудаанд.  

Мутобиқати диссертатсия ба шиносномаи ихтисоси илмӣ. 

Диссертатсияи илмӣ аз рӯйи ихтисоси 1.1.3. Муодилаҳои дифференсиалӣ, 

системаҳои динамикӣ ва идоракунии оптималӣ таълиф гардидааст ва пурра 

ба формулаи он (муодилаҳои дифференсиалии одӣ) ва се қисми соҳаи 

таҳқиқот  

1. Назарияи умумии муодилаҳои дифференсиалӣ ва системаи 

муодилаҳои дифференсиалӣ;  

2. Масъалаҳои ибтидоию канорӣ ва спектрӣ барои муодилаҳои 

дифференсиалӣ ва системаи муодилаҳои дифференсиалӣ;  

3. Назарияи муодилаҳои операторӣ-дифференсиалӣ 

мувофиқат мекунад. Диссертатсияи мазкурро қисми таҳлили ҳақиқӣ, 

комплексӣ ва функсионалӣ (ихтисоси ҳамгиро 1.1.2. Таҳлили ҳақиқӣ, 

комплексӣ ва функсионалӣ) шуморидан мумкин аст. 
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Саҳми шахсии довталаби дараҷаи илмӣ дар он зоҳир мегардад, ки 

ҳамаи натиҷаҳои илмии ба ҳимоя пешниҳодшаванда, аз тарафи ӯ 

мустақилона ба даст оварда шудаанд. Муаллиф шахсан формулаҳои ивази 

тағйирёбандаро ёфта, теоремаҳои зарурӣ ва кифоягиро исбот кардааст, 

ҳалҳои ошкорои муодилаҳои моделию ғайримоделӣ, функсияи Коши ва 

ҳалҳои муодилаҳои интегро-дифференсиалиро сохтааст.  

Дар корҳои якҷоя бо роҳбарон ва ҳамкорон ҳамаи ҳисобкуниҳои 

математикӣ, исботи теоремаҳо ва таҳлилҳои асимптотикӣ пурра ба довталаб 

тааллуқ доранд.  

Дар корҳои илмии якҷоя бо роҳбари илмии якум таълифгардида, 

муодилаҳои дифференсиалии намуди Эйлер таҳқиқ гардидааст.  

Дар корҳои илмии бо роҳбари дуюм таълифгардида, натиҷаҳои пештар 

ба даст овардашуда дар таҳқиқи як синфи муодилаҳои интегро-

дифференсиалии сингулярӣ татбиқ шудааст. 

 Тасвиб ва амалисозии натиҷаҳои диссертатсия. Натиҷаҳои асосии 

диссертатсия борҳо дар конференсияҳои ҷумҳуриявӣ ва байналмилалии 

зерин маъруза гардидааст: 

 конференсияи илмӣ-амалӣ дар мавзуи «7-умин хониши Ломоносовӣ» 

(ш. Душанбе, Тоҷикистон, 28-29 апрели соли 2017); 

 конференсияи байналмилалии илмию амалӣ дар мавзуи «XXVIII-

умин хониши Понтрягинӣ» (ш. Воронеж, Федератсияи Россия, 3-9 майи соли 

2017); 

 конференсияи илмӣ-амалии байналмилалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои 

мубрами математикаи муосир» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 25-26 июни соли 

2018); 

 конференсияи илмӣ-амалии байналмиллалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои 

мубрам ва татбиқи назарияи ададҳо ва таҳлили математикӣ» (ш. Душанбе, 

Тоҷикистон, соли 2019); 
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 конференсияи илмӣ-амалии байналмиллалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои 

муосири таҳлили функсионалӣ ва муодилаҳои дифференсиалӣ» (ш. Душанбе, 

Тоҷикистон, соли 2020); 

 конференсияи илмӣ-амалии байналмиллалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои 

муосири математика ва татбиқи он» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 20-21 октябри 

соли 2020); 

 конференсияи илмӣ-амалии байналмиллалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои 

муосири математика ва татбиқи он» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, соли 2022); 

 конференсияи илмӣ-амалии ҷумҳуриявӣ дар мавзуи «Масъалаҳои 

мубрами тарақиёти илмҳои табии, дақиқ ва математикӣ дар шароити муосир» 

(ш. Душанбе, Тоҷикистон, соли 2022); 

 конференсияи илмии байналмилалӣ дар мавзуи «Масъалаҳои 

муосири математика ва татбиқи он» (ш. Душанбе, Тоҷикистон, 2023 с.). 

Интишорот аз рӯйи мавзуи диссертатсия. Натиҷаҳои асосии 

диссертатсияи илмӣ дар 14 корҳои илмии муаллиф ба чоп расонида шудааст, 

ки аз онҳо 5-тояш мақолаҳои илмии дар маҷаллаҳои тақризшавандаи 

Комиссияи олии аттестатсионии назди Президенти Ҷумҳурии Тоҷикистон ба 

нашр расида ва 9-тои боқимондаашро мақолаҳои дар маҷмуаи маводи 

конференсияҳои илмии сатҳашон гуногун нашршуда ташкил медиҳанд. Дар 

корҳои якҷоя бо муаллифи дуюм пешниҳодгардида, ҳамаи ҳисобкуниҳо ва 

исботи теоремаҳо пурра ба муаллифи диссертатсия тааллуқ дорад.  

Сохтор ва ҳаҷми диссертатсия. Диссертатсия аз бахшҳои муқаддима, 

тавсифи умумии таҳқиқот, чор боб, бахши хулосаҳо бо натиҷаҳои асосии 

илмии диссертатсия ва тавсияҳо оид ба истифодаи амалии натиҷаҳо, рӯйхати 

адабиёт бо феҳристи сарчашмаҳои истифодашуда ва феҳристи интишороти 

илмии довталаби дарёфти дараҷаи илмӣ иборат аст.  

Ҳаҷми умумии диссертатсия аз 152 саҳифаи матни компютерӣ, ки бо ёрии 

протсессори матнии Microsoft Word ҳуруфчинӣ гардидааст, иборат буда, 

рӯйхати адабиёти истифодашуда 137 номгӯйро ташкил медиҳад.   
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БОБИ 1. БАРРАСИИ НАТИҶАҲО ОИД БА ТАҲҚИҚИ МУОДИЛАҲОИ 

ДИФФЕРЕНСИАЛӢ БО КОЭФФИСИЕНТҲОИ МАХСУС 

  

1.1. Маълумоти умумӣ оид ба баъзе муодилаҳои дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои махсус 

 

 Масъалаи интегронидани муодилаҳои дифференсиалӣ яке аз 

масъалаҳои асосии назарияи муодилаҳои дифференсиалӣ ба ҳисоб меравад. 

Дар ибтидои пайдоиши назарияи муодилаҳои дифференсиалӣ кӯшиши 

бештар ба он харҷ дода мешуд, ки ё ҳалли муодилаҳои дифференсиалӣ бо 

ёрии функсияҳои элементарӣ ифода карда шавад, ё интегронидани муодилаи 

дифференсиалӣ ба гирифтани интеграл аз функсияҳои маълум оварда шавад. 

Натиҷаҳои асосӣ дар ин самт аз тарафи олимони асри XVIII ба мисли Эйлер, 

Бернулли, Клеро, Лагранж, Коши ва дигарон ба даст оварда шуда буд. Дар 

бораи ин натиҷаҳо маълумотҳои ибтидоиро дар курсҳои муқаррарии ба 

муодилаҳои дифференсиалӣ бахшидашуда, дастрас намудан мумкин аст. 

 Натиҷаҳои бунёдӣ дар ин самт дар корҳои Л. Эйлер [137], К.Ф. Гаусс 

[1], Б. Риман [125], А. Пуанкаре [13], И.Л. Фукс [6], Ф. Клейн [11], Ф.Г. 

Фробениус [5], R.W. Carroll [2], [3], J.B. Diaz [4], R.P. Gilbert [8], [9], A.A. 

Kilbas [12], E.L. Shishkina [25], А.В. Глушак [38], Х.Ш. Ҷураев [42], Н. 

Раҷабов [96]-[99], М.С. Салоҳиддинов [127], С.А. Сатторов [128], К.Х. 

Бойматов [32], Н.А. Вирченко [33], М.И. Вишик [34], О.А. Вихрева [35], В.Н. 

Врагов [37], Джураев А.Д. [37], В.М. Ивакин [62], С.А. Исхоков [65], Н.Б. 

Келдиш [71], И.А. Киприянов [72], [73], Л.Д. Кудрявсев [74], П.И. Лизоркин 

[77], Е.И.Моисеев [81], Л.Г. Михайлов [79], А.Мухсинов [92], С.М. 

Николский [93], Л.С. Пулкина [95], О.А. Репин [124], К.Б. Сабитов[126], 

М.М. Смирнов [130], А.К. Уринов [131], З.Д. Усмонов [132] ба даст оварда 

шудааст. 
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 Бо вуҷуди ин дар бисёр ҳолатҳо ҳалли муодилаҳои дифференсиалиро 

дар намуди ошкор бо ёрии функсияҳои элементарӣ ифода кардан ғайриимкон 

мебошад. Масалан, барои муодилаҳои дифференсиалии тартиби якум, ҳалли 

муодилаи Рикати, яъне 

 

𝑦′ = 𝑃(𝑥)𝑦2 + 𝑄(𝑥)𝑦 + 𝑅(𝑥) 

 

-ро бо ёрии функсияҳои элементарӣ ифода кардан номумкин аст.  

 Барои муодилаҳои дифференсиалии тартиби олӣ бошад, ин масъала 

мушкилии боз ҳам зиёдтарро ба худ касб менамояд. Масалан, ҳалли 

муодилаи дифференсиалии тартиби олӣ бо коэффисиентҳои тағйирёбандаи:  

 

𝑦(𝑛) + 𝑝1(𝑥)𝑦
(𝑛−1) +⋯+ 𝑝𝑛−1(𝑥)𝑦

′ + 𝑝𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)                 (1.1.1) 

 

-ро танҳо дар ҳолати 𝑝𝑖(𝑥) = 𝑝𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 будан, дар намуди ошкор ба воситаи 

коэффисисентҳои 𝑝𝑖 ва тарафи рости он 𝑓(𝑥) ифода намудан мумкин аст. Аз 

ин рӯ, кушишҳои олимон бештар ба он равона мегардид, ки ҳалли муодилаи 

(1.1.1) ақаллан барои баъзе қиматҳои хусусии функсияҳои 𝑝𝑖(𝑥) дар намуди 

ошкор ёфта шавад. Натиҷаҳои назаррас дар ин самт барои баъзе муодилаҳои 

дифференсиалии тартиби дуюм бо коэффисисентҳои тағйирёбандаи намуди 

махсус ба даст оварда шуда буд. Месазад дар ин ҷо хотиррасон намоем оид 

ба баъзе муодилаи дифференсиалии коэффисиентҳояшон тағйирёбанда, ки 

дар амалия татбиқи васеъ ёфтаанд.  

 1. Муодилаи дифференсиалии гипергеометрии Гаусс, намуди зеринро 

дорад: 

 

𝑥(1 − 𝑥)𝑦′′ + [𝑐 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑥]𝑦′ − 𝑎𝑏𝑦 = 0.                         (1.1.2) 

 

 Муодилаи (1.1.2) дар байни муодилаҳои дифференсиалии 

коэффисиентҳояшон тағйирёбанда маъруфияти хосса дошта, ба таҳқиқи он 
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диққати олимони зиёд ҷалб гардидааст. Муодилаи (1.1.2) мисоли содатарини 

муодилаи дифференсиалии тартиби дуюми якҷинса бо се нуқтаҳои махсуси 

регулярӣ мебошад, ки дар намуди умумӣ интегронидашаванда намебошад. 

Нуқтаҳои махсуси ин муодила 0, 1 ва ∞ мебошанд. Яке аз сабабҳои 

маъруфияти муодилаи гипергеометрии (1.1.2) дар он аст, ки ҳама гуна 

муодилаҳои дифференсиалии тартиби дуюм бо се нуқтаи махсус бо ёрии 

гузоришҳои мувофиқ ба ин намуд оварда мешаванд. Ҳалли муодилаи (1.1.2) 

аввалин бор соли 1778 аз тарафи Эйлер ба воситаи қатори  

 

𝐹(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑥) = 1 +
𝑎 ∙ 𝑏

1 ∙ 𝑐
𝑥 +

𝑎(𝑎 + 1)𝑏(𝑏 + 1)

1 ∙ 2 ∙ 𝑐(𝑐 + 1)
𝑥2 +⋯                (1.1.3) 

 

дар фазои тағйирёбандаҳои ҳақиқӣ, ифода карда шуда буд. Қатори (1.1.3), ки 

аввалин бор аз тарафи Й. Пфафф қатори гипергеометрӣ номида шуда буд, 

баъдтар бо номи қатори гипергеометрии Гаусс машҳур гашта, дар назарияи 

муодилаҳои дифференсиалӣ мавқеи хоссаро касб намудааст. Қайд намудан 

лозим аст, ки ибораи «қатори гипергеометрӣ» аввалин бор аз тарафи Валлис 

дар кори ӯ «Arithmetica infinitorum» (соли 1655) барои қатори аъзои умумиаш  

 

𝑢𝑛 =
𝑎(𝑎 + 𝑏)(𝑎 + 2𝑏)⋯(𝑎 + (𝑛 − 1)𝑏)

𝑏 ∙ 2𝑏⋯(𝑛 − 1)𝑏
 

 

истифода шуда буд, ки ин охиронро ҳамчун ҳолати хусусии қатори 

гипергеометрии Гаусс дар намуди 𝑎𝐹 (
𝑎

𝑏
+ 1,1,1; 1) навиштан мумкин аст. 

 2. Муодилаи дифференсиалии Лежандр. Ин муодила чунин намуд 

дорад: 

 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0.                                (1.1.4) 
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Муодилаи Лежандр низ дорои се нуқтаҳои махсуси регулярӣ буда, ин 

нуқтаҳо −1, 1 ва ∞ мебошанд. Тавре пештар қайд намуда будем, муодилаи 

(1.1.4) бо ёрии гузориши мувофиқ (𝑡 =
1−𝑥

2
) ба муодилаи гипергеометрии 

Гаусс оварда шуда, ҳалли он бо ёрии қаторҳои гипергеометрии мувофиқ 

ифода карда мешавад.  

 Қайд менамоем, ки ҳангоми дар муодилаи (1.1.4) адади бутуни мусбат 

будани индекси 𝑛 ҳалли он ба бисёразогии дараҷаи 𝑛 мубаддал мегардад. Ин 

бисёраъзогӣ бисёраъзогии Лагранжи дараҷааш 𝑛 ном дошта, бо ёрии 

формулаи Родриго дар намуди зерин ифода карда мешавад 

 

𝑦1 = 𝑃𝑛(𝑥) = 𝐹 (−𝑛, 𝑛 + 1, 1; 
1 − 𝑥

2
) =

1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
((𝑥2 − 1)𝑛). 

 

 3. Муодилаи дифференсиалии Чебишев. Ин муодила чунин намуд 

дорад: 

 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 𝑛2𝑦 = 0.                                       (1.1.5) 

 

 Муодилаи Чебишев низ дорои се нуқтаҳои махсуси регулярӣ буда, ин 

нуқтаҳои махсус ба мисли муодилаи Лежандр нуқтаҳои −1, 1 ва ∞ 

мебошанд. Аз ин рӯ муодилаи Чебишев низ бо ёрии гузориши 𝑡 =
1−𝑥

2
 ба 

муодилаи гипергеометрии Гаусс оварда мешавад.  

 Дар муодилаи Чебишев низ агар 𝑛 – адади бутуни мусбат бошад, пас 

ҳалли якуми он бисёраъзогии дараҷаи 𝑛 мебошад, ки он бисёраъзогии 

Чебишев номида мешавад 

 

𝑦1 = 𝑇𝑛(𝑥) = 𝐹 (−𝑛, 𝑛,
1

2
; 
1 − 𝑥

2
). 
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1.2. Оид ба муодилаҳои дифференсиалии тартиби олӣ бо коэффисиентҳои 

тағйирёбанда 

 

 Тавре пештар қайд намудем, муодилаҳои дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои тағйирёбандаи тартиби олӣ на ҳамеша бо воситаи 

функсияҳои элементарӣ дар намуди ошкор ҳалшаванда мебошанд. Агар бо 

ёрии ивази тағйирёбанда муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисисентҳои 

тағйирёбандаро ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисисентҳои доимӣ 

овардан мумкин бошад, пас бо ёрии гузориши баръакс ҳалли муодилаи 

додашударо бо ёрии функсияҳои элементарӣ ифода намудан мумкин аст.  

 Яке аз муодилаҳои тартиби олӣ бо коэффисиентҳои тағйирёбанда, ки 

ҳалашро ба воситаи функсияҳои элементарӣ ифода намудан мумкин аст, ин 

муодилаи дифференсиалии Эйлер мебошад, ки чунин намуд дорад: 

 

𝑥𝑛𝑦(𝑛) + 𝑝1𝑥
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑝𝑛−1𝑥𝑦

′ + 𝑝𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥).                 (1.2.1) 

 

Муодилаи (1.2.1) дар ҳолати 𝑥 > 0 будан, бо ёрии гузориши  

 

𝑥 = 𝑒𝑡                                                                 (1.2.2) 

 

ба намуди муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда 

мешавад.  

 Синфи дигари муодилаҳои дифференсиалии тартиби олӣ бо 

коэффисиентҳои тағйирёбанда, ки бо ёрии гузориши мувофиқ ба муодилаи 

дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад, ин муодилаи 

дифференсиалии намуди 

 

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛𝑦(𝑛) + 𝑝1(𝑎𝑥 + 𝑏)
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑝𝑛−1(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑦

′ + 𝑝𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥) 

  (1.2.3) 
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мебошад. Муодилаи (1.2.3) низ дар ҳолати 𝑎𝑥 + 𝑏 > 0 будан, бо ёрии 

гузориши  

 

𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑒𝑡                                                              (1.2.4) 

 

ба намуди муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда 

мешавад.  

 Аз рӯйи мушкилии ёфтани ҳалли муодилаҳои дифференсиалӣ ба 

воситаи функсияҳои элементарӣ, марҳилаи навбатӣ ин марҳилаи омӯзиши 

муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои иррегулярӣ ё сингулярӣ 

мебошад.  

 Дар назарияи аналитикии муодилаҳои дифференсиалӣ ба синфи 

муодилаҳое, ки дорои нуқтаҳои махсуси иррегулярӣ мебошанд, муодилаҳои 

зерин дохил карда мешаванд: 

1. Муодилаи Ламе; 

2. Муодилаи Матё; 

3. Муодилаи Бессел; 

4. Муодилаи Вебер, Эрмит; 

5. Муодилаи Стокс. 

Қайд намудан лозим аст, ки муодилаҳои дар боло номбаршуда ин 

муодилаҳои дифференсиалии тартиби дуюм мебошанд. Оид ба ёфтани ҳалли 

ин гурӯҳи муодилаҳо бо ёрии қаторҳои дараҷагӣ аз тарафи олимон натиҷаҳои 

зиёд ба даст оварда шудааст. 

 Ҳамзамон таҳқиқотҳо нишон медиҳанд, ки оид ба ёфтани ҳалли 

муодилаҳои дифференсиалии тартиби олӣ бо коэффисиентҳои иррегулярӣ то 

замони муосир натиҷаҳои камтар ба чоп расонида шудааст. Аз ин рӯ, таҳқиқ 

намудан ва ёфтани ҳалҳои муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

иррегулярии тартиби олӣ дар намуди ошкор ба худ махсусияти хосеро касб 

менамояд. 
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1.3. Натиҷаҳо оид ба муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

махсус 

 

 Пеш аз ҳама қайд менамоем, ки дар аксар адабиётҳои ватанӣ мафҳуми 

нуқтаи махсуси иррегулярӣ ё сингулярӣ, ки дар назарияи аналитикии 

муодилаҳои дифференсиалӣ дохил карда шудаанд, ба мафҳуми нуқтаи 

махсуси барзиёд сингулярӣ иваз карда шудааст. Аз ин рӯ, ин анъанаро нигоҳ 

дошта, дар оянда мо низ мафҳуми нуқтаи махсуси барзиёд сингуляриро 

бештар истифода мебарем.  

 Муодилаи дифференсиалии зеринро дида мебароем: 

 

𝑦′ +
𝑝(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)𝛼
𝑦 =

𝑓(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)𝛼
.                                           (1.3.1) 

 

Маълум аст, ки барои коэффисиенти назди 𝑦 ва тарафи рости муодилаи 

(1.3.1) нуқтаи 𝑥 = 𝑎 нуқтаи махсус буда, тартиби нуқтаи махсус ба 𝛼 баробар 

аст. 

 Дар «монографияи Н. Раҷабов [96] гурӯҳбандии зерини муодилаҳои 

дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои сингулярӣ дохил карда шудааст: 

 Таърифи 1.3.1. Агар тартиби нуқтаи махсуси муодилаи 

дифференсиалӣ аз тартиби муодилаи дифференсиалӣ хурд бошад, пас 

нуқтаи махсуси 𝑥 = 𝑎 нуқтаи сингулярнокиаш сусти муодилаи 

дифференсиалии (1.3.1) номида мешавад.  

 Таърифи 1.3.2. Агар тартиби нуқтаи махсуси муодилаи 

дифференсиалӣ ба тартиби муодилаи дифференсиалӣ баробар бошад, пас 

нуқтаи махсуси 𝑥 = 𝑎 нуқтаи сингулярии муодилаи дифференсиалии (1.3.1) 

номида мешавад.  

 Таърифи 1.3.3. Агар тартиби нуқтаи махсуси муодилаи 

дифференсиалӣ аз тартиби муодилаи дифференсиалӣ калон бошад, пас 
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нуқтаи махсуси 𝑥 = 𝑎 нуқтаи барзиёд сингулярии муодилаи дифференсиалии 

(1.3.1) номида мешавад» [14]. 

 Дар мувофиқа ба ин се таърифҳои овардашуда, муодилаи 

дифференсиалии (1.3.1) дар ҳолатҳои 𝛼 < 1, 𝛼 = 1 ва 𝛼 > 1 мувофиқан 

муодилаи дифференсиалии тартиби якум бо коэффисиентҳои 

сингулярнокиаш суст, сингулярӣ ва барзиёд сингулярӣ номида мешавад.  

 Муодилаи дифференсиалии (1.3.1) ва системаи чунин муодилаҳо дар 

корҳои Н. Раҷабов махсусан дар монографияи ӯ [14] ба таври муфассал 

таҳқиқ карда шуда, ҳалли ошкорои он ба воситаи тарафи рости ин муодила 

ифода карда шудааст.  

 Муодилаи дифференсиалии тартиби дуюм бо коэффисиентҳои махсус 

намуди зеринро дорад: 

 

𝑦′′ +
𝑝(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)𝛼
𝑦′ +

𝑞(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)2𝛼
𝑦 =

𝑓(𝑥)

(𝑥 − 𝑎)2𝛼
.                            (1.3.2) 

 

 Барои муодилаи (1.3.2) низ гурӯҳбандии дар боло овардашуда ҷой 

дорад. Қайд менамоем, ки муодилаи (1.3.2) барои ихтиёрӣ коэффисиентҳои 

𝑝(𝑥) ва 𝑞(𝑥) дар шакли ошкоро ҳалшаванда намебошад. Вале ҳолатҳои 

хусусие вуҷуд дорад, ки дар ин ҳолатҳо муодилаи (1.3.2) дар шакли ошкоро 

ҳалшаванда мегардад. Ин ҳолатҳо дар корҳои Н. Раҷабов [100-110] дида 

баромада шудааст.  

 Муодилаи дифференсиалии тартиби сеюм бо нуқтаи барзиёд сингулярӣ 

дар корҳои Л.Н. Раҷабова [117-123] таҳқиқ шудааст.  

 Дар корҳои Н. Раҷабов, Г.М. Кодиров [111-115] методи дигари ҳалли 

модилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои барзиёд сингулярӣ пешниҳод 

карда шудааст. «Дар ин корҳо оператори дифференсиалии намуди:  

 

𝐷𝑥
𝛼 = (𝑥 − 𝑎)𝛼

𝑑

𝑑𝑥
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дохил карда шуда, бо ёрии он муодилаи дифференсиалии  

 

(𝐷𝑥
𝛼) 𝑛𝑦 + 𝑝1(𝐷𝑥

𝛼) 𝑛−1𝑦 +⋯+ 𝑝𝑛−1𝐷𝑥
𝛼𝑦 + 𝑝𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥)                   (1.3.3) 

 

сохта мешавад»[111-115]. Дар корҳои Г.М. Кадиров [66, 67], Н. Раджабов 

[114] муодилаҳои дифференсиалии тартиби сеюм ва чоруми намуди (1.3.3) 

таҳқиқ шудааст.  

 «Муодилаи дифференсиалии тартиби 𝑛-уми (1.3.3) дар як ҳолат, 

ҳангоми решаҳои муодилаи характеристикии мувофиқоянда ҳақиқӣ ва 

гуногун будан, дар кори» Г.М. Кадиров [68], Н. Раджабов [115] таҳқиқ 

шудааст.  

 Омӯзиши системаи муодилаҳои дифференсиалии тартиби якум ва 

дуюм бо коэффисиентҳои сингулярӣ ва барзиёд сингулярӣ дар корҳои Н. 

Раҷабов ва О. Меликов [103] дида баромада шудааст.  

 Ба омӯзиши муодилаҳои дифференсиалии тартиби дуюм бо ҳосилаҳои 

хусусии намуди гиперболӣ ва бо коэффисиентҳои сингулярӣ ва барзиёд 

сингулярӣ ба корҳои Н. Раҷабов, Л.Н. Раҷабова [117-123] ва Ф. Шамсудинов 

[135] бахшида шудааст.  

 Дар корҳои Ф. Шамсудинов [135] махсусан дар диссертатсияи 

доктории ӯ системаи муодилаҳои дифференсиалии барзиёдмуайяншуда бо 

нуқтаи сингулярӣ ва барзиёд сингулярӣ таҳқиқ карда шудааст.  

 Дар диссертатсияи доктории С.К. Зарифзода «як синфи муодилаҳои 

интегро-дифференсиалӣ бо ядрои сингулярӣ ва барзиёд сингулярӣ бо ёрии 

методи оператсионӣ таҳқиқ гардидааст» [26-28]. Дар ин диссертатсия ду 

табдилотҳои интегралии нав 𝑆11 – табдилоти интегралӣ ва 𝑆𝛼 – табдилоти 

интегралӣ сохта шуда, бо ёрии ин табдилотҳои интегралӣ барои операторҳои 

дифференсиалии:  
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𝐷𝑥
11 = 𝑥(1 − 𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
, 𝐷𝑥

𝛼 = 𝑥𝛼
𝑑

𝑑𝑥
 

 

асосҳои ҳисоби оператсионӣ гузошта шудааст С.К. Зарипов [56]. Пайдоиши 

ин табдилотҳои интегралӣ, махсусан 𝑆𝛼 – табдилоти интегралӣ имконият 

фароҳам меорад, то ки муодилаи (1.3.3) бо истифода аз методи оператсионӣ 

таҳқиқ карда шавад.   

 «Дар корҳои муаллифи диссертатсия муодилаи дифференсиалии 

тартиби дуюм бо нуқтаи барзиёд сингулярии намуди:  

 

[𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝑎1𝜔(𝑥)𝑦
′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 

таҳқиқ карда шудааст»[2-М], [3-М], [7-М], [8-М], [9-М]. Натиҷаҳо оид ба 

таҳқиқи муодилаи дифференсиалии тартиби n – ум бо нуқтаи барзиёд 

сингулярии намуди Эйлери: 

 

           [𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥),        

 

дар корҳои [4-М], [5-М], [6-М], [11-М], [12-М] ба даст оварда шудааст.  

 Оид ба методи ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии дученака бо 

ядрои барзиёдсингулярии 

𝐷𝑥
𝛼𝐷𝑦

𝛽
𝑈(𝑥, 𝑦) + ∫

𝐴

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

𝐷𝑦
𝛽
𝑈(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡 + ∫

𝐵

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

𝐷𝑥
𝛼𝑈(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 + 

+∫
𝐶

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

∫
1

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

натиҷаҳои муайян дар корҳои [4-М], [5-М], ба даст оварда шудааст.  
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БОБИ 2. ТАҲҚИҚИ МУОДИЛАҲОИ ДИФФЕРЕНСИАЛИИ БАРЗИЁД 

ТАНАЗЗУЛЁБАНДА  

 

2.1. Таҳқиқи муодилаи моделӣ 

 

 Бигузор Г = {𝑥: 0 < 𝑥 < ∞} − маҷмуи нуқтаҳо дар тири ҳақиқӣ бошанд. 

Дар Г муодилаи барзиёд таназзулёбандаи тартиби 𝑛-уми зеринро дида 

мебароем: 

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥),      (2.1.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝑎𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − ададҳои доимӣ, 𝑓(𝑥) − функсияи додашудаи 

бефосила дар Г, 𝜔(𝑥) − функсияе мебошад, ки дар ягон нуқтаи интервали Г 

ба сифр мубаддал мегардад ва 𝑦 = 𝑦(𝑥) − функсияи номаълум мебошад.  

 Муодилаи (2.1.1) – ро муодилаи таназзулёбанда меномем, зеро он 

ҳангоми ба сифр баробар гаштани функсияи 𝜔(𝑥) ба муодилаи одии 

алгебравии: 

 

𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 

мубаддал мегардад.  

 Қайд менамоем, ки муодилаи (2.1.1) ҳангоми 𝜔(𝑥) = 𝑥 будан, 

муодилаи маълуми Эйлер мебошад, ки бо ёрии методи овардани он ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ, дар шакли охирнок 

интегронидашаванда мегардад. Дар баробари ин метод муодилаи Эйлерро 

мустақиман, бе овардани он ба муодилаи диференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ, ҳал намудан мумкин аст.   

 Дар поён муодилаи (2.1.1)-ро барои функсияи ихтиёрии 𝜔(𝑥) дида 

мебароем. Чунин муодиларо дар оянда муодилаи намуди Эйлер меномем ва 
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кушиш менамоем, онро низ бо роҳи ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ овардан ҳал намоем. Бо ин мақсад дар аввал 

муодилаҳои дифференсиалии тартибашон пасти намуди (2.1.1)-ро дида 

мебароем.  

  

2.2. Таҳқиқи муодилаи умумикардашудаи тартиби якуми намуди Эйлер 

 

 Дар  Г  муодилаи умумикардашудаи Эйлери тартиби якумро дида 

мебароем:  

 

                            𝜔(𝑥)𝑦′ + 𝑎1𝑦 = 𝑓(𝑥),                                             (2.2.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝑎1 − адади доимӣ ва 𝑓(𝑥) − функсияи додашуда дар Г мебошад. 

 Барои овардани муодилаи (2.2.1) ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ дар (2.2.1) ивази зерини тағйирёбандаро 

мегузаронем: 

 

                                𝑡 = 𝜇(𝑥)                                                         (2.2.2) 

 Он гоҳ  

 

 𝑦(𝑥) = 𝑦[𝜇−1(𝑡)] = 𝑧(𝑡) = 𝑧(𝜇(𝑥)), 

 

ки дар ин ҷо 𝜇−1(𝑡) функсияи баръакс ба функсияи 𝜇(𝑥) мебошад. Ҳангоми 

гузориши (2.2.2) интервали Г ба Г∗ = {𝑡:  𝜇(0) < 𝑡 < 𝜇(∞)} иваз мешавад. 

Барои ҳосилаи 𝑦′ дорем: 

 

𝑦′(𝑥) = 𝑧′(𝑡)𝜇′(𝑥). 

 

Ин қиматҳоро ба (2.2.1) гузошта ҳосил мекунем: 
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                 𝜔(𝑥) ∙ 𝑧′(𝑡)𝜇′(𝑥) + 𝑎1𝑧(𝑡) = 𝐹(𝑡),                               (2.2.3) 

 

ки дар ин ҷо   𝐹(𝑡) = 𝐹(𝜇(𝑥)) = 𝑓(𝜇−1(𝑡)) = 𝑓(𝑥). 

 Ду тарафи муодилаи (2.2.3)-ро ба 𝜔(𝑥) ∙ 𝜇′(𝑥) тақсим намуда, ба 

муодилаи зерин меоем: 

 

                       𝑧′(𝑡) +
𝑎1

𝜔(𝑥)𝜇′(𝑥)
∙ 𝑧(𝑡) = 𝐹(𝑡).                                 (2.2.4) 

 

 Барои он ки ин муодила, муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ бошад, зарур аст функсияи 𝜇(𝑥)-ро чунин интихоб намоем, ки 

коэффисиенти назди 𝑧(𝑡) доимӣ бошад, яъне 

 

                  
𝑎1

𝜔(𝑥)𝜇′(𝑥)
= с.                                                   (2.2.5) 

 

Агар с = 𝑎1 ҳисоб намоем, пас аз (2.2.5) ҳосил мекунем 

 

𝜔(𝑥)𝜇′(𝑥) = 1 ⇒ 𝜇′(𝑥) =
1

𝜔(𝑥)
 . 

 

Аз ин ҷо гузориши зеринро ҳосил менамоем:  

 

                           𝑡 = 𝜇(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

𝜔(𝑥)
 ,                                             (2.2.6) 

 

ки дар натиҷаи он муодилаи (2.2.4) намуди зеринро мегирад: 

 

       𝑧′(𝑡) + 𝑎1𝑧(𝑡) = 𝐹(𝑡).                                           (2.2.7) 
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Ҳамин тавр, тасдиқоти зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 2.2.1. Агар муодилаи (2.2.1) бо роҳи ивази тағйирёбанда ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиенти доимӣ оварда шавад, пас зарур 

аст, ки интеграли  

 

∫
𝑑𝑥

𝜔(𝑥)
    

 

мавҷуд бошад ва формулаи ивази тағйирёбанда намуди (2.2.6)-ро дошта 

бошад.  

Акнун, дар асоси назарияи умумии муодилаҳои дифференсиалии 

хаттии тартиби якум бо коэффисиентҳои доимӣ, ҳалли умумии муодилаи 

ғайриякҷинсаи (2.2.7)-ро дар намуди зерин тасвир мекунем:  

 

𝑧(𝑡) = 𝑐𝑒−𝑎1𝑡 + ∫𝑒−𝑎1(𝑡−𝜏)𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

,                                    (2.2.8) 

 

ки дар ин ҷо 𝑐 – адади доимии ихтиёрӣ, 𝑡0 ∈ Г
∗ – адади қайдкардашуда, 𝑡 >

𝑡0 дар ҳудуди  Г∗ тағйир меёбад.  

 Баъдан ба тағйирёбандаи аввалаи 𝑥 баргашта, бо назардошти гузориши 

(2.2.2) ҳалли муодилаи (2.2.1)-ро дар намуди зерин ҳосил мекунем: 

 

𝑧(𝜇(𝑥)) = 𝑐𝑒−𝑎1𝜇(𝑥) + ∫ 𝑒−𝑎1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝜏))𝐹(𝜇(𝜏))𝑑(𝜇(𝜏)),

𝜇(𝑥)

𝜇(𝑥0)

 

 

ё ин ки  
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 𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒−𝑎1𝜇(𝑥) + ∫ 𝑒−𝑎1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝜏))𝑓(𝜇−1(𝜏))𝑑(𝜇(𝜏)).

𝜇(𝑥)

𝜇(𝑥0)

          (2.2.9) 

 

 Нишон медиҳем, ки ҳалли ҳосилшудаи (2.2.9) дар ҳақиқат муодилаи 

(2.2.1)-ро қаноат менамояд. Бо ин мақсад аз (2.2.9) 𝑦′-ро меёбем: 

 

𝑦′ = −𝑐𝑒−𝑎1𝜇(𝑥) ∙
𝑎1
𝜔(𝑥)

−
𝑎1
𝜔(𝑥)

∫ 𝑒−𝑎1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝜏))𝑓(𝜇−1(𝜏))𝑑(𝜇(𝜏))

𝜇(𝑥)

𝜇(𝑥0)

+ 

+
1

𝜔(𝑥)
𝑓(𝑥). 

 

Ин қиматҳоро ба (2.2.1) гузошта, ҳосил мекунем: 

 

−𝑐𝑎1𝑒
−𝑎1𝜇(𝑥) − 𝑎1 ∫ 𝑒−𝑎1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝜏))𝑓(𝜇−1(𝜏))𝑑(𝜇(𝜏))

𝜇(𝑥)

𝜇(𝑥0)

+ 𝑓(𝑥) + 

+𝑐𝑎1𝑒
−𝑎1𝜇(𝑥) + 𝑎1 ∫ 𝑒−𝑎1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝜏))𝑓(𝜇−1(𝑥))𝑑(𝜇(𝜏))

𝜇(𝑥)

𝜇(𝑥0)

= 𝑓(𝑥). 

 

Аз ин ҷо:  

 

𝑓(𝑥) ≡ 𝑓(𝑥). 

 

Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд. 

 Теоремаи 𝟐. 𝟐. 𝟐. Бигузор дар муодилаи (2.2.1) 𝑎1 − адади доимӣ ва 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Г) бошад. Инчунин, фарз мекунем, ки ҳангоми 𝑥 ∈ Г,   𝜔(𝑥) ≠ 0 

бошад. Он гоҳ муодилаи (2.2.1) барои ихтиёрӣ функсияи 𝜔(𝑥), ки барояш 
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интеграли (2.2.6) мавҷуд аст, ҳалшаванда мебошад ва ҳалли умумии он ба 

воситаи формулаи (2.2.9) дода мешавад.  

 

2.3. Таҳқиқи муодилаи умумикардашудаи тартиби якуми намуди Эйлер 

бо коэффисиенти тағйирёбанда 

 

 Дар Г муодилаи тартиби якуми намуди Эйлер бо коэффисиенти 

тағйирёбандаи зеринро дида мебароем:  

 

                           𝜔(𝑥)𝑦′ + 𝑎1(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥),                                            (2.3.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝑎1(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Г). 

 Агар 𝜔(𝑥) барои ихтиёрӣ 𝑥 ∈ Г ба сифр баробар набошад, пас ҳарду 

тарафи муодилаи (2.3.1)-ро ба 𝜔(𝑥) тақсим намуда, ба ҳалли муодилаи зерин 

меоем: 

 

     𝑦′ +
𝑎1(𝑥)

𝜔(𝑥)
𝑦 =

𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
 .                                               (2.3.2) 

 

Муодилаи (2.3.2) муодилаи дифференсиалии хаттии тартиби якум бо 

коэффисиенти бефосила ва бо тарафи рости бефосила мебошад. Ҳалли 

умумии он мувофиқи назарияи умумӣ, ба воситаи формулаи зерин дода 

мешавад:  

 

𝑦 = 𝑐𝑒
−∫

𝑎1(𝑡)
𝜔(𝑡)

𝑥

𝑥0
𝑑𝑡
+ ∫𝑒

−(∫
𝑎1(𝑡)
𝜔(𝑡)

𝑥

𝑥0
𝑑𝑡−∫

𝑎1(𝜏)
𝜔(𝜏)

𝑡

𝑡0
𝑑𝜏) 𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)

𝑥

𝑥0

𝑑𝑡. 

  

Акнун фарз менамоем, ки функсияи 𝜔(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 0 дорои 

сифри дараҷааш 𝛼 мебошад, яъне умумиятро маҳдуд накарда, фарз 
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менамоем, ки функсияи 𝜔(𝑥) намуди 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼-ро дорад, ки дар ин ҷо 𝛼 > 1 

аст. Дар ин ҳолат муодилаи 

 

                  𝑦′ +
𝑎1(𝑥)

𝑥𝛼
𝑦 =

𝑓(𝑥)

𝑥𝛼
                                              (2.3.3) 

 

дар кори Н.Радҷабов [14] таҳқиқ гардида буд. Дар мувофиқа бо ин кор, ҳалли 

умумии муодилаи (2.3.3) чунин намуд дорад: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒−𝑊𝑎(𝑥)+𝑤𝛼(𝑥) +∫𝑒−(𝑊𝑎(𝑥)−𝑊𝑎(𝑡))+𝑤𝛼(𝑥)−𝑤𝛼(𝑡)
𝑥

0

𝑓(𝑡)

𝑡𝛼
𝑑𝑡, 

 

ки дар ин ҷо 

 

𝑊𝑎(𝑥) = ∫
𝑎1(𝑡) − 𝑎1(0)

𝑡𝛼

𝑥

0

𝑑𝑡,   𝑤𝛼(𝑡) =
𝑎1(0)

(𝛼 − 1)𝑥𝛼−1
 . 

 

2.4. Таҳқиқи муодилаи умумикардашудаи тартиби дуюми намуди Эйлер 

 

 Дар Г муодилаи тартиби дуюми намуди Эйлери зеринро дида 

мебароем: 

 

   [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝑎1𝜔(𝑥)𝑦
′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥),                              (2.4.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝑎1, 𝑎2 − ададҳои доимии додашуда, 𝑓(𝑥) − функсияи додашудаи 

бефосила дар Г мебошад.  

 Ба мисли параграфи 2 амал намуда, барои овардани муодилаи (2.4.1) ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ гузориши (2.2.2)-ро 
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истифода мебарем. Ҳангоми ин гузориш барои ҳосилаҳои 𝑦′ ва 𝑦′′ ҳосил 

мекунем: 

 

𝑦′(𝑥) = 𝑧′(𝑡) ∙ 𝜇′(𝑥), 

𝑦′′(𝑥) = 𝑧′(𝑡) ∙ 𝜇′′(𝑥) + 𝑧′′(𝑡) ∙ [𝜇′(𝑥)]2. 

 

 Ин қиматҳои ҳосилаҳо ва қимати функсияи 𝑦(𝑥)-ро ба (2.4.1) гузошта, 

ҳосил мекунем: 

 

[𝜔(𝑥)]2𝑧′(𝑡)𝜇′′(𝑥) + [𝜔(𝑥)]2𝑧′′(𝑡)[𝜇′(𝑥)]2 + 𝑎1𝜔(𝑥)𝑧
′(𝑡)𝜇′(𝑥) + 𝑎2𝑧(𝑡) = 

= 𝐹(𝑡). 

 

Ҳарду тарафи ин баробариро ба [𝜔(𝑥)]2[𝜇′(𝑥)]2 тақсим мекунем: 

 

𝑧′′(𝑡) + [
𝑎1

𝜔(𝑥) ∙ 𝜇′(𝑥)
+

𝜇′′(𝑥)

[𝜇′(𝑥)]2
] 𝑧′(𝑡) +

𝑎2
[𝜔(𝑥) ∙ 𝜇′(𝑥)]2

𝑧(𝑡)  = 

=
𝐹(𝑡)

[𝜔(𝑥) ∙ 𝜇′(𝑥)]2
 .             (2.4.2) 

 

 Барои он ки ин муодила, муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ бошад, зарур аст функсия 𝜇(𝑥)-ро чунон интихоб намоем, ки 

коэффисиенти назди 𝑧(𝑡) адади доимӣ гардад. Аз ин рӯ, дар (2.4.2) 

коэффисиенти назди 𝑧(𝑡)-ро доимӣ қабул менамоем, яъне: 

 

𝑎2
[𝜔(𝑥) ∙ 𝜇′(𝑥)]2

= 𝑐. 

 

Аз ин ҷо, агар 𝑎2 = 𝑐 шуморем, пас 𝜇′(𝑥) =
1

𝜔(𝑥)
  ё  
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𝜇(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

𝜔(𝑥)
 . 

 

Теоремаи 𝟐. 𝟒. 𝟏. (шарти зарурӣ). Барои он ки муодилаи (2.4.1) бо ёрии 

ивази тағйирёбанда ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ 

оварда шавад, пас зарур аст интеграли ∫
𝑑𝑥

𝜔(𝑥)
 мавҷуд бошад ва формулаи 

ивази тағйирёбанда намуди зеринро дошта бошад:  

 

𝑡 = 𝜇(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

𝜔(𝑥)
 .                                                (2.4.3) 

 

 Ин теорема танҳо шарти зарурии овардашаванда будани муодилаи 

(2.4.1) ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимиро нишон 

медиҳад. Барои ёфтани шарти кифоягӣ, талаб менамоем, ки ҳамаи 

коэффисиентҳои муодилаи (2.4.2) ҳангоми   

 

𝜇′(𝑥) =
1

𝜔(𝑥)
                                                      (2.4.4) 

 

будан, доимӣ бошанд. Барои ин як маротиба дифференсиронидашаванда 

будани функсияи 𝜔(𝑥)-ро фарз намуда, бо назардошти (2.4.4) ҳосил 

мекунем: 

 

𝜇′′(𝑥)

[𝜇′(𝑥)]2
= −[

1

𝜇′(𝑥)
]
′

= −𝜔′(𝑥). 

 

Он гоҳ муодилаи (2.4.2) чунин намуд мегирад: 

 

𝑧′′(𝑡) + [𝑎1 −𝜔′(𝑥)]𝑧
′(𝑡) + 𝑎2𝑧 = 𝐹(𝑡).                            (2.4.5) 
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Аз ин ҷо, барои он ки коэффисиентҳои муодилаи (2.4.5) доимӣ бошанд, 

кифоя аст, ки  

 

𝑎1 −𝜔
′(𝑥) = 𝑐1 

 

шавад (𝑐1 − адади доимӣ). 

 Агар 𝑎1 − 𝑐1 = 𝑐2 ишора намоем, пас: 

 

𝜔′(𝑥) = 𝑐2 

 

ва аз ин ҷо: 

 

𝜔(𝑥) = 𝑐2𝑥 + 𝑐3,                                                  (2.4.6) 

 

ки дар ин ҷо 𝑐2, 𝑐3 − ададҳои доимӣ мебошанд. Аз ин ҷо, намуди умумии 

функсияи 𝜔(𝑥) муайян карда шуд, ки барои чунин 𝜔(𝑥)-ҳо муодилаи (2.4.1) 

ба муодилаи Эйлер мубаддал мегардад.  

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд. 

 Теоремаи 𝟐. 𝟒. 𝟐. (шарти зарурӣ ва кифоягӣ). Барои он ки муодилаи 

(2.4.1) ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда шавад, 

зарур ва кифоя аст, ки функсияи 𝜔(𝑥) намуди  (2.4.6)-ро дошта бошад ва 

формулаи ивази тағйирёбанда дар муодилаи (2.4.1) бо ёрии формулаи (2.4.3) 

амалӣ карда шавад.  

 Ин теорема тасдиқ менамояд, ки муодилаи (2.4.1)-ро танҳо ва танҳо дар 

он ҳолат ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ овардан 

мумкин аст, агар ин муодила муодилаи Эйлер бошад.  

 Агар дар муодилаи (2.4.1) функсияи 𝜔(𝑥) намуди (2.4.6)-ро надошта 

бошад, пас ин муодиларо ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ овардан мумкин нест ва бинобар ин савол дар бораи ҳалшавандагии 

он низ то ҳол кушода боқӣ мемонад.  
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 Акнун муодилаи зеринро дида мебароем: 

 

  [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]𝑦
′ + 𝐴2(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥),                     (2.4.7) 

 

ки он аз муодилаи (2.4.1) бо он фарқ менамояд, ки коэффисиентҳояш 

тағйирёбанда буда, ин коэффисиентҳо чунин муайян карда мешаванд: 

 

  {
𝐴1(𝑥) = 𝑎1 +𝜔′(𝑥),

𝐴2(𝑥) = 𝑎2.              
                                                 (2.4.8) 

 

Нишон медиҳем, ки «бо коэффисиентҳои намуди (2.4.8) муодилаи 

(2.4.7) бо ёрии гузориши (2.2.6) ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад»[4-М].  

 Дар ҳақиқат муодилаи (2.4.7)-ро дар намуди  

 

[𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + [𝑎1 +𝜔
′(𝑥)] ∙ 𝜔(𝑥)𝑦′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 

навишта, дар он тағйирёбандаҳоро бо ёрии формулаи (2.2.6) иваз менамоем: 

 

𝑦′(𝑥) = 𝑧′(𝑡) ∙ 𝜇′(𝑥) = 𝑧′(𝑡) ∙
1

𝜔(𝑥)
, 

𝑦′′(𝑥) = 𝑧′(𝑡) ∙ 𝜇′′(𝑥) + 𝑧′′(𝑡) ∙ [𝜇′(𝑥)]2 = −𝑧′(𝑡) ∙
𝜔′(𝑥)

𝜔2(𝑥)
+ 𝑧′′(𝑡) ∙

1

𝜔2(𝑥)
. 

 

Он гоҳ  

 

𝑧′′(𝑡) − 𝜔′(𝑥)𝑧′(𝑡) + 𝑎1𝑧
′(𝑡) + 𝜔′(𝑥)𝑧′(𝑡) + 𝑎2𝑧(𝑡) = 𝐹(𝑡) 

ё  

                   𝑧′′(𝑡) + 𝑎1𝑧
′(𝑡) + 𝑎2𝑧(𝑡) = 𝐹(𝑡),                                   (2.4.9) 
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ки дар ин ҷо  𝑎1, 𝑎2 − коэффисиентҳои доимӣ мебошанд. 

 Муодилаи (2.4.7)-ро, ки коэффисиентҳояш 𝐴𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1,2)  аз рӯйи 

формулаи (2.4.8) муайян карда мешаванд, муодилаи моделии ба муодилаи 

(2.4.1) мувофиқоянда меномем.  

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

 Теоремаи 𝟐. 𝟒. 𝟑. Муодилаи моделии (2.4.7) бо ёрии ивази 

тағйирёбанда аз рӯйи формулаи (2.2.6) ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимии зерин оварда мешавад:  

 

 𝐿(𝑧) ≡ 𝑧′′ + 𝑎1𝑧
′ + 𝑎2𝑧 = 𝐹(𝑡).                                  (2.4.10) 

 

 Аз ин теорема мебарояд, ки барои ёфтани ҳалли муодилаи моделии 

(2.4.7) кифоя аст, муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимии 

(2.4.10)-ро ҳал намоем ва дар ҳалли ёфташудаи 𝑧(𝑡), 𝑡 = 𝜇(𝑥) гузорем.  

 Маълум аст, «ки агар ҳалли муодилаи якҷинсаи: 

 

𝑧′′ + 𝑎1𝑧
′ + 𝑎2𝑧 = 0                                           (2.4.11) 

 

-ро дар намуди 𝑧 = 𝑒𝜆𝑡 ҷустуҷу намоем, пас нисбат ба 𝜆 муодилаи 

характеристикии зеринро ҳосил менамоем»[60]:  

 

 𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0.                                            (2.4.12) 

 

Аз ин ҷо, «вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии (2.4.12), ҳалли 

муодилаи моделии якҷинсаи  

 

 [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + [𝑎1 +𝜔
′(𝑥)] ∙ 𝜔(𝑥)𝑦′ + 𝑎2𝑦 = 0                   (2.4.13) 

 

-ро»[87] дар намуди 𝑦 = 𝑒𝜆𝜇(𝑥) ҳосил менамоем.  
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 Ҳолатҳои гуногуни решаҳои муодилаи ҳарактеристикии (2.4.12)-ро 

дида мебароем. 

𝐈. «Бигузор дар муодилаи (2.4.12) 𝐷 = 𝑎1
2 − 4𝑎2 > 0 ва 𝜆1, 𝜆2  (𝜆1 <

𝜆2) − решаҳои ҳақиқӣ ва гуногуни муодилаи (2.4.12) бошанд»[87]. Он гоҳ 

муодилаи якҷинсаи (2.4.13) дорои ду ҳалҳои хаттӣ новобастаи  

 

𝑦1(𝑥) = 𝑒
𝜆1𝜇(𝑥);    𝑦2(𝑥) = 𝑒

𝜆2𝜇(𝑥) 

 

буда, ҳалли умумии он намуди зеринро дорад:  

 

𝑦̅ = 𝑐1
1𝑒𝜆1𝜇(𝑥) + 𝑐2

1𝑒𝜆2𝜇(𝑥), 

 

ки дар ин ҷо 𝑐1
1, 𝑐2

1 − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд.  

𝐈𝐈. Бигузор дар муодилаи (2.4.12) 𝐷 = 0 ва 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆 = −
𝑎1

2
  бошад. 

Он гоҳ муодилаи якҷинсаи (2.4.13) дорои ду ҳалҳои хаттӣ новобастаи  

 

𝑦1(𝑥) = 𝑒
𝜆𝜇(𝑥);    𝑦2(𝑥) = 𝜇(𝑥)𝑒

𝜆𝜇(𝑥) 

 

мебошад. Дар ин ҳолат ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (2.4.13) чунин 

намуд мегирад: 

 

𝑦̅ = 𝑐1
2𝑒𝜆𝜇(𝑥) + 𝑐2

2𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥), 

 

ки дар ин ҷо 𝑐1
2, 𝑐2

2 − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд.  

𝐈𝐈𝐈. «Бигузор дар муодилаи (2.4.12) 𝐷 < 0 ва 𝜆1,2 = 𝛼 ± 𝑖𝛽 бошад, ки 

дар ин ҷо 𝛼 = −
𝑎1

2
, 𝛽 =

√4𝑎2−𝑎1
2

2
. Он гоҳ ҳалҳои хусусии муодилаи якҷинсаи 

(2.4.13) намуди: 
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𝑦1(𝑥) = 𝑒𝛼𝜇(𝑥)cos[𝛽𝜇(𝑥)];   𝑦2(𝑥) = 𝑒
𝛼𝜇(𝑥)sin[𝛽𝜇(𝑥)] 

 

ва ҳалли умумии он намуди: 

 

𝑦̅ = 𝑐1
3𝑒𝛼𝜇(𝑥)cos[𝛽𝜇(𝑥)] + 𝑐2

3𝑒𝛼𝜇(𝑥)sin[𝛽𝜇(𝑥)], 

 

-ро мегирад, ки дар ин ҷо 𝑐1
3, 𝑐2

3 − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд»[87]. 

 

2.5. Ёфтани ҳалли умумии муодилаи моделии ғайриякҷинса 

 

 Муодилаи моделии ғайриякҷинсаи зеринро дида мебароем: 

 

  [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + [𝑎1 +𝜔
′(𝑥)] ∙ 𝜔(𝑥)𝑦′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥),                (2.5.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝑓(𝑥) − функсияи дар интервали (𝑎; 𝑏)  бефосила мебошад. Аз 

назарияи умумии муодилаҳои дифференсиалии одӣ маълум аст, ки ҳалли 

умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.5.1) 𝑦(𝑥) аз рӯйи формулаи  

 

 𝑦(𝑥) = 𝑦̅(𝑥) + 𝑦̃(𝑥),                                             (2.5.2) 

 

муайян карда мешавад, ки дар ин ҷо  𝑦̅(𝑥) − ҳалли умумии муодилаи 

якҷинсаи (2.4.13) ва  𝑦̃(𝑥) − ягон ҳалли хусусии муодилаи ғайриякҷинсаи 

(2.5.1) мебошад. Дар боло 𝑦̅(𝑥) дар се ҳолат вобаста аз аломати 

дискриминанти 𝐷-и муодилаи характеристикии (2.4.12) муайян шуда буд. 

Дар ҳар кадом аз ин ҳолатҳо ҳалли муодилаи ғайриякҷинсаи (2.5.1)-ро 

меёбем. 

 Барои ёфтани 𝑦̃(𝑥) леммаи зерини ёрирасонро истифода мебарем, ки аз 

методи вариатсияи доимиҳои ихтиёрӣ мебарояд.  
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 Леммаи 𝟐. 𝟓. 𝟏. Бигузор 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥) − системаи фундаменталии 

ҳалҳои муодилаи якҷинсаи (2.4.13) бошанд. Агар 𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥) ҳалҳои 

системаи муодилаҳои  

 

 {

𝑦1(𝑥)𝑐1
′(𝑥) + 𝑦2(𝑥)𝑐2

′(𝑥) = 0,            

𝑦1
′(𝑥)𝑐1

′(𝑥) + 𝑦2
′(𝑥)𝑐2

′(𝑥) =
𝑓(𝑥)

[𝜔(𝑥)]2
,
                                (2.5.3) 

 

-ро ташкил диҳанд, пас функсияи  

 

𝑦 = 𝑦1(𝑥)𝑐1(𝑥) + 𝑦2(𝑥)𝑐2(𝑥),                                       (2.5.4) 

 

ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.5.1) мебошад.  

 Мувофиқи ин лемма барои ёфтани ҳалли 𝑦̃ системаи муодилаҳои 

(2.5.3)-ро ҳал намуда, 𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥)-ро меёбем ва қиматҳои ёфташударо ба 

баробарии (2.5.4) мегузорем. 

 Муайянкунандаи системаи (2.5.3) муайянкунандаи Вронский мебошад 

ва бинобар ин он ғайрисифрӣ мебошад, яъне: 

 

𝑊(𝑥) = |
𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥)

𝑦1
′(𝑥) 𝑦2

′(𝑥)
| ≠ 0. 

 

Аз ин рӯ, системаи (2.5.3) дорои ҳалли ягонаи зерин мебошад: 

 

𝑐1
′(𝑥) = −

𝑦2(𝑥)

𝑊(𝑥)
∙
𝑓(𝑥)

[𝜔(𝑥)]2
,   𝑐2

′(𝑥) =
𝑦1(𝑥)

𝑊(𝑥)
∙
𝑓(𝑥)

[𝜔(𝑥)]2
. 

 

1. Ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳақиқӣ ва гуногун 

будан.  

Дар ҳолати 𝐷 > 0 будан, барои муайянкунандаи 𝑊(𝑥) ҳосил мекунем: 
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𝑊(𝑥) =
𝜆2 − 𝜆1
𝜔(𝑥)

𝑒(𝜆1+𝜆2)𝜇(𝑥) 

 

ва аз ин ҷо  𝑐1
′(𝑥), 𝑐2

′(𝑥)-ро чунин муайян мекунем: 

{
 
 

 
 𝑐1

′(𝑥) = −
1

𝜆2 − 𝜆1
𝑒−𝜆1𝜇(𝑥)

𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
,

𝑐2
′(𝑥) =

1

𝜆2 − 𝜆1
𝑒−𝜆2𝜇(𝑥)

𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
 .   

 

 

Аз ин ҷо меёбем: 

 

{
 
 

 
 
 𝑐1(𝑥) = −

1

𝜆2 − 𝜆1
∫𝑒−𝜆1𝜇(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡 + 𝑐1

1,

 𝑐2(𝑥) =
1

𝜆2 − 𝜆1
∫𝑒−𝜆2𝜇(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡 + 𝑐2

1 .   

 

 

 Ин қиматҳои 𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥)-ро ба (2.5.4) гузошта, пас аз соданамоӣ 

ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.5.1)-ро дар намуди зерин меёбем:  

 

𝑦 = 𝑐1
1𝑒𝜆1𝜇(𝑥) + 𝑐2

1𝑒𝜆2𝜇(𝑥) − 

 −
1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝑒𝜆1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡)) − 𝑒𝜆2(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))]

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡.                    (2.5.5) 

 

 Интеграли тарафи рости ин баробариро дар маънои Стилтиеса чунин 

навиштан мумкин аст:  

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1
1𝑒𝜆1𝜇(𝑥) + 𝑐2

1𝑒𝜆2𝜇(𝑥) − 
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   −
1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝑒𝜆1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡)) − 𝑒𝜆2(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))]

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)).              (2.5.6) 

 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд: 

 Теоремаи 2.5.1. «Бигузор, дар муодилаи (2.5.1) коэффисиентҳои 𝑎1 ва 

𝑎2 чунин бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.4.12) 𝜆1, 𝜆2 – 

решаҳои ҳақиқӣ ва гуногун буда, 𝜆1 < 𝜆2 бошад. Ғайр аз ин, функсияи 𝑓(𝑥) ∈

𝐶[𝑎, 𝑏] ва 𝜔(𝑥) дар порчаи [𝑎, 𝑏] дорои сифр набошад. Он гоҳ муодилаи 

моделии (2.5.1) дар синфи 𝐶2[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли умумии он 

бо ёрии формулаи (2.5.5) ё (2.5.6) ёфта мешавад»[87].  

 Бигузор дар теоремаи 2.5.1 функсияи 𝜔(𝑥) дар ягон нуқтаи порчаи 

[𝑎, 𝑏] ба сифр мубаддал гардад. Дар ин маврид барои наздикшавандагии 

интеграл дар тарафи рости (2.5.5) аз функсияи 𝑓(𝑥) шартҳои муайян талаб 

намудан лозим аст. Муфассал ба дида баромадани ин ҳолат мегузарем.  

 Умумиятро маҳдуд накарда фарз менамоем, ки функсияи 𝜔(𝑥) дар 

нуқтаи 𝑎-и порчаи [𝑎, 𝑏] дорои сифри дараҷааш 𝛼 мебошад, яъне он чунин 

намуд дорад: 

 

𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 . 

 

 Дар ин ҳолат муодилаи моделии (2.5.1) чунин намуд мегирад: 

 

 (𝑥 − 𝑎)2𝛼𝑦′′ + [𝑎1 + 𝛼(𝑥 − 𝑎)
𝛼−1](𝑥 − 𝑎)𝛼𝑦′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥).          (2.5.7) 

 

Ҳалли умумии ин муодила бо ёрии формулаи зерин дода мешавад:  

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1
1𝑒𝜆1𝜇(𝑥) + 𝑐2

1𝑒𝜆2𝜇(𝑥) − 

−
1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝑒𝜆1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡)) − 𝑒𝜆2(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))]

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)) ≡ 
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   ≡ 𝐸1[𝑐1
1, 𝑐2

1, 𝑓(𝑥)],     (2.5.8) 

 

ки дар ин ҷо:  

 

𝜇(𝑥) = −
1

(𝛼 − 1)(𝑥 − 𝑎)𝛼−1
. 

 

Дар ҳолати 𝜆2 > 0 будан, фарз менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑎 

аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерини характери экспоненсиалӣ дошта, ба 

сифр майл менамояд: 

 

𝑓(𝑥) = о[𝑒𝛿1𝜇(𝑥)], 𝛿1 > 𝜆2, ҳангоми 𝑥 → 𝑎.                        (2.5.9) 

 

Ҳангоми иҷрошавии шарти (2.5.9) интеграли тарафи рости (2.5.8) 

наздикшаванда мебошад ва ҳалли умумии муодилаи (2.5.7) бо ёрии 

формулаи (2.5.8) дода мешавад.  

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад.  

 Теоремаи 2.5.2. «Бигузор, дар муодилаи (2.5.1) коэффисиентҳои 𝑎1 ва 

𝑎2 чунин бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии(2.4.12) ҳақиқӣ ва 

гуногун буда, 𝜆1 < 𝜆2 бошад. Функсияи 𝜔(𝑥) дар нуқтаи  𝑎-и порчаи [𝑎, 𝑏] 

дорои сифри дараҷааш 𝛼 > 1 бошад, яъне  𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 .  Инчунин, 

функсияи 𝑓(𝑥) ∈ С(𝑎, 𝑏] ва дар ҳолати 𝜆2 > 0 будан, дар нуқтаи 𝑥 = 𝑎 аз 

рӯйи формулаи ассимптотикии (2.5.9) ба сифр майл намояд. Он гоҳ 

муодилаи моделии (2.5.7) дар синфи С2[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли 

умумии он бо ёрии формулаи (2.5.8) дода мешавад»[87].  

 

2. Ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ҳақиқӣ ва якхела 

будан. 
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Дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикии (2.4.12) ҳақиқӣ ва 

якхела будан, дар асоси леммаи 2.5.1, системаи муодилаҳои зеринро ҳосил 

мекунем:  

 

{

𝑒𝜆𝜇(𝑥)𝑐1
′(𝑥) + 𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥)𝑐2

′ (𝑥) = 0,                    

𝜆𝑒𝜆𝜇(𝑥)𝑐1
′(𝑥) + (𝜆𝜇(𝑥) + 1)𝑒𝜆𝜇(𝑥)𝑐2

′(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
,
                (2.5.10) 

 

ки дар ин ҷо 𝑐1
′(𝑥), 𝑐2

′(𝑥) номаълум мебошанд.  

 Муайянкунандаи системаи (2.5.10) муайянкунандаи Вронский мебошад 

ва азбаски он ғайрисифрӣ аст, пас системаи (2.5.10) дорои ҳалли ягона 

мебошад. Аз ин ҷо мувофиқи қоидаи Крамер меёбем:  

 

Δ = |
𝑒𝜆𝜇(𝑥) 𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥)

𝜆𝑒𝜆𝜇(𝑥) (𝜆𝜇(𝑥) + 1)𝑒𝜆𝜇(𝑥)
| = 𝑒2𝜆𝜇(𝑥), 

Δ𝑐1′(𝑥) = |

0 𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥)

𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
(𝜆𝜇(𝑥) + 1)𝑒𝜆𝜇(𝑥)

| = −𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥)
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
, 

Δ𝑐2′(𝑥) = |
𝑒𝜆𝜇(𝑥) 0

𝜆𝑒𝜆𝜇(𝑥)
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)

| = 𝑒𝜆𝜇(𝑥)
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
. 

 

Аз ин ҷо:  

 

𝑐1
′(𝑥) = −

𝜇(𝑥)

𝑒𝜆𝜇(𝑥)
∙
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
, 

𝑐2
′(𝑥) =

1

𝑒𝜆𝜇(𝑥)
∙
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
, 

 

ё ин ки  
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𝑐1(𝑥) = −∫
𝜇(𝑡)

𝑒𝜆𝜇(𝑡)
∙
𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 + 𝑐1
2, 

𝑐2(𝑥) = ∫
1

𝑒𝜆𝜇(𝑡)
∙
𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 + 𝑐2
2. 

 

Ин қиматҳои 𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥)-ро ба (2.5.4) гузошта, бо назардошти он ки: 

 

𝑦1(𝑥) = 𝑒
𝜆𝜇(𝑥),    𝑦2(𝑥) = 𝜇(𝑥)𝑒

𝜆𝜇(𝑥) 

 

ҳосил мекунем:  

 

𝑦(𝑥) = 𝑐1
2𝑒𝜆𝜇(𝑥) + 𝑐2

2𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥) −∫𝑒𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝜇(𝑡)
𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ 

+∫𝑒𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝜇(𝑥)
𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)

𝑥

𝑎

𝑑𝑡. 

 

Ин баробариро сода менамоем: 

 

𝑦(𝑥) = (𝑐1
2 + 𝑐2

2𝜇(𝑥))𝑒𝜆𝜇(𝑥) +∫𝑒𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))
𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 ≡ 

≡ 𝐸2[𝑐1
2, 𝑐2

2, 𝑓(𝑥)]   (2.5.11) 

 

ё ин ки  

 

𝑦(𝑥) = (𝑐1
2 + 𝑐2

2𝜇(𝑥))𝑒𝜆𝜇(𝑥) +∫𝑒𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

≡ 

≡ 𝐸2[𝑐1
2, 𝑐2

2, 𝑓(𝑥)]. (2.5.12) 
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 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад.  

 Теоремаи 𝟐. 𝟓. 𝟑. «Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии 

(2.4.12) ҳақиқӣ ва якхела бошанд, яъне 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆. Инчунин, функсияи 

𝑓(𝑥)𝜖𝐶[𝑎, 𝑏] буда, 𝜔(𝑥) дар порчаи [𝑎, 𝑏] дорои сифр набошад. Он гоҳ 

муодилаи (2.5.1) дар синфи 𝐶2[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда аст ва ҳалли умумии он ба 

воситаи формулаи (2.5.11) ё (2.5.12) дода мешавад»[87].  

 Агар 𝜔(𝑥) дар [𝑎, 𝑏] дорои сифри дараҷааш 𝛼 бошад, яъне 𝜔(𝑥) =

(𝑥 − 𝑎)𝛼 ,  пас ҳалли муодилаи (2.5.7) низ ба воситаи формулаи (2.5.11) ё 

(2.5.12) дода мешавад, ки дар ин маврид 𝜇(𝑥) = −
1

(𝛼−1)(𝑥−𝑎)𝛼−1
 мебошад.  

 Дар ин маврид, агар 𝜆 > 0 бошад, пас барои наздикшавандагии 

интеграл дар тарафи рости (2.5.12) талаб менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) дар 

нуқтаи 𝑥 = 𝑎 аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин ба сифр майл намояд: 

 

       𝑓(𝑥) = 𝑜 [
𝑒𝛿2𝜇(𝑥)

𝜇(𝑥)
] , 𝛿2 > 𝜆,   ҳангоми  𝑥 → 𝑎.                      (2.5.13) 

 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд. 

 Теоремаи 𝟐. 𝟓. 𝟒.  «Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии 

(2.4.12) ҳақиқӣ ва якхела бошанд. Функсия  𝜔(𝑥)  намуди 𝜔(𝑥) =

(𝑥 − 𝑎)𝛼 , 𝛼 > 1-ро дошта бошад. Инчунин, функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ва 

ҳангоми 𝜆 > 0 будан, дар нуқтаи 𝑥 = 𝑎  аз рӯйи формулаи ассимптотикии 

(2.5.13) ба сифр майл намояд. Он гоҳ муодилаи моделии (2.5.7) дар синфи 

𝐶2[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли умумии он бо ёрии формулаи (2.5.12) 

дода мешавад»[87].  

 Қайди 𝟐. 𝟓. 𝟏.  Агар дар теоремаи 2.5.4. шарти 𝜆 > 0 ба 𝜆 < 0 иваз 

карда шавад, он гоҳ барои наздикшавандагии интеграли тарафи рости 

(2.5.12) аз функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑎 сифри тартиби зеринро талаб 

намудан кифоя мебошад: 
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𝑓(𝑥) = 𝑜 [
1

[𝜇(𝑥)]1+𝜀
] , 𝜀 > 0,   ҳангоми  𝑥 → 𝑎. 

 

3. Ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ададҳои комплексии 

ҳамроҳшуда будан. 

 Бигузор решаҳои муодилаи характеристикии (2.4.12) ададҳои 

комплексии ҳамроҳшуда бошад ва онҳо чунин ишора карда шуда бошанд:  

𝜆1,2 = 𝛼1 ± 𝑖𝛽1,   

ки дар ин ҷо  

𝛼1 = −
𝑎1
2
,   𝛽1 =

√4𝑎2 − 𝑎1
2

2𝑎
 . 

Дар ин ҳолат системаи (2.5.3) чунин намуд мегирад: 

 

{
 
 

 
 𝑒

𝛼1𝜇(𝑥)cos[𝛽1𝜇(𝑥)] ∙ 𝑐1
′(𝑥) + 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)sin[𝛽1𝜇(𝑥)] ∙ 𝑐2

′(𝑥) = 0,

𝑒𝛼1𝜇(𝑥)[𝛼1cos[𝛽1𝜇(𝑥)] − 𝛽1sin[𝛽1𝜇(𝑥)]] ∙ 𝑐1
′(𝑥) +                   

+𝑒𝛼1𝜇(𝑥)[𝛼1sin[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝛽1cos[𝛽1𝜇(𝑥)]] ∙ 𝑐2
′(𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
.

 

 

Аз рӯйи қоидаи Крамер 𝑐1
′(𝑥), 𝑐2

′(𝑥)-ро меёбем: 

 

∆= |
𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)]             𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]            

𝑒𝛼1𝜇(𝑥) [
𝛼1𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)] −

−𝛽1𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]
] 𝑒𝛼1𝜇(𝑥) [

𝛼1𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)] +

+𝛽1𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)]
]
| = 

= 𝑒2𝛼1𝜇(𝑥)[𝛼1𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝛽1𝑐𝑜𝑠
2[𝛽1𝜇(𝑥)] − 

−𝛼1𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝛽1𝑠𝑖𝑛
2[𝛽1𝜇(𝑥)]] = 𝛽1𝑒

2𝛼1𝜇(𝑥)(𝑐𝑜𝑠2[𝛽1𝜇(𝑥)] + 

+𝑠𝑖𝑛2[𝛽1𝜇(𝑥)]) = 𝛽1𝑒
2𝛼1𝜇(𝑥), 

∆𝑐1′(𝑥)= |

0 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]

𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
𝑒𝛼1𝜇(𝑥)[𝛼1𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝛽1𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)]]

| = 
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= −𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)] ∙
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
, 

∆𝑐2′(𝑥)= |

𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)] 0

𝑒𝛼1𝜇(𝑥)[𝛼1𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)] − 𝛽1𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]]
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)

| = 

= 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)] ∙
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
. 

 

Аз ин ҷо  

 

𝑐1
′(𝑥) =

∆𝑐1′(𝑥)

∆
= −

1

𝛽1
∙
𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]

𝑒𝛼1𝜇(𝑥)
∙
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
 

𝑐2
′(𝑥) =

∆𝑐2′(𝑥)

∆
=
1

𝛽1
∙
𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)]

𝑒𝛼1𝜇(𝑥)
∙
𝑓(𝑥)

𝜔(𝑥)
. 

Пас 

𝑐1(𝑥) = −
1

𝛽1
∫
𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑡)]

𝑒𝛼1𝜇(𝑡)
∙
𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ 𝑐1
3 

𝑐2(𝑥) =
1

𝛽1
∫
𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑡)]

𝑒𝛼1𝜇(𝑡)
∙
𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ 𝑐2
3. 

 

Ин қиматҳоро ба (2.5.4) гузошта, бо назардошти он ки  

 

𝑦1(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)],   𝑦2(𝑥) = 𝑒
𝛼1𝜇(𝑥)𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)] 

 

аст, ҳосил мекунем:  

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐1
3 + 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐2

3 − 

−
1

𝛽1
∫𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)] ∙ 𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑡)]

𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

+ 
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+
1

𝛽1
∫𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)] ∙ 𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑡)]

𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

, 

 

ё ин ки  

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐1
3 + 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐2

3 + 

  +
1

𝛽1
∫𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑠𝑖𝑛[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]

𝑓(𝑡)

𝜔(𝑡)
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

≡ 𝐸3[𝑐1
3, 𝑐2

3, 𝑓(𝑥)].  (2.5.14) 

 

Интеграли тарафи рости ин баробариро дар маънои Стилтиеса чунин 

навиштан мумкин аст: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑐𝑜𝑠[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐1
3 + 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑠𝑖𝑛[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐2

3 + 

+
1

𝛽1
∫𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑠𝑖𝑛[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

≡ 

≡ 𝐸3[𝑐3
1, 𝑐3

2, 𝑓(𝑥)]. (2.5.15) 

 

Ҳамин тавр, исбот карда шуд.  

 Теоремаи 𝟐. 𝟓. 𝟓.  «Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии 

(2.4.12) ададҳои комплексӣ бошанд, яъне 𝜆1,2 = 𝛼1 ± 𝑖𝛽1. Инчунин, функсияи 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] буда, 𝜔(𝑥) дар порчаи [𝑎, 𝑏] дорои сифр набошад. Он гоҳ 

муодилаи моделии (2.5.1) дар синфи 𝐶2[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда мебошад ва ҳалли 

умумии он бо ёрии формулаи (2.5.14) ё (2.5.15) дода мешавад»[87].  

 Акнун, фарз мекунем, ки 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼  бошад, он гоҳ  𝜇(𝑥) =

−
1

(𝛼−1)(𝑥−𝑎)𝛼−1
  ва бинобар ин интеграл дар тарафи рости баробарии (2.5.14) 

ё (2.5.15) ҳангоми 𝛼1 > 0 будан, дар нуқтаи 𝑡 = 𝑎 дорои махсусияти 

экспоненсиалии дараҷаи 𝛼 мебошад. 
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 Аз ин рӯ, дар ҳолати 𝛼1 > 0 талаб менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) дар 

нуқтаи  𝑥 = 𝑎 аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин ба сифр майл намояд: 

 

                   𝑓(𝑥) = о[𝑒−𝛿3𝜇(𝑥)],   𝛿3 > 𝛼1,   ҳангоми  𝑥 → 𝑎.                      (2.5.16) 

 

Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад.  

 Теоремаи 𝟐. 𝟓. 𝟔. «Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии 

(2.4.12) ададҳои комплексии ҳамроҳшуда бошанд. Функсияи 𝜔(𝑥) дар порчаи 

[𝑎, 𝑏] дорои сифри дараҷааш 𝛼 > 1 бошад, яъне 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 , 𝛼 > 1. 

Инчунин, функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ва дар ҳолати 𝛼1 > 0 будан дар нуқтаи 

𝑥 = 𝑎 аз рӯйи формулаи ассимптотикии (2.5.16) ба сифр майл намояд. Он 

гоҳ муодилаи моделии (2.5.7) дар синфи 𝐶2[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда аст ва ҳалли 

умумии он бо ёрии формулаи (2.5.15) дода мешавад»[87].  

 

2.6. Ёфтани ҳалли умумии муодилаи ғайримоделӣ 

 

 Дар ин зербоб ба дида баромадани муодилаи (2.4.1) бармегардем: 

 

               [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝑎1[𝜔(𝑥)]𝑦
′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥)                              (2.6.1) 

 

ва ин муодиларо дар ҳолати нисбатан муҳими: 

 

𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 ,   𝛼 > 1 

 

дида мебароем.  

 Муодилаи (2.6.1)-ро дар чунин намуд менависем: 

 

 [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + [𝑎1 +𝜔
′(𝑥)][𝜔(𝑥)]𝑦′ + 𝑎2𝑦 = 𝐹(𝑥),                 (2.6.2) 
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ки дар ин ҷо  

 

          𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜔(𝑥)𝜔′(𝑥)𝑦′.                                     (2.6.3) 

 

Ба муодилаи (2.6.2) муодилаи якҷинсаи зерин мувофиқ меояд:  

 

 [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + [𝑎1 +𝜔′(𝑥)][𝜔(𝑥)]𝑦
′ + 𝑎2𝑦 = 0.                      (2.6.4) 

 

Ба муодилаи якҷинсаи (2.6.4) бошад муодилаи характеристикии зерин 

мувофиқ меояд: 

 

           𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0.                                             (2.6.5) 

 

Дар муодилаи (2.6.2) функсияи 𝐹(𝑥)-ро функсияи маълум ҳисобида, 

вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии (2.6.5), дар асоси натиҷаҳои 

зербоби 2.5, ҳалли умумии муодилаи (2.6.2)-ро дар се ҳолати зерин ҳосил 

менамоем. 

𝐈. Ҳолати 𝐷 > 0 ва 𝜆1 < 𝜆2: 

 

       𝑦(𝑥) = 𝑦̅ + ∫𝐾1

𝑥

𝑎

(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐹(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)) ≡ 𝐸1[𝑐1
1, 𝑐2

1, 𝐹(𝑥)],       (2.6.6) 

 

ки дар ин ҷо  

 

      𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) =
1

√𝐷
[𝑒𝜆1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡)) − 𝑒𝜆2(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))]               (2.6.7) 
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функсияи Кошии муодилаи (2.6.2) дар ҳолати решаҳои муодилаи 

характеристикии (2.6.5) ҳақиқӣ ва гуногун будан, 𝑦̅ − ҳалли умумии 

муодилаи якҷинсаи (2.6.4) мебошад. 

 Интеграли тарафи рости баробарии (2.6.6)-ро дар алоҳидагӣ дида 

мебароем: 

 

∫𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐹(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= ∫𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

+ 

+∫𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝜔(𝑡)𝜔
′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)).

𝑥

𝑎

 

 

Дар интеграли дуюм 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 , 𝛼 > 1 гузошта, пас аз қисм ба қисм 

интегронидан ҳосил мекунем:  

 

∫𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝜔(𝑡)𝜔
′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= 

= 𝛼∫𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−1𝑦′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝛼𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−1𝑦(𝑡)|

𝑎

𝑥

− 

−𝛼∫[
𝜕𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)𝛼−1

𝑥

𝑎

+(𝛼 − 1)𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−2]𝑦(𝑡)𝑑𝑡. 

 

Ифодаи берун аз интегралӣ ба сифр баробар аст, зеро 𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) = 0 ва 

𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−1𝑦(𝑡) = 0,  ҳангоми 𝑡 → 𝑎  ва   𝜆2 < 0. Ин бевосита аз 

формулаи (2.6.7), ки барои функсияи Кошии 𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) ҳосил карда 

шуда буд, мебарояд.  

 Аз ин ҷо 
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∫𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝜔(𝑡)𝜔
′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= 

= −𝛼∫[
𝜕𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)𝛼−1

𝑥

𝑎

+ (𝛼 − 1)𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−2] 𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 

= −𝛼∫[
𝜕𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)2𝛼−1

𝑥

𝑎

+ (𝛼 − 1)𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
2𝛼−2] 𝑦(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)) 

 

ва баробарии (2.6.6) намуди зеринро мегирад:  

 

𝑦(𝑥) + 𝛼∫𝐾1
1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝑦(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= 𝐸1[𝑐1
1, 𝑐2

1, 𝑓(𝑥)],           (2.6.8) 

 

ки дар ин ҷо  

 

𝐾1
1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) =

𝜕𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)2𝛼−1 + 

+(𝛼 − 1)𝐾1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
2𝛼−2. 

 

 Маълум аст, ки агар 𝜆2 < 0 бошад, пас муодилаи интегралии (2.6.8) 

муодилаи интегралии Волтерра бо ядро ва тарафи рости бефосила мебошад 

ва ҳалли он мувофиқи назарияи умумии ин гуна муодилаҳо бо ёрии 

формулаи зерин дода мешавад: 
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𝑦(𝑥) = 𝐸1[𝑐1
1, 𝑐2

1, 𝑓(𝑥)] − 𝛼∫Г1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐸1[𝑐1
1, 𝑐2

1, 𝑓(𝑡)]𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

,   (2.6.9) 

 

ки дар ин ҷо Г1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) – резолвентаи муодилаи интегралии (2.6.8) 

мебошад.  

 Агар 𝜆2 > 0 бошад, ва азбаски 𝐾1
1(𝜇(𝑎), 𝜇(𝑎)) = ∞, пас муодилаи 

(2.6.8) дар синфи 𝐶2[𝑎, 𝑏] ҳалшаванда намебошад.  

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин исбот карда шуд.  

 Теоремаи 𝟐. 𝟔. 𝟏. «Бигузор, коэффисиентҳои 𝑎1, 𝑎2 -и муодилаи (2.6.1) 

чунин бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.6.5) ҳақиқӣ ва 

гуногун бошанд. Ғайр аз ин функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]. Он гоҳ муодилаи 

ғайримоделии (2.6.1), танҳо дар ҳолати 𝜆1 < 𝜆2 < 0 ҳалшаванда мебошад ва 

ҳалли умумии он ба воситаи резолвентаи муодилаи интегралии намуди 

Волтерраи (2.6.8) дар намуди (2.6.9) дода мешавад»[87].  

𝐈𝐈. Ҳолати 𝐷 = 0.  

Дар ин ҳолат ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.6.2) бо ёрии 

формулаи зерин дода мешавад: 

 

  𝑦(𝑥) = 𝑦̅ + ∫𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐹(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

≡ 𝐸2[𝑐1
2, 𝑐2

2, 𝐹(𝑥)],       (2.6.10) 

 

ки дар ин ҷо  

 

𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) = 𝑒
𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)) 

 

функсияи Кошии муодилаи (2.6.2) дар ҳолати решаҳои муодилаи 

характеристикии (2.6.5) ҳақиқӣ ва якхела будан, мебошад.  

 Барои интеграли тарафи рости (2.6.10) дорем: 
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∫𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐹(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= ∫𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

+ 

+∫𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝜔(𝑡)𝜔′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

. 

 

 Дар ин ҳолат низ 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 гузошта, қисм ба қисм интеграл 

мегирем 

 

∫𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝜔(𝑡)𝜔
′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= ∫𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝜔
′(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 

= 𝛼∫𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−1𝑦′(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

= 𝛼𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−1𝑦(𝑡)|

𝑎

𝑥

− 

−𝛼∫[
𝜕𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)𝛼−1

𝑥

𝑎

+(𝛼 − 1)𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
𝛼−2]𝑦(𝑡)𝑑𝑡 = 

= −𝛼∫[
𝜕𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)2𝛼−1

𝑥

𝑎

+ (𝛼 − 1)𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
2𝛼−2] 𝑦(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)). 

 

Дар ин ҷо ба назар гирифта шудааст, ки дар ҳолати 𝜆 < 0, ҳангоми  𝑥 → 𝑎 

ҷамъшавандаи берун аз интеграл ба сифр баробар мешавад.  

 Ҳамин тавр, баробарии (2.6.10) чунин намуд мегирад: 

 

  𝑦(𝑥) + 𝛼∫𝐾2
1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝑦(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= 𝐸2[𝑐1
2, 𝑐2

2, 𝑓(𝑥)],          (2.6.11) 
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ки дар ин ҷо  

 

𝐾2
1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) =

𝜕𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)2𝛼−1 + 

+(𝛼 − 1)𝐾2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
2𝛼−2. 

 

 Муодилаи интегралии (2.6.11) танҳо дар ҳолати 𝜆 < 0 будан, муодилаи 

интегралии Волтерра бо ядро ва тарафи рости бефосила буда, ҳалли он бо 

ёрии формулаи 

 

𝑦(𝑥) = 𝐸2[𝑐1
2, 𝑐2

2, 𝑓(𝑥)] − 𝛼∫Г2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐸2[𝑐1
2, 𝑐2

2, 𝑓(𝑡)]𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

   (2.6.12) 

 

дода мешавад, ки дар ин ҷо Г2(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) – резолвентаи муодилаи 

интегралии (2.6.11) мебошад.  

Ҳамин тавр, исбот карда шуд.  

 Теоремаи 𝟐. 𝟔. 𝟐. «Бигузор, коэффисиентҳои 𝑎1, 𝑎2-и муодилаи (2.6.1) 

чунин бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.6.5) ҳақиқӣ ва 

якхела буда, ғайр аз ин функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]. Он гоҳ муодилаи 

ғайримоделии (2.6.1), танҳо дар ҳолати 𝜆 < 0 ҳалшаванда мебошад ва ҳалли 

умумии он бо ёрии резолвентаи муодилаи интегралии Волтерраи (2.6.11) ба 

воситаи формулаи (2.6.12) дода мешавад»[87].  

𝐈𝐈𝐈. Ҳолати 𝐷 < 0. 

Дар ин ҳолат ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (2.6.2) ба воситаи 

формулаи: 

 

      𝑦(𝑥) = 𝑦̅ + ∫𝐾3(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐹(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

≡ 𝐸3[𝑐1
3, 𝑐2

3, 𝐹(𝑥)],       (2.6.13) 
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дода мешавад, ки дар ин ҷо  

 

𝐾3(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) =
1

𝛽
𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))sin[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))] 

 

функсияи Кошии муодилаи (2.6.2) дар ҳолати решаҳои муодилаи 

характеристикии (2.6.5) ададҳои комплексии ҳамроҳшуда будан, мебошад.  

 Ба мисли ҳолатҳои якум ва дуюм амал намуда, ба ҳалли муодилаи 

интегралии зерин меоем:  

 

 𝑦(𝑥) + 𝛼∫𝐾3 
1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝑦(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

= 𝐸3[𝑐1
3, 𝑐2

3, 𝑓(𝑥)],         (2.6.14) 

 

ки дар ин ҷо  

 

𝐾3
1(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) =

𝜕𝐾3(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))

𝜕𝑡
(𝑡 − 𝑎)2𝛼−1 + 

+(𝛼 − 1)𝐾3(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))(𝑡 − 𝑎)
2𝛼−2. 

 

 Дар ин ҳолат низ барои ҳалшавандагии муодилаи (2.6.14) бояд шарти 

𝛼1 < 0 иҷро гардад. Агар шарти 𝛼1 < 0  иҷро шавад, пас ҳалли муодилаи 

(2.6.14) ба воситаи резолвентаи муодилаи интегралии намуди Волтерра ба 

воситаи формулаи зерин дода мешавад:  

 

𝑦(𝑥) = 𝐸3[𝑐1
3, 𝑐2

3, 𝑓(𝑥)] − 𝛼∫Г3(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡))𝐸3[𝑐1
3, 𝑐2

3, 𝑓(𝑡)]𝑑(𝜇(𝑡)),

𝑥

𝑎

   (2.6.15) 

 

ки дар ин ҷо Г3(𝜇(𝑥), 𝜇(𝑡)) ин резолвентаи муодилаи интегралии (2.6.14) 

мебошад.  



58 
 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд.  

 Теоремаи 𝟐. 𝟔. 𝟑. «Бигузор, коэффисиентҳои 𝑎1, 𝑎2-и муодилаи (2.6.1) 

чунин бошанд, ки решаҳои муодилаи характеристикии (2.6.5) ададҳои 

комплексии ҳамроҳшуда бошанд. Инчунин, функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]. Он гоҳ 

муодилаи ғайриякҷинсаи (2.6.1) танҳо дар ҳолати 𝛼1 < 0 ҳалшаванда 

мебошад ва ҳалли умумии он ба воситаи резолвентаи муодилаи интегралии 

(2.6.14) ба воситаи формулаи (2.6.15) дода мешавад»[87].  
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Хулосаҳои боби дуюм 

 

Дар ин боб муодилаи дифференсиалии умумикардашудаи намуди Эйлер 

мавриди таҳқиқот қарор гирифтааст. Аввалан муодилаи намуди Эйлери 

тартиби якум таҳқиқ шуда, ҳалли он дар намуди ошкор ёфта шудааст. Баъдан 

муодилаи тартиби дуюми намуди Эйлер таҳқиқ карда шудааст. Дар ин 

маврид теорема дар бораи шарти зарурӣ ва кифоягии овардашаванда будани 

муодилаи таҳқиқшаванда ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ исбот карда шудааст.  

Минбаъд, муодилаи моделии ғайриякҷинсаи намуди Эйлер, дар се ҳолат, 

вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии мувофиқоянда, таҳқиқ 

гардидааст. Оид ба натиҷаҳои дар ин ҷо бадастовардашуда теоремаҳои 2.5.1, 

2.5.2, 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5 ва 2.5.6 исбот карда шудааст.  

Пас аз ёфтани ҳалҳои муодилаи моделӣ муодилаи ғайримоделӣ таҳқиқ 

гардидааст. Нишон дода шудааст, ки муодилаи ғайримоделӣ дар се ҳолат, 

вобаста аз аломати решаи калонтарини муодилаи характеристикӣ, 

ҳалшаванда мебошад ва ҳалли он ба воситаи резолвентаи муодилаҳои 

интегралии Волтерраи мувофиқоянда, ифода карда мешавад. Натиҷаҳои 

асосии дар ин қисмати диссертатсия бадастовардашуда дар теоремаҳои 2.6.1, 

2.6.2, ва 2.6.3 инъикоси худро ёфтаанд. 

 Натиҷаҳои асосии дар ин боб бадастовардашуда дар корҳои [2-М], [3-

М], [7-М], [8-М], [9-М] ба чоп расонида шудааст. 
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БОБИ 3. ТАҲҚИҚИ МУОДИЛАҲОИ ДИФФЕРЕНСИАЛИИ ОДИИ 

БАРЗИЁД-ТАНАЗУЛЁБАНДАИ ТАРТИБИ ОЛӢ 

 

3.1. Таҳқиқи муодилаи моделии таназзулёбандаи тартиби олӣ 

 

 Бигузор  Г = {𝑥:  0 < 𝑥 < ∞}  маҷмуи нуқтаҳо дар тири ҳақиқӣ бошад. 

Дар  Г  муодилаи дифференсиалии барзиёд таназулёбандаи тартиби 𝑛-уми 

зеринро дида мебароем:  

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥),     (3.1.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝑎𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − ададҳои доимӣ, 𝑓(𝑥) − функсияи додашудаи 

бефосила дар Г, 𝜔(𝑥) − функсияи додашуда дар Г мебошад, ки метавонад дар 

ягон нуқтаи ин интервал ба сифр баробар шавад.  

 Маълум аст, ки ҳангоми 𝜔(𝑥) = 𝑥  муодилаи (3.1.1) ба муодилаи 

Эйлери тартиби 𝑛-ум мубаддал мегардад. Барои муодилаи Эйлер маълум аст, 

ки онро бо ёрии гузориши мувофиқ ба муодилаи дифференсиалии одӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ овардан мумкин аст. 

 Таҳқиқи ин саволро барои муодилаи (3.1.1) дида мебароем, яъне чунин 

саволро дида мебароем: оё чунин гузориши мувофиқе вуҷуд дорад, ки бо 

истифода аз он муодилаи (3.1.1) ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ оварда шавад?  

 Якҷоя бо муодилаи (3.1.1) муодилаи якҷинсаи зеринро дида мебароем: 

 

      [𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 0.       (3.1.2) 

 

Леммаи ёрирасони зерин ҷой дорад. 
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Леммаи 𝟑. 𝟏. 𝟏. Бигузор функсияи 𝑦 = 𝑦(𝑥)  𝑘 −маротиба бефосила 

дифференсиронидашаванда бошад. Он гоҳ барои ёфтани ҳосилаи тартиби 

𝑘 − юми функсияи мураккаби  

 

 𝑦(𝑥) = 𝑦(𝜇−1(𝑡)) = 𝑧(𝑡),  

 

ки дар ин ҷо 𝑡 = 𝜇(𝑥) аст, формулаи зерин ҷой дорад:  

 

 𝑦(𝑘)(𝑥) =∑𝑧(𝑖)(𝑡)𝑃𝑘
𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=1

,                                     (3.1.3) 

 

ки дар ин ҷо   

 

𝑃𝑘
𝑖(𝑥) = 𝑃𝑘

𝑖(𝜇′(𝑥), 𝜇′′(𝑥), … , 𝜇(𝑘)(𝑥)), (𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅) 

 

-ҳо аз муносибатҳои рекурентии зерин муайян карда мешаванд: 

 

𝑃𝑘
1(𝑥) = 𝜇(𝑘)(𝑥),     𝑃𝑘

𝑘(𝑥) = [𝜇′(𝑥)]𝑘; 

𝑃𝑘
𝑖(𝑥) = 𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1

𝑖−1(𝑥) + (𝑃𝑘−1
𝑖 (𝑥))

′
,      (𝑖 = 2,3,… , 𝑘 − 1). 

 

 Исбот: Аз рӯйи қоидаи дифференсиронии функсияи мураккаб доро 

мешавем: 

 

𝑦′(𝑥) = 𝑧′(𝑡)𝑡𝑥
′ = 𝑧′(𝑡) ∙ 𝜇′(𝑥) = 𝑧′(𝑡) ∙ 𝑃1

1(𝑥), 

𝑦′′(𝑥) = 𝑧′′(𝑡)[𝜇′(𝑥)]2 + 𝑧′(𝑡)𝜇′′(𝑥) = 𝑧′(𝑡)𝑃2
1(𝑥) + 𝑧′′(𝑡)𝑃2

2(𝑥), 

𝑦′′′(𝑥) = 𝑧′′′(𝑡)[𝜇′(𝑥)]3 + 𝑧′′(𝑡) ∙ 3𝜇′(𝑥)𝜇′′(𝑥) + 𝑧′(𝑡)𝜇′′′(𝑥)

= 𝑧′(𝑡)𝑃3
1(𝑥) + 𝑧′′(𝑡)𝑃3

2(𝑥) + 𝑧′′′(𝑡)𝑃3
3(𝑥), 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 
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Фарз менамоем, ки дурустии формулаи (3.1.3) барои ҳосилаи тартиби 𝑘 − 1 

исбот карда шудааст. Онро барои ҳосилаи тартиби 𝑘 исбот менамоем. Дар 

ҳақиқат, бигузор  

 

𝑦(𝑘−1)(𝑥) = ∑𝑧(𝑖)(𝑡)𝑃𝑘−1
𝑖 (𝑥)

𝑘−1

𝑖=1

, 

 

ки дар ин ҷо 𝑃𝑘−1
1 (𝑥) = 𝜇(𝑘−1)(𝑥),   𝑃𝑘−1

𝑘−1(𝑥) = [𝜇′(𝑥)]𝑘−1.  Аз ин ифода бори 

дигар аз рӯйи 𝑥 ҳосила мегирем: 

 

𝑦(𝑘)(𝑥) = ∑[𝑧(𝑖+1)(𝑡)𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1
𝑖 (𝑥) + 𝑧(𝑖)(𝑡) (𝑃𝑘−1

𝑖 (𝑥))
′
]

𝑘−1

𝑖=1

= 

=∑𝑧(𝑖+1)(𝑡)𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1
𝑖 (𝑥)

𝑘−1

𝑖=1

+∑𝑧(𝑖)(𝑡) (𝑃𝑘−1
𝑖 (𝑥))

′
.

𝑘−1

𝑖=1

 

 

Ҷамъшавандаҳои ҳарду суммаро, ки тартиби якхелаи ҳосилаҳои  𝑧(𝑖)(𝑡)-ро 

доро мебошанд, якҷоя менамоем: 

 

𝑦(𝑘)(𝑥) = ∑𝑧(𝑖)(𝑡) [𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1
𝑖−1(𝑥) + (𝑃𝑘−1

𝑖 (𝑥))
′
]

𝑘−1

𝑖=2

+ 

 +𝑧(𝑘)(𝑡)𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1
𝑘−1(𝑥) + 𝑧′(𝑡) (𝑃𝑘−1

1 (𝑥))
′
.                         (3.1.4) 

 

Азбаски   

 

𝑧(𝑘)(𝑡)𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1
𝑘−1(𝑥) = 𝑧(𝑘)(𝑡)𝜇′(𝑥)[𝜇′(𝑥)]𝑘−1 = 𝑧(𝑘)(𝑡)[𝜇′(𝑥)]𝑘, 

𝑧′(𝑡) (𝑃𝑘−1
1 (𝑥))

′
= 𝑧′(𝑡)[𝜇(𝑘−1)(𝑥)]

′
= 𝑧′(𝑡)𝜇(𝑘)(𝑥), 
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пас ишораҳои зеринро дохил намуда:  

 

𝑃𝑘
1(𝑥) = 𝜇(𝑘)(𝑥),     𝑃𝑘

𝑘(𝑥) = [𝜇′(𝑥)]𝑘; 

𝑃𝑘
𝑖(𝑥) = 𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1

𝑖−1(𝑥) + (𝑃𝑘−1
𝑖 (𝑥))

′
, (𝑖 = 2,3,… , 𝑘 − 1), 

 

барои ихтиёрӣ  𝑘 = 2,3,… , 𝑛  аз (3.1.4) ҳосил менамоем: 

 

𝑦(𝑘)(𝑥) =∑𝑧(𝑖)(𝑡)𝑃𝑘
𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=1

.                                             (3.1.5) 

 

 Леммаи 3.1.1 исбот гардид. 

 Акнун, дар муодилаи (3.1.2) ивази тағйирёбандаро бо ёрии формулаи 

𝑡 = 𝜇(𝑥) мегузаронем, ки дар ин ҷо 𝜇(𝑥) − функсияи кифоя маротиба 

дифференсиронидашаванда мебошад. Он гоҳ барои функсияи мураккаби 

𝑦(𝑥) = 𝑦(𝜇−1(𝑡)) = 𝑧(𝑡) шартҳои леммаи 3.1.1 иҷро мегардад. (3.1.5)-ро 

ҳангоми 𝑘 = 1,2,… , 𝑛  ба муодилаи  (3.1.2) гузошта, ҳосил мекунем: 

 

[𝜔(𝑥)]𝑛∑𝑧(𝑖)(𝑡)𝑃𝑛
𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+ 𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1∑𝑧(𝑖)(𝑡)𝑃𝑛−1

𝑖 (𝑥)

𝑛−1

𝑖=1

+ 

+⋯+ 𝑎𝑛−1𝜔(𝑥)𝑧
′(𝑡)𝑃1

1(𝑥) + 𝑎𝑛𝑧(𝑡) = 0. 

 

Ин баробариро ба намуди стандартии зерин меорем: 

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑃𝑛
𝑛(𝑥)𝑧(𝑛) + [𝜔(𝑥)]𝑛−1𝑃𝑛−1

𝑛−1(𝑥) (𝑎1 +𝜔(𝑥)
𝑃𝑛
𝑛−1(𝑥)

𝑃𝑛−1
𝑛−1(𝑥)

) 𝑧(𝑛−1) +⋯+ 

+𝜔(𝑥)𝑃1
1(𝑥) (𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝜔(𝑥)

𝑃2
1(𝑥)

𝑃1
1(𝑥)

+ ⋯+𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−2

𝑃𝑛−1
1 (𝑥)

𝑃1
1(𝑥)

+ 

  +[𝜔(𝑥)]𝑛−1
𝑃𝑛
1(𝑥)

𝑃1
1(𝑥)

) 𝑧′ + 𝑎𝑛𝑧 = 0.                                (3.1.6) 
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Баробарии (3.1.6)–ро ба ифодаи [𝜔(𝑥)]𝑛𝑃𝑛
𝑛(𝑥) = [𝜔(𝑥)]𝑛[𝜇′(𝑥)]𝑛 тақсим 

намуда, ҳосил мекунем: 

 

𝑧(𝑛) +
1

𝜔(𝑥)𝜇′(𝑥)
(𝑎1 +𝜔(𝑥)

𝑃𝑛
𝑛−1(𝑥)

𝑃𝑛−1
𝑛−1(𝑥)

) 𝑧(𝑛−1) +⋯+ 

+
1

[𝜔(𝑥)]𝑛−1[𝜇′(𝑥)]𝑛−1
(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝜔(𝑥)

𝑃2
1(𝑥)

𝑃1
1(𝑥)

+ ⋯+𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−2

𝑃𝑛−1
1 (𝑥)

𝑃1
1(𝑥)

+ 

+[𝜔(𝑥)]𝑛−1
𝑃𝑛
1(𝑥)

𝑃1
1(𝑥)

) 𝑧′ +
𝑎𝑛

[𝜔(𝑥)]𝑛[𝜇′(𝑥)]𝑛
𝑧 = 0. 

 

Аз ин ҷо дида мешавад, ки барои он ки ин муодила ба муодилаи 

дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда шавад, зарур аст, ки 

функсияи 𝜇(𝑥)-ро чунин интихоб намоем, ки коэффисиенти назди 𝑧 адади 

доимӣ бошад. 

Мегузорем: 

 

𝑎𝑛
[𝜔(𝑥)]𝑛[𝜇′(𝑥)]𝑛

= 𝑐 (𝑐 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). 

 

Он гоҳ  

 

𝜇′(𝑥) = √
𝑎𝑛
𝑐

𝑛
∙
1

𝜔(𝑥)
. 

 

Дар ин ҷо 𝑐 = 𝑎𝑛 гирифта, гузориши зеринро ҳосил менамоем: 

 

           𝑡 = 𝜇(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

𝜔(𝑥)
.                                            (3.1.7) 

 

 Ҳамин тавр, тасдиқоти зерин ҷой дорад.  
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 Теоремаи 𝟑. 𝟏. 𝟏. Муодилаи (3.1.2) бо ёрии ивази тағйирёбанда ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ танҳо бо ёрии 

формулаи (3.1.7) оварда мешавад. 

 Бигузор дар муодилаи (3.1.2) ивази тағйирёбанда бо ёрии формулаи 

(3.1.7) гузаронида шудааст. Он гоҳ бо дарназардошти он ки  

 

[𝜔(𝑥)]𝑘𝑃𝑘
𝑘(𝑥) = [𝜔(𝑥)]𝑘[𝜇′(𝑥)]𝑘 = [𝜔(𝑥)]𝑘 ∙

1

[𝜔(𝑥)]𝑘
= 1, 

 

аз (3.1.6) ҳосил мекунем: 

 

𝑧𝑛 + (𝑎1 + [𝜔(𝑥)]
𝑛𝑃𝑛

𝑛−1(𝑥))𝑧(𝑛−1) +⋯+ (𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2[𝜔(𝑥)]
2𝑃2

1(𝑥) + ⋯ 

+𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑃𝑛−1

1 (𝑥) + [𝜔(𝑥)]𝑛𝑃𝑛
1(𝑥))𝑧′ + 𝑎𝑛𝑧 = 0. 

 

Ин муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ мебошад, агар  

 

𝑎1 + [𝜔(𝑥)]
𝑛𝑃𝑛

𝑛−1(𝑥) = 𝑐1 (𝑐1 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). 

 

бошад. Аз ин ҷо, азбаски 

 

𝑃𝑛
𝑛−1(𝑥) =

𝑛(𝑛 − 1)

2
[𝜇′(𝑥)]𝑛−2𝜇′′(𝑥), 

 

пас  

𝑎1 + [𝜔(𝑥)]
𝑛 ∙
𝑛(𝑛 − 1)

2
[𝜇′(𝑥)]𝑛−2𝜇′′(𝑥) = 𝑐1, 

𝑛(𝑛 − 1)

2
[𝜔(𝑥)]𝑛 ∙

1

[𝜔(𝑥)]𝑛−2
∙ [

1

𝜔(𝑥)
]
′

= 𝑐1 − 𝑎1, 

[𝜔(𝑥)]2 ∙ [−
𝜔′(𝑥)

𝜔2(𝑥)
] =

2(𝑐1 − 𝑎1)

𝑛(𝑛 − 1)
, 
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𝜔′(𝑥) =
2(𝑎1 − 𝑐1)

𝑛(𝑛 − 1)
= 𝑐2. 

Аз ин ҷо 

𝜔(𝑥) = 𝑐2𝑥 + 𝑐3. 

 Ин нишон медиҳад, ки муодилаи (3.1.2)-ро бо ёрии гузориши (3.1.7) 

ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ овардан мумкин аст, 

агар 𝜔(𝑥) функсияи хаттӣ аз тағйирёбандаи 𝑥 бошад, яъне муодилаи 

(3.1.2) муодилаи Эйлер бошад. 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад.  

 Теоремаи 𝟑. 𝟏. 𝟐. Агар функсияи 𝜔(𝑥) дар муодилаи (3.1.2) аз функсияи 

хаттӣ фарқ намояд, пас барои муодилаи (3.1.2) чунин гузориши мувофиқи 

тағйирёбандаро ёфтан мумкин нест, ки дар натиҷаи он муодила ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда шавад.  

 Аз ин теорема мебарояд, ки муодилаи (3.1.2) бо функсияи ихтиёрии 

𝜔(𝑥), ки аз функсияи хаттӣ фарқ менамояд, ҳангоми доимӣ будани 

коэффисиентҳои  𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, бо ёрии гузориш, ба муодилаи дифференсиалӣ 

бо коэффисиентҳои доимӣ оварда намешавад.  

 

3.2. Таҳқиқи муодилаи дифференсиалии моделии якҷинсаи 

таназзулёбанда бо коэффисиентҳои тағйирёбанда 

 

 Дар Г муодилаи ғайриякҷинсаи намуди Эйлер бо коэффисиентҳои 

тағйирёбандаи зеринро дида мебароем:  

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝐴𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥),  

(3.2.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝐴1(𝑥), 𝐴2(𝑥),⋯ , 𝐴𝑛(𝑥), ва  𝑓(𝑥) − функсияҳои дар Г бефосила 

мебошанд.  
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 Ба муодилаи ғайриякҷинсаи (3.2.1) муодилаи якҷинсаи зерин мувофиқ 

меояд: 

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝐴𝑛(𝑥)𝑦 = 0. 

 (3.2.2) 

 

 Теоремаи зерин ҷой дорад.  

 Теоремаи 𝟑. 𝟐. 𝟏.   «Барои он ки муодилаи (3.2.2) бо ёрии формулаи 

ивази тағйирёбанда (3.1.7) ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ оварда шавад, зарур ва кифоя аст, ки коэффисиентҳои 𝐴𝑘(𝑥) (𝑘 =

1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅)  намуди зеринро дошта бошанд»[11-М]: 

 

    𝐴𝑘(𝑥) = 𝑎𝑘 −∑𝐴𝑖(𝑥)[𝜔(𝑥)]
𝑛−𝑖𝑃𝑛−𝑖

𝑛−𝑘(𝑥)

𝑘−1

𝑖=0

 (𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛 − 1), (3.2.3) 

𝐴0(𝑥) ≡ 1,   𝐴𝑛(𝑥) ≡ 𝑎𝑛,   𝑎𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 

 Исбот: Агар дар муодилаи (3.2.2) ивази тағйирёбанда бо ёрии 

формулаи (3.1.7) амалӣ карда шавад, пас муодилаи зерин ҳосил мегардад:  

 

𝑧(𝑛) + (𝐴1(𝑥) + [𝜔(𝑥)]
𝑛𝑃𝑛

𝑛−1(𝑥))𝑧(𝑛−1) +⋯+ (𝐴𝑛−1(𝑥) + 

+𝐴𝑛−2(𝑥)[𝜔(𝑥)]
2𝑃2

1(𝑥) + ⋯+ 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑃𝑛−1

1 (𝑥) + 

 +[𝜔(𝑥)]𝑛𝑃𝑛
1(𝑥))𝑧′ + 𝐴𝑛(𝑥)𝑧 = 0.                              (3.2.4) 

 

 Агар коэффисиентҳои  𝐴𝑘(𝑥) (𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) шартҳои (3.2.3)-ро қаноат 

намоянд, пас ҳангоми гузоштани онҳо ба (3.2.4) ба муодилаи дифференсиалӣ 

бо коэффисиентҳои доимии зерин меоем: 

 

   𝑧(𝑛) + 𝑎1𝑧
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑧

′ + 𝑎𝑛𝑧 = 0.                            (3.2.5) 
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Теоремаи 3.2.1 исбот гардид. 

Ин теорема имконият медиҳад, аз рӯйи коэффисиентҳои муодила 

муайян карда шавад, ки оё ин муодила бо ёрии ивази тағйирёбанда ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад ё не.  

 Таърифи 𝟑. 𝟐. 𝟏. Муодилаи (3.2.1), ки коэффисиентҳояш 𝐴𝑘(𝑥)  аз 

баробариҳои (3.2.3) муайян карда мешаванд, муодилаи моделии 

таназулёбандаи тартиби n-ум номида мешавад.  

 Азбаски «муодилаи моделии (3.2.2) бо ёрии гузориши (3.1.7) ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимии (3.2.5) оварда 

мешавад»[11-М], пас ҳалҳои хусусии муодилаи (3.2.5)-ро масалан, дар 

намуди 𝑒𝜆𝑡  ё  𝑡𝑚 ∙  𝑒𝜆𝑡 ёфта, аз он ҳалҳои муодилаи моделии (3.2.2)-ро дар 

намуди 𝑒𝜆𝜇(𝑥)  ё  [𝜇(𝑥)]𝑚 ∙  𝑒𝜆𝜇(𝑥) ҳосил менамоем.  

 Аз ин ҷо роҳи зерини бевосита интегронидани муодилаи моделии 

якҷинсаи (3.2.2)-ро ҳосил менамоем. 

 Ҳалли муодилаи якҷинсаи (3.2.2)-ро дар намуди: 

 

𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝜇(𝑥)                                                        (3.2.6) 

 

ҷустуҷӯ менамоем. Он гоҳ  

 

 𝑦(𝑘)(𝑥) = 𝑒𝜆𝜇(𝑥)  ∑𝜆𝑖𝑃𝑘
𝑖(𝑥),

𝑘

𝑖=1

    (𝑘 = 1,2,… , 𝑛),                     (3.2.7) 

 

ки дар ин ҷо 𝑃𝑘
𝑖(𝑥) − аз баробариҳои зерин муайян карда мешаванд: 

 

 {
𝑃𝑘
1(𝑥) = 𝜇(𝑘)(𝑥),        𝑃𝑘

𝑘(𝑥) = [𝜇′(𝑥)]𝑘,                        

𝑃𝑘
𝑖(𝑥) = 𝜇′(𝑥)𝑃𝑘−1

𝑖−1(𝑥) + (𝑃𝑘−1
𝑖 (𝑥))

′
  (𝑖 = 2,3,… , 𝑘 − 1).

        (3.2.8) 
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 Функсияҳои (3.2.6), (3.2.7)-ро ба тарафи чапи муодилаи (3.2.2) 

гузошта, пас аз ихтисор намудан ба 𝑒𝜆𝜇(𝑥) ҳосил мекунем: 

 

𝜆𝑛 + (𝐴1(𝑥) + [𝜔(𝑥)]
𝑛𝑃𝑛

𝑛−1(𝑥))𝜆𝑛−1 +⋯+ (𝐴𝑛−1(𝑥) +𝐴𝑛−2(𝑥)[𝜔(𝑥)]
2 ∙ 

∙ 𝑃2
1(𝑥) + ⋯+ 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]

𝑛−1𝑃𝑛−1
1 (𝑥) + [𝜔(𝑥)]𝑛𝑃𝑛

1(𝑥))𝜆 + 𝐴𝑛(𝑥) = 0. 

 

 Бо дарназардошти баробарии (3.2.3) ҳосил мекунем: 

 

               𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0.                                 (3.2.9) 

 

«Муодилаи (3.2.9)-ро муодилаи характеристикӣ барои муодилаи (3.2.2) 

меномем. Ҳамин тавр, агар 𝜆 решаи муодилаи характеристикии (3.2.9) 

бошад, пас функсияи намуди (3.2.6) ҳалли хусусии муодилаи якҷинсаи 

(3.2.2) мешавад»[9-М].  

Дар ин асос, вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии (3.2.9) 

ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (3.2.2)-ро дар ҳолатҳои зерин ҳосил 

менамоем.  

𝐈. «Бигузор ҳамаи решаҳои 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 −ҳақиқӣ ва гуногун бошанд»[9-

М].. Он гоҳ муодилаи моделии (3.2.2) 𝑛 − ҳалҳои хусусии хаттӣ новобастаи 

намуди: 

 

𝑦1 = 𝑒
𝜆1𝜇(𝑥),    𝑦2 = 𝑒

𝜆2𝜇(𝑥), … ,     𝑦𝑛 = 𝑒
𝜆𝑛𝜇(𝑥) 

 

-ро дорад ва ҳалли умумии он намуди 

 

            𝑦̅ = 𝐶1
1𝑒𝜆1𝜇(𝑥) + 𝐶2

1𝑒𝜆2𝜇(𝑥) +⋯+ 𝐶𝑛
1𝑒𝜆𝑛𝜇(𝑥),                    (3.2.10) 

 

-ро мегирад, ки дар ин ҷо  𝐶1
1, 𝐶2

1, … , 𝐶𝑛
1 − ададҳои доимии ихтиёрӣ 

мебошанд. 
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 𝐈𝐈. «Бигузор ҳамаи решаҳои  𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 −ҳақиқӣ ва якхела бошанд, 

яъне 𝜆1 = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑛. »[9-М]. Он гоҳ ҳалҳои хусусии муодилаи якҷинсаи 

(3.2.2) чунин намуд мегиранд: 

 

𝑦1 = 𝑒
𝜆𝜇(𝑥),   𝑦2 = 𝜇(𝑥)𝑒

𝜆𝜇(𝑥), … , 𝑦𝑛 = [𝜇(𝑥)]
𝑛−1𝑒𝜆𝜇(𝑥). 

 

Дар ин ҳолат ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи (3.2.2) функсияи зерин 

мебошад: 

 

    𝑦̅ = 𝐶1
2𝑒𝜆𝜇(𝑥) + 𝐶2

2𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥) +⋯+ 𝐶𝑛
2[𝜇(𝑥)]𝑛−1𝑒𝜆𝜇(𝑥),         (3.2.11) 

 

ки дар ин ҷо  𝐶1
2, 𝐶2

2, … , 𝐶𝑛
2 − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд. 

 𝐈𝐈𝐈. «Бигузор 𝜆1 решаи 𝑘 − каратаи муодилаи характеристикии (3.2.5) 

бошад ва решаҳои боқимондаи 𝜆𝑘+1, … , 𝜆𝑛 − решаҳои ҳақиқӣ ва гуногун 

бошанд»[9-М]. Он гоҳ муодилаи моделии (3.2.2) дорои ҳалҳои хусусии: 

 

𝑦1 = 𝑒
𝜆1𝜇(𝑥),    𝑦2 = 𝜇(𝑥)𝑒

𝜆1𝜇(𝑥), … ,   𝑦𝑘 = [𝜇(𝑥)]
𝑘−1𝑒𝜆1𝜇(𝑥),  

𝑦𝑘+1 = 𝑒
𝜆𝑘+1𝜇(𝑥), … ,     𝑦𝑛 = 𝑒

𝜆𝑛𝜇(𝑥) 

 

мебошад ва ҳалли умумии он намуди  

 

𝑦̅ = 𝐶1
3𝑒𝜆1𝜇(𝑥) +⋯+ 𝐶𝑘

3[𝜇(𝑥)]𝑘−1𝑒𝜆𝑘𝜇(𝑥) + 𝐶𝑘+1
3 𝑒𝜆𝑘+1𝜇(𝑥) +⋯+ 𝐶𝑛

3𝑒𝜆𝑛𝜇(𝑥) 

(3.2.12) 

-ро мегирад, ки дар ин ҷо 𝐶1
3, 𝐶2

3, … , 𝐶𝑘
3, 𝐶𝑘+1

3 , … , 𝐶𝑛
3 − ададҳои доимии 

ихтиёрӣ мебошанд.  

 𝐈𝐕. Бигузор дар муодилаи (3.2.5) 𝑛 = 2𝑘 − адади ҷуфт бошад ва ҳамаи 

решаҳои ин муодила ададҳои комплексии ҳамроҳшуда бошанд, ки онҳоро 

чунин ишора менамоем:  
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𝜆1,2 = 𝛼1 ± 𝑖𝛽1,   𝜆3,4 = 𝛼2 ± 𝑖𝛽2,   𝜆2𝑘−1,2𝑘 = 𝛼𝑘 ± 𝑖𝛽𝑘. 

 

Он гоҳ ҳалҳои хусусии муодилаи якҷинсаи (3.2.2) функсияҳои 

 

𝑦1 = 𝑒
𝛼1𝜇(𝑥)cos[𝛽1𝜇(𝑥)],   𝑦2 = 𝑒

𝛼1𝜇(𝑥)sin[𝛽1𝜇(𝑥)],  

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦2𝑘−1 = 𝑒𝛼𝑘𝜇(𝑥)cos[𝛽𝑘𝜇(𝑥)],   𝑦2𝑘 = 𝑒
𝛼𝑘𝜇(𝑥)sin[𝛽𝑘𝜇(𝑥)]   

 

ва ҳалли умумии он функсияи  

 

𝑦̅ = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)[𝐶1
4cos[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝐶2

4sin[𝛽1𝜇(𝑥)]] + ⋯+ 

 +𝑒𝛼𝑘𝜇(𝑥)[𝐶2𝑘−1
4 cos[𝛽𝑘𝜇(𝑥)] + 𝐶2𝑘

4 sin[𝛽𝑘𝜇(𝑥)]],             (3.2.13) 

 

мешавад, ки дар ин ҷо 𝐶1
4, 𝐶2

4, … , 𝐶2𝑘
4 − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд.  

 V. Бигузор решаи 𝛼1 ± 𝑖𝛽1-и муодилаи характеристикии (3.2.5) решаи 

комплексии 𝑘-карата бошад. Дар ин ҳолат ҳалҳои хусусии муодилаи 

якҷинсаи (3.2.2) функсияҳои 

 

𝑦1 = 𝑒
𝛼1𝜇(𝑥)cos[𝛽1𝜇(𝑥)],   𝑦2 = 𝑒

𝛼1𝜇(𝑥)sin[𝛽1𝜇(𝑥)], 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑦2𝑘−1 = [𝜇(𝑥)]
𝑘−1𝑒𝛼1𝜇(𝑥)cos[𝛽1𝜇(𝑥)],   𝑦2𝑘 = [𝜇(𝑥)]

𝑘−1𝑒𝛼1𝜇(𝑥)sin[𝛽1𝜇(𝑥)].  

𝑦2𝑘+1 = 𝑒
𝜆2𝑘+1𝜇(𝑥), … , 𝑦𝑘 = 𝑒

𝜆𝑛𝜇(𝑥) 

 

ва ҳалли умумии он функсияи  

 

𝑦̅ = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥) [𝐶1
5cos[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝐶2

5sin[𝛽1𝜇(𝑥)]] + ⋯+ 

+𝑒𝛼1𝜇(𝑥)[𝜇(𝑥)]𝑘−1 ∙ [𝐶2𝑘−1
5 cos[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝐶2𝑘

5 sin[𝛽1𝜇(𝑥)]] + 

         +𝑒𝜆2𝑘+1𝜇(𝑥)𝐶2𝑘+1
5 +⋯+ 𝑒𝜆𝑛𝜇(𝑥)𝐶𝑛

5,                              (3.2.14) 
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мешавад, ки дар ин ҷо 𝐶1
5, 𝐶2

5, … , 𝐶𝑛
5 − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд. 

Дар ин маврид ҳалли умумии (3.2.14)-ро дар намуди зерин навиштан мумкин 

аст: 

 

𝑦̅ = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)cos[𝛽1𝜇(𝑥)][𝐶1
5 + 𝐶3

5𝜇(𝑥) +⋯+ 𝐶2𝑘−1
5 [𝜇(𝑥)]𝑘−1] + 

+𝑒𝛼1𝜇(𝑥)sin[𝛽1𝜇(𝑥)][𝐶2
5 + 𝐶4

5𝜇(𝑥) +⋯+ 𝐶2𝑘
5 [𝜇(𝑥)]𝑘−1] + 

 +𝑒𝜆2𝑘+1𝜇(𝑥)𝐶2𝑘+1
5 +⋯+ 𝑒𝜆𝑛𝜇(𝑥)𝐶𝑛

5.                                (3.2.15) 

 

3.3. Таҳқиқи муодилаи дифференсиалии моделии ғайриякҷинсаи 

таназулёбанда бо коэффисиентҳои тағйирёбанда 

 

 Дар ин зербоб дар Г муодилаи моделии ғайриякҷинсаи зеринро дида 

мебароем:  

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝐴𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥), 

(3.3.1) 

ки дар ин ҷо 𝑓(𝑥), 𝐴𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − функсияҳои дар Г бефосила буда, 

коэффисиентҳои 𝐴𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз баробариҳои (3.2.3) муайян карда 

мешаванд, 𝜔(𝑥) − метавонад дар ягон нуқтаи  𝑥 ∈ Г ба сифр мубаддал 

гардад. 

 Ҳалли умумии 𝑦(𝑥)-и муодилаи (3.3.1) ҳамчун суммаи ҳалли умумии 

𝑦̅-и муодиали якҷинсаи:  

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝐴𝑛(𝑥)𝑦 = 0 

(3.3.2) 

ва ягон ҳалли хусусии 𝑦̃(𝑥)-и муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.1), муайян карда 

мешавад. 
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Барои таҳқиқи муодилаи (3.3.1) ва (3.3.2) дар асоси теоремаи 3.2.1 бо 

ёрии ивази тағйирёбанда мувофиқи формулаи (3.1.7) ин муодилаҳоро ба 

муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимии зерин меорем:  

 

   𝑧(𝑛) + 𝑎1𝑧
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑧

′ + 𝑎𝑛𝑧 = 𝐹(𝑡).                             (3.3.3) 

 𝑧(𝑛) + 𝑎1𝑧
(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑧

′ + 𝑎𝑛𝑧 = 0,                                 (3.3.4) 

 

ки дар ин ҷо:  

 

𝑧(𝑡) = 𝑧[𝜇(𝑥)] = 𝑦(𝑥),   𝐹(𝑡) = 𝑓(𝜇−1(𝑡)) = 𝑓(𝑥), 

 𝑡0 = 𝜇(𝑎) < 𝑡 < 𝜇(𝑏) = 𝑇. 

 

Ба муодилаи якҷинсаи (3.3.4) муодилаи характеристикии зерин 

мувофиқ меояд: 

 

     𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0.                                    (3.3.5) 

 

 Ҳалли умумии 𝑧(𝑡)-и муодилаи (3.3.3) ҳамчун суммаи ҳалли умумии 

𝑧̅(𝑡)-и муодилаи якҷинсаи (3.3.4) ва ягон ҳалли хусусии 𝑧̃(𝑡)-и муодилаи 

ғайриякҷинсаи (3.3.3) муайян карда мешавад.  

 Дар поён барои ёфтани 𝑧̃ аз методи Коши истифода мебарем, яъне ба 

сифати 𝑧̃ он ҳалли муодилаи (3.3.3)-ро мегирем, ки шартҳои ибтидоии 

сифрии зеринро қаноат намояд: 

 

        𝑧̃(𝑡0) = 𝑧̃′(𝑡0) = ⋯ = 𝑧̃(𝑛−1)(𝑡0) = 0.                            (3.3.6) 

 

 Таърифи 3.3.1. Ҳалли 𝑍(𝑡)-и муодилаи (3.3.4), ки шартҳои ибтидоии 

зеринро қаноат менамояд  
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     𝑍(𝑠) = 𝑍′(𝑠) = ⋯ = 𝑍(𝑛−2)(𝑠) = 0, 𝑍(𝑛−1)(𝑠) = 1,               (3.3.7) 

 

ки дар ин ҷо 𝑡 = 𝑠 нуқтаи додашудаи ихтиёрӣ аз интервали (𝑡0, 𝑇) мебошад, 

функсияи Кошии ин муодила номида мешавад.   

 Функсияи Коши аз тағйирёбандаи новобастаи 𝑡 ва аз параметри 𝑠 

вобаста мебошад. Онро ҳамчун 𝑍(𝑡) = 𝑍(𝑡, 𝑠) ишора менамоем, ки дар ин ҷо 

функсияи 𝑍(𝑡; 𝑠) дар соҳаи 𝑡0 < 𝑡, 𝑠 < 𝑇 муайян ва бефосила мебошад. 

Функсияи  

 

𝑍(𝑡 − 𝑠) = 𝑍(𝑡 − 𝑠, 0) 

 

низ ҳалли муодилаи якҷинсаи (3.3.4) мебошад, ки ҳангоми 𝑡 = 𝑠  шартҳои 

зеринро қаноат менамояд:  

 

                  𝑍(0) = 𝑍′(0) = ⋯ = 𝑍(𝑛−2)(0) = 0,    𝑍(𝑛−1)(0) = 1.               (3.3.8) 

 

 Леммаи 𝟑. 𝟑. 𝟏. Ҳалли 𝑧̃(𝑡)-и муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.3), ки 

шартҳои ибтидоии (3.3.6)-ро қаноат менамояд, аз рӯйи формулаи зерин 

муайян карда мешавад: 

 

                𝑧̃(𝑡) = ∫𝑍(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠.

𝑡

𝑡0

                                       (3.3.9) 

 

 Исбот. Формулаи (3.3.9)-ро пайдарпай дифференсиронида ва шартҳои 

(3.3.8)-ро ба назар гирифта, ҳосил мекунем: 

 

𝑧̃′(𝑡) = ∫𝑍′(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 𝑍(0)𝐹(𝑡) = ∫𝑍′(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠,

𝑡

𝑡0
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𝑧̃′′(𝑡) = ∫𝑍′′(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 𝑍′(0)𝐹(𝑡) = ∫𝑍′′(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

, 

−−−−−−− −−−−−−−−−−− −−−−−−−−−−− 

𝑧̃(𝑛−1)(𝑡) = ∫𝑍(𝑛−1)(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 𝑍(𝑛−2)(0)𝐹(𝑡) = ∫𝑍(𝑛−1)(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

, 

𝑧̃(𝑛)(𝑡) = ∫𝑍(𝑛)(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 𝑍(𝑛−1)(0)𝐹(𝑡) = ∫𝑍(𝑛)(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

+ 

+𝐹(𝑡). 

 

Ин қиматҳоро ба муодилаи (3.3.3) гузошта, ҳосил мекунем: 

 

∫[𝑍(𝑛)(𝑡 − 𝑠) + 𝑎1𝑍
(𝑛−1)(𝑡 − 𝑠) +⋯+ 𝑎𝑛𝑍(𝑡 − 𝑠)]

𝑡

𝑡0

𝐹(𝑠)𝑑𝑠 + 𝐹(𝑡) = 𝐹(𝑡). 

 

Аз ин ҷо, азбаски 𝑍(𝑡 − 𝑠) ҳалли муодилаи якҷинсаи (3.3.4) мебошад, пас 

ифодаи даруни қавсҳои квадратӣ ба сифр баробар мешавад ва бинобар ин 

𝐹(𝑡) ≡ 𝐹(𝑡). 

 Бо осонӣ дида мешавад, ки 𝑧̃(𝑡), аз рӯйи формулаи (3.3.9), муайян 

карда мешавад ва шартҳои ибтидоии (3.3.6)-ро ҳангоми 𝑡 = 𝑡0 қаноат 

менамояд. Лемма исбот гардид.  

 Бигузор {𝑧𝑖(𝑡)}, (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − ягон системаи фундаменталии ҳалҳои 

муодилаи (3.3.4) бошад. Функсияи Кошии 𝑍(𝑡)-и ин муодиларо аз ҳалли 

умумии  

 

𝑍(𝑡) =∑𝑐𝑖𝑧𝑖(𝑡),

𝑛

𝑖=1

                                                (3.3.10) 
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ҷудо намудан мумкин аст, агар ададҳои доимии ихтиёрии 𝑐𝑖 чунон интихоб 

карда шаванд, ки шартҳои (3.3.7) иҷро гарданд. Дорем: 

 

𝑍(𝑘)(𝑡) =∑𝑐𝑖𝑧𝑖
(𝑘)
(𝑡)

𝑛

𝑖=1

, (𝑘 = 1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

 

Дар асоси шартҳои (3.3.7) ҳосил мекунем: 

 

{
 
 

 
 ∑𝑐𝑖𝑧𝑖

(𝑘)(𝑠) = 0

𝑛

𝑖=1

,   (𝑘 = 0, 𝑛 − 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

∑𝑐𝑖𝑧𝑖
(𝑛−1)(𝑠) = 1

𝑛

𝑖=1

,                          

 

 

ки дар ин ҷо  𝑠 − ягон нуқтаи додашуда аз интервали (𝑡0, 𝑇) мебошад.  

 Ин системаро бо қоидаи Крамер ҳал намуда, меёбем:  

 

𝑐𝑖 = 𝑐𝑖(𝑠) =
𝑊𝑛𝑖(𝑠)

𝑊(𝑠)
, (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅), 

 

ки дар ин ҷо 𝑊(𝑠) −  муайянкунандаи Вронский мебошад: 

 

𝑊(𝑠) = |

𝑧1(𝑠) 𝑧2(𝑠) ⋯⋯     𝑧𝑛(𝑠)    

𝑧1
′(𝑠) 𝑧2

′(𝑠) ⋯⋯    𝑧𝑛
′ (𝑠)    

⋯⋯⋯

𝑧1
(𝑛−1)

(𝑠) 
⋯⋯⋯

𝑧2
(𝑛−1)

(𝑠) 
⋯⋯
⋯⋯

⋯⋯⋯

𝑧𝑛
(𝑛−1)

(𝑠)

| 

 

ва 𝑊𝑛𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − пуркунандаҳои алгебравии сатри охирони 

муайянкунандаи 𝑊(𝑠) мебошанд.  

 Қиматҳои 𝑐𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅)-ро ба баробарии (3.3.10) гузошта, ҳосил 

мекунем: 
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𝑍(𝑡) = 𝑍(𝑡, 𝑠) =∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)
𝑧𝑖(𝑡).

𝑛

𝑖=1

 

 

 Аз леммаи 3. 3.1 мебарояд, ки функсияи  

 

𝑧̃(𝑡) =∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)
∫𝑧𝑖(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

𝑛

𝑖=1

 

 

ҳалли хусусии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.3) мебошад ва ҳалли умумии он 

бошад намуди зеринро дорад: 

 

𝑧(𝑡) = 𝑧̅(𝑡) + 𝑧̃(𝑡) =∑𝑐𝑖𝑧𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

+∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)
∫𝑧𝑖(𝑡 − 𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

𝑛

𝑖=1

,   (3.3.11) 

 

ки дар ин ҷо 𝑐𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − ададҳои доимии ихтиёрӣ мебошанд. 

 Акнун, барои он ки ҳалли умумии 𝑦(𝑥)-и муодилаи моделии (3.3.1)-ро 

ҳосил намоем, бояд дар (3.3.11) гузориши 𝑡 = 𝜇(𝑥)-ро амалӣ намоем. Он гоҳ 

𝑠 = 𝜇(𝜏),   𝑥0 < 𝜏 < 𝑥  ва  𝑑𝑠 = 𝜇′(𝜏)𝑑𝜏,  бинобар ин, 

 

   𝑦(𝑥) =∑𝑐𝑖𝑧𝑖[𝜇(𝑥)]

𝑛

𝑖=1

+∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)
∫ 𝑧𝑖[𝜇(𝑥) − 𝜇(𝜏)]𝜇

′(𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

𝑥

𝑥0

𝑛

𝑖=1

   (3.3.12) 

 

 Ҳамин тавр, агар функсияи 𝜔(𝑥),  коэффисиентҳо ва тарафи рости 

муодилаи моделии (3.3.1) чунин бошанд, ки интегралҳои тарафи рости 

баробарии (3.3.12) мавҷуд бошанд, пас ҳалли ин муодила дар намуди 

(3.3.12) ифода карда мешавад. 
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 Вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5)  формулаи 

(3.3.12) намуди мушаххасро мегирад. Ҳар як ҳолатро дар алоҳидагӣ дида 

мебароем. 

 I. Бигузор, «ҳамаи решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5) ҳақиқӣ 

ва гуногун бошанд. Дар ин ҳолат {𝑧𝑖(𝑡)} = {𝑒
𝜆𝑖𝑡}  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − системаи 

фундаменталии ҳалҳои муодилаи (3.3.4) мебошад»[9-М]. Барои ин системаи 

функсияҳо қиматҳои  𝑊(0)  ва 𝑊𝑛𝑖(0)-ро меёбем: 

 

𝑊(0) = 𝑊(𝑠)|𝑠=0 = |

𝑒𝜆1𝑠 𝑒𝜆2𝑠 ⋯     𝑒𝜆𝑛𝑠      

𝜆1𝑒
𝜆1𝑠 𝜆2𝑒

𝜆2𝑠 ⋯  𝜆𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑠   

⋯⋯⋯
𝜆1
𝑛−1𝑒𝜆1𝑠 

⋯⋯⋯
𝜆2
𝑛−1𝑒𝜆2𝑠 

⋯ 
⋯

⋯⋯⋯
𝜆𝑛
𝑛−1𝑒𝜆𝑛𝑠

|

𝑠=0

= 

= |

1
𝜆1
⋯
𝜆1
𝑛−1

  

1  
𝜆2  
⋯
𝜆2
𝑛−1

  

⋯
⋯
⋯
⋯

 

1
𝜆𝑛
⋯
𝜆𝑛
𝑛−1

| =∏(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗),
𝑖>𝑗
𝑖≠𝑗

 

𝑊𝑛1(0) = 𝑊𝑛1(𝑠)|𝑠=0 = |

𝑒𝜆2𝑠 𝑒𝜆3𝑠 ⋯     𝑒𝜆𝑛𝑠      

𝜆2𝑒
𝜆2𝑠 𝜆3𝑒

𝜆3𝑠 ⋯  𝜆𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑠   

⋯⋯⋯
𝜆2
𝑛−2𝑒𝜆1𝑠 

⋯⋯⋯
𝜆3
𝑛−2𝑒𝜆2𝑠 

⋯ 
⋯

⋯⋯⋯
𝜆𝑛
𝑛−2𝑒𝜆𝑛𝑠

|

𝑠=0

= 

= |

1
𝜆2
⋯
𝜆2
𝑛−2

  

1  
𝜆3  
⋯
𝜆3
𝑛−2

  

⋯
⋯
⋯
⋯

 

1
𝜆𝑛
⋯
𝜆𝑛
𝑛−2

| = ∏(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗),
𝑖>𝑗
𝑖≠𝑗
𝑖𝑗≠1.

 

………………………………………………………………………… 

𝑊𝑛𝑛(0) = 𝑊𝑛𝑛(𝑠)|𝑠=0 = |

𝑒𝜆1𝑠 𝑒𝜆2𝑠 ⋯⋯        𝑒𝜆𝑛−1𝑠    

𝜆1𝑒
𝜆1𝑠 𝜆2𝑒

𝜆2𝑠 ⋯⋯  𝜆𝑛−1𝑒
𝜆𝑛−1𝑠

⋯⋯⋯
𝜆1
𝑛−2𝑒𝜆1𝑠 

⋯⋯⋯
𝜆2
𝑛−2𝑒𝜆2𝑠 

⋯⋯  
⋯⋯ 

⋯⋯⋯⋯
𝜆𝑛−1
𝑛−2𝑒𝜆𝑛−1𝑠

|

𝑠=0

= 

   = |

1
𝜆1
⋯
𝜆1
𝑛−2

  

1  
𝜆2  
⋯
𝜆2
𝑛−2

  

⋯
⋯
⋯
⋯

 

1
𝜆𝑛−1
⋯
𝜆𝑛−1
𝑛−2

| = ∏(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗).
𝑖>𝑗
𝑖≠𝑗
𝑖𝑗≠𝑛.

                      (3.3.13) 
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 Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.1)  чунин намуд 

мегирад:  

 

    𝑦(𝑥) =∑𝑐𝑖
1𝑒𝜆𝑖𝜇(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)
∫𝑒𝜆𝑖(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)

𝑑𝑡

𝜔(𝑡)
.

𝑥

𝑥0

𝑛

𝑖=1

         (3.3.14) 

 

 Теоремаи  𝟑. 𝟑. 𝟏.  Бигузор, дар муодилаи (3.3.1) коэффисиентҳои 

𝐴𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз баробариҳои (3.2.3) муайян карда мешаванд. «Ҳамаи 

решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5) ҳақиқӣ ва гуногун буда, 

функсияҳои 𝜔(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Г̅)  бошанд. Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи 

моделии ғайриякҷинсаи (3.3.1) аз рӯйи формулаи (3.3.14) дода мешавад»[9-

М].  

 Агар функсияи 𝜔(𝑥) дар ягон нуқтаи интервали Г ба сифр баробар 

гардад, пас интеграл дар тарафи рости баробарии (3.3.14) метавонад 

дуршаванда бошад.   Дар ҳақиқат, умумиятро маҳдуд накарда, фарз 

менамоем, ки функсияи 𝜔(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 0 дорои сифри дараҷаи 𝛼 > 1 

мебошад, яъне 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼. Дар ин ҳолат ба сифати ҳудуди поёнии интегронӣ 

дар (3.3.14) нуқтаи 𝑥0 = 0-ро қабул менамоем. 

 Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи моделии  

 

[𝑥𝛼]𝑛𝑦(𝑛) + 𝐴1(𝑥)[𝑥
𝛼]𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1(𝑥)𝑥

𝛼𝑦′ + 𝐴𝑛(𝑥)𝑦 = 

= 𝑓(𝑥)    (3.3.15) 

 

бо ёрии формулаи зерин ифода карда мешавад: 

 

  𝑦(𝑥) =∑𝑐𝑖
1𝑒𝜆𝑖𝜇(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)
∫𝑒𝜆𝑖(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡𝛼

𝑥

0

,

𝑛

𝑖=1

         (3.3.16) 
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ки дар ин ҷо 𝜇(𝑥) = −
1

(𝛼−1)𝑥𝛼−1
. Дар ҳолати 𝑚𝑎𝑥

1≤𝑖≤𝑛
𝜆𝑖 = 𝜆𝑛 > 0 будан, барои 

наздикшавандагии интегралҳо дар тарафи рости (3.3.16) талаб менамоем, ки 

функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи  𝑥 = 0  аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин ба 

сифр майл менамояд: 

 

𝑓(𝑥) = о[𝑒𝛿1𝜇(𝑥)],  𝛿1 > 𝜆𝑛,   ҳангоми  𝑥 → 0.                     (3.3.17) 

 

Теоремаи  𝟑. 𝟑. 𝟐.  Бигузор, дар муодилаи (3.3.15) коэффисиентҳои 

𝐴𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз баробариҳои (3.2.3) муайян карда шаванд. «Бигузор, ҳамаи 

решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5) ҳақиқӣ ва гуногун бошанд. 

Функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Γ̅) ва дар ҳолати 𝑚𝑎𝑥
1≤𝑖≤𝑛

𝜆𝑖 = 𝜆𝑛 > 0 будан дар нуқтаи 𝑥 =

0 аз рӯйи формулаи ассимптотикии (3.3.17) ба сифр майл намояд. Он гоҳ 

ҳалли умумии муодилаи моделии ғайриякҷинсаи (3.3.15) бо ёрии формулаи 

(3.3.16) ифода мегардад»[9-М]. 

 II. Бигузор ҳамаи решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5) ҳақиқӣ 

ва якхела бошанд 

 

𝜆1 = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑛 = 𝜆. 

 

Дар ин ҳолат системаи фундаменталии ҳалҳои муодилаи (3.3.4) системаи 

функсияҳои зерин мебошад: 

 

{𝑧𝑖(𝑡)} = {𝑡
𝑖−1𝑒𝜆𝑡},   (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅). 

 

 Барои ин системаи функсияҳо 𝑊(0)  ва  𝑊𝑛𝑖(0)-ро меёбем: 

 

𝑊(0) =  𝑊(𝑠)|𝑠=0 = |

𝑒𝜆𝑠

𝜆𝑒𝜆𝑠

⋯⋯⋯⋯
𝜆𝑛−1𝑒𝜆𝑠

    

𝑠𝑒𝜆𝑠

𝑒𝜆𝑠 + 𝜆𝑠𝑒𝜆𝑠

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)𝜆𝑛−2𝑒𝜆𝑠 + 𝜆𝑛−1𝑠𝑒𝜆𝑠

 

⋯⋯
⋯⋯
……
⋯⋯
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 𝑠𝑛−1𝑒𝜆𝑠

(𝑛 − 1)𝑠𝑛−2𝑒𝜆𝑠 + 𝜆𝑠𝑛−1𝑒𝜆𝑠

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)! 𝑒𝜆𝑠 + 𝑠𝜓(𝑥, 𝑒𝜆𝑠)

||

𝑠=0

= 

= |
|

1
𝜆
𝜆2

⋯⋯
𝜆𝑛−1

     

0
1!
2𝜆

⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)𝜆𝑛−2

    

0
0
2!

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝜆𝑛−3

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

  

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

 

0
0
0

⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)!

|
| = 

= 1! ∙ 2! ∙ … ∙ (𝑛 − 1)!, 

𝑊𝑛1(0) = 𝑊𝑛1(𝑠)|𝑠=0 = (−1)
𝑛+1

|
|

0
1!
2𝜆

⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)𝜆𝑛−2

 

0
0
2!

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)𝜆𝑛−3

 

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

 

0
0
0
⋯
0

|
| = 0, 

𝑊𝑛2(0) = 𝑊𝑛2(𝑠)|𝑠=0 = (−1)
𝑛+2

|
|

1
𝜆
𝜆2

⋯⋯
𝜆𝑛−2

 

0
0
2!

⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 2)𝜆𝑛−3

 

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

 

0
0
0
⋯
0

|
| = 0, 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑊𝑛𝑛(0) = 𝑊𝑛𝑛(𝑠)|𝑠=0 = (−1)
𝑛+1

|
|

1
𝜆
𝜆2

⋯⋯
𝜆𝑛−2

 

0
1!
2𝜆

⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 2)𝜆𝑛−3

 

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

 

0
0
0
⋯

(𝑛 − 2)!

|
| = 

= 1! ∙ 2! ∙ … ∙ (𝑛 − 2)!. 

 

 Ҳамин тавр, ҳалли муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.3)-ро дар намуди 

зерин меёбем: 

 

𝑧(𝑡) =∑𝑐𝑖
2𝑡𝑖−1𝑒𝜆𝑡

𝑛

𝑖=1

+
1

(𝑛 − 1)!
∫(𝑡 − 𝑠)𝑛−1𝑒𝜆(𝑡−𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0
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ва мувофиқан ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.1) чунин намуд 

мегирад:  

 

𝑦(𝑥) =∑𝑐𝑖
2[𝜇(𝑥)]𝑖−1𝑒𝜆𝜇(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+ 

+
1

(𝑛 − 1)!
∫[𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)]𝑛−1𝑒𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)

𝑑𝑡

𝜔(𝑡)

𝑥

𝑥0

.         (3.3.18) 

 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд. 

 Теоремаи  𝟑. 𝟑. 𝟑.   «Бигузор дар муодилаи (3.3.1) коэффисиентҳои 

𝐴𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз баробариҳои (3.2.3) муайян карда шаванд. Бигузор ҳамаи 

решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5) ҳақиқӣ ва якхела бошанд. 

Функсияи  𝜔(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Γ̅). Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи моделии 

ғайриякҷинсаи (3.3.1) ба воситаи формулаи (3.3.18) дода мешавад»[9-М].  

 Дар ҳолати 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼 будан, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи 

(3.3.15) чунин намуд мегирад:  

 

𝑦(𝑥) =∑𝑐𝑖
2[𝜇(𝑥)]𝑖−1𝑒𝜆𝜇(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+ 

+
1

(𝑛 − 1)!
∫[𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)]𝑛−1𝑒𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡𝛼

𝑥

0

.       (3.3.19) 

 

 Дар ин ҷо ҳангоми  𝜆 > 0 будан, барои наздикшавандагии интегралҳои 

тарафи рости (3.3.19) аз функсияи 𝑓(𝑥) талаб менамоем, ки дар нуқтаи 𝑥 = 0 

аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин ба сифр майл намояд:  

 

                             𝑓(𝑥) = о[𝑒𝛿2𝜇(𝑥)],   𝛿2 > 𝜆,   ҳангоми  𝑥 → 0.                    (3.3.20) 
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 Теоремаи  𝟑. 𝟑. 𝟒.  Бигузор, дар муодилаи (3.3.15) коэффисиентҳои 

𝐴𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз баробариҳои (3.2.3) муайян карда шаванд. Бигузор, «ҳамаи 

решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5) ҳақиқӣ ва якхела бошанд. 

Функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Γ̅) ва дар ҳолати 𝜆 > 0 будан дар нуқтаи 𝑥 = 0 аз рӯйи 

формулаи ассимптотикии (3.3.20) ба сифр майл намояд»[9-М]. Он гоҳ ҳалли 

умумии муодилаи моделии ғайриякҷинсаи (3.3.15) бо ёрии формулаи (3.3.19) 

ифода мегардад.  

 III. Бигузор 𝜆1 решаи 𝑘 − каратаи муодилаи характеристикии (3.3.5) 

бошад ва решаҳои боқимонда 𝜆𝑘+1, 𝜆𝑘+2, … , 𝜆𝑛 − ҳақиқӣ ва гуногун бошанд. 

Дар ин ҳолат системаи фундаменталии ҳалҳои муодилаи (3.3.4) системаи 

функсияҳои зерин мебошад: 

 

{𝑧𝑖(𝑡)} = {𝑡
𝑖−1𝑒𝜆1𝑡}, (𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅) ва {𝑧𝑗(𝑡)} = {𝑒

𝜆𝑗𝑡}, (𝑗 = 𝑘 + 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

 

 Қиматҳои 𝑊(0) ва 𝑊𝑛𝑖(0) чунин муайян карда мешаванд: 

 

𝑊(0) =

|

|

1
𝜆1
𝜆1
2

⋯
𝜆1
𝑘

⋯⋯
𝜆1
𝑛−1

  

0
1!
2𝜆1

⋯⋯⋯
𝑘𝜆1

𝑘−1

⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)𝜆1

𝑛−2

  

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

  

0
0
0

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝑘!

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ∙ … ∙ (𝑛 − 𝑘)𝜆1

𝑛−𝑘−1

 

1
𝜆𝑘+1
𝜆𝑘+1
2

⋯⋯
𝜆𝑘+1
𝑘

⋯⋯
𝜆𝑘+1
𝑛−1

  

⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯

  

1
𝜆𝑛
𝜆𝑛
2

⋯⋯
𝜆𝑛
𝑘

⋯⋯
𝜆𝑛
𝑛−1

|

|

, 
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𝑊𝑛1(0) = (−1)
𝑛+1

|

|

0
1!
2𝜆1

⋯⋯⋯⋯⋯
𝑘𝜆1

𝑘−1

⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 2)𝜆1

𝑛−3

  

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

  

0
0
0

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝑘!

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1) ∙ … ∙ (𝑛 − 𝑘 − 1)𝜆1

𝑛−𝑘−2

   

1
𝜆𝑘+1
𝜆𝑘+1
2

⋯⋯
𝜆𝑘+1
𝑘

⋯⋯
𝜆𝑘+1
𝑛−2

⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯

  

1
𝜆𝑛
𝜆𝑛
2

⋯⋯
𝜆𝑛
𝑘

⋯⋯
𝜆𝑛
𝑛−2

|

|

, 

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑊𝑛𝑛(0) = (−1)
𝑛+𝑛

|

|

1
𝜆1
𝜆1
2

⋯
𝜆1
𝑘

⋯
𝜆1
𝑛−2

  

0
1!
2𝜆1

⋯⋯⋯⋯⋯
𝑘𝜆1

𝑘−1

⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 2)𝜆1

𝑛−3

 

⋯
⋯
⋯
⋯
⋯
⋯
⋯

 

0
0
0

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝑘!

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
(𝑛 − 1) ∙ … ∙ (𝑛 − 𝑘 − 1)𝜆1

𝑛−𝑘−2

   

1
𝜆𝑘+1
𝜆𝑘+1
2

⋯⋯
𝜆𝑘+1
𝑘

⋯⋯
𝜆𝑘+1
𝑛−2

⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯
⋯⋯

  

1
𝜆𝑛−1
𝜆𝑛−1
2

⋯⋯
𝜆𝑛−1
𝑘

⋯⋯
𝜆𝑛−1
𝑛−2

|

|

. 

 

 Акнун, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.3)-ро дар чунин 

намуд меёбем: 

 

𝑧(𝑡) =∑𝑐𝑖
3𝑡𝑖−1𝑒𝜆1𝑡

𝑘

𝑖=1

+ ∑ 𝑐𝑗
3𝑒𝜆𝑗𝑡

𝑛

𝑗=𝑘+1

+ 
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+∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫(𝑡 − 𝑠)𝑖−1
𝑡

𝑡0

𝑒𝜆1(𝑡−𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠 + ∑
𝑊𝑛𝑗(0)

𝑊(0)

𝑛

𝑗=𝑘+1

∫𝑒𝜆𝑗(𝑡−𝑠)
𝑡

𝑡0

𝐹(𝑠)𝑑𝑠. 

 

Аз ин ҷо ҳалли умумии муодилаи (3.3.1) намуди зеринро мегирад: 

 

𝑦(𝑥) =∑𝑐𝑖
3[𝜇(𝑥)]𝑖−1𝑒𝜆1𝜇(𝑥)

𝑘

𝑖=1

+ ∑ 𝑐𝑗
3𝑒𝜆𝑗𝜇(𝑥)

𝑛

𝑗=𝑘+1

+ 

+∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))𝑖−1
𝑥

𝑥0

𝑒𝜆1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝜔(𝑡)
+ 

                        + ∑
𝑊𝑛𝑗(0)

𝑊(0)

𝑛

𝑗=𝑘+1

∫𝑒𝜆𝑗(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))
𝑥

𝑥0

𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝜔(𝑡)
.                           (3.3.21) 

 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд. 

 Теоремаи 𝟑. 𝟑. 𝟓. Бигузор, дар муодилаи (3.3.1) коэффисиентҳои 

𝐴𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз баробариҳои (3.2.3) муайян карда шаванд. Бигузор, 𝜆1 

решаи  𝑘 − каратаи муодилаи характеристикии (3.3.5) буда, решаҳои 

боқимонда 𝜆𝑘+1, 𝜆𝑘+2, … , 𝜆𝑛 − ҳақиқӣ ва гуногун бошанд. Функсияи 𝑓(𝑥) ∈

𝐶(Γ̅) ва 𝜔(𝑥) дар ягон нуқтаи интервали 𝛤 ба сифр мубаддал намегардад. Он 

гоҳ ҳалли умумии муодилаи моделии ғайриякҷинсаи (3.3.1) ба воситаи 

формулаи (3.3.21) ифода карда мешавад.  

 Агар 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼 бошад, пас ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи 

(3.3.15) ба воситаи формулаи зерин ифода мешавад: 

 

𝑦(𝑥) =∑𝑐𝑖
3[𝜇(𝑥)]𝑖−1𝑒𝜆1𝜇(𝑥)

𝑘

𝑖=1

+ ∑ 𝑐𝑗
3𝑒𝜆𝑗𝜇(𝑥)

𝑛

𝑗=𝑘+1

+ 

+∑
𝑊𝑛𝑖(0)

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))𝑖−1
𝑥

0

𝑒𝜆1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝑡𝛼
+ 
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                         + ∑
𝑊𝑛𝑗(0)

𝑊(0)

𝑛

𝑗=𝑘+1

∫𝑒𝜆𝑗(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))
𝑥

0

𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝑡𝛼
.                           (3.3.22) 

 

 Умумиятро маҳдуд накарда, фарз менамоем, ки решаҳои муодилаи 

характеристики (3.3.5) аз рӯйи нобаробарии зерин рақамгузорӣ шудаанд:   

 

𝜆1 < 𝜆𝑘+1 < 𝜆𝑘+2 < ⋯ < 𝜆𝑛. 

 

 Он гоҳ дар ҳолати 𝜆𝑛 > 0 барои наздикшавандагии интегралҳо дар 

тарафи рости (3.3.22) талаб менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 0 ба 

сифр мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи баробарии зерин муайян карда 

мешавад:  

 

                             𝑓(𝑥) = о[𝑒𝛿3𝜇(𝑥)], 𝛿3 > 𝜆𝑛, ҳангоми 𝑥 → 0.                    (3.3.23) 

 

 Теоремаи 𝟑. 𝟑. 𝟔. Бигузор, ҳамаи шартҳои теоремаи 3.3.4 иҷро шавад 

ва 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼 . Ғайр аз ин, функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Г̅) ва дар ҳолати 𝜆𝑛 > 0  дар 

нуқтаи  𝑥 = 0 аз рӯйи формулаи ассимптотикии (3.3.24) ба сифр мубаддал 

гардад. Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи моделии ғайриякҷинсаи (3.3.15) ба 

воситаи формулаи (3.3.22) дода мешавад. 

𝐈𝐕.  Бигузор, дар муодилаи (3.3.5) 𝑛 = 2𝑘 − адади ҷуфт бошад ва ҳамаи 

решаҳои ин муодила ададҳои комплексӣ ҳамроҳшуда буда, чунин ишора 

карда шудаанд:  

 

𝜆1,2 = 𝛼1 ± 𝑖𝛽1,   𝜆3,4 = 𝛼2 ± 𝑖𝛽2, … , 𝜆2𝑘−1,2𝑘 = 𝛼𝑘 ± 𝑖𝛽𝑘. 

 

Он гоҳ системаи функсияҳои 

 

𝑧1(𝑡) = 𝑒
𝛼1𝑡cos𝛽1𝑡, 𝑧2(𝑡) = 𝑒

𝛼1𝑡sin𝛽1𝑡, …,   
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𝑧2𝑘−1(𝑡) = 𝑒
𝛼𝑘𝑡cos𝛽𝑘𝑡, 𝑧2𝑘(𝑡) = 𝑒

𝛼𝑘𝑡sin𝛽𝑘𝑡   

 

системаи фундаменталии ҳалҳои муодилаи (3.3.4)-ро ташкил медиҳад. 

Ҳосилаи функсияҳои 𝑧𝑖(𝑡), (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ )-ро ҳисоб менамоем. Аз  𝑧𝑖̅(𝑡) =

𝑒𝜆𝑖𝑡 ,  ки дар ин ҷо 𝜆𝑖 = 𝛼𝑖 ± 𝑖𝛽𝑖 аст, ҳосил мекунем: 

 

 𝑧 ̅𝑖
(𝑘)(𝑡) = 𝜆𝑖

𝑘𝑒𝜆𝑖𝑡 = (𝛼𝑖 ± 𝑖𝛽𝑖)
𝑘 𝑒𝛼𝑖𝑡(cos𝛽𝑖𝑡 ± 𝑖sin𝛽𝑖𝑡) = 

= 𝑒𝛼𝑖𝑡 (𝛼𝑖
(𝑘)
± 𝑖𝛽𝑖

(𝑘)
) (cos𝛽𝑖𝑡 ± 𝑖sin𝛽𝑖𝑡) =  𝑒

𝛼𝑖𝑡 [(𝛼𝑖
(𝑘)
cos𝛽𝑖𝑡 − 𝛽𝑖

(𝑘)
sin𝛽𝑖𝑡) ± 

±𝑖 (𝛼𝑖
(𝑘)
sin𝛽𝑖𝑡 + 𝛽𝑖

(𝑘)
cos𝛽𝑖𝑡)], 

 

ки дар ин ҷо 𝛼𝑖
(𝑘)
= Re𝜆𝑖

𝑘,     𝛽𝑖
(𝑘)
= Im𝜆𝑖

𝑘. 

 Аз тарафи дигар 

 

𝑧𝑖̅(𝑡) = 𝑒
𝛼𝑖𝑡(cos𝛽𝑖𝑡 ± 𝑖sin𝛽𝑖𝑡) = 𝑒

𝛼𝑖𝑡cos𝛽𝑖𝑡 ± 𝑖𝑒
𝛼𝑖𝑡sin𝛽𝑖𝑡 = 𝑧𝑖(𝑡) ± 𝑖𝑧𝑖+1(𝑡), 

 

пас  

 𝑧 ̅𝑖
(𝑘)(𝑡) = 𝑧𝑖

(𝑘)(𝑡) ± 𝑖𝑧𝑖+1
(𝑘) (𝑡) 

ва бинобар ин  

 

𝑧𝑖
(𝑘)(𝑡) = 𝑒𝛼𝑖𝑡 (𝛼𝑖

(𝑘)
cos𝛽𝑖𝑡 − 𝛽𝑖

(𝑘)
sin𝛽𝑖𝑡), 

𝑧𝑖+1
(𝑘) (𝑡) = 𝑒𝛼𝑖𝑡 (𝛼𝑖

(𝑘)
sin𝛽𝑖𝑡 + 𝛽𝑖

(𝑘)
cos𝛽𝑖𝑡) , (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

 

 Барои муайянкунандаи 𝑊(0) дорем: 

𝑊(0) =
|

|

1     0    ⋯⋯    1             0    

𝛼1
(1)
    𝛽1

(1)
   ⋯⋯  𝛼𝑘

(1)
      𝛽𝑘

(1)

𝛼1
(2)
    𝛽1

(2)
   ⋯⋯  𝛼𝑘

(2)
       𝛽𝑘

(2)

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝛼1
(2𝑘−1)

𝛽1
(2𝑘−1)

⋯⋯ 𝛼𝑘
(2𝑘−1)

𝛽𝑘
(2𝑘−1)

|

|
. 
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Айнан, ҳамин тавр барои 𝑊2𝑘 𝑖(0), (𝑖 = 1,2𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ) дорем: 

 

𝑊2𝑘 1(0) = (−1)
2𝑘−1+1

|

|

0       ⋯⋯ 1           0         

𝛽1
(1)
    ⋯⋯ 𝛼𝑘

(1)
      𝛽𝑘

(1)
     

𝛽1
(2)
     ⋯⋯ 𝛼𝑘

(2)
      𝛽𝑘

(2)
     

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝛽1
(2𝑘−2)

⋯⋯ 𝛼𝑘
(2𝑘−2)

𝛽𝑘
(2𝑘−2)

|

|
, 

−−−−−− −−−−−−−−−−− −−−−−−−−−− 

𝑊2𝑘 2𝑘(0) = (−1)
2𝑘+2𝑘

|

|

1        0        ⋯⋯  0          

𝛼1
(1)
    𝛽1

(1)
      ⋯⋯  𝛼𝑘

(1)
       

𝛼1
(2)
     𝛽1

(2)
      ⋯⋯  𝛼𝑘

(2)
       

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝛼1
(2𝑘−2)

𝛽1
(2𝑘−2)

⋯⋯ 𝛼𝑘
(2𝑘−2)

|

|
. 

 Аз ин бармеояд, ки дар ин ҳолат ҳалли муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.3) 

чунин мебошад: 

 

𝑧(𝑡) =∑[𝑐2𝑖−1
4 cos𝛽𝑖𝑡 + 𝑐2𝑖

4 sin𝛽𝑖𝑡]

𝑘

𝑖=1

+ 

+∑
1

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫𝑒𝛼𝑖(𝑡−𝑠)[𝑊2𝑖−1(0)cos𝛽𝑖(𝑡 − 𝑠) +𝑊2𝑖(0)sin𝛽𝑖(𝑡 − 𝑠)]

𝑡

𝑡0

𝐹(𝑠)𝑑𝑠 

 

ва аз ин ҷо ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.1) чунин намуд 

мегирад:  

 

𝑦(𝑥) =∑𝑒𝛼𝑖𝜇(𝑥)
𝑘

𝑖=1

[𝑐2𝑖−1
4 cos𝛽𝑖𝜇(𝑥) + 𝑐2𝑖

4 sin𝛽𝑖𝜇(𝑥)] + 

+∑
1

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫𝑒𝛼𝑖(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))
𝑥

𝑥0

[𝑊2𝑖−1(0)cos𝛽𝑖(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)) + 

                  +𝑊2𝑖(0)sin𝛽𝑖(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝜔(𝑡)
.                          (3.3.24) 
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 Ҳамин тавр, исбот карда шуд.   

 Теоремаи 𝟑. 𝟑. 𝟕. Бигузор, дар муодилаи (3.3.1) коэффисиентҳои 

𝐴𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз рӯйи баробариҳои (3.2.3) муайян карда шаванд. Ғайр аз 

ин, бигузор 𝑛 = 2𝑘 − адади ҷуфт бошад ва ҳамаи решаҳои муодилаи 

характеристикии (3.3.5) ададҳои комплексии ҳамроҳшуда бошанд. Функсияи 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Γ̅) ва 𝜔(𝑥) дар ягон нуқтаи интервали 𝛤 ба сифр мубаддал 

нагардад. Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи моделии ғайриякҷинсаи (3.3.1) ба 

воситаи формулаи (3.3.24) ифода карда мешавад.   

 Дар ҳолати 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼 аз (3.3.24) ҳалли умумии муодилаи 

ғайриякҷинсаи (3.3.15)-ро дар чунин намуд меёбем:  

 

𝑦(𝑥) =∑𝑒𝛼𝑖𝜇(𝑥)
𝑘

𝑖=1

[𝑐2𝑖−1
4 cos𝛽𝑖𝜇(𝑥) + 𝑐2𝑖

4 sin𝛽𝑖𝜇(𝑥)] + 

+∑
1

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫𝑒𝛼𝑖(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))
𝑥

0

[𝑊2𝑖−1(0)cos𝛽𝑖(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)) + 

                       +𝑊2𝑖(0)sin𝛽𝑖(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝑡𝛼
.                                (3.3.25) 

 

 Бигузор, қисмҳои ҳақиқии решаҳои муодилаи характеристикии (3.3.5) 

нобаробарии  

 

𝛼1 < 𝛼2 < ⋯ < 𝛼𝑘 

 

-ро қаноат намоянд.  

 Он гоҳ, агар шарти 𝛼𝑘 > 0 иҷро гардад, пас барои наздикшавандагии 

интегралҳои тарафи рости (3.3.25) аз функсияи 𝑓(𝑥) талаб менамоем, ки дар 

нуқтаи 𝑥 = 0 аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин ба сифр майл намояд: 
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                             𝑓(𝑥) = о[𝑒𝛿4𝜇(𝑥)], 𝛿2 > 𝛼𝑘 , ҳангоми 𝑥 → 0.                      (3.3.26) 

 

 Теоремаи 𝟑. 𝟑. 𝟖.  Бигузор ҳамаи шартҳои теоремаи 3.3.6 иҷро гардад 

ва 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼 .  Бигузор 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Γ̅)  ва дар ҳолати 𝛼𝑘 > 0 будан, дар нуқтаи 

𝑥 = 0  аз рӯйи формулаи ассимптотикии (3.3.26) ба сифр майл намояд. Он 

гоҳ ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.15) ба воситаи формулаи 

(3.3.25) ифода карда мешавад.  

 𝐕.  Бигузор, решаи 𝛼1 ± 𝑖𝛽1 муодилаи характеристикии (3.3.5) решаи 

комплексии ҳамроҳшудаи каратнокиаш 𝑘 ва решаҳои боқимонда ҳақиқӣ ва 

гуногун бошанд.  

 Дар ин ҳолат системаи функсияҳои:  

 

𝑧1(𝑡) = 𝑒
𝛼1𝑡cos𝛽1𝑡,     𝑧2(𝑡) = 𝑒

𝛼1𝑡sin𝛽1𝑡, 

𝑧3(𝑡) = 𝑡𝑒
𝛼1𝑡cos𝛽1𝑡, 𝑧4(𝑡) = 𝑡𝑒

𝛼1𝑡sin𝛽1𝑡, 

𝑧2𝑘−1(𝑡) = 𝑡
𝑘−1𝑒𝛼1𝑡cos𝛽1𝑡,   𝑧2𝑘(𝑡) = 𝑡

𝑘−1𝑒𝛼1𝑡sin𝛽1𝑡, 

𝑧2𝑘+1(𝑡) = 𝑒
𝜆2𝑘+1𝑡 , …… , 𝑧𝑛(𝑡) = 𝑒

𝜆𝑛𝑡 , 

 

системаи фундаменталии ҳалҳои муодилаи (3.3.4)-ро ташкил медиҳанд. 

 Қиматҳои муайянкунандаҳои 𝑊(0)  ва 𝑊𝑛𝑖(0)-ро меёбем: 

 

𝑊(0) =

|

|

1            0            0                 0       ⋯⋯⋯

𝛼1
(1)
     𝛽1

(1)
     (𝛼1

(1)
)
𝛼

′
     (𝛽1

(1)
)
𝛼

′
⋯⋯⋯

𝛼1
(2)
      𝛽1

(2)
    (𝛼1

(2)
)
𝛼

′
      (𝛽1

(2)
)
𝛼

′
⋯⋯⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝛼1
(𝑛−1)

𝛽1
(𝑛−1)

(𝛼1
(𝑛−1)

)
𝛼

′

(𝛽1
(𝑛−1)

)
𝛼

′
⋯⋯⋯
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    0                         0               ⋯⋯⋯     1     ⋯⋯⋯       1

(𝛼1
(1)
)
𝛼

(𝑘−1)
       (𝛽1

(1)
)
𝛼

(𝑘−1)
⋯⋯⋯ 𝜆2𝑘+1 ⋯⋯⋯      𝜆𝑛 

(𝛼1
(2)
)
𝛼

(𝑘−1)
    (𝛽1

(2)
)
𝛼

(𝑘−1)
    ⋯⋯⋯ 𝜆2𝑘+1

2 ⋯⋯⋯     𝜆𝑛
2  

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

(𝛼1
(𝑛−1)

)
𝛼

(𝑘−1)

(𝛽1
(𝑛−1)

)
𝛼

(𝑘−1)
⋯⋯⋯ 𝜆2𝑘+1

𝑛−1 ⋯⋯⋯ 𝜆𝑛
𝑛−1

|

|

, 

𝑊𝑛1(0) = (−1)
𝑛+1

|

|

  0      ⋯⋯         0                      0               ⋯⋯  

𝛽1
(1)
  ⋯⋯     (𝛼1

(1)
)
𝛼

(𝑘−1)
  (𝛽1

(1)
)
𝛼

(𝑘−1)
   ⋯⋯

𝛽1
(2)
   ⋯⋯  (𝛼1

(2)
)
𝛼

(𝑘−1)
     (𝛽1

(2)
)
𝛼

(𝑘−1)
   ⋯⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝛽1
(𝑛−2)

⋯⋯ (𝛼1
(𝑛−2)

)
𝛼

(𝑘−1)

(𝛽1
(𝑛−2)

)
𝛼

(𝑘−1)
⋯⋯

 

1 ⋯⋯ 1
𝜆2𝑘+1 ⋯⋯  𝜆𝑛
𝜆2𝑘+1
2 ⋯⋯ 𝜆𝑛

2

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝜆2𝑘+1
𝑛−1 ⋯⋯ 𝜆𝑛

𝑛−1

|
| 

− −−−−−−−−−−−− −−−−−−−−−−−− −−−−− 

𝑊𝑛𝑛(0) = (−1)
2𝑛

|

|

1  0  ⋯⋯         0                      0         

𝛼1
(1)

𝛽1
(1)

    ⋯⋯    (𝛼1
(1)
)
𝛼

(𝑘−1)
  (𝛽1

(1)
)
𝛼

(𝑘−1)

𝛼1
(2)

𝛽1
(2)

    ⋯⋯    (𝛼1
(2)
)
𝛼

(𝑘−1)
  (𝛽1

(2)
)
𝛼

(𝑘−1)

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝛼1
(𝑛−2)

𝛽1
(𝑛−2)

⋯⋯ (𝛼1
(𝑛−2)

)
𝛼

(𝑘−1)
(𝛽1

(𝑛−2)
)
𝛼

(𝑘−1)

 

1 ⋯⋯ 1    
𝜆2𝑘+1 ⋯⋯  𝜆𝑛−1   

𝜆2𝑘+1
2 ⋯⋯ 𝜆𝑛−1

2    
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝜆2𝑘+1
𝑛−2 ⋯⋯  𝜆𝑛−1

𝑛−2  

|
|, 

 

ки дар ин ҷо 𝛼𝑖
(𝑘)
= Re𝜆𝑖

𝑘, 𝛽𝑖
(𝑘)
= Im𝜆𝑖

𝑘. 

 Ҳамин тавр, дар асоси формулаи (3.3.11)  ҳалли умумии муодилаи 

ғайриякҷинсаи (3.3.3)-ро дар намуди зерин ҳосил мекунем: 

 



92 
 

𝑧(𝑡) =∑𝑡𝑖−1𝑒𝛼1𝑡[𝑐2𝑖−1
5 cos𝛽1𝑡 + 𝑐2𝑖

5 sin𝛽1𝑡]

𝑘

𝑖=1

+ ∑ 𝑐𝑗𝑒
𝜆𝑗𝑡

𝑛

𝑗=2𝑘+1

+ 

+∑
1

𝑊(0)
∫(𝑡 − 𝑠)𝑖−1𝑒𝛼1(𝑡−𝑠)[𝑊𝑛2𝑖−1(0)cos𝛽1(𝑡 − 𝑠) +

𝑡

𝑡0

𝑘

𝑖=1 

 

+𝑊𝑛2𝑖(0)sin𝛽1(𝑡 − 𝑠)]𝐹(𝑠)𝑑𝑠 + ∑
𝑊𝑛𝑗(0)

𝑊(0)
∫𝑒𝛼𝑗(𝑡−𝑠)𝐹(𝑠)𝑑𝑠.

𝑡

𝑡0

𝑛

𝑗=2𝑘+1

 

 

 Аз ин ҷо, ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.1) чунин намуд 

мегирад: 

 

𝑦(𝑥) =∑[𝜇(𝑥)]𝑖−1𝑒𝛼1𝜇(𝑥)
𝑘

𝑖=1

[𝑐2𝑖−1
5 cos[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝑐2𝑖

5 sin[𝛽1𝜇(𝑥)]] + 

+ ∑ 𝑐𝑗𝑒
𝛼𝑗𝜇(𝑥)

𝑛

𝑗=2𝑘+1

+∑
1

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫[𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)]𝑖−1
𝑥

𝑥0

𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡)) × 

× [𝑊𝑛2𝑖−1(0)cos𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)) +𝑊𝑛2𝑖(0)sin𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝜔(𝑡)
+ 

                           + ∑
𝑊𝑛𝑗(0)

𝑊(0)
∫𝑒𝛼𝑗(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)

𝑑𝑡

𝜔(𝑡)
.

𝑥

𝑥0

𝑛

𝑗=2𝑘+1

                       (3.3.27) 

 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд. 

 Теоремаи  𝟑. 𝟑. 𝟗. Бигузор, дар муодилаи (3.3.1) коэффисиентҳои 

 𝐴𝑖(𝑥) (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) аз баробариҳои (3.2.3) муайян карда шаванд. Ғайр аз ин, 

бигузор, решаи 𝛼1 ± 𝑖𝛽1-и муодилаи характеристикии (3.3.5) решаи 

комплексии ҳамроҳшудаи 𝑘-карата ва решаҳои боқимонда ҳақиқӣ ва гуногун 

бошанд. Функсияи 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(𝛤) ва 𝜔(𝑥) дар ягон нуқтаи интервали 𝛤 ба 

сифр мубаддал нагардад. Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи 

(3.3.1) ба воситаи формулаи (3.3.27) дода мешавад.  
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 Агар 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼 бошад, пас ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи 

(3.3.15)-ро дар намуди зерин меёбем: 

 

𝑦(𝑥) =∑[𝜇(𝑥)]𝑖−1
𝑘

𝑖=1

𝑒𝛼1𝜇(𝑥) [𝑐2𝑖−1
5 cos[𝛽1𝜇(𝑥)] + 𝑐2𝑖

5 sin[𝛽1𝜇(𝑥)]] + 

+ ∑ 𝑐𝑗
5𝑒𝜆𝑗𝜇(𝑥)

𝑛

𝑗=2𝑘+1

+∑
1

𝑊(0)

𝑘

𝑖=1

∫[𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡)]𝑖−1
𝑥

0

𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡)) × 

× [𝑊𝑛2𝑖−1(0)𝑐𝑜𝑠[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))] +𝑊𝑛2𝑖(0) 𝑠𝑖𝑛[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]] 𝑓(𝑡)
𝑑𝑡

𝑡𝛼
+ 

                                 + ∑
𝑊𝑛𝑗(0)

𝑊(0)
∫𝑒𝜆𝑗(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡𝛼
.

𝑥

0

𝑛

𝑗=2𝑘+1

                       (3.3.28) 

 

Бигузор, нобаробарии зерин иҷро бигардад: 

 

𝛼1 < 𝜆2𝑘+1 < 𝜆2𝑘+2 < ⋯ < 𝜆𝑛, 

 

он гоҳ, агар шарти 𝜆𝑛 > 0 иҷро шавад, пас барои наздикшавандагии 

интегралҳо дар (3.3.28) талаб менамоем, ки функсияи 𝑓(𝑥) дар нуқтаи 𝑥 = 0 

ба сифр мубаддал гашта, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин 

муайян карда шавад:  

 

                                 𝑓(𝑥) = о[𝑒𝛿5𝜇(𝑥)], 𝛿5 > 𝜆𝑛, ҳангоми 𝑥 → 0.                (3.3.29) 

 

 Теоремаи 𝟑. 𝟑. 𝟏𝟎. Бигузор ҳамаи шартҳои теоремаи 3.3.8 иҷро 

шаванд ва 𝜔(𝑥) = 𝑥𝛼 бошад. Бигузор, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶(Γ̅)  ва дар ҳолати 𝜆𝑛 > 0 дар 

нуқтаи 𝑥 = 0 аз рӯйи формулаи ассимптотикии (3.3.29) ба сифр майл 

намояд. Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи ғайриякҷинсаи (3.3.15) ба воситаи 

формулаи (3.3.28) ифода карда мешавад.  
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Хулосаҳои боби сеюм 

 

Дар ин боб масъалаи ҳалшавандагии муодилаи дифференсиалии 

барзиёд таназзулёбандаи тартиби 𝑛-ум мавриди таҳқиқ қарор гирифтааст. 

Гузорише ёфта шудааст, ки бо истифода аз он муодилаи таҳқиқшаванда ба 

муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад. Оид ба 

ин тасдиқот теоремаи 3.1.1 исбот карда шудааст.  

Дар зербоби 3.2 ва 3.3 муодилаи якҷинса ва ғайриякҷинсаи намуди 

Эйлер бо коэффисиентҳои тағйирёбанда таҳқиқ гардидааст. Чунин намуди 

коэффисиентҳои муодилаи намуди Эйлер муайян карда шудааст, ки барои ин 

гуна коэффисиентҳо муодилаи таҳқиқшаванда ба муодилаи дифференсиалӣ 

бо коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад.  

Аз ин ҷо, дар 5 ҳолати решаҳои муодилаи характеристикии 

мувофиқоянда, ҳалли умумии муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ ёфта шуда, баъдан бо истифода аз ин ҳалҳо ва гузориши мувофиқи 

тағйирёбандаҳо, ҳалли муодилаи аввалаи намуди Эйлер ёфта шудааст.  

Инчунин, дар панҷ ҳолати дида баромадашуда, муодилае таҳқиқ 

гардидааст, ки дар он функсияи 𝜔(𝑥) дар ягон нуқтаи интервали Г ба сифр 

мубаддал мегардад.  

Натиҷаҳои дар ин қисмати боб бадастовардашуда дар теоремаҳои 3.3.1-

3.3.10 исбот гардидаанд.  

Натиҷаҳои асосии дар ин боб бадастовардашуда дар корҳои [6-М], [11-

М], [12-М] ба чоп расонда шудааст. 
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БОБИ 4. ОИД БА БАЪЗЕ ТАТБИҚҲОИ НАТИҶАҲОИ 

БАДАСТОВАРДАШУДА 

 

4.1. Омӯзиши хосиятҳои ҳалҳои муодилаи дифференсиалии моделии 

тартиби дуюми таназзулёбанда 

 

 Дар Г муодилаи моделии тартиби дуюми зеринро дида мебароем:  

 

                      [𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + [𝑎1 +𝜔
′(𝑥)]𝜔(𝑥)𝑦′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥),                     (4.1.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝑓(𝑥) − функсияи додашудаи бефосила дар Г, 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 .  

 Дар асоси натиҷаҳои зербобҳои 4 ва 5-и боби дуюм, вобаста аз 

решаҳои муодилаи характеристикии: 

 

      𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0                                                (4.1.2) 

 

ҳалҳои муодилаи (4.1.1) намудҳои зеринро мегирад. 

1. Дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) ҳақиқӣ ва 

гуногун будан: 

 

𝑦1(𝑥) = 𝑐1
1𝑒𝜆1𝜇(𝑥) + 𝑐2

1𝑒𝜆2𝜇(𝑥) −
1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝑒𝜆1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡)) −

𝑥

𝑎

 

                          −𝑒𝜆2(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)) ≡ 𝐸1[𝑐1
1, 𝑐2

1, 𝑓(𝑥)],                      (4.1.3) 

 

ки дар ин ҷо 𝜇(𝑥) = −
1

(𝛼−1)(𝑥−𝑎)𝛼−1
.  

2. Дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) ҳақиқӣ ва 

якхела будан:  
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𝑦2(𝑥) = 𝑐1
2𝑒𝜆𝜇(𝑥) + 𝑐2

2𝜇(𝑥)𝑒𝜆𝜇(𝑥) +∫𝑒𝜆(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

≡ 

                                                                          ≡ 𝐸2[𝑐1
2, 𝑐2

2, 𝑓(𝑥)].    (4.1.4) 

 

3. Дар ҳолати решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) ададҳои 

комплексии ҳамроҳшуда будан: 

 

𝑦3(𝑥) = 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)cos[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐1
3 + 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)sin[𝛽1𝜇(𝑥)]𝑐2

3 + 

+
1

𝛽1
∫𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))sin[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

≡ 

≡ 𝐸3[𝑐1
3, 𝑐2

3, 𝑓(𝑥)].  (4.1.5) 

 

Хосияти ҳалҳои (4.1.3) − (4.1.5)-ро меомӯзем. 

10. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) нобаробарии 

𝜆2 > 𝜆1-ро қаноат намоянд. 

Қайди 4.1.1. «Ҳалли намуди (4.1.3) ҳангоми 𝜆1 > 0 будан дар нуқтаи 

𝑥 = 𝑎 ба сифр майл намуда, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии 

зерин муайян карда мешавад: 

 

            𝑦1(𝑥) = 𝑜[𝑒
𝜆1𝜇(𝑥)],   ҳангоми  𝑥 → 𝑎.                                    (4.1.6) 

 

Дар ҳолати 𝜆1 < 0 будан, ҳалли намуди (4.1.3) дар нуқтаи 𝑥 = 𝑎 ба беохирӣ 

майл намуда, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин муайян 

карда мешавад»[4-М]:  

 

       𝑦1(𝑥) = 𝑂[𝑒
−|𝜆1|𝜇(𝑥)],   ҳангоми  𝑥 → 𝑎.                               (4.1.7) 

 

Ишораҳои зеринро дохил менамоем: 
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𝑃𝜆1[𝑦1(𝑥)] = 𝑒
−𝜆1𝜇(𝑥) 𝑦1(𝑥), 

             𝑃𝜆1𝜆2[𝑦′1(𝑥)] = 𝑒
−(𝜆2−𝜆1)𝜇(𝑥)(𝑥 − 𝑎)𝛼

𝑑

𝑑𝑥
[𝑒−𝜆1𝜇(𝑥)𝑦1(𝑥)].         (4.1.8) 

 

Қайди 4.1.2. Ҳалли намуди (4.1.3) дорои хосиятҳои зерин мебошад:  

 

     [𝑃𝜆1[𝑦1(𝑥)]]|𝑥=𝑎
= 𝑐1

1 ,   [𝑃𝜆1𝜆2[𝑦1
′(𝑥)]]|

𝑥=𝑎
= (𝜆2 − 𝜆1) ∙ 𝑐2

1           (4.1.9) 

 

20. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) ҳақиқӣ ва 

якхела бошанд, яъне 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆. 

Қайди 4.1.3. «Ҳалли намуди (4.1.4) ҳангоми 𝜆 > 0 будан, дар нуқтаи 

𝑥 = 𝑎 ба сифр майл намуда, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии 

зерин муайян карда мешавад»[4-М]:  

 

                       𝑦2(𝑥) = 𝑜[𝑒
𝜆𝜇(𝑥) ∙ 𝜇(𝑥)],   ҳангоми  𝑥 → 𝑎.                          (4.1.10) 

 

Дар ҳақиқат, азбаски ҳалли намуди (4.1.4)-ро дар намуди:  

 

𝑦2(𝑥) = 𝑒
𝜆𝜇(𝑥) ∙ 𝜇(𝑥) [

𝑐1
2

𝜇(𝑥)
+ 𝑐2

2 +∫𝑒−𝜆𝜇(𝑡) (1 −
𝜇(𝑡)

𝜇(𝑥)
)𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

] 

 

навиштан мумкин аст ва ҳудуди дохили қавси квадратӣ ҳангоми 𝑥 → 𝑎 ба 

адади доимӣ майл менамояд ва ҳудуди ифодаи беруни қавси квадратӣ ба 

сифр майл менамояд, бинобар ин дараҷаи калонтарини сифри ҳалли 𝑦2(𝑥) аз 

рӯйи ифодаи беруни қавси квадратӣ дар намуди (4.1.10) муайян карда 

мешавад.  
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Қайди 4.1.4. «Ҳалли намуди (4.1.4) ҳангоми 𝜆 < 0 будан, дар нуқтаи 

𝑥 = 𝑎 ба беохирӣ майл намуда, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии 

зерин муайян карда мешавад»[4-М]:  

 

                  𝑦2(𝑥) = 𝑂[𝑒−|𝜆|𝜇(𝑥) ∙ 𝜇(𝑥)],   ҳангоми  𝑥 → 𝑎.                         (4.1.11) 

 

Ишораҳои зеринро дохил менамоем:  

 

𝑃𝜆
1[𝑦2(𝑥)] = 𝑒

−𝜆𝜇(𝑥) ∙ 𝜇−1(𝑥)𝑦2(𝑥), 

𝑃𝜆
2[𝑦2

′(𝑥)] = 𝜇2(𝑥)(𝑥 − 𝑎)2
𝑑

𝑑𝑥
[𝑒−𝜆𝜇(𝑥) ∙ 𝜇−1(𝑥)𝑦2(𝑥)].            (4.1.12) 

 

Қайди 4.1.5. Ҳалли намуди (4.1.4) дорои хосиятҳои зерин мебошад:  

 

[𝑃𝜆
1[𝑦2(𝑥)]]|

𝑥=𝑎
= 𝑐1

2 ,   [𝑃𝜆
2[𝑦2

′(𝑥)]]|
𝑥=𝑎

= −𝑐2
2.                  (4.1.13) 

 

30. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) ададҳои 

комплексию ҳамроҳшуда бошад ва 𝜆1,2 = 𝛼1 ± 𝑖𝛽1. Фарз менамоем, ки қисми 

ҳақиқии ин решаҳо адади мусбат мебошад, яъне Re(𝜆1,2) = 𝛼1 > 0. Он гоҳ 

ҳалли намуди (4.1.5)-ро ба намуди:  

 

𝑦3(𝑥) = 𝑒
𝛼1𝜇(𝑥)[𝑐𝑜𝑠(𝛽1𝜇(𝑥))𝑐1

3 + 𝑠𝑖𝑛(𝛽1𝜇(𝑥))𝑐2
3] + 

+
1

𝛽1
∫𝑒−𝛼1𝜇(𝑡)𝑠𝑖𝑛[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

≡ 𝑒𝛼1𝜇(𝑥)𝑊(𝑥)     (4.1.14) 

 

оварда, мебинем, ки ҳудуди функсияи 𝑊(𝑥) ҳангоми 𝑥 → 𝑎 ба адади доимӣ 

майл менамояд. Аз ин ҷо, қайди зерин ҷой дорад:  
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Қайди 4.1.6. «Ҳалли намуди (4.1.5) ҳангоми 𝛼1 > 0 будан, дар нуқтаи 

𝑥 = 𝑎 ба сифр майл намуда, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии 

зерин муайян карда мешавад»[4-М]:  

 

𝑦3(𝑥) = 𝑜[𝑒
𝛼1𝜇(𝑥)],   ҳангоми  𝑥 → 𝑎. 

 

Қайди 4.1.7. «Ҳалли намуди (4.1.5) ҳангоми 𝛼1 < 0 дар нуқтаи 𝑥 = 𝑎 

ба беохирӣ майл намуда, рафтораш аз рӯйи формулаи ассимптотикии зерин 

муайян карда мешавад»[4-М]:  

 

𝑦3(𝑥) = 𝑂[𝑒
−|𝛼1|𝜇(𝑥) ∙ 𝜇(𝑥)],   ҳангоми  𝑥 → 𝑎. 

 

Бо 𝐷𝑥
𝑎 оператори дифференсиалии зеринро ишора мекунем: 

 

𝐷𝑥
𝑎 = (𝑥 − 𝑎)𝛼

𝑑

𝑑𝑥
. 

 

Оператори 𝐷𝑥
𝑎-ро ба функсияи (4.1.5) татбиқ намуда, ҳосил мекунем: 

 

𝐷𝑥
𝑎𝑦3(𝑥) = 𝑒

𝛼1𝜇(𝑥)[(𝛼1𝑐1
3 + 𝛽1𝑐2

3)cos(𝛽1𝜇(𝑥)) + (𝛼1𝑐2
3 − 𝛽1𝑐1

3)sin(𝛽1𝜇(𝑥))] + 

+
1

𝛽1
∫𝑒𝛼1(𝜇(𝑥)−𝜇(𝑡))[𝛼1sin[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))] +

𝑥

𝑎

 

                            +𝛽1cos[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]] 𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)).                          (4.1.15) 

 

Ишораҳои зеринро дохил мекунем: 

 

     𝑃𝛼1
1 [𝑦3(𝑥)] = 𝑒−𝛼1𝜇(𝑥)𝑦3(𝑥);    𝑃𝛼1

2 [𝑦3
′(𝑥)] = 𝑒−𝛼1𝜇(𝑥)𝐷𝑥

𝑎𝑦3(𝑥).      (4.1.16) 

 

Қайди зерин ҷой дорад. 
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Қайди 4.1.8. Ҳалли намуди (4.1.5) дорои хосиятҳои зерин мебошад: 

 

[𝑃𝛼1
1 [𝑦3(𝑥)]]|

𝑥=𝑎
= 𝑀1𝑐1

3 +𝑀2𝑐2
3;       

            [𝑃𝛼1
2 [𝑦3

′(𝑥)]]|
𝑥=𝑎

= (𝑀1𝛼1 −𝑀2𝛽1)𝑐1
3 + (𝑀1𝛽1 +𝑀2𝛼1)𝑐2

3,      (4.1.17) 

 

ки дар ин ҷо 𝑀1 = cos[𝛽1𝜇(𝑎)],     𝑀2 =  sin[𝛽1𝜇(𝑎)]. 

Дар ҳақиқат, ду тарафи баробариҳои (4.1.14) ва (4.1.15)-ро ба 𝑒−𝛼1𝜇(𝑥) 

зарб намуда, дар баробариҳои ҳосилшуда ҳангоми 𝑥 → 𝑎 ба ҳудуд мегузарем:  

 

lim
𝑥→𝑎

𝑒−𝛼1𝜇(𝑥) 𝑦3(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

[cos(𝛽1𝜇(𝑥))𝑐1
3 + sin(𝛽1𝜇(𝑥))𝑐2

3] + 

+
1

𝛽1
lim
𝑥→𝑎

∫𝑒−𝛼1𝜇(𝑡)sin[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡))

𝑥

𝑎

=𝑀1𝑐1
3 +𝑀2𝑐2

3; 

lim
𝑥→𝑎

𝑒−𝛼1𝜇(𝑥)𝐷𝑥
𝛽
𝑦3(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
[(𝛼1𝑐1

3 + 𝛽1𝑐2
3)cos(𝛽1𝜇(𝑥)) + 

+(𝛼1𝑐2
3 − 𝛽1𝑐1

3)sin(𝛽1𝜇(𝑥))] +
1

𝛽1
lim
𝑥→𝑎

∫𝑒−𝛼1𝜇(𝑡)[𝛼1sin[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))] +

𝑥

𝑎

 

+𝛽1cos[𝛽1(𝜇(𝑥) − 𝜇(𝑡))]] 𝑓(𝑡)𝑑(𝜇(𝑡)) = (𝛼1𝑐1
3 + 𝛽1𝑐2

3)𝑀1 + 

+(𝛼1𝑐2
3 − 𝛽1𝑐1

3)𝑀2 = (𝑀1𝛼1 −𝑀2𝛽1)𝑐1
3 + (𝑀1𝛽1 +𝑀2𝛼1)𝑐2

3. 

Тасдиқоти қайди 4.1.8 исбот гардид.  

 

4.2. Гузориши масъалаи навъи Коши барои муодилаи дифференсиалии 

моделии тартиби дуюми барзиёдтаназзулёбанда 

 

Дар назарияи муодилаҳои дифференсиалии таназзулёбанда, яке аз 

натиҷаҳои муҳим ин таҳқиқи масъалаи Коши ё масъалаи навъи Коши барои 

муодилаи таҳқиқшаванда мебошад. Масъалаи Коши дар нуқтаи 𝑥0, ки аз 

нуқтаи махсуси муодила фарқ менамояд, гузошта шуда таҳқиқ карда 
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мешавад. Аммо дар назарияи муодилаҳои дифференсиалии сингулярӣ 

муҳиммияти махсусро ҳолате касб менамояд, ки дар он масъалаи Коши дар 

нуқтаи махсуси муодила гузошта мешавад.  

Бигузор, муодилаи (4.1.1) дода шуда бошад ва вобаста аз решаҳои 

муодилаи характеристикии (4.1.2) тасвири интегралии ҳалли ин муодила, 

намудҳои (4.1.3) − (4.1.5)-ро дошта бошад.  

Бо назардошти хосиятҳои ҳалҳои бадастовардашуда барои муодилаи 

(4.1.1) масъалаи намуди Кошии зеринро таҳқиқ менамоем. 

Масъалаи 𝑨𝟏. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) 

ҳақиқӣ ва гуногун бошанд. Ёфтани чунин ҳалли муодилаи (4.1.1) аз синфи 

 𝐶2(Г) талаб карда мешавад, ки шартҳои ибтидоии зеринро қаноат намояд: 

 

[𝑃𝜆1[𝑦1(𝑥)]]|𝑥=𝑎
= 𝐵1

1, [𝑃𝜆1,𝜆2[𝑦1
′(𝑥)]]|

𝑥=𝑎
= 𝐵2

1, 

 

ки дар ин ҷо 𝐵𝑗
1 (𝑗 = 1,2) − ададҳои доимии додашуда, 𝑃𝜆1[𝑦1(𝑥)], 

𝑃𝜆1,𝜆1[𝑦1
′(𝑥)] − функсияҳое мебошанд, ки аз баробариҳои (4.1.8) муайян 

карда мешаванд.  

Таҳқиқи масъалаи 𝑨𝟏. Тасвири интегралии ҳалли (4.1.3)-и муодилаи 

(4.1.1) ва хосиятҳои он (4.1.9)-ро истифода бурда, ададҳои доимии ихтиёрии 

𝑐1
1, 𝑐2

1-ро нисбат ба доимиҳои додашудаи 𝐵1
1, 𝐵2

1 ифода менамоем:  

 

𝑐1
1 = 𝐵1

1;     (𝜆2 − 𝜆1) 𝑐2
1 = 𝐵2

1. 

 

Аз ин ҷо  

 

𝑐1
1 = 𝐵1

1;    𝑐2
1 =

𝐵2
1

𝜆2 − 𝜆1
. 
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Ин қиматҳои 𝑐1
1, 𝑐2

1-ро ба (4.1.3) гузошта ҳалли масъалаи 𝐴1-ро дар намуди 

зерин меёбем:  

 

𝑦1(𝑥) = 𝐸1 [𝐵1
1,

𝐵2
1

𝜆2 − 𝜆1
, 𝑓(𝑥)].                                       (4.2.1) 

 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд. 

Теоремаи 4.2.1. Бигузор коэффисиентҳо ва тарафи рости муодилаи 

(4.1.1) ҳамаи шартҳои теоремаи 2.5.2-ро қаноат намояд. Он гоҳ масъалаи 

𝐴1 дорои ҳалли ягона мебошад ва ин ҳал ба воситаи формулаи (4.2.1) ифода 

карда мешавад.  

Масъалаи 𝑨𝟐. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) 

ҳақиқӣ ва якхела бошанд. Ёфтани чунин ҳалли муодилаи (4.1.1) аз синфи 

 𝐶2(Г) талаб карда мешавад, ки шартҳои ибтидоии зеринро қаноат намояд: 

 

[𝑃𝜆
1[𝑦2(𝑥)]]|

𝑥=𝑎
= 𝐵1

2, [𝑃𝜆
2[𝑦2

′(𝑥)]]|
𝑥=𝑎

= 𝐵2
2, 

 

ки дар ин ҷо 𝐵𝑗
2 (𝑗 = 1,2) − ададҳои доимии додашуда, 𝑃𝜆

1[𝑦2(𝑥)], 

𝑃𝜆
2[𝑦2

′(𝑥)] − функсияҳое мебошанд, ки аз баробариҳои (4.1.12) муайян карда 

мешаванд.  

Таҳқиқи масъалаи 𝑨𝟐. «Тасвири интегралии ҳалли (4.1.4)-и муодилаи 

(4.1.1) ва хосиятҳои он (4.1.13)-ро истифода бурда, ададҳои доимии 

ихтиёрии 𝑐1
2, 𝑐2

2-ро нисбат ба доимиҳои додашудаи 𝐵1
2, 𝐵2

2 ифода менамоем:  

 

𝑐1
2 = 𝐵1

2;    −𝑐2
2  = 𝐵2

2. 

 

Аз ин ҷо  

 

𝑐1
2 = 𝐵1

2;     𝑐2
2 = −𝐵2

2. 
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Ин қиматҳои 𝑐1
2, 𝑐2

2-ро ба (4.1.4) гузошта ҳалли масъалаи 𝐴2-ро дар намуди 

зерин ҳосил мекунем:  

 

𝑦2(𝑥) = 𝐸2[𝐵1
2, −𝐵2

2, 𝑓(𝑥)].                                            (4.2.2) 

 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд»[4-М]. 

Теоремаи 4.2.2. Бигузор коэффисиентҳо ва тарафи рости муодилаи 

(4.1.1) ҳамаи шартҳои теоремаи 2.5.4-ро қаноат намояд. Он гоҳ масъалаи 

𝐴2 дорои ҳалли ягона мебошад ва ин ҳал ба воситаи формулаи (4.2.2) ифода 

карда мешавад.  

Масъалаи 𝑨𝟑. Бигузор, решаҳои муодилаи характеристикии (4.1.2) 

ададҳои комплексии ҳамроҳшуда бошанд. Ёфтани чунин ҳалли муодилаи 

(4.1.1) аз синфи  𝐶2(Г) талаб карда мешавад, ки шартҳои ибтидоии зеринро 

қаноат намояд: 

 

[𝑃𝛼1
1 [𝑦3(𝑥)]]|

𝑥=𝑎
= 𝐵1

3, [𝑃𝛼1
2 [𝑦3

′(𝑥)]]|
𝑥=𝑎

= 𝐵2
3, 

 

ки дар ин ҷо 𝐵𝑗
3 (𝑗 = 1,2) − ададҳои доимии додашуда, 𝑃𝛼1

1 [𝑦3(𝑥)], 

𝑃𝛼1
2 [𝑦3

′(𝑥)] − функсияҳое мебошанд, ки аз баробариҳои (4.1.16) муайян карда 

мешаванд.  

Таҳқиқи масъалаи 𝑨𝟑. Тасвири интегралии ҳалли (4.1.4)-и муодилаи 

(4.1.1) ва хосиятҳои он (4.1.17)-ро истифода бурда, ададҳои доимии 

ихтиёрии 𝑐1
3, 𝑐2

3-ро нисбат ба доимиҳои додашудаи 𝐵1
3, 𝐵2

3 ба воситаи 

системаи муодилаҳои зерин ифода менамоем:  

 

{
𝑀1𝑐1

3 +𝑀2𝑐2
3 = 𝐵1

3,

(𝑀1𝛼1 −𝑀2𝛽1)𝑐1
3 + (𝑀1𝛽1 +𝑀2𝛼1)𝑐2

3 = 𝐵2
3.
                       (4.2.3) 
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Азбаски муайянкунандаи ин ситема 

 

∆= |
𝑀1 𝑀2

𝑀1𝛼1 −𝑀2𝛽1 𝑀1𝛽1 +𝑀2𝛼1
| = 𝛽1 ≠ 0 

 

аст, пас 𝑐1
3, 𝑐2

3 аз системаи (4.2.3) якқимата дар намуди  

 

𝑐1
3 =

∆𝑐13

𝛽1
,   𝑐2

3 =
∆𝑐23

𝛽1
 

 

муайян карда мешавад. Ин қиматҳои 𝑐1
3, 𝑐2

3-ро ба (4.1.5) гузошта, ҳалли 

масъалаи 𝐴3-ро дар намуди зерин меёбем:  

 

𝑦3(𝑥) = 𝐸3 [
∆𝑐13

𝛽1
,
∆𝑐23

𝛽1
, 𝑓(𝑥)].                                           (4.2.4) 

 

 Ҳамин тавр, исбот карда шуд. 

Теоремаи 4.2.3. Бигузор коэффисиентҳо ва тарафи рости муодилаи 

(4.1.1) ҳамаи шартҳои теоремаи 2.5.6-ро қаноат намояд. Он гоҳ масъалаи 

𝐴3 дорои ҳалли ягона мебошад ва ин ҳал ба воситаи формулаи (4.2.4) ифода 

карда мешавад.  

 

4.3. Татбиқи натиҷаҳои бадастовардашуда дар ҳалли як синфи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо ядрои барзиёдсингулярӣ 

 

Ба воситаи  𝐷  росткунҷаи 𝐷 = {(𝑥, 𝑦): 𝑎 < 𝑥 < 𝑎1, 𝑏 < 𝑦 < 𝑏1}-ро 

ишора менамоем. Ишораҳои зеринро низ дохил менамоем: 

 

Г1 = {(𝑥, 𝑦):  𝑎 < 𝑥 < 𝑎1, 𝑦 = 𝑏}, Г2 = {(𝑥, 𝑦):  𝑥 = 𝑎,   𝑏 < 𝑦 < 𝑏1}. 
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«Дар соҳаи 𝐷 муодилаи интегро-дифференсиалии дученака бо ядрои 

барзиёдсингулярии зеринро дида мебароем: 

 

𝐷𝑥
𝛼𝐷𝑦

𝛽
𝑈(𝑥, 𝑦) + ∫

𝐴

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

𝐷𝑦
𝛽
𝑈(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡 + ∫

𝐵

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

𝐷𝑥
𝛼𝑈(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 + 

+∫
𝐶

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

∫
1

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑦),   (4.3.1) 

 

ки дар ин ҷо 𝐷𝑥
𝛼 = (𝑥 − 𝑎)𝛼

𝜕

𝜕𝑥
, 𝐷𝑦

𝛽
= (𝑦 − 𝑏)𝛽

𝜕

𝜕𝑦
 – операторҳои 

дифференсиалӣ, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 1, 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 1, 𝐴, 𝐵 ва 𝐶 ададҳои доимии 

додашуда буда, дар байнашон вобастагии 𝐶 = 𝐴 ∙ 𝐵 ҷой дорад, 𝑓(𝑥, 𝑦) − 

функсияи додашуда, дар соҳаи 𝐷̅ мебошад»[4-М]. 

 Муодилаи (4.3.1) бо осонӣ ба намуди зерин оварда мешавад: 

 

(𝑥 − 𝑎)𝛼(𝑦 − 𝑏)𝛽𝑈𝑥𝑦
′′ +∫

𝐴

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

(𝑦 − 𝑏)𝛽𝑈𝑦
′ (𝑡, 𝑦)𝑑𝑡 + 

+∫
𝐵

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

(𝑥 − 𝑎)𝛼𝑈𝑥
′(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 + ∫

𝐴

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

∫
𝐵

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 

= 𝑓(𝑥, 𝑦).    (4.3.2) 

 Дар асоси натиҷаҳои дар бобҳои пешин бадастовардашуда, дар 

муодилаи (4.3.2) гузориши зерини тағйирёбандаҳоро мегузаронем:  

 

{
 

 𝑡 = 𝜇𝛼(𝑥) = −
1

(𝛼 − 1)(𝑥 − 𝑎)𝛼−1
,

𝑠 = 𝜇𝛽(𝑦) = −
1

(𝛽 − 1)(𝑦 − 𝑏)𝛽−1
.

                                (4.3.3) 

Он гоҳ азбаски  
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𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈 (𝜇𝛼
−1(𝑡), 𝜇𝛽

−1(𝑠)) = 𝑉(𝑡, 𝑠),                              (4.3.4) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝜇𝛼
−1(𝑡), 𝜇𝛽

−1(𝑠)) = 𝐹(𝑡, 𝑠),                              (4.3.5) 

ва  

𝑈𝑥𝑦
′′ =

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
𝑈(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦
𝑈 (𝜇𝛼

−1(𝑡), 𝜇𝛽
−1(𝑠)) = 

=
𝜕

𝜕𝑡

𝜕

𝜕𝑠
𝑉(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡

𝜕𝑥

𝜕𝑠

𝜕𝑦
= 𝑉𝑡𝑠

′′
1

(𝑥 − 𝑎)𝛼
1

(𝑦 − 𝑏)𝛽
,                    (4.3.6) 

 

бинобар ин «муодилаи (4.3.2)-ро пеш аз ҳама дар намуди:  

 

(𝑥 − 𝑎)𝛼(𝑦 − 𝑏)𝛽𝑈𝑥𝑦
′′ +∫𝐴

𝑥

𝑎

(𝑦 − 𝑏)𝛽𝑈𝑦
′ (𝑡, 𝑦)𝑑𝜇𝛼(𝑡) + 

+∫𝐵

𝑦

𝑏

(𝑥 − 𝑎)𝛼𝑈𝑥
′ (𝑥, 𝑠)𝑑𝜇𝛽(𝑠) + ∫𝐴

𝑥

𝑎

∫𝐵𝑈(𝑡, 𝑠)𝑑𝜇𝛼(𝑡)𝑑𝜇𝛽(𝑠)

𝑦

𝑏

= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

навишта, бо назардошти он ки 

 

𝑈𝑦
′ =

𝜕

𝜕𝑦
𝑈(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑦
𝑈 (𝜇𝛼

−1(𝑡), 𝜇𝛽
−1(𝑠)) =

𝜕

𝜕𝑠
𝑉(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠

𝜕𝑦
= 𝑉𝑠

′
1

(𝑦 − 𝑏)𝛽
, 

𝑈𝑥
′ =

𝜕

𝜕𝑥
𝑈(𝑥, 𝑦) =

𝜕

𝜕𝑥
𝑈 (𝜇𝛼

−1(𝑡), 𝜇𝛽
−1(𝑠)) =

𝜕

𝜕𝑡
𝑉(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡

𝜕𝑥
= 𝑉𝑡

′
1

(𝑥 − 𝑎)𝛼
, 

ва  

∫𝐴

𝑥

𝑎

(𝑦 − 𝑏)𝛽𝑈𝑦
′ (𝑡, 𝑦)𝑑𝜇𝛼(𝑡) = |

𝜇𝛼(𝑡) = 𝜏

𝜏1 = −∞, 𝜏2 = 𝜇𝛼(𝑥)

(𝑦 − 𝑏)𝛽𝑈𝑦
′ (𝑡, 𝑦) = 𝑉𝑠

′(𝜏, 𝑠)

| = ∫ 𝐴

𝜇𝛼(𝑥)

−∞

𝑉𝑠
′(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏, 

∫𝐵

𝑦

𝑏

(𝑥 − 𝑎)𝛼𝑈𝑥
′ (𝑥, 𝑠)𝑑𝜇𝛽(𝑠) = |

𝜇𝛽(𝑠) = 𝜐

𝜐1 = −∞, 𝜐2 = 𝜇𝛽(𝑦)

(𝑥 − 𝑎)𝛼𝑈𝑥
′ (𝑥, 𝑠) = 𝑉𝑡

′(𝑡, 𝜐)

| = ∫ 𝐴

𝜇𝛽(𝑦)

−∞

𝑉𝑡
′(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐, 
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ҳосил мекунем»[4-М]: 

 

(𝑥 − 𝑎)𝛼(𝑦 − 𝑏)𝛽𝑉𝑡𝑠
′′

1

(𝑥 − 𝑎)𝛼
1

(𝑦 − 𝑏)𝛽
+ ∫ 𝐴

𝜇𝛼(𝑥)

−∞

𝑉𝑠
′(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏 + ∫ 𝐵

𝜇𝛽(𝑦)

−∞

𝑉𝑡
′(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐 + 

+ ∫ 𝐴

𝜇𝛼(𝑥)

−∞

∫ 𝐵𝑉(𝜏, 𝜐)𝑑𝜏𝑑𝜐

𝜇𝛽(𝑦)

−∞

= 𝐹(𝑡, 𝑠), 

 

ё ин ки  

 

𝑉𝑡𝑠
′′ + 𝐴 ∫𝑉𝑠

′(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏

𝑡

−∞

+ 𝐵 ∫𝑉𝑡
′(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐

𝑠

−∞

+ ∫𝐴

𝑡

−∞

∫𝐵𝑉(𝜏, 𝜐)𝑑𝜏𝑑𝜐

𝑠

−∞

= 𝐹(𝑡, 𝑠). 

(4.3.7) 

 

 Ҳамин тавр, бо ёрии ивази тағйирёбанда аз рӯйи формулаи (4.3.3), 

муодилаи интегро-дифференсиалии дученакаи таназзулёбанда бо ядрои 

барзиёдсингулярии (4.3.2) ба муодилаи интегро-дифференсиалӣ бо ядрои 

доимӣ ва соҳаи интегронии номаҳдуд оварда шуд.  

 Барои ҳал намудани муодилаи (4.3.7), онро дар намуди зерин 

менависем: 

 

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐴 ∫(∙)𝑑𝜏

𝑡

−∞

)(
𝜕

𝜕𝑠
+ 𝐵 ∫(∙)𝑑𝜐

𝑠

−∞

)𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝐹(𝑡, 𝑠),                (4.3.8) 

 

ки дар ин навишт оператори  

 

𝜕

𝜕𝑠
+ 𝐵 ∫(∙)𝑑𝜐

𝑠

−∞
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ба функсияи 𝑉(𝑡, 𝑠) сараввал амалӣ гардида, баъдан ба ифодаи ҳосилшуда 

оператори  

 

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐴 ∫(∙)𝑑𝜏

𝑡

−∞

 

 

амалӣ карда мешавад.  

 Дар (4.3.8) функсияи номаълуми навро дохил менамоем: 

 

(
𝜕

𝜕𝑠
+ 𝐵 ∫(∙)𝑑𝜐

𝑠

−∞

)𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑊(𝑡, 𝑠). 

 

Он гоҳ муодилаи (4.3.8) ба ду муодилаҳои интегро-дифференсиалии тартиби 

якум ҷудо мешавад: 

 

{
  
 

  
 
(
𝜕

𝜕𝑠
+ 𝐵 ∫(∙)𝑑𝜐

𝑠

−∞

)𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑊(𝑡, 𝑠),

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐴 ∫(∙)𝑑𝜏

𝑡

−∞

)𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝐹(𝑡, 𝑠).

                                             

 

Ин системаро дар намуди маъмулии зерин менависем: 

 

{
 
 

 
 
𝑉𝑠
′(𝑡, 𝑠) + 𝐵 ∫𝑉(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐

𝑠

−∞

= 𝑊(𝑡, 𝑠),

𝑊𝑡
′(𝑡, 𝑠) + 𝐴 ∫𝑊(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏

𝑡

−∞

= 𝐹(𝑡, 𝑠).

                              (4.3.9) 
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Аз ҳарду тарафи муодилаҳои системаи (4.3.9) ҳосила гирифта, онро ба 

системаи муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимии зерин 

меорем:  

 

{
𝑉𝑠𝑠
′′(𝑡, 𝑠) + 𝐵𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑊𝑠

′(𝑡, 𝑠),

𝑊𝑡𝑡
′′(𝑡, 𝑠) + 𝐴𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝐹𝑡

′(𝑡, 𝑠).
                                    (4.3.10) 

 

Ба системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии (4.3.9) системаи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалии якҷинсаи:  

 

{
 
 

 
 
𝑉𝑠
′(𝑡, 𝑠) + 𝐵 ∫𝑉(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐

𝑠

−∞

= 0,

𝑊𝑡
′(𝑡, 𝑠) + 𝐴 ∫𝑊(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏

𝑡

−∞

= 0,

                                (4.3.11) 

 

ва ба системаи муодилаҳои дифференсиалии (4.3.10) системаи муодилаҳои 

дифференсиалии якҷинсаи:  

 

{
𝑉𝑠𝑠
′′(𝑡, 𝑠) + 𝐵𝑉(𝑡, 𝑠) = 0,

𝑊𝑡𝑡
′′(𝑡, 𝑠) + 𝐴𝑊(𝑡, 𝑠) = 0,

                                        (4.3.12) 

 

мувофиқ меояд.  

Агар ҳалли системаи муодилаҳои (4.3.12)-ро дар намуди  

 

{
𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆𝑠,

𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜈𝑡 ,
                                                    (4.3.13) 

 

ҷустуҷӯ намоем, пас барои муайян намудани параметрҳои 𝜆 ва 𝜈 системаи 

муодилаҳои характеристикии зеринро ҳосил менамоем: 
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{
𝜆2 + 𝐵 = 0,

𝜈2 + 𝐴 = 0.
                                                     (4.3.14) 

 

Агар ҳалли системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии якҷинсаи 

(4.3.11)-ро дар намуди (4.3.13) ҷустуҷӯ намоем, пас дар ин маврид системаи 

муодилаҳои характеристикии (4.3.14) бо талаби иҷрошавии шартҳои  

 

𝜆 > 0, 𝜈 > 0                                                     (4.3.15) 

 

ҳосил мегардад.  

Аз назарияи маълуми муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ истифода бурда, ҳалли системаи муодилаҳои (4.3.10)-ро дар ҳолатҳои 

зерин меёбем. 

1. Бигузор дар (4.3.14) 𝐴 < 0, 𝐵 < 0 бошад, он гоҳ  

 

𝜆1 = −√−𝐵 < 0, 𝜆2 = √−𝐵 > 0, 𝜈1 = −√−𝐴 < 0, 𝜈2 = √−𝐴 > 0 

 

ва системаи фундаменталии ҳалҳои системаи муодилаҳои якҷинсаи (4.3.12) 

намуди: 

 

{
𝑉1(𝑡, 𝑠) = 𝑒

𝜆1𝑠, 𝑉2(𝑡, 𝑠) = 𝑒
𝜆2𝑠,

𝑊1(𝑡, 𝑠) = 𝑒
𝜈1𝑡 ,𝑊2(𝑡, 𝑠) = 𝑒

𝜈2𝑡 ,
                                                    

 

ва ҳалли умумии он намуди: 

 

{
𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆1𝑠𝑐1(𝑡) + 𝑒

𝜆2𝑠𝑐2(𝑡),

𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜈1𝑡𝑐3(𝑠) + 𝑒
𝜈2𝑡𝑐4(𝑠),
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-ро мегирад. Дар асоси методи вариатсияи доимиҳои ихтиёрӣ ҳалли умумии 

системаи муодилаҳои ғайриякҷинсаи (4.3.10) дар намуди зерин ёфта 

мешавад: 

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆1𝑠𝑐1(𝑡) + 𝑒
𝜆2𝑠𝑐2(𝑡) −

1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝑠−𝜐) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝑠−𝜐)]

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐, 

𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜈1𝑡𝑐3(𝑠) + 𝑒
𝜈2𝑡𝑐4(𝑠) −

1

𝜈2 − 𝜈1
∫[𝜈1𝑒

𝜈1(𝑡−𝜏) − 𝜈2𝑒
𝜈2(𝑡−𝜏)]

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏. 

 

 Ҳангоми ба системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ баргаштан, 

бо назардошти шарти (4.3.15) системаи фундаменталии ҳалҳои системаи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалии якҷинсаи (4.3.11) намуди  

 

{
𝑉2(𝑡, 𝑠) = 𝑒

𝜆2𝑠,

𝑊2(𝑡, 𝑠) = 𝑒
𝜈2𝑡 ,
                                                                

 

-ро гирифта ҳалли умумии системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи (4.3.9) намуди  

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆2𝑠𝑐2(𝑡) −
1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝑠−𝜐) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝑠−𝜐)]

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐,   (4.3.16) 

𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜈2𝑡𝑐4(𝑠) −
1

𝜈2 − 𝜈1
∫[𝜈1𝑒

𝜈1(𝑡−𝜏) − 𝜈2𝑒
𝜈2(𝑡−𝜏)]

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏,   (4.3.17) 

 

-ро мегирад.  

 Аз (4.3.17) қимати 𝑊(𝑡, 𝑠)-ро ба (4.3.16) ба ҷояш гузошта, ҳалли 

муодилаи интегро-дифференсиалии дученакаи (4.3.7)-ро дар намуди зерин 

ҳосил мекунем: 
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𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆2𝑠𝑐2(𝑡) − 𝑒
𝜈2𝑡

1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝑠−𝜐) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝑠−𝜐)]

𝑠

−∞

𝑐4(𝜐)𝑑𝜐 + 

+
1

(𝜆2 − 𝜆1)(𝜈2 − 𝜈1)
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝑠−𝜐) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝑠−𝜐)]

𝑠

−∞

× 

× ∫[𝜈1𝑒
𝜈1(𝑡−𝜏) − 𝜈2𝑒

𝜈2(𝑡−𝜏)]

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝜐)𝑑𝜏𝑑𝜐.   (4.3.18) 

Дар асоси гузориши (4.3.3), дар интегралҳои (4.3.18)  

 

{
𝜏 = 𝜇𝛼(𝑡),

𝜐 = 𝜇𝛽(𝑠),
                                                                        

 

гузошта, бо дарназардошти он ки 

 

{
𝑡 = 𝜇𝛼

−1(𝜏),

𝑠 = 𝜇𝛽
−1(𝜐),

                                                                      

ва  

{
 

 𝑑𝜏 =
𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑎)𝛼
, 𝑡1 = 𝑎, 𝑡2 = 𝜇𝛼

−1(𝑡) = 𝑥,

𝑑𝜐 =
𝑑𝑡

(𝑠 − 𝑏)𝛽
, 𝑠1 = 𝑏, 𝑠2 = 𝜇𝛽

−1(𝑠) = 𝑦,

                                           

 

ҳосил мекунем: 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝜆2𝜇𝛽(𝑦)𝑐2(𝑥) − 

−𝑒𝜈2𝜇𝛼(𝑥)
1

𝜆2 − 𝜆1
∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠))]

𝑦

𝑏

𝑐4(𝑠)
𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑏)𝛽
+ 

+
1

(𝜆2 − 𝜆1)(𝜈2 − 𝜈1)
∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠))]

𝑦

𝑏

× 
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× ∫[𝜈1𝑒
𝜈1(𝜇𝛼(𝑥)−𝜇𝛼(𝑡)) − 𝜈2𝑒

𝜈2(𝜇𝛼(𝑥)−𝜇𝛼(𝑡))]

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡, 𝑠)
𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑏)𝛽
.   (4.3.19) 

 

Азбаски дар (4.3.19) 𝜆2 > 0, 𝜈2 > 0 аст, пас аз функсияи 𝑓(𝑡, 𝑠) ва функсияи 

ихтиёрии 𝑐4(𝑠) талаб менамоем, ки ҳангоми 𝑠 → 𝑏 ва 𝑡 → 𝑎 ба сифр майл 

намуда, рафторашон аз рӯйи формулаҳои ассимптотикии зерин муайян карда 

шавад: 

 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑜 [𝑒𝛿1𝜇𝛼(𝑡)𝑒𝛿2𝜇𝛽
(𝑠)
] , 𝛿1 > 𝜈2, 𝛿2 > 𝜆2 ҳангоми 𝑡 → 𝑎, 𝑠 → 𝑏    (4.3.20) 

ва  

𝑐4(𝑠) = 𝑜[𝑒
𝛿2𝜇𝛽(𝑠)], 𝛿2 > 𝜆2 ҳангоми 𝑠 → 𝑏.                         (4.3.21) 

 

Ҳангоми иҷрошавии шартҳои (4.3.20) ва (4.3.21) интегралҳои тарафи рости 

баробарии (4.3.19) наздикшаванда мешавад ва ҳалли умумии муодилаи 

(4.3.1) ба воситаи формулаи (4.3.19) ифода карда мешавад. 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 𝟒. 𝟑. 𝟏.  «Бигузор, дар муодилаи (4.3.1) 𝐴 < 0, 𝐵 < 0 бошад. 

Функсияи 𝑓(𝑡, 𝑠) ҳангоми 𝑡 → 𝑎 ва 𝑠 → 𝑏 ба сифр майл намуда, рафтораш аз 

рӯйи формулаи ассимптотикии (4.3.20) муайян карда шавад ва функсияи 

ихтиёрии 𝑐4(𝑠) ҳангоми 𝑠 → 𝑏 аз рӯйи формулаи ассимптотикии (4.3.21) ба 

сифр майл намояд. Он гоҳ ҳалли умумии муодилаи интегро-дифференсиалӣ 

бо ҳосилаҳои хусусии таназзулёбанда бо ядрои барзиёдсингулярии (4.3.1) аз 

синфи 𝐶2(𝑅) ба воситаи формулаи (4.3.19) ифода карда мешавад»[4-М]. 

2. Бигузор дар (4.3.14) 𝐴 > 0, 𝐵 > 0 бошад, он гоҳ  

 

𝜆1 = −√𝐵𝑖,   𝜆2 = √𝐵𝑖,   𝜈1 = −√𝐴𝑖,   𝜈2 = √𝐴𝑖 

 

ва системаи фундаменталии ҳалҳои системаи муодилаҳои якҷинсаи (4.3.12) 

намуди: 
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{
𝑉1(𝑡, 𝑠) = cos√𝐵𝑠,    𝑉2(𝑡, 𝑠) = sin√𝐵𝑠 ,

𝑊1(𝑡, 𝑠) = cos√𝐴𝑡,    𝑊2(𝑡, 𝑠) = sin √𝐴𝑡 ,
                                           

 

ва ҳалли умумии он намуди: 

 

{
𝑉(𝑡, 𝑠) = cos√𝐵𝑠 𝑐1(𝑡) + sin √𝐵𝑠 𝑐2(𝑡),

𝑊(𝑡, 𝑠) = cos√𝐴𝑡 𝑐3(𝑠) + sin√𝐴𝑡 𝑐4(𝑠),
                                          

 

-ро мегирад. Дар асоси методи вариатсияи доимиҳои ихтиёрӣ ҳалли умумии 

системаи муодилаҳои ғайриякҷинсаи (4.3.10) дар намуди зерин ёфта 

мешавад: 

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = cos√𝐵𝑠 𝑐1(𝑡) + sin√𝐵𝑠 𝑐2(𝑡) − ∫cos√𝐵(𝑠 − 𝜐)

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐, 

𝑊(𝑡, 𝑠) = cos√𝐴𝑡 𝑐1(𝑠) + sin√𝐴𝑡 𝑐2(𝑠) − ∫cos√𝐴(𝑡 − 𝜏)

𝑠

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏. 

 

 Ҳангоми ба системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ баргаштан, 

бо дарназардошти шарти (4.3.15) муайян месозем, ки системаи 

фундаменталии ҳалҳои системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии 

якҷинсаи (4.3.11) маҷмуи холиро ташкил дода, ҳалли ягонаи системаи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалии ғайриякҷинсаи (4.3.9) намуди:  

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = − ∫cos√𝐵(𝑠 − 𝜐)

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐,                          (4.3.22) 

𝑊(𝑡, 𝑠) = − ∫cos√𝐴(𝑡 − 𝜏)

𝑠

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏,                          (4.3.23) 
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-ро мегирад.  

 Қимати 𝑊(𝑡, 𝑠)-ро аз (4.3.23) ба (4.3.22) ба ҷояш гузошта, ҳалли 

муодилаи интегро-дифференсиалии дученакаи (4.3.7)-ро дар намуди зерин 

ҳосил мекунем: 

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = ∫cos√𝐵(𝑠 − 𝜐)

𝑠

−∞

∫cos√𝐴(𝑡 − 𝜏)

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝜐)𝑑𝜏𝑑𝜐.       (4.3.24) 

 

Гузориши (4.3.3)-ро ба назар гирифта, дар интегралҳои (4.3.24)  

 

{
𝜏 = 𝜇𝛼(𝑡),

𝜐 = 𝜇𝛽(𝑠),
                                                                        

 

мегузорем ва азбаски  

 

{
𝑡 = 𝜇𝛼

−1(𝜏),

𝑠 = 𝜇𝛽
−1(𝜐),

                                                                      

 

пас  

 

{
 

 𝑑𝜏 =
𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑎)𝛼
, 𝑡1 = 𝑎, 𝑡2 = 𝜇𝛼

−1(𝑡) = 𝑥,

𝑑𝜐 =
𝑑𝑡

(𝑠 − 𝑏)𝛽
, 𝑠1 = 𝑏, 𝑠2 = 𝜇𝛽

−1(𝑠) = 𝑦,

                                           

 

ва дар ин асос: 
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𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫ cos√𝐵 (𝜇𝛽(𝑦) − 𝜇𝛽(𝑠))

𝑦

𝑏

∫cos√𝐴(𝜇𝛼(𝑥)

𝑥

𝑎

− 𝜇𝛼(𝑡)) 𝑓(𝑡, 𝑠)
𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑏)𝛽
. 

 

ки ин баробариро чунин навиштан мумкин аст: 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∫ cos√𝐵 (𝜇𝛽(𝑦) − 𝜇𝛽(𝑠))

𝑦

𝑏

× 

× ∫cos√𝐴(𝜇𝛼(𝑥) − 𝜇𝛼(𝑡))

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑(𝜇𝛼(𝑡))𝑑 (𝜇𝛽(𝑠)).   (4.3.25) 

Функсияи (4.3.25) ҳалли ягонаи муодилаи интегро-дифференсиалии 

(4.3.1)-ро дар ҳолати иҷрошавии шартҳои 𝐴 > 0, 𝐵 > 0 ифода мекунад.  

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 𝟒. 𝟑. 𝟐.  «Бигузор, дар муодилаи (4.3.1) 𝐴 > 0, 𝐵 > 0 ва 

функсияи 𝑓(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐶(𝑅) бошад. Он гоҳ ҳалли ягонаи муодилаи интегро-

дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусии таназзулёбанда бо ядрои барзиёд 

сингулярии (4.3.1) аз синфи 𝐶2(𝑅) ба воситаи формулаи (4.3.25) ифода 

карда мешавад»[4-М]. 

3. Бигузор дар (4.3.14) 𝐴 < 0, 𝐵 > 0 бошад, он гоҳ  

 

𝜆1 = −√𝐵𝑖, 𝜆2 = √𝐵𝑖, 𝜈1 = −√−𝐴 < 0, 𝜈2 = √−𝐴 > 0 

 

мешавад. Дар ин маврид системаи фундаменталии ҳалҳои системаи 

муодилаҳои якҷинсаи (4.3.12) намуди: 

 

{
𝑉1(𝑡, 𝑠) = cos√𝐵𝑠 , 𝑉2(𝑡, 𝑠) = sin√𝐵𝑠 ,

𝑊1(𝑡, 𝑠) = 𝑒
𝜈1𝑡 ,𝑊2(𝑡, 𝑠) = 𝑒

𝜈2𝑡 ,
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ва ҳалли умумии он намуди: 

 

{
𝑉(𝑡, 𝑠) = cos√𝐵𝑠 𝑐1(𝑡) + sin√𝐵𝑠 𝑐2(𝑡),

𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜈1𝑡𝑐3(𝑠) + 𝑒
𝜈2𝑡𝑐4(𝑠),

                                            

-ро мегирад. Дар ин маврид ҳалли умумии системаи муодилаҳои 

ғайриякҷинсаи (4.3.10) чунин намуд мегирад: 

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = cos√𝐵𝑠 𝑐1(𝑡) + sin√𝐵𝑠 𝑐2(𝑡) − ∫cos√𝐵(𝑠 − 𝜐)

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐, 

𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜈1𝑡𝑐3(𝑠) + 𝑒
𝜈2𝑡𝑐4(𝑠) −

1

𝜈2 − 𝜈1
∫[𝜈1𝑒

𝜈1(𝑡−𝜏) − 𝜈2𝑒
𝜈2(𝑡−𝜏)]

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏. 

 

 Ҳангоми ба системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии (4.3.11) 

баргаштан, бо назардошти шарти (4.3.15) системаи фундаменталии ҳалҳои 

системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии якҷинсаи (4.3.11) намуди:  

 

{
𝑉1(𝑡, 𝑠) = 0, 𝑉2(𝑡, 𝑠) = 0,

𝑊1(𝑡, 𝑠) = 0,𝑊2(𝑡, 𝑠) = 𝑒
𝜈2𝑡 ,

 

 

-ро гирифта ҳалли умумии системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи (4.3.9) намуди:  

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = − ∫cos√𝐵(𝑠 − 𝜐)

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐,                          (4.3.26) 

𝑊(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜈2𝑡𝑐4(𝑠) −
1

𝜈2 − 𝜈1
∫[𝜈1𝑒

𝜈1(𝑡−𝜏) − 𝜈2𝑒
𝜈2(𝑡−𝜏)]

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏,   (4.3.27) 

 

-ро мегирад.  
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 Аз (4.3.27) қимати 𝑊(𝑡, 𝑠)-ро ба (4.3.26) гузошта, ҳалли муодилаи 

интегро-дифференсиалии дученакаи (4.3.7)-ро дар намуди зерин ҳосил 

мекунем: 

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = −𝑒𝜈2𝑡 ∫cos√𝐵(𝑠 − 𝜐)

𝑠

−∞

𝑐4(𝜐)𝑑𝜐 + 

+
1

𝜈2 − 𝜈1
∫cos√𝐵(𝑠 − 𝜐)

𝑠

−∞

∫[𝜈1𝑒
𝜈1(𝑡−𝜏) − 𝜈2𝑒

𝜈2(𝑡−𝜏)]

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝜐)𝑑𝜏𝑑𝜐.   (4.3.28) 

 

Дар (4.3.28) дар асоси гузориши (4.3.3) ба тағйирёбандаҳои аввала баргашта, 

ҳосил мекунем:   

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = −𝑒𝜈2𝜇𝛼(𝑥)∫cos√𝐵 (𝜇𝛽(𝑦) − 𝜇𝛽(𝑠))

𝑦

𝑏

𝑐4 (𝜇𝛽(𝑠))
𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑏)𝛽
+ 

+
1

𝜈2 − 𝜈1
∫ cos√𝐵 (𝜇𝛽(𝑦)− 𝜇𝛽(𝑠))

𝑦

𝑏

× 

×∫[𝜈1𝑒
𝜈1(𝜇𝛼(𝑥)−𝜇𝛼(𝑡)) − 𝜈2𝑒

𝜈2(𝜇𝛼(𝑥)−𝜇𝛼(𝑡))]

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡, 𝑠)
𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑏)𝛽
,   (4.3.29) 

 

ё ин ки  

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = −𝑒𝜈2𝜇𝛼(𝑥)∫cos√𝐵 (𝜇𝛽(𝑦) − 𝜇𝛽(𝑠))

𝑦

𝑏

𝑐4 (𝜇𝛽(𝑠))𝑑 (𝜇𝛽(𝑠)) + 

+
1

𝜈2 − 𝜈1
∫ cos√𝐵 (𝜇𝛽(𝑦)− 𝜇𝛽(𝑠))

𝑦

𝑏

× 

×∫[𝜈1𝑒
𝜈1(𝜇𝛼(𝑥)−𝜇𝛼(𝑡)) − 𝜈2𝑒

𝜈2(𝜇𝛼(𝑥)−𝜇𝛼(𝑡))]

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑(𝜇𝛼(𝑡))𝑑 (𝜇𝛽(𝑠)).   (4.3.30) 
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Дар (4.3.30), азбаски 𝜈2 > 0 аст, пас аз функсияи 𝑓(𝑡, 𝑠) талаб менамоем, ки 

ҳангоми 𝑡 → 𝑎 ба сифр майл намуда, рафторашон аз рӯйи формулаҳои 

ассимптотикии зерин муайян карда шавад: 

 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑜[𝑒𝛿1𝜇𝛼(𝑡)𝑓1(𝑠)],   𝛿1 > 𝜈2,   ҳангоми 𝑡 → 𝑎.                (4.3.31) 

 

Бо иҷро шудани шарти (4.3.31) интегралҳои тарафи рости баробарии 

(4.3.30) наздикшаванда мешавад ва ҳалли умумии муодилаи (4.3.1) ба 

воситаи формулаи (4.3.30) ифода карда мешавад. 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 𝟒. 𝟑. 𝟑.  «Бигузор, дар муодилаи (4.3.1) 𝐴 < 0, 𝐵 > 0 бошад. 

Функсияи 𝑓(𝑡, 𝑠) ҳангоми 𝑡 → 𝑎 ба сифр майл намуда, рафтораш аз рӯйи 

формулаи ассимптотикии (4.3.31) муайян карда шавад. Он гоҳ ҳалли умумии 

муодилаи интегро-дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусии таназзулёбанда бо 

ядрои барзиёдсингулярии (4.3.1) аз синфи 𝐶2(𝑅) ба воситаи формулаи 

(4.3.30) ифода карда мешавад»[4-М]. 

4. Бигузор дар (4.3.14) 𝐴 > 0, 𝐵 < 0 бошад, он гоҳ  

 

𝜆1 = −√−𝐵 < 0,   𝜆2 = √−𝐵 > 0,   𝜈1 = −√𝐴𝑖,   𝜈2 = √𝐴𝑖 

 

мешавад. Дар ин маврид системаи фундаменталии ҳалҳои системаи 

муодилаҳои якҷинсаи (4.3.12) намуди: 

 

{
𝑉1(𝑡, 𝑠) = 𝑒

𝜆1𝑠,      𝑉2(𝑡, 𝑠) = 𝑒
𝜆2𝑠,

𝑊1(𝑡, 𝑠) = cos√𝐴𝑡 ,     𝑊2(𝑡, 𝑠) = sin√𝐴𝑡 ,
 

 

ва ҳалли умумии он намуди: 
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{
𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆1𝑠𝑐1(𝑡) + 𝑒

𝜆2𝑠𝑐2(𝑡),

𝑊(𝑡, 𝑠) = cos√𝐴𝑡 𝑐3(𝑠) + sin√𝐴𝑡 𝑐4(𝑠),
 

 

-ро мегирад. Дар ин маврид ҳалли умумии системаи муодилаҳои 

ғайриякҷинсаи (4.3.10) бо ёрии формулаҳои зерин ифода мегардад:  

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆1𝑠𝑐1(𝑡) + 𝑒
𝜆2𝑠𝑐2(𝑡) −

1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝑠−𝜐) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝑠−𝜐)]

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐, 

𝑊(𝑡, 𝑠) = cos√𝐴𝑡 𝑐3(𝑠) + sin√𝐴𝑡 𝑐4(𝑠) − ∫cos√𝐵(𝑡 − 𝜏)

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏. 

 

 Дар ин ҳолат системаи фундаменталии ҳалҳои системаи муодилаҳои 

интегро-дифференсиалии (4.3.11) функсияҳои зерин мебошад: 

 

{
𝑉1(𝑡, 𝑠) = 0,     𝑉2(𝑡, 𝑠) = 𝑒

𝜆2𝑠,

𝑊1(𝑡, 𝑠) = 0,    𝑊2(𝑡, 𝑠) = 0,   
 

 

ва ҳалли умумии системаи муодилаҳои интегро-дифференсиалии 

ғайриякҷинсаи (4.3.9) намуди:  

 

𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆2𝑠𝑐2(𝑡) −
1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝑠−𝜐) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝑠−𝜐)]

𝑠

−∞

𝑊(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐, (4.3.32) 

𝑊(𝑡, 𝑠) = − ∫cos√𝐵(𝑡 − 𝜏)

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏,                          (4.3.33) 

 

-ро мегирад.  

 Аз (4.3.33) қимати 𝑊(𝑡, 𝑠)-ро ба (4.3.32) гузошта, ҳалли муодилаи 

интегро-дифференсиалии дученакаи (4.3.7)-ро дар намуди зерин ҳосил 

мекунем: 
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𝑉(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜆2𝑠𝑐2(𝑡) + 

+
1

𝜆2 − 𝜆1
∫[𝜆1𝑒

𝜆1(𝑠−𝜐) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝑠−𝜐)]

𝑠

−∞

∫cos√𝐵(𝑡 − 𝜏)

𝑡

−∞

𝐹(𝜏, 𝜐)𝑑𝜏𝑑𝜐.   (4.3.34) 

 

Дар (4.3.34) ба тағйирёбандаҳои аввала бармегардем: 

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝜆2𝜇𝛽
(𝑦)𝑐2(𝜇𝛼(𝑥)) + 

+
1

𝜆2 − 𝜆1
∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠))]

𝑦

𝑏

× 

×∫cos√𝐵(𝜇𝛼(𝑥) − 𝜇𝛼(𝑡))

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡, 𝑠)
𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑎)𝛼
𝑑𝑠

(𝑠 − 𝑏)𝛽
              

 

ё ин ки  

 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝜆2𝜇𝛽
(𝑦)𝑐2(𝜇𝛼(𝑥)) + 

+
1

𝜆2 − 𝜆1
∫ [𝜆1𝑒

𝜆1(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠)) − 𝜆2𝑒
𝜆2(𝜇𝛽(𝑦)−𝜇𝛽(𝑠))]

𝑦

𝑏

× 

×∫cos√𝐵(𝜇𝛼(𝑥) − 𝜇𝛼(𝑡))

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑 (𝜇
𝛼
(𝑡))𝑑 (𝜇𝛽(𝑠)).           (4.3.35) 

 

Азбаски, дар (4.3.35) 𝜆2 > 0 аст, пас аз функсияи 𝑓(𝑡, 𝑠) талаб менамоем, ки 

ҳангоми 𝑠 → 𝑏 ба сифр майл намуда, рафторашон аз рӯйи формулаҳои 

ассимптотикии зерин муайян карда шавад: 

 

𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝑜 [𝑒𝛿1𝜇𝛽
(𝑠)
𝑓1(𝑡)] , 𝛿1 > 𝜆2,   ҳангоми 𝑠 → 𝑏.                (4.3.36) 
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Бо иҷро шудани шарти (4.3.36) интегралҳои тарафи рости баробарии (4.3.35) 

наздикшаванда мешавад ва ҳалли умумии муодилаи (4.3.1) ба воситаи 

формулаи (4.3.35) ифода карда мешавад. 

 Ҳамин тавр, теоремаи зерин ҷой дорад. 

Теоремаи 𝟒. 𝟑. 𝟒.  «Бигузор, дар муодилаи (4.3.1) 𝐴 > 0, 𝐵 < 0 бошад. 

Функсияи 𝑓(𝑡, 𝑠) ҳангоми 𝑠 → 𝑏 ба сифр майл намуда, рафтораш аз рӯйи 

формулаи ассимптотикии (4.3.36) муайян карда шавад. Он гоҳ ҳалли умумии 

муодилаи интегро-дифференсиалӣ бо ҳосилаҳои хусусии таназзулёбанда бо 

ядрои барзиёдсингулярии (4.3.1) аз синфи 𝐶2(𝑅) ба воситаи формулаи 

(4.3.35) ифода карда мешавад»[4-М]. 

 

Хулосаҳои боби чорум 

 

Дар ин боб хосиятҳои ҳалҳои муодилаи дифференсиалии моделии 

тартиби дуюми таназзулёбанда омӯхта шуда, масъалаи ҳалшавандагии 

масъалаи навъи Коши барои муодилаи дифференсиалии моделии тартиби 

дуюми барзиёдтаназзулёбанда таҳқиқ гардидааст. Оид ба якқимата 

ҳалшавандагии масъалаҳои навъи Коши 𝐴1-𝐴3 се теоремаҳо, яъне теоремаҳои 

4.2.1-4.2.3 исбот карда шудааст.  

Дар параграфи 4.3-и ин боб оид ба ҳалшавандагии як синфи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалии дученака ба ядрои барзиёдсингулярӣ 

натиҷаҳои муайян дар шакли теоремаҳои 4.3.1-4.3.4 исбот карда шудааст. 

Гузорише ёфта шудааст, ки бо истифода аз он муодилаи интегро-

дифферениалии таҳқиқшаванда ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад.  
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ТАҲЛИЛИ НАТИҶАҲОИ АСОСИИ ДИССЕРТАТСИЯ 

 

Таҳлили кӯтоҳи натиҷаҳои асосии диссертатсияро дар шакли зерин 

меорем.  

Дар боби якуми диссертатсия маълумоти умумӣ оид ба баъзе 

муодилаҳои дифференсиалии одӣ бо коэффисиентҳои махсус оварда 

шудааст. Оид ба намуди умумии муодилаҳои дифференсиалии Гаусс:  

 

𝑥(1 − 𝑥)𝑦′′ + [𝑐 − (𝑎 + 𝑏 + 1)𝑥]𝑦′ − 𝑎𝑏𝑦 = 0, 

 

Лежандр:  

 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 2𝑥𝑦′ + 𝑛(𝑛 + 1)𝑦 = 0,  

 

Чебишев: 

 

(1 − 𝑥2)𝑦′′ − 𝑥𝑦′ + 𝑛2𝑦 = 0 

 

ва намуди ҳалли умумии ин муодилаҳо маълумотҳо оварда шудааст. 

Инчунин, оид ба муодилаҳои дифференсиалии одии тартиби олӣ низ 

маълумотҳои зарурӣ пешниҳод карда шудааст.  

Дар зербоби якуми боби дуюми диссертатсия як синфи муодилаҳои 

дифференсиалии одии таназзулёбандаи 

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥),  

 

ки дар ин ҷо 𝑎𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − ададҳои доимӣ, 𝑓(𝑥) − функсияи додашудаи 

бефосила дар Г, 𝜔(𝑥) − функсияе ки дар ягон нуқтаи интервали Г ба сифр 

табдил меёбад ва 𝑦 = 𝑦(𝑥) − функсияи номаълум мебошад, мавриди 

таҳқиқот қарор гирифтааст. 
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Дар зербобҳои дуюм ва сеюми ин боб муодилаи умумикардашудаи 

Эйлери тартиби якуми  

 

𝜔(𝑥)𝑦′ + 𝑎1𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 

дар ҳолатҳои 𝑎1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ва 𝑎1 = 𝑎1(𝑥) таҳқиқ карда шуда, ҳалли умумии он 

бо ёрии як доимии ихтиёрӣ ифода карда шудааст. Чунин формулаи ивази 

тағйирёбанда ёфта шудааст, ки ҳангоми амалӣ намудани он муодилаи 

таҳқиқшаванда ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ 

оварда мешавад.  

Дар зербоби чоруми боби дуюм муодилаи умумикардашудаи Эйлери 

тартиби дуюм бо коэффисиенти доимии  

 

[𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝑎1𝜔(𝑥)𝑦
′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 

ки дар ин ҷо 𝑎𝑖  (𝑖 = 1,2) − ададҳои додашуда, 𝑓(𝑥) − функсияи бефосила дар 

Г мебошад, таҳқиқ карда шуда, шарти зарурӣ ва кифоягии овардашаванда 

будани ин синфи муодилаҳо ба муодилаҳои дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ дар шакли як теорема исбот карда шудааст. Чунин 

намуди коэффисиентҳои муодилаи умумикардашудаи Эйлер муайян карда 

шудааст, ки барои ин гуна коэффисиентҳо муодила ба муодилаи 

дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои доимӣ оварда мешавад. Яъне, агар 

коэффисиентҳои муодилаи  

 

[𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]𝑦
′ + 𝐴2(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥),  

 

намуди  

 

{
𝐴1(𝑥) = 𝑎1 +𝜔′(𝑥),

𝐴2(𝑥) = 𝑎2.              
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-ро дошта бошанд, пас бо ёрии гузориши  

 

𝑡 = 𝜇(𝑥) = ∫
𝑑𝑥

𝜔(𝑥)
  

 

он ба муодилаи  

 

𝑧′′(𝑡) + 𝑎1𝑧
′(𝑡) + 𝑎2𝑧(𝑡) = 𝐹(𝑡) 

 

оварда мешавад. 

Баъдан дар ин параграф вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии  

 

𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0 

 

дар се ҳолат ҳалли умумии муодилаи умумикардашудаи якҷинсаи Эйлер 

ёфта шудааст. 

Дар зербоби 2.5 ҳалли умумии муодилаи умумикардашуда 

ғайриякҷинсаи Эйлер дар ҳолатҳои 𝜔(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ва 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 , 𝛼 > 1 

будан, ёфта шудааст. 

Зербоби 2.6 ба таҳқиқи муодилаи ғайримоделии  

 

[𝜔(𝑥)]2𝑦′′ + 𝑎1[𝜔(𝑥)]𝑦
′ + 𝑎2𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 

ҳангоми 𝜔(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝛼 , 𝛼 > 1 будан, бахшида шудааст. Дар ин ҳолат 

ёфтани ҳалҳои ошкорои ин муодила ғайриимкон мебошад. Бинобар ин 

ҳолатҳое ҷудо карда шудааст, ки ҳалли муодилаи дифференсиалӣ ба ҳалли 

муодилаи интегралии намуди Волтерра бо ядрои регулярӣ оварда мешавад. 

Дар ин гуна ҳолатҳо ҳалли муодилаи умумикардашудаи Эйлер ба воситаи 
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резолвентаи муодилаи интегралии намуди Волтерра ифода карда мешавад. 

Ин натиҷаҳо дар шакли теоремаҳои 2.6.1-2.6.3 исбот карда шудаанд. 

Дар зербоби якуми боби сеюм муодилаи моделии таназзулёбандаи 

тартиби олии намуди Эйлер 

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝑎1[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝑎𝑛𝑦 = 𝑓(𝑥), 

 

ки дар ин ҷо 𝑎𝑖  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − ададҳои доимӣ, 𝑓(𝑥) − функсияи додашуда ва 

𝜔(𝑥) − функсияи додашуда дар Г мебошад, дида баромада шудааст. Дар ин 

параграф барои ёфтани ҳосилаи функсияҳои мураккаб леммаи 3.1.1 оварда ва 

исбот карда шудааст. Баъдан, барои муодилаи таҳқиқшаванда чунин намуди 

ивази тағйирёбандаҳо ёфта шудааст, ки дар натиҷаи он муодилаи 

таназзулёбанда метавонад ба муодилаи дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои 

доимӣ оварда шавад. Инчунин, дар теоремаи 3.1.2 исбот карда мешавад, ки 

агар функсияи 𝜔(𝑥) аз функсияи хаттӣ фарқ намояд, пас муодилаи 

таназзулёбандаро бо ин гуна функсияи 𝜔(𝑥) ба муодилаи дифференсиалӣ бо 

коэффисиентҳои доимӣ овардан мумкин нест. 

Дар зербоби 3.2-и ин боб муодилаи диффференсиалии якҷинсаи 

намуди Эйлер бо коэффисиентҳои тағйирёбанда 

 

[𝜔(𝑥)]𝑛𝑦(𝑛) + 𝐴1(𝑥)[𝜔(𝑥)]
𝑛−1𝑦(𝑛−1) +⋯+ 𝐴𝑛−1(𝑥)𝜔(𝑥)𝑦

′ + 𝐴𝑛(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥), 

 

ки 𝑓(𝑥), 𝐴𝑖(𝑥)  (𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) − функсияҳои дар Г бефосила, 𝜔(𝑥) − метавонад 

дар ягон нуқтаи  𝑥 ∈ Г ба сифр баробар бошад, дида баромада шудааст. Дар 

теоремаи 3.2.1. исбот карда мешавад, ки барои он ки муодилаи 

умумикардашудаи тартиби 𝑛 –уми намуди Эйлер ба муодилаи тартиби 𝑛 –ум 

бо коэффисиентҳои доимӣ оварда шавад, бояд коэффисиентҳои он 

𝐴𝑘(𝑥) (𝑘 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅) намуди муайянро дошта бошанд. Баъдан дар ин параграф 

вобаста аз решаҳои муодилаи характеристикии  
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  𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝜆 + 𝑎𝑛 = 0 

 

ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи моделӣ дар панҷ ҳолати решаҳои 

муодилаи характеристикӣ ёфта шудааст.  

 Дар зербоби сеюми боби се муодилаи моделии умумикардашудаи 

тартиби 𝑛 –уми ғайриякҷинсаи намуди Эйлер таҳқиқ карда шуда, дар 

ҳолатҳои гуногуни решаҳои муодилаи характеристикӣ барои муодилаи 

ғайриякҷинса функсияи Коши сохта шудааст. 

Дар зербоби якуми боби чорум хосиятҳои ҳалҳои муодилаи 

дифференсиалии таназзулёбандаи тартиби дуюм омӯхта шуда, рафтори ин 

ҳалҳо дар атрофи нуқтаи махсуси муодила омӯхта шудааст.  

Дар зербоби 4.2 барои муодилаи таназзулёбандаи тартиби дуюм 

масъалаи Коши дар нуқтаи махсуси муодила, яъне нуқтаи 𝑥 = 𝑎 гузошта 

шуда, оид ба ҳалшавандагии ин масъала теоремаҳои 4.2.1 – 4.2.3 исбот карда 

шудааст. 

Дар зербоби сеюми боби чор натиҷаҳои дар параграфҳои пешина 

бадастовардашуда, дар ҳалли муодилаи интегро-дифференсиалии дученакаи 

тартиби дуюм бо ядроҳои барзиёдсингулярии 

 

𝐷𝑥
𝛼𝐷𝑦

𝛽
𝑈(𝑥, 𝑦) + ∫

𝐴

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

𝐷𝑦
𝛽
𝑈(𝑡, 𝑦)𝑑𝑡 + ∫

𝐵

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

𝐷𝑥
𝛼𝑈(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 + 

+∫
𝐶

(𝑡 − 𝑎)𝛼

𝑥

𝑎

∫
1

(𝑠 − 𝑏)𝛽

𝑦

𝑏

𝑈(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 

 

татбиқ карда шудааст. Дар ин параграф нишон дода шудааст, ки ҳалли ин 

муодилаи интегро-дифференсиалии дученака бо ядрои барзиёдсингулярӣ ба 

ҳалли системаи ду муодилаҳои интегралии якченака бо ядрои регулярӣ, вале 

бо ҳудудҳои номаҳдуди намуди  
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{
 
 

 
 
𝑉𝑠
′(𝑡, 𝑠) + 𝐵 ∫𝑉(𝑡, 𝜐)𝑑𝜐

𝑠

−∞

= 𝑊(𝑡, 𝑠),

𝑊𝑡
′(𝑡, 𝑠) + 𝐴 ∫𝑊(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏

𝑡

−∞

= 𝐹(𝑡, 𝑠).

                                                 

оварда мешавад. 
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ХУЛОСАҲО 

1. Натиҷаҳои асосии илмии диссертатсия 

 

 Натиҷаҳои илмии бадастовардашуда нав буда, аз тарафи муаллиф 

мустақилона ба даст оварда шудааст ва аз инҳо иборат мебошанд: 

 ҳалли умумии муодилаи таназзулёбандаи тартиби якум дар ҳолати 

модели ва ғайримоделӣ ёфта шудааст [1-М], [2-М], [7-М];  

 ҳалли умумии муодилаи моделии таназзулёбандаи тартиби дуюм дар се 

ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ёфта шудааст [1-М], [2-М], 

[7-М]; 

 ҳалли умумии муодилаи ғайримоделии таназзулёбандаи тартиби дуюм 

дар се ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ ба воситаи 

резолвентаи муодилаи интегралии намуди Волтерраи мувофиқоянда 

ёфта шудааст [1-М], [2-М], [7-М]; 

 ҳалли умумии муодилаи якҷинсаи таназзулёбандаи тартиби олӣ дар 

панҷ ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ дар намуди ошкор ёфта 

шудааст [1-М], [2-М], [7-М]; 

 барои муодилаи ғайриякҷинсаи таназзулёбандаи тартиби олӣ дар панҷ 

ҳолати решаҳои муодилаи характеристикӣ функсияи Коши сохта 

шудааст [1-М], [2-М], [7-М]; 

 хосиятҳои ҳалҳои муодилаи дифференсиалии таназзулёбандаи тартиби 

дуюм омӯхта шуда, рафтори ҳал дар атрофи нуқтаи махсуси муодила 

муайян карда шудааст;  

 барои муодилаи дифференсиалии таназзулёбандаи тартиби дуюм 

масъалаи навъи Коши гузошта шуда, таҳқиқ карда шудааст; 

 муодилаи интегро-дифференсиалии дученакаи тартиби дуюм бо ядрои 

сингулярӣ бо роҳи ба муодилаи дифференсиали бо коэффисиентҳои 

доимӣ овардан таҳқиқ гардида, ҳалаш дар намуди ошкор навишта 

шудааст. 
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2. Тавсияҳо оид ба истифодаи амалии натиҷаҳо 

 

Дар диссертатсия натиҷаҳои илмӣ бо хислати назариявӣ ба даст оварда 

шудаанд. Усули пешниҳоднамудаи муаллиф барои ҳалли муодилаҳои 

дифференсиалии таназзулёбанда имкон медиҳад, ки як қатор муодилаҳои 

дифференсиалии дорои хосиятҳои хоси таназзулёбанда мавриди омӯзиши 

амиқ қарор гиранд. Ҳамчунин, бо истифода аз ин усул имкон фароҳам меояд, 

ки синфҳои муайяни муодилаҳои интегралӣ таҳқиқ гардида ҳалашон дар 

намуди ошкор ба даст оварда шавад 

Методҳои дар диссертатсия татбиқгардидаро, барои таҳқиқи 

муодилаҳои интегро-дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои сингулярӣ ва 

барзиёд-сингулярӣ татбиқ намудан мумкини аст. 

Натиҷаҳои илмии бадастовардашуда метавонад ҳамчун манбаи муҳими 

илмӣ-методӣ барои донишҷӯёни курсҳои болоӣ, магистрон ва докторантони 

ихтисосҳои математика, математикаи амалӣ ва механика ҳангоми омӯзиши 

курсҳои махсус истифода гардад.  

Инчунин, барои муҳақиқони ҷавон ҳангоми иҷрои корҳои илмӣ-

тадқиқотӣ ва навиштани диссертатсияҳои илмӣ натиҷаҳои дар диссертатсия 

ҳосилгардида метавонад истифода гардад. 
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