
Вазорати маориф ва илми Ҷумҳурии Тоҷикистон
Донишгоҳи давлатии омӯзгории Тоҷикистон
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1.1.1. Таърифи модули бефосилагӣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Ишораҳо

N — маҷмӯи ададҳои натуралӣ

Z+ — маҷмӯи ададҳои ғайриманфӣ

R — маҷмӯи ададҳои ҳақиқӣ

R+ — маҷмӯи ададҳои мусбат

Lp := Lp[0, 2π] (1 ≤ p < ∞, L1 = L) — фазои 2π-даврии дар порчаи [0, 2π] бо

дараҷаи p суммиронидашуда

L2 = L2[0, 2π] — фазои функсияҳои 2π-даврӣ ченшаванда бо маънои Лебеги

бо квадрат суммиронидашаванда

T2n−1 — зерфазои полиномҳои тригонометрии тартиби n− 1-ум

En−1(f)2 — бузургии наздиккунии беҳтарини функсияи f ∈ L2

Sn−1(f) — суммаи хусусии тартиби n-уми ҷудокунии функсияи f(x) ба

қатори Фуре

∆m
h (f, x) — фарқи тартиби m-уми функсияи f(x) бо қадами h

ωm(f, t)p — модули бефосилагии тартиби m-уми дар фазои нормиронидашудаи

Lp (1 ≤ p <∞)

ωm(f, t) — модули бефосилагии тартиби m-ум дар фазои C[0, 2π]

Ωm(f ; t)2 — модули бефосилагии умумикардашудаи тартиби m-ум дар L2

sup — сарҳади аниқи болоӣ

inf — сарҳади аниқи поёнӣ

ak(f), bk(f) — косинус ва синус-коэффисиентҳои Фуре
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Муқаддима

Муҳимияти мавзӯи таҳқиқот. Назарияи наздиккунии функсияҳо яке

аз қисмҳои муҳимтарини таҳлили математикӣ ба ҳисоб меравад. Дар натиҷаи

рушди дохилии илмҳои математикӣ ва эҳтиёҷоти амалӣ ин назария даҳсолаи

охир бо суръати баланд инкишоф меёбад. Дар замони ҳозира воридшавии ғоя-

ҳо ва усулҳои назарияи наздиккунӣ дар тамоми шохаҳои мухталифи илмҳои

математикӣ, хусусан дар самти амалӣ мушоҳида карда мешавад. Вобаста ба

ин пойдевори назарияи наздиккунии дар асарҳои боқигузоштаи классикии Че-

бышев, Вейерштрасс, Ҷексон ва Бернштейн оиди наздиккунии функсияҳо бо

бисёрузваҳо аз нав сохта шуда, дар заминаи васеътар ва мустаҳкамтар гузошта

мешавад. Фаҳмост, ки масъалаҳои наздиккунии дар синфи функсияҳо дода-

шаванда, бештар ҳолат масъалаҳои экстремалӣ ба шумор мераванд, ки дар

онҳо ёфтани сарҳади аниқи болоии саҳви наздиккунӣ бо усули дар синфи функ-

сияҳои додашуда талаб карда мешавад ё барои ин синф олоти беҳтарини на-

здиккуниро нишон додан лозим меояд.

Масъалаҳои экстремалиро дар синфи функсияҳои мушаххас муоина наму-

да, дар кори диссертатсионии мазкур бо ҳолати даврӣ маҳдуд мешавем, яъне

маҳз дар кор як қатор масъалаҳои экстремалии назарияи наздиккунии син-

фҳои даврии функсияҳо бо полиномҳои тригонометрӣ дар фазои гилбертии L2

тадқиқ карда мешаванд.

Натиҷаҳои ниҳоӣ барои сарҳади болоии майлкунӣ бо полиномҳои тригоно-

метрӣ дар синфҳои мухталифи функсияҳои даврӣ баён карда мешаванд.
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Дар боби якум маводи омодагӣ гирд оварда шуда, масъалаҳои экстрема-

лии ҳалношуда дар ҳар як ҳолати мушаххас, асосан барои наздиккунии ҳа-

мҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии онҳо муфассал таҳлил ва баён карда

мешаванд. Сипас масъалаҳои баёншуда дар бобҳои минбаъдаи диссертатсия

дар синфҳои мухталифи функсияҳои даврӣ ҳал карда мешаванд. Натиҷаҳои

ҳосилшуда ниҳоӣ ба ҳисоб мераванд, ки дар асл ҳеҷ чизро илова ё кам кардан

мумкин нест. Маҳз бо ҳамин, муҳимият ва ба мақсад мувофиқ будани мавзӯи

интихоби кори диссертатсионӣ муайян карда мешавад.

Дараҷаи кор карда баромадани мавзӯи таҳқиқот.. Масъалаҳои дар

кори диссертатсионӣ таҳқиқшуда, аслан масъалаҳои экстремалии наздиккунии

ҳамҷояи беҳтарини функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии онҳо бо полиномҳои три-

гонометрӣ ба шумор меравад. Ба масъалаҳои номбаршуда корҳои А.Л.Гаркави

[23], А.Ф.Тиман [92], Н.П.Корнейчук [34, 35], С.Б.Вакарчук [8], М.Ш.Шабозов

[105, 106] ва шогирдони онҳо бахшида шудааст. Қайд бояд кард, ки дар корҳои

А.Л.Гаркави [23] ва А.Ф.Тиман [92] ҳалли аниқи наздиккунии ҳамҷояи беҳта-

рини синфи функсияҳо мавҷуд нест. Масъалаи экстремалии наздиккунии ҳам-

ҷояи беҳтарини синфи функсияҳо бо нормаи маҳдуд бо ҳосилаи олии сплайн-

ҳои полиномиалиро Н.П.Корнейчук [36] ҳал кардааст. Масъалаҳои экстремалии

номбаршударо барои наздиккунии ҳамҷояи функсияҳои даврӣ бо полиномҳои

тригонометрӣ С.Б.Вакарчук [8, 13–16] ва М.Ш.Шабозов [103, 105, 106, 116,

119–122] ҳал кардаанд. Масъалаи наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини функсияҳои

дар доира аналитикии фазои Харди дар кори М.Ш.Шабозов, Г.А.Юсупов ва
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Ҷ.Ҷ.Заргаров [111] ҳал карда шудааст.

Алоқаи кор бо барномаҳои илмӣ (лоиҳаҳо), мавзӯъҳо. Кори диссер-

татсионӣ дар доираи татбиқи дурнамои нақшаи илмӣ-таҳқиқотии кафедраи

таҳлили математикии Донишгоҳи давлатии омӯзгории Тоҷикистон ба номи

С.Айнӣ барои солҳои 2016-2020 аз рӯи мавзӯи “Муаммоҳои кодиронӣ ва барқа-

роркунии операторҳо аз рӯи иттилооти додашуда” ва кафедраи таҳлили функ-

сионалӣ ва муодилаҳои дифференсиалии Донишгоҳи миллии Тоҷикистон барои

солҳои 2017-2022 аз рӯи мавзӯи “Назарияи наздиккунии функсияҳо” иҷро карда

шудааст.
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Тавсифи умумии кор

Мақсади таҳқиқот. Мақсади асосии таҳқиқоти кори диссертатсионӣ аз

ҳалли масъалаҳои экстремалии ба ҷустуҷӯи қиматҳои аниқи сарҳади боло-

ии наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии онҳо

бо полиномҳои тригонометрӣ, аз ҷустуҷӯи усули беҳтарини кодиронӣ ва бар-

қароркунии вобастагии функсионалӣ ҳангоме, ки қиматҳои функсионалҳо аз

функсияи ϕ вобаста, бо функсияи f = Aϕ, ки дар ин ҷо A — ягон опера-

тор, кодиронӣ карда мешаванд, иборат аст. Ҳолати мушаххаси кодиронӣ ва

барқароркунии ҳалли масъалаҳои канории Дирихле ва Нейман аз рӯи иттилоот

оид ба функсияҳои сарҳадӣ, инчунин ҳолати мушаххаси додашудаи кодиронӣ

ва иттилоотӣ дар нуқтаҳои интерполятсия дар порчаи охирнок, таҳқиқ карда

шудаанд.

Масъалаҳои таҳқиқот. Мувофиқи мақсади гузошташуда масъалаҳои зе-

рин таҳқиқ карда мешаванд:

• қимати аниқи тавсифи экстремалии наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини

функсияҳои даврӣ вобаста аз хосиятҳои дифференсиалии функсияи вазнӣ

дар L2 ёфта шавад;

• наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини баъзе синфи функсияҳо дар L2 муайян

карда шавад;

• тавсифи экстремалииШабозов – Вакарчук умумӣ карда, қимати аниқи он-

ро муайян карда, қиматҳои n-қутрҳои мухталифи баъзе синфи функсияҳо

ҳисоб карда шаванд;
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• намуди ошкорои усули кодиронии ҳалли масъалаи канории Нейман ва

барқароркунии беҳтарини вай бо полиномҳои тригонгонометрӣ аз рӯи ит-

тилооти додашуда оиди функсияи сарҳадӣ ёфта шавад;

• қимати аниқи N -қутри иттилоотии баъзе синфи функсияҳои аз гузориши

масъалаҳои кодиронӣ ва барқароркунии ҳалли масъалаҳои канории Ней-

ман бармеоянд, ҳисоб карда шаванд;

• ҳалли тақрибии масъалаҳои канории Дирихле ва Нейман бо сплайн-

функсияҳои тартиби якум дар синфи Липшитси H1[0, 2π] барқарор карда

шавад.

Объекти таҳқиқот. Объекти таҳқиқот ёфтани намуди ошкорои ҳалли

масъалаҳои экстремалии мухталифи ба наздиккунии ҳамҷояи беҳтаркунии

функсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо полиномҳои тригонометрӣ дар L2 алоқаманд,

инчунин ёфтани намуди ошкорои усули кодиронӣ ва барқароркунии ҳалли ма-

съалаи канории Нейман аз рӯи иттилооти додашуда оид ба функсияҳои сарҳадӣ

ва масъалаи канории Дирихле аз рӯи иттилооти мухталиф, мебошад.

Предмети таҳқиқот. Предмети таҳқиқот ҷустуҷӯи қиматҳои аниқи

сарҳади болоии наздикунии ҳамҷояи беҳтарини баъзе синфи функсияҳо ва

ёфтани усули кодиронӣ ва барқароркунии ҳалли масъалаҳои канории Дирихле

ва Нейман аз рӯи итилоот оиди функсияҳои сарҳадӣ мебошад.

Навигарии илмии таҳқиқот. Дар диссертатсия натиҷаҳои асосии зерин

гирифта шудаанд:

• қимати аниқи тавсифи экстремалии наздикунии ҳамҷояи беҳтарини функ-
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сияҳои даврӣ дар L2 вобаста ба хосиятҳои дифференсиалии функсияҳои

вазнӣ ёфта шудааст;

• наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини синфҳои мухталифи функсияҳои диф-

ференсиронидашаванда дар L2 муайян карда шудаанд;

• тавсифи наздикунии экстремалии Шабозов – Вакарчук умумӣ карда шу-

да, қимати аниқи он муайян карда шуда, қиматҳои n-қутрҳои синфҳои

мухталифи функсияҳо ҳисоб карда шудаанд;

• намуди ошкорои усули кодиронии ҳалли масъалаҳои канории Дирихле ва

Нейман ва барқароркунии беҳтарини онҳо бо полиномҳои тригонометрӣ

аз рӯи иттилооти додашуда, ёфта шудаанд;

• қимати аниқи N -қутри итилоотии баъзе синфи функсияҳо ҳисоб карда

шудааст;

• ҳаллҳои тақрибии масъалаҳои канории Дирихле ва Нейман бо сплайн-

функсияҳои тартиби якум дар синфи Липшитси H1[0, 2π] барқарор карда

шудаанд.

Арзишҳои назариявӣ ва илмӣ-амалии кор. Кор хусусияти назария-

вӣ дорад. Натиҷаҳои кори диссертатсионӣ ва усулҳои исботи онҳоро дар

масъалаҳои экстремалии назарияи наздиккунии функсияҳои бисёртағирёбанда

бо полиномҳои тригонометрӣ истифода кардан мумкин аст.

Натиҷаҳое, ки ба ҳимоя бароварда мешаванд:

• теоремаҳо дар бораи қимати аниқи тавсифи экстремалии наздиккунии
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ҳамҷояи беҳтарини функсияҳои даврӣ дар L2 вобаста ба хосиятҳои диф-

ференсиалии функсияҳои вазнӣ;

• теоремаҳо дар бораи наздикунии ҳамҷояи беҳтарини синфҳои мухталифи

функсияҳои дифференсиронидашаванда дар L2;

• теоремаҳо дар бораи умумикунии тавсифи наздиккунии экстремалии Ша-

бозов – Вакарчук, муайянкунии қимати аниқи он ва ҳисобкунии қиматҳои

n-қутрҳои синфҳои мухталифи функсияҳо;

• теоремаҳо дар бораи ёфтани намуди ошкорои усули кодиронии ҳалли

масъалаи канории Нейман ва барқароркунии беҳтарини он бо полиномҳои

тригонометрӣ аз рӯи иттилооти додашуда дар бораи функсияҳои сарҳадӣ;

• теорема дар бораи ҳисоби аниқи қимати N -қутри итилоотии баъзе синфи

функсияҳо;

• теоремаҳо дар бораи барқароркунии ҳаллҳои масъалаҳои канории Дирих-

ле ва Нейман бо сплайн-функсияҳои тартиби якум дар синфи Липшитси

H1[0, 2π].

Дараҷаи эътимоднокии натиҷаҳо. Эътимоднокии натиҷаҳои илмии ко-

ри диссертатсионӣ бо исботи математикии қатъии ҳамаи тасдиқотҳои дар дис-

сертатсия овардашуда, инчунин бо таҳқиқотҳои муаллифони дигар тасдиқ кар-

да мешаванд.

Мувофиқати диссертатсия ба шиносномаи ихтисоси илмӣ (ба

формула ва соҳаи таҳқиқот). Кори диссертатсионӣ аз рӯи ихтисоси

6D060101 – Таҳлили ҳақиқӣ, комплексӣ ва функсионалӣ иҷро карда шуда, боби

11



таҳлили математикии дар банди III-и фасли 3-юми шиносномаи ихтисоси илмӣ

нишондодаро ташкил медиҳад.

Саҳми шахсии унвонҷӯи дараҷаи илмӣ. Масъалаҳои таҳқиқот ва ин-

тихоби усули исботро роҳбарони илмии кор пешниҳод намуда, инчунин ёрии

машваратӣ расонидаанд. Натиҷаҳои асосии кори диссертатсионии дар банди

“Навигарии илмӣ” номбаршударо шахсан муаллиф ҳосил кардааст.

Тасвиби натиҷаҳои диссертатсия. Натиҷаҳои асосии диссертатсия дар

семинарҳо ва конференсияҳои зерин муҳокима ва баррасӣ гардидаанд:

• семинарҳои кафедраи таҳлили математикии Донишгоҳи давлатии

омӯзгории Тоҷикистон ба номи С.Айнӣ таҳти роҳбарии профессор

М.Азизов (Душанбе, солҳои 2017-2021) ва семинарҳои кафедраи таҳлили

функсионалӣ ва муодилаҳои дифференсиалии Донишгоҳи миллии Тоҷики-

стон таҳти роҳбарии академики АМИТ М.Ш.Шабозов (Душанбе, солҳои

2019-2022);

• конференсияи байналхалқии илмии “Муаммоҳои муосир ва татбиқи ал-

гебра, назарияи ададҳо ва таҳлили математикӣ” бахшида ба 60-солагии

академики АМИ Тоҷикистон З.Х.Раҳмонов ва аъзои вобастаи АМИ Тоҷи-

кистон С.А.Исҳоков (Душанбе, 13-14 декабри соли 2019);

• конференсияи байналхалқии илмии “Муодилаҳои интегралии сингулярӣ

ва муодилаҳои дифференсиалӣ бо коэффисиентҳои сингулярӣ” бахшида

ба 70-солагии профессор Г.Ҷангибеков (Душанбе, 30-31 январи соли 2020);

• конференсияи ҷумҳуриявии илмӣ- амалии “Муаммоҳои муосири матема-
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тикаи амалӣ ва аҳамияти он дар ташаккулёбии ҷаҳонбинии техникии ҷо-

меа” (Хуҷанд, 29-30 октябри соли 2021);

• конференсияи байналхалқии илмии “Муаммоҳои муосири таҳлили мате-

матикӣ ва назарияи функсияҳо” бахшида ба 70-солагии академики АМИ

Тоҷикистон М.Ш.Шабозов (Душанбе, 24-25 июни соли 2022 ).

Интишорот аз рӯи мавзӯи диссертатсия. Натиҷаҳои кори муаллиф аз

рӯи мавзӯи диссертатсия дар 8 кори илмӣ, аз онҳо 4 мақола дар нашрияҳои

тақризшаванда, ки дар рӯйхати амалкунандаи КАО-и назди Президенти Ҷум-

ҳурии Тоҷикистон мебошанд ва 4 мақола дар маводи конференсияҳои илмии

байналминалӣ ва ҷумҳуриявӣ дарҷ гардидаанд.

Сохтор ва ҳаҷми диссертатсия. Диссертатсия аз муқаддима, се боб,

феҳристи адабиёти истифодашуда иборат аз 134 номгӯй, ҳамагӣ 135 саҳифаи

компютериро дарбар гирифта, дар барномаи LATEX ҳуруфчинӣ шудааст. Барои

осонӣ дар диссертатсия рақамгузории секаратаи теоремаҳо, леммаҳо, натиҷаҳо

ва формулаҳо истифода шудааст, ки дар он рақами якум бо рақами боб, рақами

дуюм бо рақами фасл ва рақами сеюм бо рақами тартибии теоремаҳо, леммаҳо,

натиҷаҳо ё формулаҳои ҳамин фасл мутобиқат мекунанд.
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БОБИ I. Таҳлили адабиёт оиди нобаробариҳои аниқ дар

байни бузургиҳои наздиккунии беҳтарини функсияҳои

даврӣ ва модулҳои бефосилагии тартибҳои гуногун

§ 1.1. Таърифҳои синфи функсияҳо, модулҳои бефосилагӣ ва

наудҳои мухталифи мукаммалкардашудаи онҳо

1.1.1. Таърифи модули бефосилагӣ. Минбаъд дар ҳама ҷой фазои

функсияҳои 2π-даврии зерин дида баромада мешавад:

C := C[0, 2π] — фазои функсияҳои дар тамоми тири ададӣ бефосилаи f(t)-

и даврашон 2π бо нормаи чебишевии

‖f‖C = max
t
|f(t)|;

Lp := Lp[0, 2π] (1 ≤ p <∞, L1 = L) — фазои функсияҳои f(t)-и дар порчаи

[0, 2π] дар дараҷаи p суммиронидашаванда, ки нормаи онҳо бо баробарии зерин

муайян карда мешавад:

‖f‖Lp[0,2π] =

 2π∫
0

|f(t)|pdt

1/p

,

ки дар ин ҷо интеграл дар маънои Лебег фаҳмида мешавад;

M = L∞[0, 2π] — фазои функсияҳои дар тамоми тир қатъиян маҳдуди f(t)-

и 2π-даврӣ бо нормаи

‖f‖M = ‖f‖L∞[0,2π] = supvrai
t
|f(t)|.

Аён аст, ки агар f бефосила бошад, он гоҳ ‖f‖M = ‖f‖C .
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Бо C(r) := C(r)[0, 2π] маҷмӯи функсияҳои f ∈ C, ки ҳосилаи тартиби r-

умашон f (r) ∈ C аст, ишора мекунем. Бо L(r)
p := L

(r)
p [0, 2π] (1 ≤ p ≤ ∞) маҷмуи

функсияҳои f ∈ L, ки ҳосилаи тартиби (r − 1)-умаш f (r−1) мутлақ бефосила

буда, вале ҳосилаи тартиби r-ум f (r) ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ аст, ишора мекунем.

Шарт мекунем, ки бо назардошти ‖f‖1 = ‖f‖L, ‖f‖∞ = ‖f‖M ба ҷойи ‖f‖Lp,

‖f‖p менависем.

Дар фазоҳои C[0, 2π] ва Lp[0, 2π]-и функсияҳои даврӣ олоти табии наздик-

кунӣ, полиномҳои тригонометрии намуди

Tn−1(t) =
α0

2
+

n−1∑
k=1

(αk cos kt+ βk sin kt) (1.1.1)

-и тартиби n− 1, n ∈ N мебошад. Системаи функсияҳои

1, cos t , sin t , cos 2t , sin 2t , . . . , cos(n− 1)t , sin(n− 1)t, (1.1.2)

ки комбинатсияи хаттиашон Tn−1(t) мебошад, хаттӣ новобаста мебошанд. Дар

ҳақиқат ҳам, агар

α0

2
+

n−1∑
k=1

(
αk cos kt+ βk sin kt

)
≡ 0,

бошад, он гоҳ ҳар ду тарафи айниятро пай дар пай ба функсияҳои системаи

(1.1.2) зарб зада ва аз рӯи даври [0, 2π] интегриронида, мушоҳида мекунем, ки

ҳамаи коэффисиентҳои αk ва βk ба сифр баробаранд. Ба ҳамин тариқ, барои

n-и қайдшуда, полиномҳои (1.1.1) зерфазои ченаки 2n− 1 (дар C ё дар Lp) ба

ҳисоб меравад. Мо онро бо T2n−1 ишора намуда, барои наздиккунии беҳтарини

функсияи f ∈ X, ки дар ин ҷо X C ё Lp зерфазои T2n−1 аст, ишораи анъанавии
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зеринро истифода мебарем:

En−1(f)X = E(f, T2n−1)X = inf
Tn−1
‖f − Tn−1‖X .

Маълум аст [24, 34, 37, 43], ки барои ҳар гуна функсияи f ∈ X, ки дар ин

ҷо X C ё Lp (1 ≤ p < ∞) аст, дар зерфазои T2n−1 чунин полиноми T ∗n−1(t) =

T ∗n−1(f, t)-и тартиби n− 1-ум мавҷуд аст, ки

En−1(f)X = ‖f − T ∗n−1‖X (1.1.3)

мебошад. Масалан, баробарии (1.1.3) дар ҳолати X = C аз теоремаи Чебышев

дар бораи алтернанс (ниг. масалан, ба [34, с.46-48]), вале дар ҳолати X = L2

аз муносибати зерин ҳосил мешавад:

En−1(f)L2
= inf

{
‖f − Tn−1‖L2

: Tn−1 ∈ T2n−1

}
=

= ‖f − Sn−1(f)‖2 =

{ ∞∑
k=n

ρ2
k(f)

}
:=

{ ∞∑
k=n

(
a2
k(f) + b2

k(f)
)}1/2

, (1.1.4)

ки дар ин ҷо

Sn−1(f) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
— суммаи хусусии тартиби n-уми ҷудокунии функсияи f(x) ба қатори Фуре

мебошад:

f(x) =
a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
. (1.1.5)

Азбаски барои функсияи f ∈ L(r)
2 ҳосилаҳои мобайнии f (s) барои ҳар гуна

қиматҳои s = 1, 2, . . . , r− 1, r ≥ 2, r ∈ N ҳамчунин ба фазои L2 (ниг. масалан,
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[30, 34, 37]) мансуб аст, он гоҳ ҷустуҷӯи қиматҳои аниқи наздиккунии беҳтарини

ҳамҷояи En−1(f
(s))L2

(s = 1, , 2, . . . , r − 1, r ∈ N) дар худи синфи L
(r)
2 ё дар

ягон зерсинфи M(r) ⊂ L
(r)
2 диққатро ҷалб мекунад (ниг. ба корҳои [106, 111]).

Азбаски дар ҷудокунӣ ба қатори Фуреи функсияи f (s) баробарии

ρ2
k(f

(s)) = k2sρ2
k(f) = k2s

(
a2
k(f) + b2

k(f)
)
, s = 1, 2, . . . , r

дуруст аст, он гоҳ аз муносибати (1.1.5) ҳосил мекунем:

E2
n−1(f

(s))L2
=

∞∑
k=n

ρ2
k(f

(s)) =
∞∑
k=n

k2s ρ2
k(f) =

=
∞∑
k=n

k2s
(
a2
k(f) + b2

k(f)
)
. (1.1.6)

Аз (1.1.6) хулоса мебарояд, ки

E2
n−1(f

(s))L2
=

∞∑
k=n

k2s
(
a2
k(f) + b2

k(f)
)

=
∞∑
k=n

1

k2(r−s) · k
2r
(
a2
k(f) + b2

k(f)
)
≤

≤ 1

n2(r−s) ·
∞∑
k=n

k2r
(
a2
k(f) + b2

k(f)
)

=
1

n2(r−s) · E
2
n−1(f

(r)) (1.1.7)

аст, зимнан аломати баробарӣ дар (1.1.7) барои функсияи f0(x) = cosnx ∈ L(r)
2

ҳосил мешавад. Аз ин ҷо баробарии экстремалии зерин ҳосил мешавад (ниг.

масалан, ба [106])

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

En−1(f
(s))L2

En−1(f (r))L2

=
1

nr−s
, r, s ∈ Z+, r ≥ s,

ки минбаъд мавриди истифода қарор меёбад.

1.1.2. Тавсифи модулҳои бефосилагӣ. Минбаъд бо X фазои C ё Lp

(1 ≤ p < ∞)-и функсияҳои 2π-давриро бо нормаи мувофиқи ‖f‖C ё ‖f‖p
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(1 ≤ p <∞) ишора мекунем. Модули бефосилагии функсияи f ∈ X дар фазои

нормиронидашудаи ихтиёрии X гуфта, функсияи зеринро меноманд:

ω(f, t)X = sup
|u|≤t
‖f(·+ u)− f(·)‖X (t ≥ 0). (1.1.8)

Шарт мекунем, ки ба ҷои ω(f, t)Lp ω(f, t)p, вале ба ҷои ω(f, t)C танҳо ω(f, t)

менависем. Ба ҳамин тариқ, мувофиқи таъриф барои f ∈ C ҳосил мекунем:

ω(f, t) = sup
|u|≤t

max
X
|f(x+ u)− f(x)| = sup

|x′−x′′ |≤t
|f(x

′
)− f(x

′′
)|, (1.1.9)

вале барои f ∈ Lp менависем:

ω(f, t)p := sup
|u|≤t
‖f(·+ u)− f(·)‖Lp =

= sup
|u|≤t

1

π

2π∫
0

∣∣f(x+ u)− f(x)
∣∣pdx


1/p

(1 ≤ p <∞). (1.1.10)

Функсияи (1.1.10) модули бефосилагии тартиби якуми интегронӣ номида ме-

шавад. Қайд мекунем, ки модули бефосилагии (1.1.8)-и функсияи ихтиёрии

f ∈ X ба хосиятҳои зерин доро аст:

1) ω(f, 0)X = 0;

2) ω(f, t)X дар порчаи 0 ≤ t <∞ камнашаванда аст;

3) модули бефосилагии (1.1.8) функсияи нимаддитивӣ мебошад, яъне

ω(f, t1 + t2)X ≤ ω(f, t1)X + ω(f, t2)X (t1 > 0, t2 > 0). (1.1.11)

Айнан ҳамин тавр,

∆2(f, u) = f(x+ u)− 2f(x) + f(x− u),
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‖∆2(f, u)‖X = ‖f(·+ u)− 2f(·) + f(· − u)‖X ,

фарз намуда, бо баробарии

ω2(f, t)X = sup
|u|≤t
‖∆2(f, u)‖X (1.1.12)

модули бефосилагии тартиби дуюми функсияи f ∈ X-ро муайян мекунем, ки

дар ин ҷо чун пештара X = C ё X = Lp (1 ≤ p < ∞) аст. Акнун агар

m ∈ N, m ≥ 2 бошад, он гоҳ чун ҳарвақта бо

∆
(m)
h (f, x) :=

m∑
k=0

(−1)kCk
mf(x+ kh)−

фарқи тартибиm-уми функсияи f(x)-ро бо қадами h ишора намуда, дар ҳолати

X = Lp бо баробарии

ωm(f, t)p := sup
|h|≤t
‖∆(m)

h (f, ·)‖Lp[0,2π] =

= sup
|u|≤t

1

π

2π∫
0

∣∣∆m
h (f, x)

∣∣p dx


1/p

(1 ≤ p ≤ ∞) (1.1.13)

модули бефосилагии тартиби m-ро дар фазои нормиронии Lp (1 ≤ p < ∞)

муайян мекунем. Якбора қайд мекунем, ки барои модули бефосилагии (1.1.13)

низ ҳам барои ҳолати X = C ва ҳам дар ҳолати X = Lp (1 ≤ p <∞) хосиятҳои

асосии 1) – 3) ҷой доранд (ниг. масалан, ба [24, стр. 157-161]).

Минбаъд дар кор асосан мавриди p = 2, вақте ки X фазои гилбертии

L2 := L2[0, 2π] аст, таҳқиқ карда мешавад ва аз ин лиҳоз мо минбаъд натиҷаҳои

пештар маълуми дар фазои L2 ҳосилшударо меорем ва дар кори диссертатси-

онӣ ба сифати тавсифи асосии суфтагии функсия модули бефосилагии тартиби

m-ум (m ∈ N)-ро истифода намуда, дар самтҳои гуногун умумӣ мекунем.
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§ 1.2. Баъзе натиҷаҳои аниқ вобаста бо баҳоҳои бузургиҳои

наздиккунии беҳтарин бо ёрии модулҳои бефосилагии

тартибҳои гуногун дар фазои L2 ҳосилшуда

Баъзе натиҷаҳоро ҳангоми наздиккунии беҳтарини En−1(f) аз боло бо мо-

дули бефосилагии худи функсия ё ягон ҳосилаи тартиби додашудаи вай ва ҳам-

чунин ҳангоми бо қимати миёнашудаи модули бефосилагиҳои тартибҳои олии

ҳосилаи тартиби r-ум (r ∈ Z+) дар фазои Гилбертии L2 := L2[0, 2π] баҳогузорӣ

карда мешаванд, меорем.

Таърихан чунин натичаи аввалинро Н.И.Черных [99, 100] ҳосил кардааст.

Вай исбот кардааст, ки барои функсияи ихтиёрии f ∈ L2-и константа набуда,

нобаробарии зерин ҷой дорад:

En−1(f)L2
<

1√
2
ω
(
f,
π

n

)
, n ∈ N, (1.2.1)

зимнан барои ҳар як n-и қайдшуда, константаи 1/
√

2-ро дар қисми рости ноба-

робарии (1.2.1) кам кардан номумкин аст. Нобаробарии (1.2.1) аз нобаробарии

бештар нозук ва дар айни вақт беҳтарнашавандаи [99] зерин ҳосил карда ме-

шавад:

En−1(f)L2
≤ 1

2

n
π/n∫
0

ω2(f, t)L2
sinntdt


1/2

, (1.2.2)

ки он барои функсияи f0(x) = cosnx ∈ L2 ба баробарӣ мубаддал мешавад..

Азбаски барои функсияи ихтиёрии f ∈ L(r)
2 нобаробарии зерин ҷой дорад

(ниг. масалан, ба [34, 37, 43, 89])

En−1(f)L2
≤ 1

n2r
En−1(f

(r))L2
. (1.2.3)
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Он гоҳ (1.2.2) ва (1.2.3)-ро муқоиса намуда, ба баҳои зерин меоем ([99, 100]):

En−1(f)L2
≤ 1

2nr

n
π/n∫
0

ω2(f (r), t)2 sinntdt


1/2

, (1.2.4)

ки он дар маҷмӯи L
(r)
2 аниқ ба ҳисб меравад, чунки аломати баробарӣ дар

(1.2.4) барои функсияи f0(t) = a cos(nt+ β), n ∈ N, a, b ∈ R ҷой дорад.

Аз (1.2.4) барои ҳар гуна функсияи f ∈ L(r)
2 аз сабаби монотонӣ афзудани

модули бефосилагӣ фавран баҳои зеринро ҳосил мекунем:

En−1(f)L2
<

1√
2
· 1

nr
ω
(
f (r),

π

n

)
L2

, r ∈ Z+, n ∈ N.

Қайд кардан ҷоиз аст, ки дар асл Н.И.Черных [99] исбот кардааст, ки барои

ҳар гуна n ∈ N, r ∈ Z+ муносибати зерин ҷой дорад:

sup
f∈L(r)

2

n2rE2
n−1(f)

ω2(f (r), π/n)2
=

1√
2
. (1.2.5)

Вобаста ба баробарии экстремалии (1.2.5) ҳамчунин натиҷаи Л.В.Тайковро

[89] қайд кардан ҷоиз аст, ки вай исбот кардааст, ки барои ҳар гуна f ∈ L(r)
2 ,

r ∈ Z+ муносибатҳои зерин ҷой доранд:

1

(nt)2
≤
n2rE2

n−1(f)

ω2(f (r), t)2
≤ 1

(nt)2
+

1

2
, 0 < nt ≤ π, (1.2.6)

sup
f∈L(r)

2

n2rE2
n−1(f)

t∫
0

ω2(f (r), t)2 dt

=
1

2
· n

nt− sinnt
, 0 < nt < π/2. (1.2.7)

Қайд мекунем, ки аз нобаробарии (1.2.6), дар ҳолати хусусӣ, ҳангоми t = π/n

баҳои дутарафа барои константаи Ҷексон ҳосил мешавад:
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1

π2
≤

n2r E2
n−1(f)

ω2(f (r), π/n)
≤ 1

π2
+

1

2
, (1.2.8)

ки он тахминан ба натиҷаи (1.2.5) баробар аст. Аён аст, ки натиҷаи (1.2.4)-ро

барои ададҳои ихтиёрии n ∈ N, r ∈ Z+ дар намуди зерин навиштан мумкин

аст:

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

n2r−1E2
n−1(f)

π/n∫
0

ω2(f (r), t) sinntdt

=
1

4
. (1.2.9)

Умумикунии минбаъдаи баробарии (1.2.9) ба В.В.Шалаев [123] тааллуқ до-

рад. Вай исбот кардааст, ки барои ҳар гуна n,m ∈ N ва r ∈ Z+ баробарии

зерин дуруст аст:

sup
f∈L(r)

2
f 6=const

n2r−mE2
n−1(f)

π/n∫
0

ω2/m
m (f (r), t) sinntdt


m =

1

4m
. (1.2.10)

Баробарии (1.2.9) аз (1.2.10) ҳангоми m = 1 ҳосил мешавад.

Ҳамчунин аз (1.2.10) хулоса мебарояд, ки барои ҳар гуна m,n ∈ N, r ∈ Z+

ва ҳар гуна f ∈ L(r)
2 нобаробарии

En−1(f) ≤ 2−m/2 n−r ωm(f (r), π/n) (1.2.11)

дуруст аст. Қайд мекунем, ки нобаробарии намуди Ҷексон – Стечкини (1.2.11)

ноаниқ аст, вале агар функсияи ω
2/m
m (f (r), t) барои ҳар гуна t ∈ [0, π/(2n)]

шарти зеринро қаноат кунонад:

2ω2/m
m

(
f (r), π/(2n)

)
≥ ω2/m

m (f (r), t) + ω2/m
m

(
f (r),

π

n
− t
)

(1.2.12)
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ва дар ҳолати хусусӣ агар вай дар порчаи [0, π/n] барҷаста ба боло бошад, он

гоҳ нобаробарии (1.2.11)-ро аниқ кардан мумкин аст, яъне дар маҷмӯи функ-

сияҳои f ∈ L(r)
2 , ки дар он функсияи ωm(f (r), t) шарти (1.2.12)-ро қаноат меку-

нонад, нобаробарии аниқи Ҷексон – Стечкин барои ҳамаи m,n ∈ N ва r ∈ Z+

дуруст аст (ниг. [123])

En−1(f) ≤ 2−m/2 n−r ωm
(
f (r), π/(2n)

)
ва барои функсияи f0(x) = cosnx ∈ L(r)

2 ба баробарӣ мубаддал мешавад.

Дар вақти ҳалли масъалаҳои экстремалии назарияи наздиккунии функ-

сияҳои даврии дифференсиронидашаванда бо ёрии полиномҳои тригонометрӣ

дар фазои L2, вобаста ба ҷустуҷӯи контантаҳои аниқи χ = χ(m,n, r) дар ноба-

робарии намуди Ҷексон – Стечкини намуди

En(f)2 ≤ χn−r ωm

(
f (r),

t

n

)
2

, t > 0,

тавсифҳои экстремалии гуногуни ба аниқкунии аз боло баҳодиҳии доимиҳои χ

овардашаванда, дида баромада шудаанд (ниг. масалан, ба корҳои [2, 4–6, 8–10,

12, 15–21, 30, 57, 89–91, 99, 100, 103, 106, 108, 123–126]), ки дар онҳо масъалаи

мазкур таҳқиқ карда мешавад.

Вобаста ба ҷустуҷӯи константаи аниқ дар нобаробарии Ҷексон – Стечкин

дар кори [99] Н.И.Черных қайд мекунад, ки азбаски функсионалиn
2

π/n∫
0

ω2
1(f, t) sinntdt


1/2

аз функсионали ҷексонии ω1(f, π/n) (f 6= const) хурд аст, он гоҳ вай барои тав-
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сифи бузургиҳои наздиккунии беҳтарини полиномалии En−1(f)-и функсияҳои

даврӣ дар L2 бештар табиист.

Барои тасдиқи ин гуфтаҳо дар кори Есмаганбетов [29] тавсифи экстремалии

бо вазни модули бефосилагии тартиби олӣ бо тарзи махсус миёнашуда, ки барои

ҳосилкунии константаҳои доимӣ дар нобаробариҳои намуди Ҷексон – Стечкин

мавриди истифода қарор ф̈тааст, дида баромада шудааст.

Мавзӯи мазкурро давом дода, дар мақолаи Вакарчук ва Шитов [14]

масъалаи тавсифи экстремалии зерин дида баромада шудааст:

χm,n,r(h) := sup
f∈Lr2

f 6=const

n2(r+m) h2m · E2
n−1(f)ω2/m

m (f (r), h) + n2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m , (1.2.13)

дар ин ҷо 0 < h ≤ π/n, m, n ∈ N, r ∈ Z+ аст. Бо ёрии он як натиҷаи

Тайковро, ки онҳо дар теоремаи 1 аз кори [89] дар ҳолати m = 1 ҳангоми

аз модули бефосилагии тартиби ихтиёрии m ∈ N баён кардаанд, яъне маҳз

онҳо паҳн кардаанд. С.Б.Вакарчук ва А.Н.Шитов [14] нобаробарии зеринро

исбот кардаанд:

1

(nh)2mn2r
≤ sup

f∈Lr2
f 6=const

E2
n−1(f)

ω2
m(f (r), h)

≤ 1

n2r

(
1

(nh)2
+

2

)m
. (1.2.14)

Натиҷаи Л.В.Тайков (1.2.6) аз нобаробарии (1.2.14) дар ҳолати m = 1

ҳосил мешавад. Вобаста ба ин гуфтаҳо аз нуқтаи назари М.Ш.Шабозов ва

С.Б.Вакарчук [107] омӯзиши тавсифи экстремалии

χ̃m,n,r(h) :=
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:= sup


nr En−1(f) h∫

0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m/2
: f ∈ Lr2, f 6= const


, (1.2.15)

ки модули миёнашудаи бефосилагии тартиби m-уми ω
2/m
m (f, t)-ро бо функсияи

вазнии h − t-ро дарбар мегирад, ки дар ин ҷо 0 ≤ t ≤ h аст, таваҷҷӯҳро ҷалб

мекунад. Боз як далели ба фоидаи чунин интихоб кардани функсияи вазнӣ

аз рӯи фикри муаллифи диссертатсия инчунин кори Фокарт, Крякин ва Шад-

рин [97] мебошад, ки дар ҳалли масъала оид ба нобаробарии намуди Ҷексон –

Стечкин дар фазои C := C([0, 2π]) бо ёрии чунин функсяи вазнӣ таҳқиқ шу-

дааст. Дар ин ҳолат мавқеи муҳимро функсяи вазнӣ нишон додашудаи (h− t)

мебозад, ки бо ёрии вай худи фарқи охирнок, на ин ки нормаи он, миёна карда

шудааст.

Дар кори ҳамҷояи М.Ш.Шабозов ва С.Б.Вакарчук [107] барои тавсифи

экстремалии (1.2.15) чунин натиҷаи умумӣ ҳосил карда шудааст. Бигзор

m,n ∈ N, r ∈ Z+ бошад. Он гоҳ барои ҳар гуна адади h-и шарти 0 < h ≤ π/n-

ро қаноаткунонанда, баробарии [107]

χ̃m,n,r(h) = h−m

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

(1.2.16)

дуруст аст.

Натиҷаи умумиро дар ин самт А.А.Лигун [57] ҳосил кардааст. Вай исбот

кардаст, ки барои ҳар гуна n,m, r ∈ N, 0 < h ≤ π/n, 0 < t ≤ h, ϕ(t) ≥ 0 –
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функсияи вазнии ихтиёрӣ нобаробарии дутарафаи зерин дуруст аст:

{
Ar,m
n,h (ϕ)

}−1

≤ sup
f∈Lr2

f 6=const

En−1(f)
h∫

0

ω2
m(f (r), t)ϕ(t)dt


1/2
≤
{
Ar,m
k,h (ϕ)

}−1

, (1.2.17)

ки дар ин ҷо

Ar,m
k,h (ϕ) = 2m/2

k2r

h∫
0

(1− cos kt)m ϕ(t)dt

1/2

, k ≥ n.

Барои баъзе функсияҳои вазнии мушаххаси ϕ нобаробарии (1.2.17) бо констан-

таи аниқ ба баробарӣ табдил мешавад.

Барои баёни ҳамаи натиҷаҳои пештар гирифташуда ва умумикунонии мин-

баъдаи онҳо дар кори М.Ш.Шабозов ва Г.А.Юсупов [110] чунин тавсифи экс-

тремалии умумӣ ҷорӣ карда шудааст:

χm,n,r,p(ϕ;h) = sup
f∈L(r)

2
f 6=const

En(f)2 h∫
0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
, (1.2.18)

ки дар ин ҷо m,n, r ∈ N, p ∈ (0,∞), 0 < t ≤ h, 0 < h ≤ π/n, ϕ(t) ≥

0 – функсияи вазнии ихтиёрӣ аст, дар (1.2.18) шартан 0/0 := 0 фарз карда

мешавад.

Қайд мекунем, ки бузургиҳои намуди (1.2.18)-ро дар замонҳои гуногун оли-

мони зерин омӯхтаанд:

1) Черных [99]: а) χ1,n,r,2(ϕ, π/n), ки дар ин ҷо ϕ(t) = sinnt;

б) χm,n,0,2(ϕ, 2π/n), ки дар ин ҷо ϕ(t) = sin(nt/2)+(sinnt)/2;
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2) Тайков [89]: χ1,n,r,2(ϕ, t), ки дар ин ҷо ϕ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/(2n);

3) Тайков [90]: χ1,n,r,1(ϕ, π/n), ки дар ин ҷо ϕ(t) ≡ 1;

4) Тайков [91]: χm,n,r,2(ϕ, t), ки дар ин ҷо ϕ(t) ≡ 1, 0 < t ≤ π/n;

5) Лигун [57]: χm,n,r,2(ϕ, t), ки дар ин ҷо ϕ(t) ≥ 0; 0 < t ≤ π/n;

6) Айнуллоев [2]: χm,n,r,2(ϕ, t), ки дар ин ҷо ϕ(t) = sinγ βt, 0 ≤ t ≤ h,

0 ≤ γ ≤ 2r − 1, r ∈ N, β > 0, 0 < βh ≤ π;

7) Шалаев [123]: χm,n,r,2/m(ϕ, π/n), ки дар ин ҷо ϕ(t) = sinnt, ҳангоми

m = 1 натиҷаи Черных из [99] ҳосил мешавад;

8) Юссеф [125]: χ1,n,r,2(ϕ, t), ки дар ин ҷо ϕ(t) = sin(πt/h), 0 < t ≤ h ≤ π/n;

9) М.Ш.Шабозов и О.Ш.Шабозов [108]: χm,n,r,p(ϕ, t), ки дар ин ҷо

ϕ(t) = sinγ(πt/n), 1/r < p ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ rp− 1, r ∈ N, 0 < t ≤ h ≤ π/n;

10) Вакарчук [10]: χm,n,r,2/m(ϕ, t), ки дар ин ҷо ϕ(t) ≡ 1, 0 ≤ t ≤ π/(2n);

11) Юсупов [126]: χm,n,r,p(ϕ, t), ки дар ин ҷо ϕ(t) = sinγ(βt/h), 0 ≤ t ≤ h,

0 < β ≤ π, 0 ≤ h ≤ π/n, 0 ≤ γ ≤ rp− 1, r ∈ N, 0 < p ≤ 2.

Инчунин тавсифҳои экстремалии дигар бо мазмуни муайян ба (1.2.18) мо-

нанд (ниг. масалан, ба [14, 21, 22, 25–29, 45–55, 70, 81]) низ дида баромада шуда-

анд. Мақсади кори [110] умумикунии нобаробарии маълуми Лигун [57] ҳангоми

0 < p ≤ 2 мебошад, ки дар он дар мавриди интихоби мушаххаси функсияи ваз-

нии ϕ(t) натиҷаҳои дар боло баёншуда, аз корҳои [2, 8–10, 57, 89–91, 99, 100, 123]

ҳосил мешаванд.

М.Ш.Шабозов ва Г.А.Юсупов [110] исбот кардаанд, ки барои ҳар гуна

m,n, r ∈ N, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, ϕ(t) ≥ 0, 0 < t ≤ h нобаробарии зерин
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дуруст аст:

{
Ar,m
n,h,p(ϕ)

}−1

≤ χm,n,r,p(ϕ;h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Ar,m
k,h,p(ϕ)

}−1

, (1.2.19)

ки дар ин ҷо

Ar,m
k,h,p(ϕ) = 2m/2

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2ϕ(t)dt

1/p

, k ≥ n.

Фаҳмост, ки аз (1.2.19) ҳангоми p = 2 нобаробарии Лигуни (1.2.17) ҳосил

мешавад. Инчунин қайд кардан ҷоиз аст, ки аз натиҷаи умумии М.Ш.Шабозов

ва Г.А.Юсупов [110] ҳангоми интихоби мушаххаси функсияи вазнии ϕ(t) ва

қиматҳои мушаххаси ададии параметрҳои m, p нобаробариҳои аниқ ҳосил

мешаванд, ки бо истифодаи онҳо синфҳои функсияҳо бо маҳдудиятҳои мушах-

хаси мажоранти додашударо ба таври табиӣ муайян карда, қиматҳои аниқи

n-қутри гуногуни синфи функсияҳои номбаршударо ҳисоб кардан мумкин

аст (ниг. масалан, ба илова дар кори [110]). Акнун масъалаҳои экстремалии

ҳалношударо баён мекунем, ки онҳо дар боби дуюми кори диссертатсионии

мазкур ҳаллу фасл карда мешаванд.

1.2.1. Гузориши масъалаҳои экстремалии ҳалношуда. Дар ин банд

гузориши масъалаҳои экстремалии ҳалношудаи назарияи наздиккунии беҳта-

рини полиномалии функсияҳои давриро меорем, ки онҳо дар бобҳои дуюм ва

сеюми диссертатсия ҳаллу фасл карда мешаванд.

Масъалаи I. Қимати аниқи тавсифи экстремалии (1.1.3) вобаста аз хоси-

ятҳои суфтагии функсияи вазнӣ барои наздиккунии беҳтарини ҳамҷояи функ-
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сия ва ҳосилаҳои мобайнии вай ҳисоб карда шавад.

Масъалаи II. Синфи функсияҳои аз ҳалли масъалаи I табиӣ ҳосилша-

вандаро, муайян карда бузургии наздиккунии беҳтарини ҳамҷояи онҳо ёфта

шавад.

Масъалаи III. Тавсифи эксремалии М.Ш.Шабозов – С.Б.Вакарчукро

[107] ҳосил ва қимати аниқи вай муайян карда шавад. Барои синфи функсия-

ҳо, ки аз таърифи он бармеоянд, қиматҳои n-қутр ва бузургии наздиккунии

беҳтарини ҳамҷоя ҳисоб карда шаванд.

Дар боби сеюми кори диссертатсионӣ масъалаҳои барқароркунӣ ва кодиро-

нии операторӣ ҳалли масъалаи канории Нейман бо ёрии полиномҳои тригоно-

метрӣ аз рӯи гузориши Н.П.Корнейчук [35], [37, c.375-388] омӯхта мешаванд.

Маҳз дар ин боб чунин масъалаҳои экстремалӣ ҳаллу фасл карда мешаванд.

Масъалаи IV. Намуди ошкорои усули кодиронии операторӣ ҳалли ма-

съалаи канории Нейман ва барқароркунии оптималии он бо полиномҳои три-

гонометрӣ аз рӯи иттилооти додашуда дар бораи функсияҳои сарҳадӣ, ёфта

шавад.

Масъалаи V. Қимати аниқи N -қутри иттилоотии қутри баъзе маҷмӯи

марказӣ-симметрии M дар фазои нормиронии X аз рӯи иттилоти дар бораи

функсияи сарҳадӣ додашуда, ҳисоб карда шавад.

Масъалаи VI. Ҳалли масъалаҳои канории Дирихле ва Нейман бо сплайн-

функсияҳои тартиби якум дар синфи Липшитси H1[0, 2π] барқарор карда ша-

ванд.
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БОБИ II. Оиди тавсифҳои экстремалии мухталиф ва

қиматҳои аниқи қутрҳои баъзе синфи функсияҳо дар

фазои L2[0, 2π]

Дар боби дуюм ҳалли масъалаҳои экстремалии I – III-и ҳалношудаи дар

зербанди 1.1.4 баёншуда, оварда мешаванд.

Дар фасли якуми боби дуюм масъалаи экстремалии дар кори

М.Ш.Шабозов – С.Б.Вакарчук [107] таҳқиқ кардашуда, ҳангоми наздик-

кунии ҳамҷояи функсияи f ∈ L
(r)
2 ва ҳосилаҳои мобайнии он – f (s) ∈ L

(r)
2

(s = 1, 2, . . . , r − 1, r ∈ N, r ≥ 2) умумӣ карда мешавад. Дар теоремаи

2.1.1 қимати аниқи тавсифи экстремалии умумишуда, вобаста аз хосиятҳои

суфтагии функсияи вазнии ϕ ёфта шуда, як масъалаи экстремалӣ оид ба

ҳисобкунии аниқи наздиккунии беҳтарини ҳамҷояи синфи функсияҳои аз

натиҷаҳои теоремаи 2.1.1 (теоремаҳои 2.1.2, 2.1.3 ва натиҷаҳои онҳо – 2.1.2 ва

2.1.3) табиӣ ҳосилшаванда, ҳал карда шудааст.

Дар фасли дуюм умумикунии тавсифи экстремалии Вакарчук – Шитов

[14] омӯхта шуда, қимати аниқи он (теоремаи 2.2.1) ёфта шуда, нобаробарии

дутарафа (натиҷаи 2.2.1) барои константаҳои Ҷексон ҳосил карда шудааст.

Дар фасли сеюм тавсифи экстремалии умумӣ бо вазни додашудаи ϕ(t) :=

h − t (0 ≤ t ≤ h) таҳқиқ карда мешавад. Қимати аниқи он (теоремаи 2.3.1 ва

натиҷаи 2.3.1) ёфта шудааст. Барои синфи функсияҳои аз натиҷаҳои фаслҳои

2.1 – 2.3 ҳосилшаванда, қиматҳои аниқи онҳо дар фасли чоруми боби дуюм
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ёфта шудааст (теоремҳои 2.4.1, 2.4.3, 2.4.5).

Ҳамчунин дар ин фасл қимати аниқи сарҳади болоии модулҳои коэф-

фисиентҳои Фуре дар синфи функсияҳои нишон додашуда, ёфта шудааст (тео-

ремаҳои 2.4.4, 2.4.6).

Натиҷаҳои дар ин боб баёншуда, дар корҳои [3-А], [4-А], [7-А], [8-А] дарҷ

шудааст.
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§ 2.1. Оиди як тавсифи экстремалӣ барои наздиккунии

полиномиалии ҳамҷояи функсияҳо ва пайдарпаии ҳосилаҳои

онҳо дар синфи L
(r)
2 , r ∈ Z+

Бо L2 = L2[0, 2π] — фазои бо маънои Лебег ченшавандаи функсияҳои 2π-

даврии нормаашон зерин аст:

‖f‖2 := ‖f‖L2[0,2π] =

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

<∞

ишора мекунем.

Бигзор T2n−1 — маҷмӯи полиномҳои тригонометрии имконпазири

Tn−1(x) = α0 +
n−1∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

тартиби n−1-ум бошад. Хуб маълум аст, ки барои функсияи ихтиёрии f ∈ L2-и

ҷудокунии формалии ба қатори Фуре доштаи зеирн

f(x) ∼ a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
,

бузургии наздиккунии беҳтарини вай дар метрикаи L2 бо зерфазои T2n−1 ба

En−1(f)2 := inf
{
‖f − Tn−1‖2 : Tn−1(x) ∈ T2n−1

}
=

= ‖f − Sn−1(f)‖2 =

{ ∞∑
k=n

ρ2
k(f)

}1/2

(2.1.1)

баробар аст, ки дар ин ҷо

Sn−1(f, x) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
−
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суммаи хусусии тартиби n− 1-уми қатори Фуреи функсияи f ва

ρ2
k(f) := a2

k(f) + b2
k(f), ak(f) ва bk(f) косинус ва синус-коэффисиентҳои функ-

сияи f -ро ифода мекунанд.

Модули бефосилагии тартиби m–уми функсияи f ∈ L2-ро бо баробарии

ωm(f, t) := sup
{
‖∆m

h f(·)‖2 : |h| ≤ t
}
,

муайян мекунем, ки дар ин ҷо

∆m
h f(x) =

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
f
(
x+ (m− k)h

)

— фарқи тартиби m-уми функсияи f дар нуқтаи x бо қадами h-ро ифода ме-

кунад. Бо ишораи L(r)
2 (r ∈ Z+, L

(0)
2 = L2) маҷмӯи функсияҳои f ∈ L2, -ро, ки

ҳосилаҳои тартиби (r − 1)–умашон мутлақ бефосила буда, ҳосилаҳои тартиби

r-ум f (r) ба фазои L2 мансуббударо мефаҳмем, яъне ‖f (r)‖2 <∞ аст.

Дар мавриди ҳалли як қатор масъалаҳои экстремалӣ дар L2, бо ҷустуҷӯи

константаҳои аниқ дар нобаробариҳои намуди Ҷексон – Стечкини

En−1(f)2 ≤ χn−rωm

(
f (r),

t

n

)
2
, 0 < t ≤ 2π

алоқаманд, ки дар ин ҷо f ∈ L(r)
2 (r ∈ Z+) аст, тавсифҳои экстремалии мухтали-

фи ба аниқкунии баҳоҳо аз боло бо доимиҳои χ овардашаванда, дида баромада

шудааст.

Шарт мегузорем, ки минбаъд дар вақти ҳисобкунии сарҳади болоӣ аз рӯи

ҳамаи функсияҳои f ∈ L(r)
2 (r ∈ Z+) дар муносибатҳои хусусиятҳои умумидо-

шта танҳо f ∈ L(r)
2 менависем ва дар назар дорем, ки f 6= const.

33



Барои баёнкунии маҷмӯи натиҷаҳои пештар ҳосилшуда, ба кори

М.Ш.Шабозов ва Г.А.Юсупов [110] пайравӣ намуда, дар муоина ишораи

зеринро ҷорӣ мекунем: :

χn,m,r,p(ϕ, h) := sup
f∈L(r)

2

En−1(f)2 h∫
0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
, (2.1.2)

ки дар ин ҷо m,n ∈ N, r ∈ Z+, p ∈ (0,∞), 0 < h ≤ π/n функсияи ϕ(t) ≥ 0

— функсияи вазнии ченшавандаи суммиронидашаванда дар порчаи [0, h] ва ба

сифр баробарнашаванда аст.

Бузургии (2.1.2) дар бисёр корҳо омӯхта шудаанд (ниг. масалан, ба [1, 4–6,

10, 14–22, 29, 57, 89, 91, 99, 103, 107, 110, 120–123, 125] ва адабиёти дар он ҷо

овардашуда). Натиҷаи бештар умумӣ дар кори М.Ш.Шабозов ва Г.А.Юсупов

[110] ҳосил карда шудааст. Дар ин кор баҳои дутарафа барои бузургии (2.1.2)

исбот карда шудааст:

{
Ar,mn,p (ϕ, h)

}−1

≤ χn,m,r,p(ϕ, h) ≤
{

inf
n≤k<∞

Ar,mk,p (ϕ, h)
}−1

, (2.1.3)

ки дар ин ҷо 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n ва

Ar,mk,p (ϕ, h) := 2m/2

krp h∫
0

(1− cos kt)mp/2 ϕ(t)dt

1/p

.

Аён аст, ки қимати тавсифи (2.1.2) аниқ танҳо ва танҳо ҳамон вақт ёфта ме-

шавад, ки агар баробарии экстремалии зерин иҷро шавад:

inf
n≤k<∞

Ar,mk,p (ϕ, h) = Ar,mn,p (ϕ, h). (2.1.4)
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Исботи баробарии (2.1.4) дар ҳолати умумӣ, вақте ки функсияи ϕ(t) ≥ 0 –

функсияи ихтиёрии суммиронидашавандаи вазнӣ буда, параметрҳои ададии

n, p, r,m – ададҳои ихтиёрианд, хеле масъалаи мушкил ба ҳисоб меравад. Аз

ин лиҳоз зарур мешавад, ки ба функсияи вазнии ϕ(t) баъзе маҳдудиятҳо гу-

зошта шавад. Масалан, дар кори [110] исбот карда шудааст, ки агар функсияи

вазнии ϕ ∈ C(1)[0, 2π] бошад, яъне бефосила дифференсиронидашаванда ва

дар нуқтаҳои t ∈ [0, 2π] муодилаи дифференсиалии зеринро қаноат кунонад:

(rp− 1)ϕ(t)− t ϕ′(t) ≥ 0, (2.1.5)

он гоҳ баробарии (2.1.4) ҷой дорад ва барои ҳамин ҳам баробарии экстремалии

зерин иҷро мешавад:

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr En−1(f)2 h∫
0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt


−1/p

, (2.1.6)

ки дар ин ҷо 1/r < p ≤ 2, r ∈ N, 0 < t ≤ h (0 < h ≤ π/n, n ∈ N) аст.

Дар ин ҷо умумикунии баробарии (2.1.6)-ро барои ҳамон шартҳо барои

ϕ(t), барои наздиккунии полиномалии беҳтарини ҳамҷояи функсияи f ∈ L(r)
2

ва ҳосилаҳои мобайнии вай – En−1(f
(s))2, ки дар ин ҷо s = 0, 1, 2, . . . , r; r ∈ N

аст, дида мебароем. Умумикунии қайдшударо дар намуди тасдиқоти зерин баён

мекунем.

Теоремаи 2.1.1. Бигзор функсияи вазнии ϕ ∈ C(1)[0, h] буда, барои ҳамаи

қиматҳои 1/r < p ≤ 2, r ∈ N, 0 < t ≤ h (0 < h ≤ π/n) нобаробарии

(rp− 1)ϕ(t)− t ϕ′(t) ≥ 0. (2.1.7)
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-ро қанот кунонад. Он гоҳ барои ҳамаи қиматҳои s = 0, 1, 2, . . . , r; r ∈ N

баробарии

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt


−1/p

(2.1.8)

дуруст аст.

Исбот. Бигзор нобаробарии дифференсиалии (2.1.7) иҷро шуда, муносиба-

ти (2.1.6) ҷой дошта бошад. Он гоҳ ишораи f (s)(t) = g(t)-ро ҷорӣ карда, дар

қисми чапи баробарии (2.1.8), ҳосил мекунем: f (r)(t) = g(r−s)(t). Аз ин ҷо ху-

лоса мебарояд, ки агар функсияи f ∈ L(r)
2 бошад, он гоҳ функсияи g ∈ L(r−s)

2

ва барои ҳамин ҳам аз қисми чапи баробарии (2.1.8) ҳосил мекунем:

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
= sup

f∈L(r−s)
2

2m/2 nr−sEn−1(g)2 h∫
0

ωpm(g(r−s), t)2 ϕ(t)dt

1/p
. (2.1.9)

Вале мувофиқи баробарии (2.1.6) барои тарафи рости (2.1.9) ҳосил мекунем:

sup
f∈L(r−s)

2

2m/2 nr−sEn−1(g)2 h∫
0

ωpm(g(r−s), t)2 ϕ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt


−1/p

. (2.1.10)

Барои ҳамин ҳам аз (2.1.9) ва (2.1.10) ҳосил мекунем:

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p
=


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt


−1/p

.
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Бо ҳамин баробарии (2.1.8) ва дар баробари он торемаи 2.1.1 исбот карда шуд.

Аз теоремаи 2.1.1 чун натиҷа ҳосил мешавад.

Натиҷаи 2.1.1. Ҳангоми иҷрошавии шартҳои теоремаи 2.1.1 дар

ҳолати ϕ(t) ≡ 1 ва h = π/n баробарии зерин дуруст аст:

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−s−1/pEn−1(f
(s))2 π/n∫

0

ωpm(f (r), t)2 dt


1/p

=

=


π∫

0

(1− cos t)mp/2 dt


−1/p

=


1√

π · 2mp
·

Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

(2.1.11)

ки дар ин ҷо Γ(u) – гамма-функсияи Эйлер аст.

Исбот. Аз баробарии (2.1.8) дар ҳолати h = π/n ҳосил мекунем:

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−s−1/pEn−1(f
(s))2 π/n∫

0

ωpm(f (r), t)2 dt


1/p

=

=


π∫

0

(1− cos t)mp/2 dt


−1/p

=


π∫

0

(
2 sin2 t

2

)mp/2
dt


−1/p

=

=
1

2m/2
·


π/2∫
0

(sin t)mp/2 dt


−1/p

=


1√

π · 2mp
·

Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

.

Натиҷаи 2.1.1 исбот карда шуд.
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Қайд мекунем, ки аз натиҷаи умумии (2.1.8) ҳамаи натиҷаҳои маълуми

корҳое, ки дар боби якум номбар шуда буданд, ҳосил мешаванд [1–6, 12, 15–21,

29, 30, 57, 58, 65, 80, 89–91, 97, 99, 100, 103, 108, 109, 123, 125, 126].

Инчунин қайд мекунем, ки аз натиҷаи 2.1.1 (баробарии (2.1.11)) нобароба-

рии намуди Ҷексон – Стечкинро барои наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини худи

функсия ва ҳамаи ҳосилаҳои мобайнии он ҳосил мекунем:

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2
·


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

· 1

nr−s
· ωm

(
f (r),

π

n

)
, (2.1.12)

ки дар ин ҷо m,n ∈ N, r ∈ Z+, 1/r < p ≤ 2 аст.

Дар фасли якуми боби якум қайд карда будем, ки барои ҳар гуна функ-

сияи ихтиёрии f ∈ L
(r)
2 ҳамаи ҳосилаҳои мобайнии вай f (s) ∈ L

(r)
2 (s =

1, 2, . . . , r−1, r ≥ 2, r ∈ N) ва ҷустуҷӯи қиматҳои аниқи наздиккунии ҳамҷояи

беҳтарини En−1(f
(s))2 дар худи синфи L(r)

2 ё дар ягон зерсинфи M(r) ⊂ L
(r)
2 бе-

шубҳа таваҷҷӯҳро ҷалб мекунад. Дигар хел карда гӯем, ёфтани қимати аниқи

бузургии

E (s)
n−1(M

(r))2 := sup
{
En−1(f

(s))2 : f ∈M(r)
}

(2.1.13)

талаб карда мешавад.

Минбаъд ба сифати M(r) дар ин фасл синфиW (r)
m,p(ϕ, h) := W

(r)
p (ωm;ϕ, h)-и

функсияҳои f ∈ L
(r)
2 , ки барои ҳамаи r,m ∈ N, 1/r < p ≤ 2 ва h ∈ (0, π/n]

шарти
h∫

0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt ≤ 1
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қаноат кунонида, дар он функсияи вазнии ϕ(t) нобаробарии дифференсиалии

(2.1.5)-ро қаноат мекунонад, дида баромада мешавад.

Бо назардошти ин ишораҳо теоремаи зерин ҷой дорад.

Теоремаи 2.1.2. Бигзор r,m ∈ N, 1/r < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, ϕ ∈

C(1)[0, h] шарти (2.1.5)-ро қаноат кунонад. Он гоҳ барои ҳамаи s = 0, 1, . . . , r,

r ∈ N баробарии зерин дуруст аст:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(ϕ, h)
)

2
=

1

2m/2 nr−s
·


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt


−1/p

. (2.1.14)

Исбот. Дар ҳақиқат ҳам, аз муносибати (2.1.8) барои функсияи ихтиёрии

f ∈ L(r)
2 ҳосил мекунем:

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2 nr−s
·

 h∫
0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt

1/p

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt

1/p
.

Аз ин ҷо бо фарзи f ∈ W (r)
m,p(ϕ, h) ва таърифи синфиW (r)

m,p(ϕ, h) ҳосил мекунем:

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2
· 1

nr−s
·

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt

−1/p

.

Аз ин баробарӣ фавран баҳо аз боло барои бузургии дар қисми чапи баробарии

(2.1.14) истода, ҳосил мешавад:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(ϕ, h)
)

2
≤ 1

2m/2 nr−s

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt

−1/p

. (2.1.15)

39



Барои ҳосилкунии чунин баҳо аз поён, функсияи зеринро дида мебароем:

f0(x) =
cosnx

2m/2 nr
·

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt

−1/p

.

Ба осонӣ санҷида мешавад, ки f0(x) ба синфи W
(r)
m,p(ϕ, h) тааллуқ дорад ва

азбаски

f
(s)
0 (x) =

cos
(
nx+

sπ

2

)
2m/2 nr−s

·

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt

−1/p

,

он гоҳ аён аст, ки

En−1(f
(s)
0 )2 =

1

2m/2 nr−s

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2ϕ(t)dt

−1/p

ва барои ҳамин ҳам баробарии охиринро истифода намуда, баҳо аз поёни

бузургии экстремалии нишондодаро ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(ϕ, h)
)

2
≥ 1

2m/2 nr−s
·

 h∫
0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt

−1/p

. (2.1.16)

Муносибатҳои (2.1.15) ва (2.1.16)-ро муқоиса намуда, баробарии матлуб

(2.1.14)-ро ҳосил мекунем ва бо ҳамин исботи теоремаи 2.1.2-ро ба охир ме-

расонем. Аз теоремаи 2.1.2 натиҷаи зерин ҳосил мешавад.

Натиҷаи 2.1.2. Агар дар шартҳои теоремаи 2.1.2 p = 2/m, m ∈ N,

ϕ ≡ 1 фарз карда шавад, он гоҳ ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
W

(r)
m,2/m(1, h)

)
2

= 2−m/2 · n−(r−s)
{

n

nh− sinnh

}m
(2.1.17)
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ва дар ҳолати хусусӣ, ҳангоми h = π/(2n) аз (2.1.17) ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
W

(r)
m,2/m

(
1,
π

2n

))
2

= 2−m/2 · n−(r−s)
{

2n

π − 2

}m
. (2.1.18)

Баробариҳои (2.1.17) ва (2.1.18) бо ҳисобкуниҳои сода ҳосил мешаванд.

Қайд мекунем, ки аз (2.1.17) ҳангоми s = 0, m = 1 натиҷаи Л.В.Тайков

[89], вале ҳангоми s = 0 ва барои ҳар гуна m ∈ N натиҷаи С.Б.Вакарчук [9]

ҳосил мешавад.

Дар охири ин фасл боз як синфи функсияҳоро дида баромада, барои вай

масъалаи экстремалии (2.1.13)-ро ҳал мекунем. Таърифи синфи функсияҳоро

ҷорӣ мекунем:

Бигзор Φ(u) — функсияи бефосилаи ихтиёрии дар ҳолати u ≥ 0 афзун-

шавандаи Φ(0) = 0 бошад. Бо W
(r)
m,p(Φ) синфи функсияҳои f ∈ L

(r)
2 -ро, ки

барои ҳар гуна m,n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2 ва 0 < h ≤ π/n маҳдудияти зеринро

қаноат мекунонад, ишора мекунем: h∫
0

ωpm(f (r), t)dt

1/p

≤ Φ(h).

Мақсади мо ҳисобкунии бузургии (2.1.13) дар ҳолати баъзе маҳдудиятҳо ба

функсияи мажорантии Φ(u) мебошад. Ишораҳоро ҷорӣ мекунем:

(
sin t

)
∗ :=

{
sin t, агар 0 ≤ t ≤ π/2; 1, агар t > π/2

}
.

Теоремаи умумии зерин ҷой дорад.
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Теоремаи 2.1.3. Бигзор барои ҳамаи µ > 0, r,m ∈ N, 0 < u ≤ π,

1/r < p ≤ 2 функсияи Φ(u) шарти зеринро қаноат кунонад:

Φp(u)

µπ∫
0

(
sin

ϑ

2

)mp
∗
dϑ ≤ Φp(µu)

π∫
0

(
sin

ϑ

2

)mp
dϑ. (2.1.19)

Он гоҳ барои ҳар гуна n ∈ N и s = 0, 1, . . . , r, r ∈ N баробарии зерин дуруст

аст:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)

2
= 2−m−1/p · n−(r−s)

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
. (2.1.20)

Исбот. Аз муносибати умумии (2.1.8) ҳангоми h = π/n, ϕ ≡ 1 нобаробарии

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2 nr−s
·

 π/n∫
0

ωpm(f (r), t)2 ϕ(t)dt


1/p

 π/n∫
0

(1− cosnt)mp/2dt


1/p

-ро ҳосил мекунем. Аз ин ҷо бо фарзи f ∈ W (r)
m,p(Φ) ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)

2
≤ 1

2m/2 nr−s
·

 π/n∫
0

(1− cosnt)mp/2dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
=

=
1

2m nr−s
·

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
. (2.1.21)

Дар кори М.Ш.Шабозов [103] исбот карда шудааст, ки ҳангоми иҷрои

шарти (2.1.19) ба мажоранти Φ, функсияи
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f1(x) =
cosnx

2m nr
·

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
ба синфи W (r)

m,p(Φ) мансуб аст ва азбаски

f
(s)
1 (x) =

cos
(
nx+

sπ

2

)
2m nr−s

·

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
,

он гоҳ

En−1

(
f

(s)
1

)
2

=
1

2m nr−s

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
.

Баробарии охиринро истифода намуда, ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)

2
≥ 2−m−1/p · n−(r−s)

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

· Φ
(π
n

)
. (2.1.22)

Аз муқоисаи нобаробариҳои (2.1.21) ва (2.1.22) баробарии (2.1.20) ҳосил меша-

вад ва бо ҳамин теоремаи 2.1.3 исбот шуд. Аз теоремаи исботшуда, бо назардо-

шти муносибати π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp
dt


−1/p

=

2

n

π/2∫
0

(
sin t

)mp
dt


−1/p

=

2

n
·

Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

натиҷаи зерин мебарояд.

Натиҷаи 2.1.3. Ҳангоми иҷрои теоремаи 2.1.3 баробарии зерин дуруст

аст:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)

=
1

2m/2 · nr−s−1/p
·


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

· Φ
(π
n

)
.
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§ 2.2. Умумикунии тавсифи экстремалии Вакарчук

Дар баъзе корҳо бо мақсади аниқкунии константаи χ дар нобаробарии

Ҷексон – Стечкин тавсифҳои экстремалии дигар дида баромада шудаанд.

Масалан, С.Б.Вакарчук [10] бо мақсади аниқкунии константаи мазкур тавсифи

экстремалии зеринро дида баромада аст:

Ln,m,r(h) := sup
f∈L(r)

2

n2(r+m) h2mE2
n−1(f)ω2/m

m (f (r), h) + n2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), τ)dτ


m , (2.2.1)

ки дар ин ҷо m,n ∈ N, r ∈ Z+, h > 0.

Бузургии (2.2.1) бархилофи тавсифи экстремалии (2.1.2) модули бефоси-

лагии тартиби m-умро на танҳо дар таҳти интеграл, балки ҳамчун ҷамъша-

ванда берун аз интеграл доштанаш мумкин аст. Омӯзиши бузургии (2.2.1) ба

С.Б.Вакарчук [10] имконияти умумикунии нобаробариҳои аниқи асимптотикии

Л.В.Тайков [89]-ро, ки барои модули бефосилагии тартиби якум ҳосил кардааст,

барои ҳолати модулҳои тартиби ихтиёрии m-ум исбот кардааст, яъне дар [10]

исбот карда мешавад, ки барои ҳар гуна ададҳои 0 < h ≤ π/n нобаробарихои

1

(nt)m
≤ sup

f∈L(r)
2

nrEn−1(f)2

ωm(f (r), t)2
≤
(

1

(nt)2
+

1

2

)m/2
(2.2.2)

иҷро мешаванд. Аён аст, ки аз (2.2.2) ҳангоми m = 1 баҳои дутарафаи кон-

стантаи Ҷексон дар натиҷаи Л.В.Тайков (1.2.6) ҳосил мешавад.

Дар ин фасл тавсифи экстремалии намудаш бештар умумии

Mm,n,r(h) :=
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:= sup
f∈L(r)

2

En−1(f)2
h∫

0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

(2.2.3)

дида баромада мешавад.

Мақсади фасли мазкур аз ҷустуҷӯи баҳои аниқи бузургии (2.2.3) ва исботи

нобаробарии дутарафаи намуди (2.2.2) барои константаи Ҷексон – Стечкин дар

маҷмӯи функсияҳои f ∈ L(r)
2 иборат мебошад.

Теоремаи 2.2.1. Бигзор 0 < h ≤ π/n бошад. Он гоҳ барои ҳар гуна

ададҳои n,m ∈ N ва r ∈ Z+ баробарии

Mn,m,r(h) =
1

nr+m
· 3m/2

h3m/2
(2.2.4)

дуруст аст. Ҳамчунин ҳангоми иҷрои чунин шартҳо нобаробариҳои зерин ду-

рустанд:

1

(nh)m
≤ sup

f∈L(r)
2

nrEn−1(f)2

ωm(f (r), h)2
≤
(√

3
)m(1

6
+

1

(nh)2

)m/2
. (2.2.5)

Исбот. Дар кори [89] исбот карда мешавад, ки барои ҳар гуна функсияи

f ∈ L(r)
2 нобаробарии зерин дуруст аст:

t2E2
n−1(f)2 ≤

≤
E

2−2/m
n−1 (f)2

n2+2r/m
·

ω2/m
m (f (r), t)2 + n2

t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2 dτ

 .

Аз ин ҷо ҳосил мекунем:

t2E
2/m
n−1(f)2 ≤
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≤ 1

n2+2r/m
·

ω2/m
m (f (r), t)2 + n2

t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2 dτ

 .

Ҳар ду тарафи нобаробарии ҳосилшударо аз рӯи тағирёбандаи t аз 0 то h

интегриронида, ба h3/3 тақсим намуда, ба муносибати зерин ноил мешавем:

E
2/m
n−1(f)2 ≤

1

n2+2r/m
· 3

h3


h∫

0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

+n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2 dτ

 dt

 .

Аз ин ҷо ҳар ду тарафи нобаробарии мазкурро ба дараҷаиm/2 бардошта, ҳосил

мекунем:

En−1(f)2 ≤
1

nr+m
· 3m/2

h3m/2


h∫

0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

+n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

. (2.2.6)

Аз нобаробарии (2.2.5) бармеояд, ки

En−1(f)2
h∫

0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2
≤

≤ 3m/2

h3m/2
· 1

nr+m

Аз ин ҷо фавран баҳои болоии бузургии (2.2.3) ҳосил мешавад:

Mm,n,r(h) ≤ 3m/2

h3m/2
· 1

nr+m
. (2.2.7)
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Барои ҳосилкунии баҳои поёнии монанд, дар муоина функсияи f0(x) =

sinnx ∈ L
(r)
2 -ро ҷорӣ мекунем, ки барои вай мувофиқи формулаи (2.1.2) ва

намуди ошкорои модули бефосилагии тартиби m-уми намуди [89, 103]

ω2
m(f (r), t)2 = 2m sup

|τ |≤t

∞∑
k=1

k2rρ2
k(f)(1− cos kτ)m,

-ро ҳосил мекунем:

En−1(f0)2 = 1,

ω2/m
m (f

(r)
0 , t)2 = 2n2r/m(1− cosnt), 0 < t ≤ π/n.

(2.2.8)

Баробарии дуюми (2.2.8)-ро истифода намуда, пас аз каме ҳисобкуниҳои сода

ҳосил мекунем:
h∫

0

ω2/m
m (f

(r)
0 , t)2 dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f

(r)
0 , τ)dτ

 dt


m/2

=

=

2n2r/m

h∫
0

(1− cosnt)dt+ 2n2+2r/m

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)(1− cosnτ)dτ

 dt


m/2

=

=

{
2n2r/m

(
h− sinnh

n

)
+ 2n2+r/m

[
h3

6
− 1

n2

(
h− sinnh

n

)]}m/2

=

=

(
n2+r/m · h3

3

)m/2
=
nr+m · h3m/2

3m/2
. (2.2.9)

Бо назардошти баробарии (2.2.9) баҳои поёнии бузургии нишон додашударо

ҳосил мекунем:

Mn,m,r(h) ≥
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≥ En−1(f0)2
h∫

0

ω2/m
m (f

(r)
0 , t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f

(r)
0 , τ) dτ

 dt


m/2

=

=
3m/2

nr+m · h3m/2
. (2.2.10)

Баҳоҳои болоии (2.2.7) ва поёнии (2.2.10)-ро муқоиса намуда, баробарии мат-

луби (2.2.4)-ро ҳосил мекунем. Барои функсияи ихтиёрии f ∈ L
(r)
2 аз сабаби

монотонӣ афзудани модули бефосилагии ω2/m
m (f (r), t) дар порчаи [0, h] аз ноба-

робарии (2.2.6) ҳосил мекунем:

En−1(f)2 ≤
1

nr+m
· 3m/2

h3m/2
· ωm(f (r), h)2 ·

(
h+ n2h

3

6

)m/2
=

=
1

nr+m
· 3

m/2

hm
· ωm(f (r), h)2 ·

(
1 +

(nh)2

6

)m/2
=

=
3m/2

nr
·
(

1

6
+

1

(nh)2

)m/2
ωm
(
f (r), h

)
2
.

Ба ҳамин тариқ,

sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)2

ωm(f (r), h)2
≤
(√

3
)m(1

6
+

1

(nh)2

)m/2
(2.2.11)

ва баҳои болоӣ дар нобаробарии дучандаи (2.2.5) ҳосил карда шуд. Барои функ-

сияи f0(x) = sinnx ∈ L(r)
2 ҳангоми 0 < nh ≤ π муоина кардаамон мувофиқи

(2.2.8) ҳосил мекунем:

ωm(f
(r)
0 , h) := 2m/2(1− cosnh)m/2 · nr = 2mnr

(
sin

nh

2

)m
≤ nr(nh)m.
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Онро истифода намуда, баҳои поёниро менависем:

sup
f∈L(r)

2

nrEn−1(f)2

ωm(f (r), h)2
≥ nrEn−1(f0)2

ωm(f
(r)
0 , h)2

≥ 1

(nh)m
. (2.2.12)

Нобаробарии дучандаи (2.2.5)-ро аз муқоисаи нобаробариҳои (2.2.11) ва (2.2.12)

ҳосил намуда, исботи теоремаи 2.2.1-ро ба итмом мерасонем..

Натиҷаи 2.2.1. Ҳангоми иҷрои шартҳои теоремаи 2.2.1 барои констан-

таҳои Ҷексон – Стечкин нобаробариҳои зерин дурустанд:

1

πm
≤ sup

f∈L(r)
2

nrEn−1(f)2

ωm(f (r), π/n)2
≤
(

1

2
+

1

π

)m/2
. (2.2.13)

Қайд мекунем, ки нобаробарии (2.2.13) нисбати нобаробариҳои пештар ҳо-

силкардаи Л.В.Тайков ва С.Б.Вакарчук бештар аниқтар аст.

Исбот. Дар нобаробарии (2.2.6) h = π/n ҳисобида, баҳои дутарафаи

константаҳои Ҷексон – Стечкинро ҳосил мекунем:

1

πm
≤ sup

f∈L(r)
2

nrEn−1(f)2

ωm(f (r), π/n)2
≤
(√

3
)m(1

6
+

1

π2

)m/2
.

Вале азбаски

(√
3
)m(1

6
+

1

π2

)m/2
≤
(√

3
)m(1

6
+

1

3π

)m/2
=

(
1

2
+

1

π

)m/2
аст, он гоҳ нобаробарии (2.2.13) ҷой дорад.

Дар охири фасл қайд мекунем, ки агар тавсифи экстремалии (2.2.3) ба

таври

M′
m,n,r(h) = nrMm,n,r(h) =
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:= sup
f∈L(r)

2

nr En−1(f)2
h∫

0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

(2.2.14)

навишта шавад, он гоҳ натиҷаи теоремаи 2.2.1-ро дар намуди баробарии зерин

навиштан мумкин аст:

M′
m,n,r(h) = nrMm,n,r(h) =

(
3

nh

)m
·

(√
3

h

)m

=

(
3
√

3

nh
√
h

)m

. (2.2.15)

Дар муоина тавсифи экстремалии намуди (2.2.14)-ро барои ҳолати дар як

вақт наздиккунии беҳтарини En−1(f
(s)) (s = 0, 1, . . . , r)-и фунсияи f ∈ L(r)

2 ва

пайдарпаии ҳосилаҳои онро то тартиби r-уми фарогири f (r) ҷорӣ мекунем:

M′′
m,n,r,s(h) :=

:= sup
f∈L(r)

2

hm/2 nr−sEn−1(f
(s))2

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

. (2.2.16)

Барои тавсифи экстремалии (2.2.16) тасдиқоти зерин ҷой дорад.

Теоремаи 2.2.2. Бигзор m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s ва 0 < h ≤ π/n

бошад. Он гоҳ баробарии

M′′
m,n,r,s(h) ≡

(
3
√

3

nh

)m

(2.2.17)

дуруст аст. Дар ҳолати хусусӣ, аз (2.2.17) ҳангоми h = π/n ҳосил мекунем:

M′′
m,n,r,s

(π
n

)
=

(
3
√

3

π

)m

. (2.2.18)
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Исботи теоремаи 2.2.2 схемаи муҳокимарониҳои исботи теоремаи 2.2.1-ро

такрор мекунад, лекин барои пуррагӣ онро дар ин ҷо меорем. Ҳосил мекунем:

M′′
m,n,r,s(h) =

= sup
f∈L(r)

2

hm/2 nr−sEn−1(f
(s))2

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

=

=

∣∣∣∣∣f (s) = g, f (r) = g(r−s), f ∈ L(r)
2 ⇒ g ∈ L(r−s)

2

∣∣∣∣∣ =

= sup
f∈L(r−s)

2

nr−sEn−1(g)2 1
h

h∫
0

ω2/m
m (g(r−s), t)2dt+

n2

2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

=

=

(
3
√

3

nh

)m

.

Бо ҳамин баробарии (2.2.17) ва бо он теоремаи 2.2.2 исбот карда шуд.

Акнун ҳалли масъалаи экстремалии (2.1.13)-ро ҳангоми M(r) := W
(r)
m (h) –

синфи функсияҳои f ∈ L(r)
2 , ки барои ҳар гуна h > 0 нобаробарии зерин ҷой

дорад, меорем:

1

h

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

π2

h3

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt ≤ 1. (2.2.19)

Теоремаи 2.2.3. Бигзор m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s ва 0 < h ≤ π/n бошад.
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Он гоҳ баробарии зерин дуруст аст

E (s)
n−1

(
W (r)

m (h)
)

=
1

nr−s
·

(
3
√

3

nh

)m

. (2.2.20)

Исбот. Ҳақиқатан ҳам, аз баробарии (2.2.16) фавран нобаробарии

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
·

(
3
√

3

nh

)m

×

×

1

h

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

π2

h3

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

ҳосил мешавад. Аз ин ҷо барои ҳар гуна функсияи f ∈ W (r)
m (h) бо назардошти

(2.2.19) ҳосил мекунем:

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
·

(
3
√

3

nh

)m

Инро истифода намуда, баҳои болоиро барои бузургии дар қисми рости (2.2.19)

мавҷуда, ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
W (r)

m (h)
)

2
≤ 1

nr−s
·

(
3
√

3

nh

)m

. (2.2.21)

Аз тарафи дигар, бо санҷиши бевосита боварӣ ҳосил кардан мумкин аст,

ки функсияи

g(x) =
sinnx

nr
·

(
3
√

3

nh

)m

ба синфи W
(r)
m (h) мансуб буда, барои ҳамаи қиматҳои s = 0, 1, . . . , r ҳосил

мекунем:

g(s)(x) =
sin
(
nx+

sπ

2

)
nr−s

·

(
3
√

3

nh

)m

.
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Аз ин ҷо

En−1

(
g(s)
)

2
=

1

nr−s
·

(
3
√

3

nh

)m

. (2.2.22)

Ба ҳамин тариқ, бо назардошти баробарии (2.2.22) баҳои поёниро барои бузур-

гии экстремалии номбаршуда ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
W (r)

m (h)
)

2
≥ En−1

(
g(s)
)

2
=

1

nr−s
·

(
3
√

3

nh

)m

. (2.2.23)

Баробарии (2.2.20), ки исботаш талаб карда мешавад, аз муқоисаи ноба-

робариҳои (2.2.21) ва (2.2.23) ҳосил шуда, исботи теоремаи 2.2.3-ро ба охир

мерасонад.

Натиҷаи 2.2.2. Ҳангоми иҷрои шартҳои теоремаи 2.2.3 дар ҳолати

h = π/n, n ∈ N баробарии зерин ҷой дорад:

E (s)
n−1

(
W (r)

m

(π
n

))
2

=
1

nr−s
·

(
3
√

3

π

)m

.

Баробарии (2.2.23) константаи аниқи Ҷексон дар нобаробарии Ҷексон –

Стечкин барои наздиккунии ҳамҷояи функсия ва ҳосилаҳои вай – f (s)(x) (s =

0, 1, . . . , r) бо полиномҳои тригонометрӣ дар метрикаи фазои L2 барои синфи

W
(r)
m (h) ба ҳисоб меравад.
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§ 2.3. Оиди як тавсифи экстремалӣ бо функсияи вазнии додашуда

Аз нуқтаи назари мо, барои ҷустуҷӯи константаи аниқи Ҷексон – Стечкин

омӯзиши масъалаи экстремалии зерин таваҷҷӯҳи хосро ҷалб мекунад:

χ̃m,n,r(h) :=

:= sup


nrhmEn−1(f) h∫

0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m/2
: f ∈ Lr2, f 6= const


, (2.3.1)

ки вай модули миёнашудаи бефосилагии тартибиm-уми ω
2/m
m (f, t)-ро бо функ-

сияи вазнии h− t, ки дар ин ҷо 0 ≤ t ≤ h аст, дорад. Боз як далел ба фоидаи

чунин интихоб бо функсияи вазнӣ, аз рӯи фикри мо кори [97] мебошад, ки ин

кор дар ҳалли масъала оиди нобаробарии аниқи Ҷексон – Стечкин дар фазои

C := C([0, 2π]) пешрафти муҳим мебошад. Дар ин ҳол омили муҳимро ваз-

ни номбаршуда мебозад, бо ёрии вай худи фарқи охирнок, на ин ки нормааш,

миёна мегардад. Барои тавсифи экстремалии (2.3.1) тасдиқоти зерин дуруст

аст.

Теоремаи 2.3.1. Бигзор m,n ∈ N, r ∈ Z+ бошад. Он гоҳ барои ҳар

гуна адади h, ки шарти 0 < h ≤ π/n-ро қаноат мекунонад, баробарии зерин

дуруст аст:

χ̃m,n,r(h) =

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.3.2)
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Исбот. Барои ҳосилкунии баҳои болоии бузургии χ̃m,n,r(h) як қатор тас-

диқоте, ки дар мавриди исботи теоремаи 1 аз кори [123] ҷой доранд, истифода

мекунем. Барои функсияи ихтиёрии f ∈ L(r)
2 ҳосил мекунем:

‖∆m
t (f (r))‖2 = 2m

∞∑
k=1

k2rρ2
k(f)(1− cos kt)m.

Бо назардошти муносибати мазкур, ба қисми рости баробарии

E2
n−1(f)−

∞∑
k=n

ρ2
k(f) cos kt =

∞∑
k=n

ρ
2−2/m
k (f)ρ

2/m
k (f)(1− cos kt)

нобаробарии Гельдерро татбиқ намуда, бо назардошти таърифи модули бефо-

силагии тартиби m-ум, ҳосил мекунем:

E2
n−1(f)−

∞∑
k=n

ρ2
k(f) cos kt ≤

≤ E
2(1−1/m)
n−1 (f)

{
1

n2r

∞∑
k=n

k2rρ2
k(f)(1− cos kt)m

}1/m

≤

≤ E
2(1−1/m)
n−1 (f)

‖∆m
t (f (r))‖2/m

2n2r/m
≤ E

2(1−1/m)
n−1 (f)

ω
2/m
m (f (r), t)

2n2r/m
.

Тарафҳои чап ва рости нобаробарии мазкурро ба функсияи h − t зарб наму-

да, сипас натиҷаи ҳосилшударо аз рӯи тағирёбандаи t дар ҳудуди аз 0 то h

интегриронида, ҳосил мекунем:

h2

2
E2
n−1(f) ≤ h2

2

∞∑
k=n

ρ2
k(f)

(
2 sin(kh/2)

kh

)2

+

+E
2(1−1/m)
n−1 (f)

1

2n2r/m

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt. (2.3.3)
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Азбаски [89]

sup

{
sinx

x
:
nh

2
≤ x <∞

}
=

2 sin(nh)/2

nh

аст (ниг. масалан, ба [80, с. 129, 132]), он гоҳ аз нобаробарии (2.3.3) ҳосил

мекунем:

h2E2
n−1(f) ≤ h2

(
2 sin(nh/2)

nh

)2

E2
n−1(f)+

+E
2(1−1/m)
n−1 (f)

1

n2r/m

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt,

ё

En−1(f) ≤ h−m

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

×

× 1

nr

 h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t) dt

m/2

. (2.3.4)

Аз муносибатҳои (2.3.1) ва (2.3.4) бо фарзкунии f ∈ L(r)
2 баҳои болоии тавсифи

экстремалии χ̃m,n,r(h), яъне

χ̃m,n,r(h) ≤

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

(2.3.5)

ҳосил мешавад.

Барои ҳосилкунии баҳои поёнии бузургии χ̃m,n,r(h) функсияи f0(x) :=

cosnx, ки ба L(r)
2 мансуб аст, дида мебароем. Азбаски

En−1(f0) = 1, ωm(f
(r)
0 , t) = 2mnr sinm(nt/2), 0 ≤ t ≤ π/n,
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аст ва ба осонӣ бо ҳисобкуниҳои бевосита боварӣ ҳосил кардан мумкин аст, ки h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f

(r)
0 , t) dt

m/2

= nrhm

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}m/2

мебошад. Он гоҳ бо назардошти формулаи (2.3.1) ҳосил мекунем:

χ̃m,n,r(h) ≥ nrhmEn−1(f0) h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f

(r)
0 , t) dt

m/2
=

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.3.6)

Баҳоҳои болоии (2.3.5) ва поёнии (2.3.6)-ро муқоиса намуда, баробарии матлуби

(2.3.2)-ро ҳосил мекунем. Теоремаи 2.3.1 исбот карда шуд.

Натиҷаи 2.3.1. Ҳангоми иҷрои шартҳои теоремаи 2.3.1 тасдиқоти

зерин ҷой дорад:

χ̃m,n,r

(π
n

)
=

{
π2

π2 − 4

}m/2
.

Акнун масъалаи экстремалии наздиккунии полиномалии ҳамҷояи беҳтари-

ни функсияҳои f ∈ L(r)
2 -ро бо зерфазои полиномҳои тригонометрии T2n−1 дида

мебароем ва барои ҳамин ҳам дар муоина тавсифи умумишудаи экстремалии

˜̃χm,n,r,s(h) := sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m/2
(2.3.7)

-ро дида мебароем, ки барои он тасдиқоти зерин дуруст аст.

Теоремаи 2.3.2. Барои ҳамаи ададҳои m,n ∈ N, r ∈ Z+, r ≥ s ва

0 < h ≤ π/n баробарии зерин дуруст аст:
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˜̃χm,n,r,s(h) =

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.3.8)

Исбот. Дар ҳақиқат ҳам, ба монанди исботи теоремаи 2.1.1 рафтор карда,

бо назардошти баробарии (2.3.2) ҳосил мекунем:

˜̃χm,n,r,s(h) = sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m/2
=

= sup
f∈L(r−s)

2

nr−sEn−1(g)2 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (g(r−s), t)dt

m/2
=

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

ва бо ҳамин теоремаи 2.3.2 исбот карда шуд.

Синфи F (r)
m (h)-и функсияҳо f ∈ L(r)

2 -ро, ки барои ҳар гуна m ∈ N, r ∈ Z+

ва h ∈ (0, 2π] шарти

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt ≤ 1

-ро қаноат мекунад, дида мебароем. Тасдиқоти зерин дуруст аст.

Теоремаи 2.3.3. Барои ҳамаи m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s ва 0 < h ≤ π/n

баробарии

E (s)
n−1

(
F (r)
m (h)

)
=

1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

(2.3.9)

дуруст буда, дар ҳолати хусусӣ ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
F (r)
m

(π
n

))
=

1

nr−s
·
{

π2

π2 − 4

}m/2
. (2.3.10)
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Исбот. Барои ҳар гуна функсияи f ∈ L
(r)
2 аз муносибатҳои (2.3.7) ва

(2.3.8) нобаробарии

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

×

×

 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt


m/2

(2.3.11)

ҳосил мешавад. Агар акнун фарз карда мешавад, ки f ∈ F (r)
m (h) аст, он гоҳ аз

(2.3.11) ҳосил мекунем:

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

.

Аз ин ҷо фавран баҳои болоиро барои бузургии қисми чапи баробарии (2.3.9)

ҳосил мекунем:

E (s)
n−1

(
F (r)
m (h)

)
≤ 1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.3.12)

Акнун функсияи

f2(x) =
cosnx

nr
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

-ро дида мебароем, ки барои ҳамаи қиматҳои s = 0, 1, . . . , r; r ∈ N

f
(s)
2 (x) =

cos
(
nx+

sπ

2

)
nr−s

·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

,

En−1(f
(s)
2 ) =

1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

.
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Ба ҳамин тариқ, бо назардошти (2.3.12) баҳои поёнии бузургии мазкур дуруст

аст:

E (s)
n−1

(
F (r)
m (h)

)
≥ En−1(f

(s)
2 ) =

1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.3.13)

Баробарии зарурии (2.3.9) аз муқоисаи нобаробариҳои (2.3.12) ва (2.3.13) ҳосил

мешавад. Баробарии (2.3.10) аз ҳисобкунии содаи зерин ҳосил мешавад:

E (s)
n−1

(
F (r)
m

(π
n

))
2

=
1

nr−s
·

{
1−

(
2 sinπ/2

π

)2
}−m/2

=

=
1

nr−s
·

{
1−

(
2

π

)2
}−m/2

=
1

nr−s
·
{

1− π2

π2 − 4

}m/2
.
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§ 2.4. Қиматҳои аниқи n-қутрҳои баъзе синфи функсияҳо дар

фазои L2

2.4.1. Ишораҳо ва таърифҳои асосӣ. Пеш аз он ки натиҷаҳои дигарро

баён кунем, мафҳумҳо ва ишораҳои заруриро ба хотир меорем. Бигзор S —

курраи воҳидӣ дар L2; N — зермаҷмӯи марказӣ-симметрии L2; Λn ⊂ L2 —

зерфазои n-ченака; Λn ⊂ L2 — зерфазои коченакаи n; L : L2 → Λn — оператори

бефосилаи хаттии элементҳои фазои L2-ро ба Λn гузаронанда; Λ⊥ : L2 → Λn

— оператори бефосилаи проектиронии хаттӣ дар L2 ба зерфазои Λn бошад.

Бузургиҳои

bn
(
N;L2

)
= sup {sup {ε > 0 : εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {inf {‖f − ϕ‖ : ϕ ∈ Λn} : f ∈ N} : Λn ⊂ L2} ,

δn
(
N;L2

)
= inf {inf {sup {‖f − Lf‖ : f ∈ N} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {‖f‖ : f ∈ N ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

Πn

(
N;L2

)
= inf

{
inf
{

sup
{
‖f − L⊥f‖ : f ∈ N

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
мувофиқан n-қутрҳои бернштейнӣ, колмогоровӣ, хаттӣ, гелфандӣ ва проект-

сионӣ номида мешаванд. Азбаски L2 фазои гилбертӣ аст, он гоҳ муносибатҳои

зерини байни n-қутрҳои дар боло номбаршуда, дуруст аст ([95], [76]):

bn
(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
= δn

(
N;L2

)
= Π

(
N;L2

)
. (2.4.1)

Бо истифодаи натиҷаи теоремаи 2.2.1-и фасли пеш синфи функсияҳоеро

ҷорӣ мекунем, ки барои вай қиматҳои ҳамаи n-қутрҳо дар фазои L2-и дар боло
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номбаршударо ҳисоб мекунем. Бо ин мақсад бо рамзи W (r)
m (h), m ∈ N, r ∈ Z+

синфи функсияҳои f ∈ L
(r)
2 -ро ишора мекунем, ки барои ҳар гуна h > 0

нобаробарии зерин ҷой дорад:

1

h

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

π2

h3

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt ≤ 1.

2.4.2. Теоремаҳо дар бораи қутрҳои синфи функсияҳо. Теоремаҳои

асосӣ дар бораи қутрҳои синфи функсияҳоро дар фазои L2 баён ва исбот ме-

кунем.

Теоремаи 2.4.1. Барои ҳар гуна n,m ∈ N, r ∈ Z+ ва 0 < h ≤ π/n

баробариҳои

γ2n(W
(r)
m (h)) = γ2n−1

(
W (r)

m (h)
)

= En−1

(
W (r)

m (h)
)

=
(
√

3)m

(nh)m
· 1

nr
(2.4.2)

ҷой дошта, дар ҳолати хусусӣ аз (2.4.3) ҳангоми h = π/n ҳосил мекунем:

γ2n

(
W (r)

m

(π
n

))
= γ2n−1

(
W (r)

m

(π
n

))
=

= En−1

(
W (r)

m

(π
n

))
=

(√
3

π

)m

· 1

nr
, (2.4.3)

ки дар ин ҷо

En−1

(
W (r)

m (h)
)

2
:= sup

{
En−1(f)2 : f ∈ W (r)

m (h)
}
,

γn(·) — дилхоҳ аз n-қутрҳои дар боло номбаршуда мебошад.

Исбот. Барои h ∈ (0, π/n] нобаробарии (2.2.6)-ро чунин менависем:
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En−1(f)2 ≤

(√
3

nt

)m

· 1

nr

1

h

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

+
n2

h

h∫
0

 t∫
0

(t− h)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

.

Аз ин ҷо барои функсияи ихтиёрии f ∈ W
(r)
m (h), мувофиқи таърифи синф

баҳои болоиро менависем:

En−1(f) ≤

(√
3

nt

)m

· 1

nr
. (2.4.4)

Муносибатҳои байни n-қутрҳои (2.4.1) ва нобаробарии (2.4.4)-ро ба назар

гирифта, баҳои поёниро барои ҳамаи n-қутрҳо ҳосил мекунем:

γ2n

(
W (r)

m (h), L2

)
≤ γ2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
≤

≤ d2n−1

(
W (r)

m (h), L2

)
≤ En−1

(
W (r)

m (h)
)

2
≤

(√
3

nt

)m

· 1

nr
. (2.4.5)

Барои ҳосилкунии баҳои поёнии n-қутрҳои дар боло номбаршуда, дар маҷмӯи

T2n+1 ∩ L2 курраи

S2n+1 :=

{
Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤

(√
3

nh

)m

· 1

nr

}
-ро дида мебароем ва нишон медиҳем, ки S2n+1 ⊂ W

(r)
m (h) аст. Барои ин ба мо

нобаробарии аз тарафи Л.В.Тайков [91] исботшуда, зарур мешавад:

ω2
m

(
T (r)
n , h

)
2
≤ 2mn2r(1− cosnh)m∗ · ‖Tn‖2, h > 0, (2.4.6)

ки дар ин ҷо

(1− cosu)∗ :=
{

1− cosu, агар 0 ≤ u ≤ π; 2, агар u ≥ π
}
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ва Tn — полиноми ихтиёрӣ аз маҷмӯи T2n+1. Бигзор 0 < t ≤ π/n бошад.

Таърифи синфи W
(r)
m (h) ва нобаробарии (2.4.6)-ро истифода намуда, барои

полиноми ихтиёрии Tn ⊂ S2n+1 ҳосил мекунем:

1

h

h∫
0

ω2/m
m (T (r)

n , t)dt+
n2

h

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (T (r)

n , τ)dτ

 dt ≤

≤ 2n2r/m‖Tn‖2/m

1

h

h∫
0

(1− cosnt)dt+

+
n2

h

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)(1− cosnτ)dτ

 dt

 =

= 2

(√
3

nh

)2

·

{(
1− sinnh

nh

)
+
n2

h

[
h3

6
− 1

n2

(
h− sinnh

n

)]}
=

=

(√
3

nh

)2

·
(
nh√

3

)2

= 1.

Аз ин ҷо мансубияти Sn+1 ∈ W
(r)
m (h) ҳосил мешавад. Муносибати (2.4.1) ва

таърифи n-қутри бернштейниро ба назар гирифта, ҳосил мекунем:

γ2n

(
W (r)

m (h), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

m (h), L2

)
≥ b2n

(
Sn+1, L2

)
≥

(√
3

nh

)m

· 1

nr
. (2.4.7)

Баробарии (2.4.3)-ро аз муқоисаи нобаробариҳои (2.4.5) ва (2.4.7) ҳосил

мекунем. Теоремаи 2.4.1 пурра исбот карда шуд.
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Дар назарияи наздиккунии функсияҳои даврии дифференсиронидашаван-

да, масъалаи ёфтани қимати аниқи сарҳади болоии модулҳои коэффисиентҳои

Фуре дар синфи функсияҳои додашуда (ниг. масалан, ба [10], [107], [120] ва

адабиёти дар он ҷо овардашуда) мавҷуд аст. Ҳалли масъалаи мазкурро барои

синфи W (r)
m (h) меорем.

Теоремаи 2.4.2. Агар шартҳои теоремаи 2.4.1 иҷро шаванд, он гоҳ

баробарии зерин ҷой дорад:

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}

=

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}

=

(√
3

nh

)m

· 1

nr
. (2.4.8)

Исбот. Коэффисиенти bn(f)-ро чунин тасвир мекунем:

bn(f) =
1

π

2π∫
0

f(t) sinntdt =
1

π

2π∫
0

f(t) cosn
(
t+

π

2n

)
dt =

=
1

π

2π∫
0

f
(
t− π

2n

)
cosntdt,

ва лағжиш аз рӯи аргументи функсияи даврӣ функсияи f -ро аз синфиW (r)
m (h)

берун намекунад, он гоҳ аён аст, ки

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}
, (2.4.9)

мебошад ва барои ҳамин ҳам кифоя аст, ки баробарии (2.4.8)-ро барои коэф-

фисиентҳои Фуреи an(f) исбот кунем. Коэффисиенти an(f)-ро дар намуди

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(t) cosntdt =
1

π

2π∫
0

(
f(t)− Sn−1(f, t)

)
cosntdt, (2.4.10)
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навиштан мумкин аст, чунки ба осонӣ боварӣ ҳосил кардан мумкин аст, ки

1

π

2π∫
0

Sn−1(f, t) cosntdt ≡ 0.

Дар ин муносибат Sn−1(f, t) — суммаи хусусии тартиби (n − 1)-ум аст. Но-

баробарии Коши-Буняковскийро истифода намуда, бо назардошти баробарии

(2.1.1) ва

‖ cosn · ‖2 =

1

π

2π∫
0

cos2 nt

1/2

≡ 1

аз (2.4.10) ҳосил мекунем:∣∣an(f)
∣∣ ≤ ∥∥f − Sn−1(f)

∥∥ · ∥∥ cosn ·
∥∥ =

∥∥f − Sn−1(f)
∥∥. (2.4.11)

Ба ҳар ду тарафи нобаробарии (2.4.11) аз рӯи ҳамаи функсияҳои синфи

муоинашаванда ба сарҳади болоӣ гузашта, бо назардошти муносибати (2.4.5)

ҳосил мекунем:

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}
≤ En−1

(
W (r)

m (h)
)

2
≤

(√
3

nh

)m

· 1

nr
. (2.4.12)

Бо мақсади ҳосилкунии баҳои поёнӣ функсияи зеринро истифода мебарем:

f1(x) :=

(√
3

nh

)m

· 1

nr
cosnx.

Аз исботи теоремаи 2.4.1 хулоса мебарояд, ки функсияи f1 ба курраи S2n+1

мансуб аст ва барои ҳамин ҳам элементи синфиW (r)
m (h) ба шумор меравад. Он

гоҳ ҳосил мекунем:

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}
≥ |an(f1)| =

(√
3

nh

)m

· 1

nr
. (2.4.13)
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Баҳоҳои болоии (2.4.12) ва поёнии (2.4.13)-ро муқоиса намуда, ҳосил мекунем:

sup
{
|an(f)| : f ∈ W (r)

m (h)
}

=

(√
3

nh

)m

· 1

nr

ва бо ин исботи теоремаи 2.4.2-ро ба итмом мерасонем.

Тасдиқоти теоремаи 2.3.1-ро истифода намуда, барои ададҳои ихтиёрии

m ∈ N, r ∈ Z+ ва h ∈ (0, 2π] дар муоина синфҳои функсияҳои зеринро ҷорӣ

мекунем:

F (r)
m (h) :=

f ∈ L(r)
2 :

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t) dt ≤ 1

 ,

F (r)
m (Φ) :=

f ∈ L(r)
2 :

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t) dt ≤ Φ(h)

 .

Теоремаи зерин ҷой дорад.

Теоремаи 2.4.3. Бигзор m,n ∈ N, r ∈ Z+ ва h ∈ (0, π/n] бошад. Он гоҳ

баробариҳои зерин дурустанд:

λ2n−1

(
F (r)
m (h), L2

)
= λ2n

(
F (r)
m (h), L2

)
= En−1

(
F (r)
m (h)

)
=

= n−r ·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

, (2.4.14)

ки дар ин ҷо λn(·) — дилхоҳ n-қутрҳои дар боло номбаршуда ммебошад.

Исбот. Таърифи синфи F (r)
m (h) ва муносибатҳои (2.3.4) ва (2.4.1)-ро исти-

фода намуда, баҳои болоиро ҳосил мекунем:

λ2n

(
F (r)
m (h), L2

)
≤ λ2n−1

(
F (r)
m (h), L2

)
≤ d2n−1

(
F (r)
m (h), L2

)
≤
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≤ En−1

(
F (r)
m (h)

)
≤ n−r ·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.4.15)

Барои ҳосилкунии баҳои поёнии n-қутрҳои синфи F (r)
m (h) дар маҷмӯи

T2n+1 ∩ L2 курраи бисёрузваҳои

B2n+1 :=

Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤ n−r

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

-ро дида мебароем. Барои ҳар гуна бисёрузваи Tn ∈ B2n+1 аз нобаробарии

(2.4.6)-и намуди

ω2
m(T (r)

n , t) ≤ 2mn2r(1− cosnt)m∗ · ‖Tn‖2, (2.4.16)

ки дар ин ҷо

(
1− cosnt

)m
∗ :=


(1− cosnt)m, агар 0 ≤ t ≤ π/n;

2m, агар t ≥ π/n

ба монанди исботи теоремаи 2.4.1 барои ҳар гуна 0 < h ≤ π/n ҳосил мекунем:

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (T (r)

n , t) dt ≤

≤ 2n2r/m · h−2 · ‖Tn‖2/m

h∫
0

(h− t)(1− cosnt) dt ≤ 1. (2.4.17)

Таърифи синфи F (r)
m (h) ва нобаробарии (2.4.17)-ро ба назар гирифта, хулоса

мебарорем, ки B2n+1 ⊂ F (r)
m (h) аст. Муносибати байни n-қутрҳои (2.4.1) ва

таърифи n-қутри бернштейниро ба назар гирифта, баҳои поёниро барои ҳамаи
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n-қутрҳои дар боло номбаршуда менависем:

λ2n−1

(
F (r)
m (h), L2

)
≥ λ2n

(
F (r)
m (h), L2

)
≥ b2n

(
F (r)
m (h), L2

)
≥

≥ b2n

(
B2n+1, L2

)
≥ n−r ·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.4.18)

Баҳои болоии (2.4.15)-ро бо баҳои поёнии (2.4.18) муқоиса намуда, баробарии

матлуби (2.4.14)-ро ҳосил намуда, исботи теоремаи 2.4.3-ро ба охир мерасонем.

Қайд мекунем, ки мафҳуми модули бефосилагии ω1(f, t)-ро барои функ-

сияи f ∈ C[0, 2π] аввалин маротиба Лебег муайян кардааст [65]. Бо истилоҳи

тавсифи суфтагии ω(f, t)C дар [65] баҳоҳои коэффисиентҳои Фуре ҳосил карда

шудаанд. Ин масъала минбаъд аз тарафи бисёр математикон таҳқиқ шуда, ба

ҷустуҷӯи сарҳади аниқи болоии модулҳои коэффисиентҳои Фуре дар синфҳои

мухталифи функсияҳо оварда расонд (ниг. масалан, ба [9, 10, 106, 107]). Барои

синфи функсияҳои дар ин боб муоинашаванда ҳалли масъалаи баёншуда барои

синфи функсияҳои таҳқиқшаванда ёфта шудааст.

Теоремаи 2.4.4. Ҳангоми иҷрои шартҳои теоремаи 2.4.3 барои ҳар гуна

n ∈ N баробариҳои зерин ҷой доранд:

sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m (h)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ F (r)

m (h)
}

=

= n−r ·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

(2.4.19)

ва дар ҳолати хусусӣ,

sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m (π/n)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ F (r)

m (π/n)
}

=
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=
1

nr
·
{

π2

π2 − 4

}m/2
.

Исбот. Чӣ хеле ки дар [106] нишон дода мешавад, аз сабаби

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(t) cosnt dt =
1

π

2π∫
0

f(t) sin
(
nt+

π

2

)
dt =

=
1

π

2π∫
0

f
(
t− π

2n

)
sinnt dt = bn

(
f
(
t− π

2n

))
ва бо назардошти он ки лағжиш аз рӯи аргумент функсияи f -ро аз синфи

F (r)
m (h) берун намекунад, он гоҳ аён аст, ки

sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m (h)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ F (r)

m (h)
}
. (2.4.20)

Аз ин ҷо кофист, ки сарҳади аниқи болоии яке аз онҳо ёфта шавад. Масалан,

қимати аниқи баробарии (2.4.20)-ро барои косинус-коэффисиенти Фуреи an(f)

меёбем. Азбаски

an(f) =
1

π

2π∫
0

f(t) cosnt dt =
1

π

2π∫
0

(
f(t)− Sn−1(f, t)

)
cosnt dt, (2.4.21)

ки дар ин ҷо Sn−1(f, t) — суммаи хусусии тартиби (n − 1)-и функсияи

f ∈ F (r)
m (h) аст, он гоҳ ба баробарии рости (2.4.21) нобаробарии Коши-

Буняковскийро истифода намуда, бо назардошти баробарии охирини (2.4.14)

ҳосил мекунем:

∣∣an(f)
∣∣ ≤ ∥∥f − Sn−1(f)

∥∥ = En−1(f) ≤ En−1

(
F (r)
m (h)

)
. (2.4.22)

Ба қисми чапи (2.4.22) ба сарҳади болоӣ гузошта, ҳосил мекунем:
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sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m (h)
}
≤ En−1(F (r)

m (h)) =

= n−r ·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.4.23)

Барои ҳосилкунии баҳои поёнии монанд дар муоина функсияи зеринро ҷорӣ

мекунем:

f1(x) := n−r ·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

· cosnx.

Аз исботи қисми дуюми теоремаи 2.4.3 хулоса мебарояд, ки функсияи f1 ∈

B2n+1 аст. Барои ҳамин ҳам, функсияи f1 элементи синфи F (r)
m (h) ба шумор

рафта, нобаробарии зерин ҷой дорад:

sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m (h)
}
≥ |an(f1)| =

= n−r ·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (2.4.24)

Баробарии матлуби (2.4.19) натиҷаи муқоисаи нобаробариҳои (2.4.23) ва

(2.4.24) мебошад. Теоремаи 2.4.4 исбот шуд.

Теоремаи 2.4.5. Бигзор мажоранти Φ шарти зеринро қаноат кунонад:

Φ(h)

Φ(π/n)
≥ 1

π2 − 4
·
( π
nh

)2


(nh)2 − 2(1− cosnh), агар 0 ≤ h ≤ π/n,

π2 − 4 + (nh− π)2, агар h ≥ π/n.

(2.4.25)

Он гоҳ барои ҳар гуна ададҳои m,n ∈ N ва r ∈ Z+ баробариҳои

λ2n−1

(
F (r)
m (Φ), L2

)
= λ2n

(
F (r)
m (Φ), L2

)
= En−1

(
F (r)
m (Φ)

)
=
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=
1

nr
·
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
(2.4.26)

дурустанд, ки дар ин ҷо λn(·) — ҳар гуна аз n-қутрҳои bn(·), dn(·), dn(·), δn(·) ё

Πn(·). Маҷмӯи мажорантҳо, ки маҳдудияти (2.4.25)-ро қаноат мекунонанд,

холӣ намебошад.

Исбот. Дар нобаробарии (2.3.4), ки намуди

En−1(f) ≤

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

· 1

nr

 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t) dt

m/2

-ро дорад, h = π/n ҳисобида, таърифи синфи F (r)
m (Φ)-ро ба назар гирифта,

барои функсияи ихтиёрии f ∈ F (r)
m (Φ) ҳосил мекунем:

En−1(f) ≤ 1

nr
·
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
. (2.4.27)

Бо назардошти нобаробариҳои (2.4.1) ва (2.4.27) баҳои болоиро барои ҳамаи

n-қутрҳои дар боло номбаршуда менависем:

λ2n

(
F (r)
m (Φ), L2

)
≤ λ2n−1

(
F (r)
m (Φ), L2

)
≤ d2n−1

(
F (r)
m (Φ), L2

)
≤

≤ En−1

(
F (r)
m (Φ)

)
≤ 1

nr
·
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
. (2.4.28)

Барои ҳосилкунии баҳои поёнии n-қутрҳои номбаршуда дар маҷмӯи T2n+1∩L2

курраи полиномҳои

B∗2n+1 :=

{
Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤

1

nr

(
π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

))m/2}

дида баромада, нишон медиҳем, ки B∗2n+1 ⊂ F
(r)
m (Φ) аст. Муҳокимаро дар ду

зина мегузаронем: 0 ≤ h ≤ π/n ва h > π/n.
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Бигзор аввал 0 ≤ h ≤ π/n бошад. Таърифи синфи F (r)
m (Φ), маҳдудияти

якуми (2.4.25) ва нобаробарии (2.4.16)-ро ба назар гирифта, барои ҳар гуна

полиноми Tn ∈ B∗2n+1 ҳосил мекунем:

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (T (r)

n , t) dt ≤

≤ 2n2r/m‖Tn‖2/m · 1

h2

h∫
0

(h− t)(1− cosnt) dt ≤

≤ 1

(nh)2
·
{

(nh)2 − 2(1− cosnh)
}
· π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)
=

=
π2

π2 − 4
· (nh)−2

{
(nh)2 − 2(1− cosnh)

}
· Φ
(π
n

)
≤ Φ(h). (2.4.29)

Бигзор акнун h ≥ π/n бошад. Маҳдудияти дуюми (2.4.25) ва муносибати

(2.4.16)-ро ба назар гирифта, ҳосил мекунем:

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (T (r)

n , t) dt ≤

≤ 2n2r/m‖Tn‖2/m · 1

h2


π/n∫
0

(π
n
− t
)

(1− cosnt) dt+ 2

h∫
π/n

(h− t) dt

 =

=
π2

π2 − 4
· (nh)−2

{
π2 − 4 + (nh− π)2

}
· Φ
(π
n

)
≤ Φ(h). (2.4.30)

Аз нобаробариҳои (2.4.29) ва (2.4.30) хулоса мебарояд, ки курраи B∗2n+1 дар

дохили синфи F (r)
m (h) аст.
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Муносибати (2.4.1)-и байни n-қутрҳо ва таърифи n-қутри бернштейниро ба

назар гирифта, баҳои поёниро барои n-қутрҳои муоинашаванда менависем:

λ2n−1

(
F (r)
m (Φ), L2

)
≥ λ2n

(
F (r)
m (Φ), L2

)
≥ b2n

(
F (r)
m (Φ), L2

)
≥

≥ b2n

(
B∗2n+1;L2

)
=

1

nr
·
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
. (2.4.31)

Баҳоҳои болоии (2.4.28) ва поёнии (2.4.31)-ро муқоиса намуда, баробарии талаб

мекардагии (2.4.26)-ро ҳосил мекунем.

Акнун нишон медиҳем, ки маҷмӯи мажорантҳои Φ-и шарти (2.4.25)-ро қа-

ноат мекунонад, холӣ намебошад. Барои ин функсияи Φ0(h) := hα-ро дида

мебароем, ки дар ин ҷо

α =
8

π2 − 4
(2.4.32)

мебошад ва боварӣ ҳосил мекунем, ки барои вай муносибати (2.4.25) ҷой

дорад. Функсияи Φ-ро бо ин мақсад мушаххас намуда, дар нобаробарии

(2.4.25) муносибати

(nh
π

)α
≥ 1

π2 − 4
·
( π
nh

)2

·


(nh)2 − 2(1− cosnh), агар 0 ≤ h ≤ π/n,

π2 − 4 + (nh− π)2, агар h ≥ π/n

-ро ҳосил мекунем, ки онро исбот бояд кард. nh = µπ ҳисобида, нобаробариҳои

ҳосилшударо дар намуди баробарқувва менависем:

µα+2 ≥ 1

π2 − 4
·


(µπ)2 − 2

(
1− cosµπ

)
, агар 0 ≤ µ ≤ 1,

π2 − 4 + (µ− 1)2 π2, агар µ ≥ 1 .

(2.4.33)
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α + 2 = β ҳисобида нобаробарии (2.4.33)-ро дар намуди барои исбот осонтар

менависем:

µβ ≥ 1

π2 − 4
·


(µπ)2 − 2(1− cosµπ), агар 0 < µ ≤ 1,

π2 − 4 + (µ− 1)2 π2, агар µ ≥ 1 .

(2.4.34)

Бо назардошти (2.4.34) дар порчаи [0, 1] функсияи ёрирасони зеринро дида

мебароем:

ϕ(µ) := µβ − 1

π2 − 4

[(
πµ
)2 − 2

(
1− cos πµ

)]
. (2.4.35)

Мувофиқи (2.4.32) буда 3 < β < 4, ҳангоми µ→ 0 + 0 ҳосил мекунем:

ϕ(µ) = µβ

(
1− π4

12
(
π2 − 4

) O(µ4−β)) . (2.4.36)

Аз (2.4.36) хулоса мебарояд, ки порчаи [0, B], ки дар ин ҷо 0 < B < 1 мавҷуд

аст, ки дар он функсияи ϕ ғайриманфист. Нишон медиҳем, ки дар тамоми

порчаи [0, 1] ҳам функсияи ϕ ҳамин хел аст. Барои ин аз усули муҳокимаронӣ

аз баръакс истифода мекунем. Фарз мекунем, ки дар интервали (0, 1) нуқтаи

0 < ξ < 1 мавҷуд аст, ки дар он функсияи ϕ аломаташро тағйир медиҳад.

Азбаски аз (2.4.35) хулоса мебаояд, ки ϕ(0) = ϕ(1) = 0 аст, он гоҳ дар асоси

теоремаи Ролл ҳосилаи тартиби якуми

ϕ(1)(µ) = βµβ−1 − 2π2

π2 − 4

(
µ− 1

π
sin πµ

)
(2.4.37)

дар интервали (0, 1) бояд на камаш ду нули гуногунро соҳиб бошад. Аз фор-

мулаҳои (2.4.37) ва (2.4.32) хулоса мебарояд, ки ϕ(1)(0) = ϕ(1)(1) = 0 аст. Он
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гоҳ ҳосилаи тартиби дуюми

ϕ(2)(µ) = β(β − 1)µβ−2 − β(1− cos πµ) (2.4.38)

дар маҷмӯи (0, 1) на камаш се нули гуногунро соҳиб бошад. Аз баробарии

(2.4.38) ϕ(2)(0) = 0-ро ҳосил мекунем. Ҳамин тавр, ҳосилаи тартиби сеюми

ϕ(3)(µ) = β(β − 1)(β − 2)µβ−3 − βπ sin πµ (2.4.39)

дар интервали (0, 1) бояд на камаш се нули гуногунро соҳиб бошад. Азбаски

аз (2.4.39) хулоса мебарояд, ки ϕ(3)(0) = 0, мебошад, он гоҳ ҳосилаи тартиби

чоруми

ϕ(4)(µ) = β(β − 1)(β − 2)(β − 3)µβ−4 − βπ2 cos πµ (2.4.40)

бояд дар (0, 1) бояд на камаш чор нули гуногунро соҳиб бошад. Аз формулаи

(2.4.40) хулоса мебароем, ки ҳосилаи ϕ(4) дар интервали (0, 1) фарқи ду функ-

сияе мебошад, ки якумаш танҳо қиматҳои мусбатро қабул намуда, ба поён

барҷаста аст, вале дуюмаш ба боло барҷаста ва дар интервали (0, 1/2) мусбат

ва дар интервали (1/2, 1) ҳам мусбат ва ҳам барҷаста ба боло мебошад. Бо на-

зардошти мулоҳизаҳои геометрӣ аён аст, ки функсияи ϕ(4) дар (0, 1) на зиёда

аз ду нули гуногун доштанаш мумкин аст. Мухолифати ҳосилшуда дурустии

нобаробарии якуми муносибати (2.4.34)-ро исбот мекунад.

Бо назардошти нобаробарии дуюми (2.4.34) ва ифодаи (2.4.32) дар маҷмӯи

1 ≤ µ <∞ функсияи ёрирасони зеринро дида мебароем:

ϕ̃(µ) := µβ − 1− π2

π2 − 4
(µ− 1)2 = µβ − 1− β

2
(µ− 1)2.
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Азбаски ҳангоми µ ≥ 1 барои ҳосилаи тартиби якуми вай

ϕ̃(1)(µ) = β
(
µ(µβ−2 − 1) + 1

)
> 0

мебошад, он гоҳ аз баробарии ϕ̃(1) = 0 хулоса мебарояд, ки функсияи ϕ̃ дар ин-

тервали (1,∞) мусбат монотонӣ афзуншаванда аст. Ҳамин тариқ, нобаробарии

дуюм ҳам дар вақти иҷрои шарти (2.4.34) ҷой дорад.

Азбаски

β = α + 2 =
2π2

π2 − 4

мебошад, он гоҳ аз ин ҷо ҳосил мекунем:

α =
2π2

π2 − 4
− 2 =

8

π2 − 4

ва ҳамин тариқ, мажоранти

Φ(h) = hα = h

8

π2 − 4

маҳдудияти (2.4.25) ро қаноат мекунонад ва ҳамин тавр теоремаи 2.4.5 пурра

исбот шуд. Тасдиқоти зерин натиҷаи теоремаи 2.4.5 мебошад.

Теоремаи 2.4.6. Бигзор ҳамаи шартҳои теоремаи 2.4.5 иҷро шаванд.

Он гоҳ барои ҳар гуна ададҳои n ∈ N, r ∈ Z+ баробариҳои зерин ҷой доранд:

sup
{
|an(f)| : f ∈ F (r)

m (Φ)
}

= sup
{
|bn(f)| : f ∈ F (r)

m (Φ)
}

=

=
1

nr
·
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2
.

Исботи теоремаи 2.4.6 оварда намешавад, чунки ғояи он дар ҳолати умумӣ

бо рафти исботи теоремаи 2.4.5 ҳамҷоя мешавад.
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БОБИ III. Барқароркунӣ ва кодиронии ҳалли

масъалаҳои канории Дирихле ва Нейман бо ёрии

полиномҳои тригонометрӣ ва сплайн-фунсияҳо аз рӯи

иттилоот дар бораи функсияҳои сарҳадӣ ва нуқтаҳои

интерполятсия

§ 3.1. Оиди масъалаҳои кодиронӣ ва барқароркунии функсияҳо

дар маънои Н.П.Корнейчук

3.1.1. Гузориши умумии масъала. Дар ин боб масъалаҳои кодиронӣ ва

барқароркунии вобастагии функсионалӣ ҳангоми қиматҳои функсионалҳо аз

функсияи ϕ бо функсияи f = Aϕ кодиронӣ карда мешаванд, ки дар ин ҷо A

ягон оператореро ифода мекунад, омӯхта мешаванд. Н.П.Корнейчук [38, 39, 41]

ҳолатҳои мушаххасро барои операторҳои диффересиронӣ, бӯғча ва ҳам барои

ҳалли масъалаи канории Дирихле барои муодилаи Лаплас таҳқиқ кардааст.

Масъалаҳои кодиронӣ ва барқароркунии минбаъдаи вобастагии функсио-

налӣ ҳам дар самти назариявӣ ва ҳам дар самти амалӣ муоинашаванда, дар

солҳои охир бештар таваҷҷӯҳро ҷалб мекунад. Ин аз он ҷумла, бо он маъ-

нидод карда мешавад, ки усулҳои самараноки ҳалли масъалаҳои экстремалии

ёфташуда дар назарияи наздиккунӣ имконияти ёфтани ҳалли аниқ ва дар як

қатор масъалаҳои кодиронии беҳтарин барқароркунии функсияҳоро муҳайё

сохтанд. Баёни натиҷаҳои масъалаҳои ба ин алоқамандро масалан, дар мо-

нографияҳои [36, 37, 95] ва мақолаҳои [38, 39] ёфтан мумкин аст.

Дар интишороти ба мо маълум доир ба муаммои мазкур, усули кодиронӣ

78



аз рӯи саҳви барқароркунии худи функсияҳои кодгузошта, баҳогузорӣ карда

мешавад. Дар ин ҷо масъалаи бештар умумиро дида мебароем: вақте ки аз

рӯи иттилооти дискретӣ оиди функсияи ϕ функсияи f = Aϕ барқарор карда

мешавад, ки дар он функсияи ϕ бо ягон оператори A инъикос карда мешавад.

Гузориши ин масъаларо дар маънои Н.П.Корнейчук [36–39, 95] дар ҳолати

умумӣ баён мекунем.

Бигзор X, Y — фазоҳои метрикӣ мувофиқан бо масофаҳои ρ(x, y)X ва

ρ(x, y)Y бошанд. Бо ёрии маҷмӯи

MN =
{
µ1, µ2, . . . , µN

}
(3.1.1)

функсионалҳои бефосилаи µk, k = 1, 2, . . . , N дар X додашуда ба элементи

x ∈ X вектори ададии

T (x,MN) =
{
µ1(x), µ2(x), . . . , µN(x)

}
(3.1.2)

-ро мувофиқ мегузорем, ки онро вектори иттилоот меномем. Ҳисоб кардан

мумкин аст, ки элементи x бо нуқтае дар RN бо ёрии маҷмӯи функсионалҳои

(3.1.1), ки усули кодирониро муайян мекунад, кодиронӣ карда шудааст. Агар

Y = X ва аз рӯи вектори (3.1.2) элементи x аз ягон маҷмӯи M ⊂ X барқарор

карда шавад, он гоҳ ченаки иттилоотии усули кодиронӣ бо дараҷаи муайян

бо диаметри прообрази инъикоси x → T (x,MN), яъне бо диаметри маҷмӯи

{y : y ∈ M, T (y,MN) = T (x,MN)} тавсиф карда мешавад: чӣ қадаре ки ин

диаметр хурд бошад, ҳамон қадар иттилооти усул – MN калонтар аст.

Ҳолатеро дида мебароем, ки дар он аз рӯи вектори иттилоотии T (x,MN),
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x ∈ M ⊂ X элементи Ax ∈ Y -ро, ки дар ин ҷо A — ягон оператори бефоси-

лаи M-ро ба Y инъикос мекардагӣ мебошад, барқарор кардан зарур аст. Дар

ин маврид иттилооти усули кодирониро аз рӯи диаметри маҷмӯи элементҳои

Ay, y ∈ M ⊂ X, ки барои он вектори иттилоотии T (y,MN) ҳамон як аст,

баҳогузорӣ кардан лозим аст. Барои дурустии гузориши масъала охирнокии

ин диаметрро бо роҳи ба элементҳои маҷмӯи M гузоштани ин ё он шартҳои

пешакӣ, таъмин кардан лозим аст. Бузургии

K (M, A,MN)X,Y = sup
{
ρ(Ax,Ay)Y : x, y ∈M, T (x,MN) = T (y,MN)

}
(3.1.3)

иттилооти усули кодиронии қайдшудаи MN -ро нисбат ба оператори A ифода

намуда маҷмӯи M-ро тавсиф мекунад. Дар ин ҳол табиатан масъала оид ба

усули кодиронии беҳтарин барои маҷмӯи M ва оператори A, яъне масъалаи

ҷустуҷӯи сарҳади аниқи поёнии (барои N -и қайдшуда)

γN(M, A,X, Y ) = inf
MN

K (M, A,MN)X,Y (3.1.4)

ва муайянкунии усули MN , ки ин сарҳади поёниро амалӣ мекунад, пайдо ме-

шавад.

Дар ҳолати X ва Y — фазои хаттии нормиронӣ, A(M → Y ) — оператори

хаттӣ,MN = M ′
N = {µ1, µ2, . . . , µN} — маҷмӯи функсионалҳои хаттии маҳдуди

дар X додашуда, ба ҷои (3.1.4) бузургии зеринро муоина кардан табиист:

γN(M, A,X, Y ) = inf
M ′N

K (M, A,M ′
N)X,Y . (3.1.5)

Агар Y = X бошад, он гоҳ K (M, A,MN)X , γN(M, A,X) менависем ва ҳоказо
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ва агар илова бар ин A — оператори воҳидӣ бошад, он гоҳ дар ишораҳо ҳарфи

A-ро наменависем.

Масъалаи алоҳидае, ки дар навбати аввал мазмуни амалиро дорост, аз

барқароркунии беҳтарин аз рӯи вектори T (x,MN) элементи Ax бо саҳви аз рӯи

имкон хурдтарини ба бузургии (3.1.3) баробар буда (ҳангоми N -қайдшуда) дар

тамоми маҷмӯи M мебошад. Сухан дар бораи барқароркунии маҷмӯи

{
Ay : y ∈M, T (y,MN) = T (x,MN)

}
(3.1.6)

дар фазои Y меравад.

Агар Y — фазои хаттии нормиронидашуда бошад, он гоҳ ба барқароркунии

ин маҷмӯ бо саҳви дар боло нишондода, бо ёрии комбинатсияи хаттии

zu =
N∑
k=1

µk(u)yk, u ∈ X, (3.1.7)

ки дар ин ҷо y1, y2, . . . , yN — ягон системаи элементҳои хаттӣ новобаста дар Y

кӯшиш кардан мумкин аст. Элементи zx ба маҷмӯи (3.1.6) тааллуқ надоштанаш

мумкин аст. Лекин, агар

ρ(zu, Au)Y ≤
1

2
K (M, A,MN)X,Y ∀u ∈M

бошад, он гоҳ барои элементи u ∈ M, ки T (u,MN) = T (x,MN) аст, zu = zx

мешавад ва барои ҳамин ҳам маҷмӯи (3.1.6) ба курраи марказаш дар zx ва

радиуси
1

2
K (M, A,MN)X,Y тааллуқ дорад. Ба ҳамин тариқ, ҳар гуна элементи

намуди v = Au, u ∈M-доштаи курра Ax-ро бо саҳви аз рӯи имкон хурдтарин

дар маҷмӯи M барқарор мекунад.
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Масъалаи ҷустуҷӯи сарҳади болоии (3.1.3) ҳангоми иҷрои шартҳои муайян

барои X, Y,M, A ва MN -ро ба таври назаррас танг кардан мумкин аст, агар аз

тамоми маҷмӯи M ба зермаҷмӯи он элементҳое, ки дар он вектори иттилоотӣ

ба сифр баробар мешавад, гузашта шавад. Ҳангоми Y = X ва A — опера-

тори воҳидӣ будан чунин масъала дар [38] таҳқиқ карда шудааст, ки дар он

тасдиқоти вобаста ба ин масъала дар ҳолати бештар умумӣ ҳам боқӣ мемонад.

Тасдиқоти 3.1.1. [41] Бигзор X, Y — фазоҳои метрикӣ бо метрикаи

(яъне ρ(x + z, y + z) = ρ(x, y)), M — маҷмӯи марказӣ-симметрӣ дар X ва

оператори бефосилаи A (M→ Y ) шарти A(−x) = −Ax-ро қаноат мекунонад.

Он гоҳ барои ҳар гуна маҷмӯи MN = {µ1, µ2, . . . , µN} функсионалҳои бефосила

ва тоқи дар X додашудаи µk баҳои зерин дуруст аст:

K (M, A,MN)X,Y ≥ sup
{
ρ(2Ax, 0)Y : x ∈M, T (x,MN) = 0

}
. (3.1.8)

Илова бар ин, агар барои дилхоҳ x, y ∈M элементи z =
1

2
(x−y) ба M тааллуқ

дошта, баробарии Az =
1

2
(Ax − Ay) иҷро шавад, аз µk(x) = µk(y) хулоса ме-

барояд, ки µk(z) = 0, k = 1, 2, . . . , N аст, он гоҳ дар (3.1.8) аломати баробарӣ

ҷой дорад.

Дар ҳақиқат ҳам, сарҳади аниқи болоӣ дар (3.1.3) танҳо кам шуданаш мум-

кин аст, агар онро танҳо ба ҷуфти элементҳои x ва −x аз M, ки барои онҳо

T (x,MN) = 0 аст, он гоҳ T (−x,MN) = 0 мешавад, паҳн карда шавад. Азбаски

мувофиқи транзитивии метрика ρ(Ax,−Ax)Y = ρ(2Ax, 0)Y аст, он гоҳ баҳои

(3.1.8)-ро ҳосил мекунем.

Ҳангоми иҷрои шарти иловагии тасдиқоти дуюм ва тасдиқоти 3.1.1 ба ҳар
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як ҷуфти элементҳои x, y ∈M, ки барои онҳо T (x,MN) = T (y,MN) мебошад,

элементи z =
1

2
(x−y) мувофиқ меояд, ки вай ҳам ба M тааллуқ дошта, зимнан

T (z,MN) = 0 аст. Ба ҳамин тариқ, қисми рост дар (3.1.3) кам шуда наметаво-

над, агар сарҳади болоӣ аз рӯи ҳамаи z ∈M, ки барои онҳо T (z,MN) = 0 аст,

ҳисоб карда шавад. Азбаски бо назардошти транзитивии метрика:

ρ(Ax,Ay)Y = ρ(Ax− Ay, 0)Y = ρ(2Az, 0)Y

аст, он гоҳ нобаробарии ба (3.1.8) баръакс дуруст аст.

Тасдиқоти 3.1.2. Агар M — маҷмӯи марказӣ-симметрии барҷаста

дар фазои хаттии нормиронии X, M ′
N — маҷмӯи {µ1, µ2, . . . , µN}–и функ-

сионалҳои хаттии маҳдуди дар X додашуда ва A — оператори хаттии M-ро

ба фазои хаттии нормиронии Y инъикоскунанда бошад, он гоҳ

K (M, A,M ′
N)X,Y = 2 sup

{
‖Ax‖Y : x ∈M, T (x,MN) = 0

}
.

3.1.2. Кодиронии ҳалли масъалаҳои канорӣ. Бо ҳолати бефосилагӣ

маҳдуд шуда, бо P = P (x, y) нуқта дар R2-ро ишора намуда, масъалаи канории

зеринро дида мебароем:

L[µ(P )] = g(P ), P ∈ D;

u(P ) = ϕ(P ), P ∈ Γ,

(3.1.9)

ки дар ин ҷо L — оператори хаттии дифференсиалии доашуда, D — соҳаи

сарбаст дар R2, Γ — сарҳади он. Бигзор X1, X2, Y — фазоҳои метрикии дар

D муайяншудаи функсияҳои дутағирёбанда, M1 ва M2 — синфҳои функсияҳо

мувофиқан аз X1 ва X2, ки шартҳои зеринро қаноат мекунонанд:
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а) барои ҳар як ҷуфти функсияҳои g ∈ M1 ва ϕ ∈ M2 ҳал мавҷуд аст,

зимнан ягонаи u ∈ Y -и масъалаи (3.1.9);

б) синфҳои M1 ва M2 мувофиқан дар X1 ва X2 маҷмӯҳои марказӣ-

симметрии барҷаста мебошанд.

Дар фазои X = X1 ⊗X2 ягон метрикаро (масалан, бо ёрии метрикаҳо дар

X1 ва X2) ҷорӣ карда, мувофиқи шарти а) ҳисобидан мумкин аст, ки оператори

A = AB мавҷуд аст, ки маҷмӯи M = M1 ⊗M2-ро ба Y инъикос мекунонад:

AB(g, ϕ) = u, ки дар ин ҷо u = u(P ) — ҳалли масъалаи (3.1.9), ки бо функсия-

ҳои g(P ) ва ϕ(P ) муайян карда мешаванд.

Барои ин оператор иҷрои шартҳои тасдиқоти 3.1.1-ро месанҷем. Аён аст,

ки агар µ(P ) — ҳалли масъалаи (3.1.9) бошад, он гоҳ −u(P ) — ҳалли масъалаи

мазкур бо қисмҳои рости −g(P ) ва −ϕ(P ) мебошад, яъне AB(−g,−ϕ) = −u =

−AB(g, ϕ). Минбаъд, бигзор AB(gi, ϕi) = ui, i = 1, 2, яъне u1 ва u2 — ҳалли

масъалаи (3.1.9) ҳангоми (g, ϕ) = (g1, ϕ1) ва (g, ϕ) = (g2, ϕ2) бошад. Он гоҳ

ҳосил мекунем:

L

[
1

2

(
u1(P )− u2(P )

)]
=

1

2

(
g1(P )− g2(P )

)
, P ∈ D;

1

2

(
u1(P )− u2(P )

)
=

1

2

(
ϕ1(P )− ϕ2(P )

)
,

яъне

AB

(
1

2
(g1 − g2),

1

2
(ϕ1 − ϕ2)

)
=

1

2
(u1 − u2) =

1

2
(AB(g1, ϕ1)− AB(g2, ϕ2)) .

Бигзор акнун MN = {µ1, µ2, . . . , µN} — чунин маҷмӯи функсионалҳои бе-
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фосилаи дар X = X1 ⊗X2 додашудаи

µk(−g,−ϕ) = −µk(g, ϕ), g ∈M1, ϕ ∈M2,

µk

(
1

2
(g1 − g2),

1

2
(ϕ1 − ϕ2)

)
=

1

2

(
µk(g1, ϕ1)− µk(g2, ϕ2)

)
,

g1, g2 ∈M1, ϕ1, ϕ2 ∈M2, k = 1, 2, . . . , N

бошад. Он гоҳ мувофиқи тасдиқоти 3.1.1 ҳосил мекунем:

K (M, AB,MN)X,Y =

= sup
{
ρ(2AB(g, ϕ), 0)Y : (g, ϕ) ∈M, T ((g, ϕ)MN) = 0

}
. (3.1.10)

Мазмуни ин баробарӣ аз он иборат аст, ки ҳангоми шартҳои дар боло

баёншуда саҳви кодиронӣ бо вектори T ((g, ϕ)MN) ҳалли u(P )-и масъалаи

(3.1.1)-ро дар тамоми синфи M танҳо он ҷуфти функсияҳои (g, ϕ) ∈ M, ки

барои онҳо вектори иттилоотӣ ба сифр баробар аст, аниқ баҳогузорӣ кардан

мумкин аст.

Натиҷаҳои дар фаслҳои минбаъда баёншудаи ин боб дар корҳои [1-A, 2-A,

5-A, 6-A] дарҷ шудааст.
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§ 3.2. Гузориши масъалаи барқароркунии функсияҳо ва

кодиронии ҳалли масъалаҳои канории Нейман

Дар ин фасл масъалаи беҳтаркунии барқароркунии қиматҳои операторҳо

дар гузориши Н.П.Корнейчук [42] дар намунаи барқароркунии беҳтарини

ҳалли масъалаи канории Нейман барои муодилаи Лаплас, дар доираи воҳидӣ

дар намуди баёни зерин таҳқиқ карда мешавад: функсияи гармоникии

U(ρ, t)(0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2π)-и муодилаи

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂
∂ρ

+
1

ρ2
· ∂

2

∂t2

)
U(ρ, t) = 0 (3.2.1)

ва ду шарти канории

∂U

∂ρ

∣∣∣∣∣
ρ=1

= g(t),

2π∫
0

g(t)dt = 0 (3.2.2)

қаноаткунанда, ёфта шавад.

Ҳалли масъалаҳои (3.2.1)-(3.2.2) мавҷуд буда, бо саҳеҳии то доимӣ бо фор-

мулаи зерин муайян карда мешавад [44]:

U(ρ, t) := U(g; ρ, t) = C1 +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)g(τ)dτ, C1 = const, (3.2.3)

ки дар ин ҷо

Φρ(t) =
∞∑
k=1

ρk

k
cos kt, 0 ≤ ρ < 1. (3.2.4)

Функсияи Φρ(t)-ро ядрои Нейман меноманд.

Қайд мекунем, ки дар [44] масъалаҳои (3.2.1)-(3.2.2) аз сабаби муайянкунии

хосиятҳои дифференсиалии функсияи гармоникии U(ρ, t) дар доираи воҳидӣ,
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вобаста аз хосиятҳои дифференсиалии маълуми функсияҳои канорӣ таҳқиқ

карда шудааст, вале дар [119] қимати аниқи наздиккунии беҳтарини ядрои

Φρ(t) бо полиномҳои тригонометрӣ ёфта шудааст. Дар ин фасл таҳқиқотро дар

ин самт давом дода, масъалаҳои кодиронии ҳалли масъалаҳои (3.2.1)-(3.2.2)

ва барқароркунии беҳтарини онро аз рӯи иттилоот оиди функсияҳои сарҳадӣ,

дида мебароем.

Масъалаи барқароркунии ҳалли масъалаи канории Неймани (3.2.1)-(3.2.2)-

ро ҳангоми қиматҳои 2n − 1 аввалин коэффисиентҳои Фуреи
{
ak(g)

}n−1

k=0
,{

bk(g)
}n−1

k=1
-и функсияи сарҳадии g(t) маълум будан меёбем. Бо ёрии маҷмӯи ко-

эффисиентҳои ададии λ = {λ0, λ1, . . . , λn−1}-и дар мо мавҷуда, ҳалли U(g; ρ, t)

– масъалаи Нейманро бо полиноми тригонометрии намуди умумии зерин му-

қоиса мекунем:

Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ, t

)
=
a0λ0

2
+

n−1∑
k=1

λk
(
ak(g) cos kt+ bk(g) sin kt

)
. (3.2.5)

Бо ҳамин маҷмӯи λ = {λ0, λ1, · · · , λn} ягон усули барқароркунии функсияи

U(g; ρ, t)-ро бо полиноми тригонометри тартибаш на боло аз n−1-ро муайян ме-

кунад ва интихоби беҳтарини маҷмӯи коэффисиентҳои λ бо ядрои Φρ(t)-и ҳалли

масъалаҳои (3.2.1)-(3.2.2) алоқаманд мебошад. Агар ба ҷои коэффитсиентҳои

Фуреи ak(g) ва bk(g)

ak(g) =
1

π

2π∫
0

g(t) cos ktdt, bk(g) =
1

π

2π∫
0

g(t) sin ktdt

гузорем, он гоҳ полиноми (3.2.5) дар намуди бӯғчаи

Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ, t

)
=

1

π

2π∫
0

T ∗n−1

(
t− τ, λ

)
g(τ)dτ (3.2.6)
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тасвир карда мешавад, ки дар ин ҷо

T ∗n−1(t, λ) =
λ0

2
+

n−1∑
k=1

λk cos kt

мебошад. Исботи баробарии (3.2.6)-ро меорем. Дар ҳақикат ҳам, ҳосил меку-

нем:

Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ, t

)
= a0 ·

λ0

2
+

n−1∑
k=1

λk
(
ak(g) cos kt+ bk(g) sin kt

)
=

=
1

π

2π∫
0

g(τ) ·

{
λ0

2
+

n−1∑
k=1

λk
(

cos kτ cos kt+ sin kτ sin kt
)}

dτ =

=
1

π

2π∫
0

g(τ) ·

{
λ0

2
+

n−1∑
k=1

λk cos k(τ − t)

}
dτ :=

1

π

2π∫
0

T ∗n−1(t− τ, λ)g(τ)dτ.

Баробарии (3.2.6) исбот шуд.

Теоремаи 3.2.1. Барои саҳви барқароркунии ҳалли U(ρ, t)-и масъалаҳои

(3.2.1)-(3.2.2) бо полиноми тригонометрии (3.2.6) дар метрикаи Lp (1 ≤ p ≤

∞) баҳои зерин ҷой дорад:

sup
‖g‖p≤1

inf
λ

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1(U(g; ρ, ·), λ)
∥∥
p
=

= sup
‖g‖p≤1

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ

)∥∥
p
≤

≤ En(Φρ)L1
= 4 ·

ρ∫
0

arctg rn

r
dρ, 0 ≤ ρ < 1, (3.2.7)

ки дар ин ҷо маҷмӯи коэффисинтҳои µ = (µ1, µ2, · · · , µn−1) бо баробарии

Φρ

(
2j − 1

2n
· π
)

= T ∗n−1

(
2j − 1

2n
· π, µ

)
(j = 1, n)
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муайян карда шудааст. Нобаробарии (3.2.7) ҳангоми p = 1 ва p =∞ беҳтар-

нашаванда аст.

Исбот. Баробарии (3.2.2) ва тасвири (3.2.6)-и полиноми Tn−1(U(g; ρ, ·), λ, t)-

ро истифода намуда, ҳосил мекунем:

U(g; ρ, t)− Tn−1(U(g; ρ, ·), λ, t) =

=
1

π

2π∫
0

(
Φρ(t−τ)−T ∗n−1(t−τ, λ)

)
·g(τ)dτ =

1

π

2π∫
0

(
Φρ(τ)−T ∗n−1(τ, λ)

)
·g(t−τ)dτ.

Аз ин ҷо мувофиқи нобаробарии умумӣ барои бӯғча (ниг. масалан, ба [34, с.71])

ҳосил мекунем: ∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ

)∥∥
Lp
≤

≤ 1

π

∥∥Φρ(·)− T ∗n−1(λ)
∥∥
L1
· ‖g‖p (1 ≤ p ≤ ∞). (3.2.8)

Нобаробарии (3.2.8) баҳои умумии саҳви барқароркунии ҳалли масъаларо

дар метрикаи Lp (1 ≤ p ≤ ∞) бо полиноми (3.2.6), бо маҷмӯи ихтиёрии

λ = (λ0, λ1, . . . , λn−1) медиҳад. Аз (3.2.8) хулоса мебарояд, ки

inf
λ

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ

)∥∥
Lp
≤

≤ 1

π
inf
λ

∥∥Φρ − T ∗n−1(λ)
∥∥
L1
· ‖g‖Lp (1 ≤ p ≤ ∞). (3.2.9)

Маҷмӯи λ-ро ҳамин тавр интихоб мекунем, ки қисми рости (3.2.9) қимати

хурдтаринро қабул кунад. Аён аст, ки ин танҳо ҳангоми λ = µ имконпазир аст,

яъне агар λk = µk (k = 0, n− 1) бошад, ки дар ин ҷо µk – коэффисиентҳои

полиноми Tn−1(Φρ, t)-и наздиккунии беҳтарини ядрои Φρ(t) дар метрикаи L1
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мебошад. Ин коэффисиентҳо аз шарти зерин муайян карда мешаванд (ниг.

[119]):

Φρ

(
2j − 1

2n
π

)
= T 0

n−1

(
Φρ,

2j − 1

2n
π

)
, (j = 1, n). (3.2.10)

Баробарии (3.2.10)-ро дар шакли кушод менависем:

Φρ

(
2j − 1

2n
π

)
=

∞∑
k=1

ρk

k
cos k

2j − 1

2n
π =

= T 0
n−1

(
Φρ,

2j − 1

2n
π

)
=
µ0

0

2
+

n−1∑
k=1

µ0
k cos

(2j − 1)kπ

2n
, j = 1, n. (3.2.11)

Барои ёфтани намуди ошкорои коэффисиентҳои µ0
k (k = 1, n− 1) муносибати

маъмули зеринро истифода мекунем:

n∑
j=1

cos
(2j − 1)mπ

2n
=


(−1)sn, m = 2sn,

0, m 6= 2sn, s = 0,±1,±2, . . . .

(3.2.12)

Қисмҳои чап ва рости баробарии (3.2.12)-ро аз рӯи j аз 1 то n суммиронида,

бо назардошти баробарии (3.2.12) қимати µ0
k-ро ҳосил мекунем:

µ0
0 =

∞∑
s=1

(−1)s · ρ
2sn

sn
=

1

n
ln(1 + ρ2n),

µ0
k =

1

k
+
∞∑
s=1

(−1)s
(
ρ2sn+k

2sn+ k
+

ρ2sn−k

2sn− k

)
=

=
1

k
+

ρ∫
0

t2n+k−1 + t2n−k−1

1 + t2n
dt, (k = 1, n− 1). (3.2.13)

Коэффисиентҳои {µ0
0, µ

0
1, . . . , µ

0
n−1}-и бо баробариҳои (3.2.13) муайяншаван-

да минбаъд дар поён имконияти исботи яке аз натиҷаҳои фасли мазкур – тео-

ремаи 3.2.2-ро фароҳам меоранд.
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Дар ин маврид полиноми T ∗n−1(λ) айниятан бо полиноми Tn−1(Φρ, t) ҳамҷоя

мешавад. Барои ҳамин ҳам аз нобаробарии (3.2.9) бо назардошти натиҷаҳои

кори [119] чунин хулоса мебарояд:

En

(
U(g; ρ, ·)

)
p

:= inf
λ

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ

)∥∥
p

=

=
∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ

)∥∥
p
≤

≤ 1

π
En(Φρ)1 · ‖g‖p =

4

π

ρ∫
0

arctg rn

r
dr

 · ‖g‖p. (3.2.14)

Дар (3.2.14) ба сарҳади болоӣ аз рӯи ҳамаи функсияҳои g ∈ Lp бо нормаи

‖g‖p ≤ 1 гузашта, (3.2.7)-ро ҳосил мекунем. Беҳтарнашавии муносибати (3.2.7)

аз дурустии баробарии

sup
‖g‖p≤1

En

(
U(g; ρ, ·)

)
p

=
4

π

ρ∫
0

arctg rn

r
dr

ҳангоми p = 1 ва p = ∞ ҳосил мешавад, ки вай дар кори [119] исбот карда

шудааст. Бо ин теоремаи 3.2.1 пурра исбот шуд.

Қайд мекунем, ки аз схемаи исботи теоремаи 3.2.1 хулоса мебарояд, ки

полиноми Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ, t

)
усули хаттии беҳтарини барқароркунии ҳалли

U(g; ρ, t)-и масъалаҳои канории (3.2.1)-(3.2.2) дар байни ҳамаи полиномҳои на-

муди (3.2.5) дар метрикаи Lp ҳангоми p = 1 ва p = ∞ буда, наздиккунии

беҳтарини U(g; ρ, t)-ро дар ин ҳолатҳо амалӣ мекунад.

Истифодаи полиноми Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ, t

)
-ро, ки дар он µ :={

µ0
0, µ

0
1, · · · , µ0

n−1

}
-и бо баробариҳои (3.2.13) муайян шудаанд, ба исботи

тасдиқоти зерин имконият медиҳад.
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Теоремаи 3.2.2. Барои наздиккунии беҳтарини ҳалли U(g; ρ, t)-и ма-

съалаҳои канории (3.2.1)-(3.2.2) бо полиномҳои тригонометрӣ дар метрикаи

Lp (1 ≤ p ≤ ∞) баҳои зерин дуруст аст:

En

(
U(g; ρ, ·)

)
p
≤

4

π

ρ∫
0

arctg rn

r
dr

 · En(g)p, (0 ≤ ρ < 1). (3.2.15)

Ҳамин гуна функсияи g0(t) ∈ Lp бо нормаи ‖g0‖p ≤ 1 мавҷуд аст, ки барои

вай дар (3.2.15) ҳангоми p = 1 ва p =∞ аломати баробарӣ ҷой дорад.

Исбот. Бигзор T ∗∗n−1(t) — полиноми тригонометрии ихтиёрии дараҷаи n− 1

ва Tn−1(t) := Tn−1(Φρ, t) — полиноми наздиккунии беҳтарини ядрои Φρ(t) дар

метрикаи L1 бошад. Он гоҳ функсияи

Q(ρ, t) :=
1

π

2π∫
0

(
Φρ(τ)− Tn−1(t)

)
T ∗∗n−1(t− τ)dτ (3.2.16)

низ полиноми тригонометрии дараҷаи ≤ n − 1 мебошад. Аз (3.2.3), (3.2.6) ва

(3.2.16) хулоса мебарояд, ки

U(g; ρ, t)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ, t

)
−Q(ρ, t) =

=
1

π

2π∫
0

(
Φρ(t− τ)− Tn−1(t− τ)

)(
g(τ)− T ∗∗n−1(τ)dτ

)
. (3.2.17)

Агар фарз карда шавад, ки T ∗∗n−1(t) полиноми наздиккунии беҳтарини функ-

сияи g(t) дар метрикаи Lp (1 ≤ p ≤ ∞) аст, он гоҳ аз (3.2.17) бо назардошти

нобаробариҳои умумӣ оид ба бӯғча хулоса мебарояд, ки

En

(
U(g; ρ, ·)

)
≤
∥∥(U(g; ρ, ·)

)
− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ, ·

)
−Q(ρ, ·)

∥∥
p
≤

≤ 1

π
En

(
Φρ

)
1
·
∥∥g − T ∗∗n−1

∥∥
p

=
1

π
En

(
Φρ

)
1
· En

(
g
)
p

=
1

π

ρ∫
0

arctg rn

r
dr · En

(
g
)
p
.
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Бо санҷиши бевосита боварӣ ҳосил кардан мумкин аст, ки ҳангоми p = 1 ва p =

∞ дар баробарии (3.2.15) барои функсияи g(t) = sgn sinnt аломати баробарӣ

ҷой дорад. Аз ин ҷо тасдиқоти теоремаи 3.2.2 ҳосил мешавад.

Минбаъд масъалаи кодиронии беҳтарин ва барқароркунии оператори ҳал-

ли масъалаи канории Неймани (3.2.1)-(3.2.2)-ро аз рӯи иттилооти додашуда

дар бораи функсияи канорӣ дида мебароем. Масъалаи мазкурро дар ҳамон

шакле, ки вай дар корҳои Н.П.Корнейчук [35, 37–41], баён шудааст, меомӯзем.

Дар ин кор аз он ҷумла ҳалҳои масъалаҳои баёншуда барои баъзе аз опера-

торҳои мушаххаси додашуда дар фазоҳои функсионалӣ оварда шудаанд. Ҳам-

замон масъалаи кодиронии интеграли Пуассон ва оператори дифференсиронии

тартиби m-ум дар синфи функсияҳои r-маротиба дифференсиронидашаванда

(0 ≤ m < r, m, r ∈ N) дар метрикаи Lp (1 ≤ p ≤ ∞) ҳал карда шудааст.

Гузориши умумии масъаларо меорем.

Бигзор X ва Y – фазои хаттии нормиронӣ, A – оператори хаттии бе-

фосила аз X ба Y бошад. MN – маҷмӯи функсионалҳои хаттии бефосилаи

µ1, µ2, . . . , µN -и додашуда дар X∗, ки дар ин ҷо X∗ фазои ба X ҳамроҳшуда

мебошад. Ба ҳар як x ∈ X вектори иттилоотии

T
(
x,MN

)
:=
{
µ1(x), µ2(x), · · · , µN(x)

}
(3.2.18)

-ро мувофиқ мегузорем, ки онро ҳамчун кодиронии элементи x – нуқта аз фазои

N – ченакаи RN дида баромадан мумкин аст. Агар M – ягон маҷмӯи махдуд
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дар X бошад, он гоҳ мегузорем:

G(M;A,MN)Y = sup
{∥∥Ax− Ay∥∥

Y
: x, y ∈M, T (x,MN) = T (y,MN)

}
.

Бузургии

γN
(
M, A, Y

)
= inf

{
G
(
M, A,MN

)
Y

: MN ⊂ X∗
}

барои ҳамаи x ∈ M саҳви барқароркунии элементи Ax аз рӯи иттилооти

(3.2.18)-и аз рӯи имкон хурдтарини кафолатнокро медиҳад. Вай N – қутри

иттилоотии маҷмӯи M дар фазои Y номида мешавад. Агар M — маҷмӯи

барҷастаи марказӣ-симметрӣ дар фазои нормиронидашудаи X бошад, он гоҳ

мувофиқи натиҷаи 1 аз кори [42] ҳосил мекунем:

G
(
M;A,MN

)
Y

= 2 sup
{∥∥Ax∥∥

Y
: x ∈M, T (x,MN) = 0

}
(3.2.19)

ва дар ин ҳолат

γN
(
M, A, Y

)
= 2 inf

{
sup
{∥∥Ax∥∥

Y
: x ∈M, T (x,MN) = 0

}
: MN ⊂ X∗

}
. (3.2.20)

Муносибати (3.2.19) ҳамчун олоти асосии кодиронӣ ва барқароркунии опера-

торҳои мушаххаси ҳалли масъалаҳои канории Нейман, ки дар банди пешина

муоина карда будем, хизмат карданаш мумкин аст.

Бигзор A := AΦρ – оператори бӯғча бо ядрои 2π-даврии Φρ(t), ки дар ин

ҷо Φρ(t) – ядрои Неймани (3.2.4) бошад. Барои Φρ ∈ L1 функсияи g(t)-ро бо

вектори иттилоотии

T
(
g,M ′

N

)
:=
{
µ1(g), µ2(g), · · · , µN(g)

}
,
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ки дар ин ҷо g(t) ∈ C[0,2π] ва M ′
N = {µ1, µ2, · · · , µN} – маҷмӯи функсионалҳои

хаттии маҳдуди дар C[0,2π] муайяншуда, кодиронӣ мекунем. Чун қоида, итти-

лооти пешакӣ оиди функсияи сарҳадии g(t) бо синфи

Mp(K ) :=
{
ϕ : ϕ = K ∗ g, ‖g‖p ≤ 1

}
,

ки дар ин ҷо K – ягон ядрои дигар, дода мешавад. Аён аст, ки Mp(K ) –

маҷмӯи барҷастаи марказӣ-симметрист. Бигзор M ′
N = MF

2n−1 – маҷмӯи функ-

сионалҳои µk-и дар намуди аввалин 2n− 1 коэффисиентҳои Фуреи фунсияҳои

g(t) : a0(g), ak(g), bk(g) (k = 1, n− 1) додашуда бошад, яъне вектори иттилоо-

тии (3.2.18) намуди зеринро дорад:

T
(
g,MF

2n−1

)
:=
{
a0(g), a1(g), . . . , an−1(g), b1(g), · · · , bn−1(g)

}
.

Бигзор ба монанди пеш MT
2n−1 — маҷмӯи полиномҳои тригонометрии тартиби

аз n − 1 баланднабударо ифода кунад. Он гоҳ мувофиқи муносибати (3.2.19)

ҳосил мекунем:

G
(
Mp(K ), AΦρ,M

F
2n−1

)
:=

=
2

π
sup


∥∥∥∥∥

2π∫
0

Φρ(· − τ)g(τ)dτ

∥∥∥∥∥
p

: g ∈Mp(K ), g⊥MT
2n−1

 . (3.2.21)

Қимати бузургии (3.2.21)-ро ҳангоми p = 1 ва p =∞ аниқ ҳисоб кардан мумкин

аст, агар ҳар яке аз ядроҳои Φρ(t) ва K (t) ядрои намуди Б.Надя (ниг. масалан,

ба [68] ё [44]) бошад, яъне қаторҳои Фуреи ин ядроҳоро дар намуди қатор ё

танҳо бо косинусҳои мусбати

a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kt, ak > 0, (3.2.22)
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ё танҳо бо синусҳои мусбати

∞∑
k=1

bk sin kt, bk > 0, (3.2.23)

тасвир кардан мумкин бошад ва коэффисиентҳои ak ва bk-и ин қаторҳо шартҳои

зеринро қаноат мекунанд: фарқҳои 4iak ≥ 0 (i = 1, 2, 3), 4ibk ≥ 0 (i = 1, 2)

пайдарпаии каратӣ монотонӣ наздиккунандаи ба сифр майлкунандаро ташкил

диҳанд, ки дар ин ҷо чун одатан

4ck = ck − ck+1, 4ick = 4i−1ck −4i−1ck+1 (i = 1, 2, . . . )

аст. Азбаски дар ҳолати мо ядрои Φρ(t) намуди

Φρ(t) =
∞∑
k=1

ρk

k
cos kt

-ро дорад, он гоҳ ak(Φρ) = ρk/k (k = 1, 2, . . .) -ро танҳо коэффисиентҳои ak(K1)

ва bk(K1)-ро вобаста аз он ки ядрои намуди K1(t) (3.2.22) ё (3.2.23)-ро дорад,

додан лозим аст.

Агар ин коэффисиентҳои қаторҳои Фуреи ядроҳои K (t) ва K1(t) се ма-

ротиба монотонӣ буда, ба сифр майл кунанд, яъне шарти Надяро [68] қаноат

кунонанд, он гоҳ қимати аниқи бузургии

1

8
G
(
Mp(K1),AΦρ,M

F
2n−1

)
p

ба яке аз қаторҳои ададии зерин баробаранд:

∞∑
ν=0

(−1)ν ·
a(2ν+1)n(Φρ) · a(2ν+1)n(K1)

2ν + 1
=

=
∞∑
ν=0

(−1)ν ·
ρ(2ν+1)n · a(2ν+1)n(K1)

(2ν + 1)2 · n
, (3.2.24)
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∞∑
ν=0

(−1)ν ·
a(2ν+1)n(Φρ) · b(2ν+1)n(K1)

2ν + 1
=

=
∞∑
ν=0

(−1)ν ·
ρ(2ν+1)n · b(2ν+1)n(K1)

(2ν + 1)2 · n
. (3.2.25)

Ба сифати K1(t)-ядрои Бернуллии қатори

Br(t) =
∞∑
k=1

cos(kt− rπ/2)

kr
, (3.2.26)

-ро гирифта, g(t)-ро дар намуди зерин тасвир мекунем:

g(t) =
1

π

2π∫
0

Br(t− τ)ϕ(τ)dτ, ‖ϕ‖p ≤ 1. (3.2.27)

Маҷмӯи функсияҳои g(t)-и дар намуди (3.2.27) тасвиршаванда, бо синфи

W
(r)
p (ниг. масалан, [43]) ҳамҷоя мешавад ва дар ин маврид:

Mp(K1) = Mp(Br) = W (r)
p (r = 1, 2, . . . ; 1 ≤ p ≤ ∞).

Ба осонӣ санҷидан мумкин аст, ки шарти Надя барои пайдарпаии коэффиси-

ентҳои {ρk/k}∞k=1-и ядрои Φρ ва коэффисиентҳои {k−r}∞k=1 (r = 1, 2, . . .) ядрои

Br-и қаторҳои (3.2.4) ва (3.2.26) иҷро мешавад. Инро месанҷем:

ak(Φρ) :=
ρk

k
, 0 ≤ ρ < 1,

4ak = ak − ak+1 =
ρk

k

(
1− ρ+

ρ

k + 1

)
≥ 0,

42ak = 4ak −4ak+1 = (1− ρ)

(
ρk

k
− ρk+1

k + 1

)
+

ρk+1

k + 1
·
(

1

k
− ρ

k + 2

)
≥ 0,

43ak = 42ak −42ak+1 = (1− ρ)2 · ρk
(

1

k
− ρ

k + 1

)
+

+
ρk+1

k + 1
·
(

1

k
− ρ

k + 2

)(
1− ρk+1

k + 2

)
≥ 0.
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Айнан ҳамин тавр барои коэффисиентҳои ak(Br) = k−r санҷиши сода ни-

шон медиҳад, ки

4ak(Br) = ak(Br)− ak+1(Br) = k−r − (k + 1)−r =
(k + 1)r − kr[
k(k + 1)

]r ≥ 0,

42ak(Br) = 4ak(Br)−4ak+1(Br) =
1

(k + 1)r

[(
1 +

1

k

)r
+

(
1− 1

k + 2

)r
−2

]
≥ 0,

43ak(Br) = 42ak(Br)−42ak+1(Br) ≥
1

(k + 1)r

{[(
1 +

1

k

)r
−

−
(

1 +
1

k + 1

)r ]
−
[(

1− 1

k + 2

)r
−
(

1− 1

k + 3

)r ]}
≥ 0.

Теоремаи 3.2.3. Барои ҳамаи қиматҳои r ∈ N, ρ ∈ [0, 1) ҳангоми

p = 1, p =∞ баробарии зерин дуруст аст:

γ2n−1

(
W (r)

p , AΦρ, Lp

)
= G

(
W (r)

p , AΦρ,M
F
2n−1

)
p

=

=
8

π2 · nr+1
·
∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1) ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)r+2
. (3.2.28)

Исбот. Барои исботи баробарии (3.2.28) дар муносибати (3.2.24) фарз ме-

кунем, ки K1(t) ≡ Br(t). Азбаски ҳангоми r = 2j (j = 1, 2, . . .)

B2j = (−1)j
∞∑
k=1

cos kt

k2j
,

вале ҳангоми r = 2j − 1 (j = 1, 2, . . .)

B2j−1(t) = (−1)j−1
∞∑
k=1

sin kt

k2j−1
,
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он гоҳ ҳангоми ҷуфт будани r ва p = 1,∞ мувофиқи (3.2.24) ҳосил мекунем:

π2

8
·G
(
W (2j)

p , AΦρ,M
F
2n−1

)
p

=
∞∑
ν=0

(−1)ν ·
ρ(2ν+1)n · a(2ν+1)n(B2j)

(2ν + 1)2 · n
=

=
∞∑
ν=0

(−1)ν
ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)2 · n · [(2ν + 1)n]2j
=

∞∑
ν=0

(−1)ν
ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)2j+2 · n2j+1
. (3.2.29)

Ҳангоми тоқ будани r аз (3.2.25) ҳосил мекунем:

π2

8
·G
(
W (2j−1)

p , AΦρ,M
F
2n−1

)
p

=
∞∑
ν=0

(−1)ν
ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)2j+1 · n2j
. (3.2.30)

Баробариҳои (3.2.29) ва (3.2.30)-ро якҷоя карда, ҳосил мекунем:

G
(
W (r)

p , AΦρ,M
F
2n−1

)
=

8

π2 · nr+1
·
∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1) ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)r+2
.

Бо ҳамин исботи теоремаи 3.2.3 ба итмом мерасад.

Натиҷаи 3.2.1. Ҳангоми иҷрошавии шартҳои теоремаи 3.2.3 дар ҳолати

ρ→ 1 баробарии зерин ҷой дорад:

γ2n−1

(
W (r)

p , AΦ1
, Lp

)
p

= G
(
W (r)

p , AΦ1
,MF

2n−1

)
p

=
8Kr+1

π2 · nr+1
,

ки дар ин ҷо

Kr =
∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν + 1)r+2

— константаи Фавар-Ахиезер-Крейн аст.

99



§ 3.3. Оиди бар қароркунии ҳалли масъалаҳои канории Дирихле

ва Нейман бо сплайн-функсияҳои синфи якум

Дар ин фасл усулҳои барқароркунии ҳалли баъзе масъалаҳои канории

физикаи математикӣ бо сплайн-функсияҳои тартиби якуми нуқсони 1-ум ва

сплайнҳои хаттии интерполятсионӣ дида баромада мешавад. Натиҷаҳои ҳоси-

лшуда дар синфи Липшитси тартиби 1-ум беҳтарнашаванда аст.

Истифодаи мушаххаси сплайн-функсияҳои тартиби якуми нуқсони 1-умро

ба масъалаҳои зерини масъалаҳои физикаи математикӣ нишон медиҳем:

а) масъалаи канории Дирихле барои муодилаи бигармонӣ: талаб карда ме-

шавад, ки дар соҳаи D =
{

(x, y) : x2 + y2 = ρ2 < 1
}

функсияи бигармонии

u(ρ, t), 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ t ≤ 2π-и муодилаи(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂
∂ρ

+
1

ρ2
· ∂

2

∂t2

)2

u(ρ, t) = 0 (3.3.1)

-ро қаноаткунонандае, ки барои вай

u(ρ, t)
∣∣∣
ρ=1

= g(t),
∂u(ρ, t)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= 0 (3.3.2)

аст, ёфта шавад;

б) масъалаи канории Нейман барои муодилаи Лаплас дар доираи воҳидӣ:

функсияи гармонии u1(ρ, t) (0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2π)-и муодилаи(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂
∂ρ

+
1

ρ2
· ∂

2

∂t2

)
u1(ρ, t) = 0, (3.3.3)

ва ду шарти канории

∂u1(ρ, t)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= ϕ(t),

2π∫
0

ϕ(t)dt = 0 (3.3.4)
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-ро қаноаткунонанда ёфта шавад.

Маълум аст, ки [96, с. 398] ҳалли масъалаҳои (3.3.1) – (3.3.2) мавҷуд буда,

бо формулаи

u(ρ, t) := u(g; ρ, t) =
1

π

2π∫
0

Kρ(t− u)g(u)du

дода мешавад, ки дар ин ҷо ядрои Kρ(t) намуди зеринро дорад:

Kρ(t) =
(1− ρ2)(1− ρ cos t)

2(1− 2ρ cos t+ ρ2)
, 0 ≤ ρ < 1.

Бо ҳисобкунии бевоситаи коээффисиентҳои Фуре барои ядрои Kρ(t) паҳн-

кунии зерини қатори Фуреро [102] ҳосил мекунем:

Kρ(t) =
1

2
+
∞∑
k=1

(
1 +

1

2
(1− ρ2)k

)
ρk cos kt =

=
1

2
+
∞∑
k=1

ρk cos kt+
1

2
(1− ρ2)

∞∑
k=1

kρk cos kt.

Инчунин маълум аст, ки [7] ҳалли масъалаҳои (3.3.3) – (3.3.4) мавҷуд буда,

бо саҳеҳии то доимӣ муайян шуда, бо формулаи

u1(ρ, t) := u1(ϕ; ρ, t) = C +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)ϕ(τ)dτ, C = const, (3.3.5)

ки дар ин ҷо

Φρ(t) =
∞∑
k=1

ρk

k
cos kt, 0 ≤ ρ < 1 (3.3.6)

– ядро Неймана аст, дода мешавад.

Усули барқароркунии зерини ҳалли масъалаҳои канории Дирихлеи (3.3.1)

– (3.3.2)-ро барои муодилаҳои бигармонӣ ва Неймани (3.3.3) – (3.3.4) барои

муодилаи Лаплас дар доираи воҳидӣ дида мебароем. Бо H1 := H1[0, 2π] синфи
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функсияҳои f(t), ки шарти

|f(t′)− f(t′′)| ≤ |t′ − t′′|

-ро қаноат мекунанд, ишора мекунем.

3.3.1. Барқароркунии масъалаҳои канории (3.3.1) – (3.3.2).

Бигзор ti = iπ/n, τi = ti − π/(2n) (i = 0,±1,±2, . . .) ва S(t) = S(f, t) –

сплайни даврии тартиби 1-уми нуқсони 1-ум аз рӯи тақсимоти {ti}-и якқимата

бо функсияи f(t) ∈ C[0, 2π] муайяншаванда, бо шарти зерин бошад:

S(f, τi) =
n

π

ti∫
ti−1

f(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , 2n. (3.3.7)

Бӯғчаи

u(g; ρ, t) :=
1

π

2π∫
0

Kρ(t− τ)g(τ)dτ,

-ро, ки ҳалли масъалаҳои канории (3.3.1) – (3.3.2) ба ҳисоб меравад, бо назар-

дошти (3.3.7) ба функсияи

S1(u(g; ρ, ·); t) =
1

π

2π∫
0

Kρ(t− τ)S(g, τ)dτ (3.3.8)

мувофиқ мегузорем.

Масъалаи ҳисобкунии сарҳади аниқи болоии бузургии зеринро дида меба-

роем:

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1(u(g; ρ, ·); t)

∣∣∣ : g ∈ H1
}
. (3.3.9)

Ба мо леммаи зерин зарур мешавад.

Леммаи 3.3.1. [40] Бигзор f ∈ H1, δ(t) = f(t)− S(f, t),

δ1(u) =

t∫
0

δ(u)du =

t∫
0

[f(u)− S(f, u)]du.
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Он гоҳ барои ҳар гуна t, τ ∈ [0, π] нобаробарии зерин иҷро мешавад:

∣∣∣δ1(t+ τ)− δ1(t)
∣∣∣ ≤ µ(τ) :=


τ

4

(
2π

n
− τ
)
, 0 < τ ≤ π

n
,

π2

4n2
,

π

n
≤ τ ≤ π.

(3.3.10)

Функсияи f0 ∈ H1, мавҷуд аст, ки барои ягон t дар (3.3.10) аломати ба-

робарӣ барои ҳамаи τ аз [0, π] ҷой дорад.

Қайд мекунем, ки бузургии (3.3.9) аз t вобаста намебошад ва умумиятро

вайрон накарда t = 0 ҳисобидан мумкин аст. Барои ҳамин ҳам, ҳосил мекунем:

u(g; ρ, 0)− S1

(
u(g; ρ, ·); 0

)
=

1

π

2π∫
0

Kρ(τ)[g(τ)− S(g, τ)]dτ =

=
1

π

π/2∫
−π/2

K′ρ(t)δ1(t)dt+
1

π

3π/2∫
π/2

K′ρ(t)δ1(t)dt.

Мувофиқи лемма барои g ∈ H1 ҳосил мекунем:∣∣∣∣∣∣∣
π/2∫

−π/2

K′ρ(t)δ1(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
π/2∫
0

K′ρ(t)µ(2t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣

3π/2∫
π/2

K′ρ(t)δ1(t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣

π∫
π/2

K′ρ(t)µ(2π − 2t)dt

∣∣∣∣∣∣∣ .
Ишораи

λ(t) = {µ(2t), 0 < t ≤ π/2; µ(2π − 2t), π/2 ≤ τ ≤ π} ,

-ро ҷорӣ карда, ҳосил мекунем:∣∣∣u(g; ρ, 0)− S1(u(g; ρ, ·); 0)
∣∣∣ ≤
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≤

∣∣∣∣∣∣1π
π∫

0

K′ρ(t)λ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣1π
π∫

0

[
K′ρ(t)− C0

]
λ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ . (3.3.11)

Интеграли дар қисми рости (3.3.11) истодаро ҳисоб намуда, ҳосил мекунем:∣∣∣u(g; ρ, 0)− S1(u(g; ρ, ·); 0)
∣∣∣ ≤ 8

π

∞∑
ν=0

ρ2ν+1

(2ν + 1)2
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
+

+
4

π
(1− ρ2)

∞∑
ν=0

ρ2ν+1

2ν + 1
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
. (3.3.12)

Ба осонӣ ҳисоб кардан мумкин аст, ки аломати баробарӣ дар (3.3.12) ҷой

дорад, агар g(t) интеграл аз sgnsint бошад. Ба ҳамин тариқ, теоремаи зерин

дуруст аст.

Теоремаи 3.3.1. Барои барқароркунии ҳалли масъалаҳои канории (3.3.1)

– (3.3.2) бо усули (3.3.8) барои ҳамаи қиматҳои t баҳои аник ҷой дорад:

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1

(
u(g; ρ, ·); t

)∣∣∣ : g ∈ H1
}

=

=
8

π

∞∑
ν=0

ρ2ν+1

(2ν + 1)2
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
+

+
4

π

(
1− ρ2

) ∞∑
ν=0

ρ2ν+1

2ν + 1
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
. (3.3.13)

Қайд мекунем, ки агар сплайни S(f, t) на бо шарти (3.3.7), балки бо шарт-

ҳои

S(f ; τ) = g(τi), i = 1, 2, . . . , 2n,

муайян карда шавад, он гоҳ баҳои аниқи саҳви бузургии (3.3.9) дар синфи H1

чунин аст:

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1(u(g; ρ, ·); t)

∣∣∣ : g ∈ H1
}

=
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=
π

4n
+

2

πn

∞∑
ν=0

ρ2n(2ν+1)

(2ν + 1)2
+

1

π
(1− ρ2)

∞∑
ν=1

ρ2n(2ν+1)

2ν + 1
. (3.3.14)

Бо истифодаи баробариҳои фаҳмои зерин:

∞∑
ν=0

ρ2n(2ν+1)

2ν + 1
=

1

2
ln

1 + ρ2n

1− ρ2n
− ρ2n,

∞∑
ν=0

ρ2n(2ν+1)

(2ν + 1)2
=

n

ρ2n

ρ∫
0

ln
1 + r2n

1− r2n
dr

муносибати (3.3.14)-ро дар намуди

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1(u(g; ρ, ·); t)

∣∣∣ : g ∈ H1
}

=

=
π

4n
+

2

πρ2n

ρ∫
0

ln
1 + r2n

1− r2n
dr +

1

π
(1− ρ2)

(
1

2
ln

1 + ρ2n

1− ρ2n
− ρ2n

)
менависем.

Қисмҳои рости баробариҳои (3.3.13) ва (3.3.14) ҳангоми ρ → 1 ба π/2n

майл мекунад, вале ҳангоми ρ → 0 қиматҳои ҳудудии гуногун доранд, яъне

маҳз муносибати (3.3.13) ба сифр майл мекунад, вале (3.3.14) ба қимати π/4n

майл мекунад.

3.3.2. Барқароркунии масъалаҳои канории Неймани (3.3.3) –

(3.3.4). Тафсилоти пурра надода, қайд мекунем, ки усули барқароркунии дар

банди 3.3.1 баёншударо барои масъалаҳои канории (3.3.3) – (3.3.4) ҳам исти-

фода намудан мумкин аст, агар

S2(u1(ϕ; ρ, ·); t) = C +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)s(ϕ, τ)dτ
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фарз карда шавад ва сплайни тартиби 1-уми нуқсони 1-уми s(ϕ, τ) якқимата

бо шарти зерин муайян карда шавад:

s(ϕ, ti) =
n

π

ti∫
ti−1

ϕ(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , 2n. (3.3.15)

Он гоҳ ҳисобкуниҳои сода ба тасдиқоти зерин меорад.

Теоремаи 3.3.2. Барои барқароркунии ҳалли масъалаҳои канории (3.3.3)

– (3.3.4) бо усули (3.3.8) барои ҳамаи қиматҳои t баҳои аниқ ҷой дорад:

sup
{∣∣∣u1(ϕ; ρ, t)− S2

(
u1(ϕ; ρ, ·); t

)∣∣∣ : ϕ ∈ H1
}

=

=
8

π

∞∑
ν=1

ρ2ν−1

(2ν − 1)3
sin2 (2ν − 1)π

4n
. (3.3.16)

Агар хати шикастаи s(ϕ, t)-ро ба ҷои (3.3.15) бо шартҳои интерполятсии

s(ϕ, ti) = ϕ(ti), i = 1, 2, . . . , 2n муайян кунем, он гоҳ саҳви аниқ дар синфи H1

бо бузургии зерин баробар мешавад:

sup
{∣∣∣u1(ϕ; ρ, t)− S2(u1(ϕ; ρ, ·); t)

∣∣∣ : ϕ ∈ H1
}

=
1

πn2

∞∑
ν=0

ρ(2ν+1)2n

(2ν + 1)3
. (3.3.17)

Дар интиҳо қайд мекунем, ки фарқи усулҳои барқароркунии (3.3.16) ва

(3.3.17) аз он иборат аст, ки ҳам ҳангоми ρ→ 1 ва ҳам ҳангоми ρ→ 0 қиматҳои

якхела доранд. Инчунин қайд кардан зарур аст, ки усулҳои барқароркунии

(3.3.13) ва (3.3.14)-ро барои барқароркунии оператори бӯғча аввалин маротиба

Н.П.Корнейчук [40] дида баромада аст.
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Муҳокимаи натиҷаҳои ҳосилшуда

Натиҷаҳои асосии кори диссертатсиониро аз рӯи бобҳо баён мекунем:

теоремаҳои 2.1.1 – 2.1.3 ва натиҷаҳои онҳо 2.1.1 – 2.1.3-уми фасли яку-

ми боби дуюм натиҷаҳои асосӣ ба ҳисоб мераванд. Дар ин теоремаҳо асо-

сан тавсифҳои экстремалии пештар дар кори таҳқиқшудаи М.Ш.Шабозов ва

Г.А.Юсупов [110] умумӣ карда шудаанд, ки дар онҳо ҳамаи натиҷаҳои корҳои

[1, 4–6, 10, 14–22, 29, 57, 89–91, 99, 103, 107, 110, 120–123, 125]. Аммо дар айни

замон масъалаи ёфтани қимати аниқи тавсифи экстремалии (2.1.2)-и Шабозов

– Юсупов вобаста аз хосиятҳои суфтагии функсияи вазнӣ барои наздиккунии

ҳамҷояи беҳтарини функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии он бо функсияи даврӣ

дар фазои L2 (масъалаи I, с. 28) муддати дуру дароз ҳалношуда боқӣ монда

буд. Дар теоремаҳои 2.1.1 – 2.1.3 ҳалли масъалаи I ва баъзе татбиқи онҳо овар-

да мешаванд. Дар ҳолати хусусӣ, дар мавриди иҷрои нобаробарии (2.1.7) барои

функсияи вазнии ϕ ёфтани қимати аниқи наздиккунии беҳтарин дар намуди

баробарии (2.1.8) ва ҳамчунин ҳангоми h = π/n ёфтани қимати ададии наздик-

кунии ҳамҷояи беҳтарини (2.1.11) бо ёрии гамма-функсияи Эйлер имконпазир

аст. Аз (2.1.11) хулоса мебарояд, ки нобаробарии намуди Ҷексон – Стечкини

(2.1.12) барои наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини худи функсия ва ҳамаи ҳоси-

лаҳои мобайнии он натиҷаи аз ҳама муҳимтарин ба ҳисоб меравад.

Дар теоремаи 2.1.2 масъалаи ёфтани қимати аники бузургии (2.1.13) барои

синфи W
(r)
m,p(ϕ, h), ки таърифаш дар ҳамин фасл оварда шудааст, ҳал карда

107



мешавад, яъне исбот карда мешавад, ки барои ҳамаи s = 0, 1, . . . , r, r ∈ N

қимати аниқи наздиккунии ҳамҷояи синфи W (r)
m,p(ϕ, h) дуруст аст:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(ϕ, h)
)

2
=

1

2m/2 nr−s


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 ϕ(t)dt


−1/p

.

Дар теоремаи 2.1.3 ҳангоми иҷрои шарти (2.1.9) қимати аниқи наздиккунии

ҳамҷояи синфиW (r)
m,p(Φ)-функсияҳои f ∈ L(r)

2 барои ҳар гуна m,n, r ∈ N, 1/r <

p ≤ 2 ва 0 < h ≤ π/n, ки маҳдудияти h∫
0

ωpm(f (r), t)2dt

1/p

≤ Φ(h)

-ро қаноат мекунанд, ёфта шудааст.

Ба муҳокимаи натиҷаҳои асосии фасли дуюми боби дуюм – теоремаҳои

2.2.1 – 2.2.3 ва натиҷаҳои 2.2.1 – 2.2.2 мегузарем.

Теоремаҳои мазкур ба умумикунонии тавсифи экстремалии характеристи-

каи С.Б.Вакарчуки (2.2.1) барои ҳолати наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва

ҳамаи пайдарпаии ҳосилаҳои он бахшида шудааст. Ҳамчунин тавсифи наздик-

кунии бештар умумии намуди (2.2.3) муоина карда мешавад.

Дар теоремаи 2.2.1 ҳангоми h ∈ (0, π/n] ва барои ҳар гуна ададҳоиm,n ∈ N

ва r ∈ Z+ қимати аниқи тавсифи ҷорӣ шудаи намуди умумӣ ёфта мешавад,

ки аз он ҳамчун ҳолати хусусӣ нобаробарии дутарафаи (2.2.5) барои констан-

таҳои Ҷексон – Стечкин ва натиҷаи он ҳангоми h = π/n дар намуди (2.2.13)

ҳосил мешавад. Нобаробарии (2.2.13) нисбати нобаробариҳои пештар ҳосилкар-

даи Л.В.Тайков [89] ва С.Б.Вакарчук [10] бештар аниқ мебошад. Минбаъд дар
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теоремаи 2.2.2 масъалаи наздиккунии ҳамҷояи функсияҳои f ∈ L(r)
2 ва ҳамаи

ҳосилаҳои мобайнии (2.2.16) ҳал карда мешавад, яъне маҳз исбот карда меша-

вад, ки барои ҳамаи m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s ва 0 < h ≤ π/n баробарии зерин

дуруст аст:

M′′
m,n,r,s(h) =

= sup
f∈L(r)

2

hm/2 nr−sEn−1(f
(s))2

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

=

(
3
√

3

nh

)m

.

Аз ин ҷо барои константаҳои умумикардашудаи Ҷексон – Стечкин ҳангоми

h = π/n ҳосил мекунем:

M′′
m,n,r,s(h) =

(
3
√

3

π

)m

.

Дар теоремаи 2.2.3 барои синфи W (r)
m (h) фунсияҳои f ∈ L(r)

2 , ки барои ҳамаи

m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s ва 0 < h ≤ π/n нобаробарии

1

h

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

π2

h3

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt ≤ 1

-ро қаноат мекунонанд, баробарии аниқи наздиккунии ҳамҷоя барои синфи

W
(r)
m (h) ёфта мешавад:

E (s)
n−1(W

(r)
m (h)) =

1

nr−s

(
3
√

3

nh

)m

ва дар ҳолати хусусӣ баробарии зерин ҷой дорад:

E (s)
n−1

(
W (r)

m

(π
n

))
=

1

nr−s

(
3
√

3

π

)m

.
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Дар фасли сеюми боби дуюм дар муоина тавсифи экстремалии умумикар-

дашудаи зерин ҷорӣ карда мешавад:

˜̃χm,n,r,s(h) := sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m/2
.

Натиҷаи асосии ин фасл теоремаи 2.3.2 ба шумор меравад, ки дар он исбот

карда мешавад, ки ҳангоми ҳамаи m,n ∈ N, r ∈ Z+, r ≥ s, 0 < h ≤ π/n

баробарии зерин ҷой дорад:

˜̃χm,n,r,s(h) =

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}m/2

.

Баробарии ҳосишуда дар ҳолати хусусӣ, ҳангоми s = 0 натиҷаи Шабозов –

Вакарчукро дар бар мегирад [107].

Агар бо F (r)
m (h) синфи функсияҳои f ∈ L(r)

2 -ро, ки барои ҳар гуна m ∈ N,

r ∈ Z+ ва h ∈ (0, 2π] шарти

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)2dt ≤ 1

қаноаткунонандаро ишора кунем, он гоҳ дар теоремаи 2.3.3 исбот карда меша-

вад, ки

E (s)
n−1

(
W (r)

m (h)
)

=
1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

буда, дар ҳолати хусусӣ

E (s)
n−1

(
W (r)

m

(π
n

))
=

1

nr−s
·
{

π2

π2 − 4

}m/2
аст. Баробарии охирин ҳангоми s = 0, m = 1 натиҷаҳои Л.В.Тайков [89] ва

С.Б.Вакарчукро [10] дар бар мегирад. Дар фасли ниҳоии чорум як қатор қи-

матҳои аниқи n-қутрҳо, инчунин сарҳади аниқи болоии коэффисиентҳои Фуреи
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синфи функсияҳои W (r)
m (h) ва F (r)

m (h) (теоремаҳои 2.4.1 – 2.4.4) ёфта шудаанд.

Натиҷаи бештар умумӣ дар бораи қиматҳои аниқи n-қутрҳо ва қимати сарҳади

болоии коэффисиентҳои Фуре дар синфи F (r)
m (Φ)-и бо мажоранти Φ додашуда,

дар теоремаҳои 2.4.5 – 2.4.6 ҳосил карда шудаанд.

Боби сеюми диссертатсия ба барқароркунӣ ва кодиронии ҳалли масъалаҳои

канории Дирихле ва Нейман бо ёрии полиномҳои тригонометрӣ ва сплайн-

функсияҳо аз рӯи иттилооти додашуда дар бораи функсияҳои сарҳадӣ ва

нуқтаҳои интерполятсия бахшида шудааст. Масъалаҳои мазкур дар гузори-

ши умумии Н.П.Корнейчук [36–39, 95] муоина карда мешаванд. Гузориши ма-

съалаҳо аз он ҷумла, ба он алоқаманданд, ки усулҳои самараноки ҳалли ма-

съалаҳои экстремалии дар назарияи наздиккунии коркардшуда, имконияти

ёфтани ҳалли аниқи як қатор масъалаҳои кодиронӣ ва барқароркунии функ-

сияҳоро аз рӯи иттилооти дискретии функсияи ϕ барқарор карда мешавад, ки

дар он функсияи ϕ бо ягон оператори f = Aϕ инъикос карда мешавад.

Агар X, Y — фазоҳои метрикӣ бо масофаҳои ρ(x, y)X ва ρ(x, y)Y бошанд,

он гоҳ бо ёрии маҷмӯи

MN =
{
µ1, µ2, . . . , µN

}
(3.1.1)

-и функсионалҳои бефосилаи µk, k = 1, 2, . . . , N -и дарX додашуда ба элементи

x ∈ X вектори ададии

T (x,MN) =
{
µ1(x), µ2(x), . . . , µN(x)

}
(3.1.2)

-ро мувофиқ мегузорем, ки онро вектори иттилоотӣ меномем, яъне элементи
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x ҳамчун нуқта дар RN бо ёрии маҷмӯи функсионалҳои (3.1.1), ки усули ко-

дирониро муайян мекунанд, кодиронӣ карда шудааст. Агар X = Y ва аз рӯи

вектори (3.1.2) элементи x аз ягон маҷмӯи M ⊂ X барқарор карда шавад,

он гоҳ ченаки иттилоотии усули кодиронӣ бо диаметри прообрази инъикоси

x → T (x,MN), яъне бо диаметри маҷмӯи
{
y : y ∈M : T (y,MN) = T (x,MN)

}
тавсиф карда мешавад.

Агар аз рӯи вектори иттилооти T (x,MN), x ∈ M ⊂ X барқарор кардани

элементи Ax ∈ Y , ки дар ин ҷо A — ягон оператори бефосила зарур бошад, он

гоҳ бузургии

K (M, A,MN)X,Y = sup
{
ρ(Ax,Ay)Y : x, y ∈M, T (x,MN) = T (y,MN)

}
(3.1.3)

иттилооти усули кодиронии MN -ро нисбат ба оператори A ва маҷмӯи M тав-

сиф мекунад. Дар ин маврид масъала оид ба усули беҳтарини кодиронӣ барои

маҷмӯи M ва оператори A пайдо мешавад, яъне масъалаи ҷустуҷӯи сарҳади

аниқи поёнии

γN(M, A,X, Y ) = inf
MN

K (M, A,MN)X,Y (3.1.4)

бо нишондиҳии усули MN , ки ин сарҳади поёниро амалӣ мекунад, талаб карда

мешавад. Ҳангоми ҳисобкунии (3.1.4) он далелеро [95] истифода мебарем, ки

агар M — маҷмӯи марказӣ-симметрии барҷаста дар фазои хаттии нормиронии

X бошад,M ′
N — маҷмӯи функсионалҳои хаттии маҳдуди {µ1, µ2, . . . , µN}-и дар

X додашуда, A — оператори хаттии M-ро ба фазои хаттии нормиронидашудаи
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Y инъикоскунанда бошад, он гоҳ

K (M, A,M ′
N)X,Y = 2 sup

{
‖Ax‖Y : x ∈M, T (x,MN) = 0

}
.

Дар банди 3.1.2 масъалаи кодиронии ҳалли як масъалаи канорӣ дар ҳам-

ворӣ ҳал карда мешавад. Натиҷаи асосии фасли дуюми боби сеюм теоремаи

3.2.1 мебошад, ки вай ҳалли масъалаи канории Нейманро барои муодилаи Лап-

лас (3.2.1) бо ду шарти сарҳадии (3.2.2) барқарор мекунад. Ҳалли U(g; ρ, t)-и

масъалаи канории Нейман барқарор карда мешавад, агар қиматҳои (2n − 1)

аввалин коэффисиентҳои Фуреи
{
ak(g)

}n−1

k=0
,
{
bk(g)

}n−1

k=0
-и функсияи сарҳадии

g(t) бо ёрии полиноми тригонометрии Tn−1(U(g; ρ, ·), λ, t) намуди (3.2.5)-ро до-

шта, маълум бошад. Ин натиҷа дар теоремаи 3.2.2 аниқ карда мешавад. Дар

он ҷо исбот карда мешавад, ки барои наздиккунии беҳтарини ҳалли U(g; ρ, t)-и

масъалаҳои канории (3.2.1) – (3.2.2) бо полиномҳои тригонометрӣ дар метрикаи

Lp (1 ≤ p ≤ ∞) баҳодиҳии зерин дуруст аст:

En(U(g; ρ, ·))p ≤

4

π

ρ∫
0

arctg rn

r
dr

 · En(g)p (0 ≤ ρ < 1).

Функсияи g0(t) ∈ Lp бо нормаи ‖g0‖p ≤ 1 мавҷуд аст, ки барои вай нобаробарии

мазкур ҳангоми p = 1 ва p =∞ ба баробарӣ табдил меёбад.

Дар теоремаи 3.2.3 бузургии (3.1.4) ҳисоб карда, исбот карда мешавад, ки

барои ҳамаи r ∈ N, ρ ∈ (0, 1) ҳангоми p = 1 ва p =∞ баробарии зерин дуруст

аст:

γ2n−1

(
W (r)

p , AΦρ, Lp

)
=

8

π2 · nr+1
·
∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1) ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)r+2
.
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Дар фасли сеюми боби сеюм масъалаҳои барқароркунии масъалаҳои

канории Дирихле ва Нейман бо сплайн-функсияҳои тартиби якум дар синфи

функсияҳои Липшитси H1 := H1[0, 2π] ҳангоми нуқтаҳои интерполятсия

маълум будан ti = iπ/n, τi = ti − π/(2n) (i = 0,±1,±2, . . .), ва S1(t) = S(f, t)

— сплайни даврии тартиби 1-уми нуқсони 1-ум аз рӯи тақсимоти {ti}, якқимата

аз рӯи функсияи f(t) ∈ C[0, 2π] муайяншаванда бо шарти

S(f, τi) =
n

π

ti∫
ti−1

f(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , 2n

ҳал карда мешаванд.

Бӯғчаи

u(g; ρ, t) :=
1

π

2π∫
0

Kρ(t− τ)g(τ)dτ,

ки ҳалли масъалаҳои канории (3.3.1) – (3.3.2) аст, бо назардошти (3.3.7) ба

функсияи зерин мувофиқ мегузорем:

S1(u(g; ρ, ·); t) =
1

π

2π∫
0

Kρ(t− τ)S(g, τ)dτ. (3.3.8)

Дар теоремаи 3.3.1 исбот карда мешавад, ки барои барқароркунии ҳалли

масъалаҳои канории (3.3.1) – (3.3.2) бо усули (3.3.8) барои ҳамаи қиматҳои t

баҳои аниқи зерин ҷой дорад:

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1

(
u(g; ρ, ·); t

)∣∣∣ : g ∈ H1
}

=

=
8

π

∞∑
ν=0

ρ2ν+1

(2ν + 1)2
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
+

4

π

(
1− ρ2

) ∞∑
ν=0

ρ2ν+1

2ν + 1
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
.

Натиҷаи бештар шавқовар дар теоремаи 3.3.2 мавҷуд аст. Дар он тасдиқ

карда мешавад, ки барои барқароркунии ҳалли масъалаҳои канории (3.3.3) –
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(3.3.4) бо усули (3.3.8) барои ҳамаи қиматҳои t баҳои аниқи зерин ҷой дорад:

sup
{∣∣∣u1(ϕ; ρ, t)− S2

(
u1(ϕ; ρ, ·); t

)∣∣∣ : ϕ ∈ H1
}

=

=
8

π

∞∑
ν=1

ρ2ν−1

(2ν − 1)3
sin2 (2ν − 1)π

4n
.

Агар хати шикастаи s(ϕ, t)-ро ба ҷои (3.3.15) бо шартҳои интерполятсия –

s(ϕ, ti) = ϕ(ti), i = 1, 2, . . . , 2n, иваз кунем, он гоҳ саҳви аниқ дар синфи H1

ба бузургии зерин баробар аст:

sup
{∣∣∣u1(ϕ; ρ, t)− S2(u1(ϕ; ρ, ·); t)

∣∣∣ : ϕ ∈ H1
}

=
1

πn2

∞∑
ν=0

ρ(2ν+1)2n

(2ν + 1)3
.
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Хулосаҳо

Натиҷаҳои асосии кори диссертатсионӣ аз инҳо иборат аст:

• қимати аниқи тавсифи экстремалии наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини

функсияҳои даврӣ дар L2 вобаста аз хосиятҳои дифференсиалии функ-

сияи вазнӣ ёфта шудааст [3-A, 5-A, 8-A];

• наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини баъзе синфи функсияҳои дифференсиро-

нидашаванда дар L2 муайян карда шудааст [3-A, 4-A, 8-A];

• тавсифи экстремалии наздиккунии Шабозов – Вакарчук умумӣ карда шу-

да, қимати аниқи он муайян карда шуда, қиматҳои n-қутрҳои мухталифи

баъзе синфи функсияҳо ҳисоб карда шудаанд [3-A, 4-A];

• намуди ошкорои усули кодиронии ҳалли масъалаҳои канории Дирихле

ва Нейман ва барқароркунии беҳтарини онҳо бо полиномҳои тригонго-

нометрӣ аз рӯи иттилооти додашуда, ёфта шудааст [1-A, 2-A, 5-A, 6-A];

• қимати аниқи N -қутри иттилоотии баъзе синфи функсияҳо ҳисоб карда

шудааст [6-A, 7-A];

• ҳаллҳои тақрибии масъалаҳои канории Дирихле ва Нейман бо сплайн-

функсияҳои тартиби якум дар синфи Липшитси H1[0, 2π] барқарор карда

шудаанд [1-A, 2-A].

Тавсияҳо оиди истифодаи амалии натиҷаҳо.

Натиҷаҳои дар кори диссертатсионӣ ҳосилшуда дорои аҳамияти назариявӣ

буда, барои ёфтани сарҳадҳои аниқи болоии наздикунии беҳтарини полинома-

лии синфҳои функсияҳои бисёртағирёбанда, кодиронии онҳо ва барқароркунии
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тақрибӣ кор фармудан мумкин аст.

Бобҳои диссертатсияро дар алоҳидагӣ дар вақти хондани курсҳои махсус

барои донишҷуёни курсҳои болоии мактабҳои олӣ, ки аз рӯи ихтисосҳои “Ма-

тематика” ва “математикаи амалӣ” таҳсил мекунанд, истифода кардан мумкин

аст.

117
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A) Рӯйхати сарчашмаи истифодашуда

[1] Абилов В.А., Абилова Ф.В. Некоторые вопросы приближения 2π-

периодических функций суммами Фурье в пространстве L2(2π) // Матем.

заметки. – 2004. – Т.76. – №6. – С. 803–811.

[2] Айнуллоев Н. О поперечниках дифференцируемых функций в L2 // Докл.

АН Тадж. ССР. – 1985. – Т.28. – №6. – С. 309–313.

[3] Айнуллоев Н. Наилучшее приближение некоторых классов дифференци-

руемых функций в L2 // Применение функционального анализа в теории

приближений. Сборник научных тр.: Калининский госуниверситет. – 1986.

– С. 3–10.

[4] Бабенко А.Г. О неравенстве Джексона–Стечкина для наилучших L2-

приближений функций тригонометрическими полиномами // Тр. ИММ

УрО РАН. – 2001. – Т.7. – №1. – С. 30–46.

[5] Барабошкина Н.А. Неравенство Джексона–Стечкина с неклассическим мо-

дулем непрерывности // Тр. ИММУрО РАН. – 2001. – Т.7. – №1. – С. 62–66.

[6] Бердышев В.И. О теореме Джексона в Lp // Тр. МИАН СССР. – 1976. –

T.88. – C. 3–16.

[7] Бугров Я.С. Свойства полугармонических функций // Изв. АН СССР.

Серия матем. – 1958. – Т.22. – С. 491–514.

118



[8] Вакарчук С.Б. О наилучших полиномиальных приближениях в L2 неко-

торых классов 2π-периодических функций и точных значениях их n-

поперечников // Матем. заметки. – 2001. – Т.70. – №3. – С. 334–348.

[9] Вакарчук С.Б. Точные константы в неравенствах типа Джексона и точные

значения поперечников функциональных классов из L2 // Матем. заметки.

– 2005. – Т.78. – №5. – С. 792–796.

[10] Вакарчук С.Б. Неравенство типа Джексона и поперечники классов функ-

ций в L2 // Матем. заметки. – 2006. – Т.80. – №1. – С. 11–18.
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ëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè�, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ïðîôåññîðà Äæàíãè-

áåêîâà Ãëõîäæà (Äóøàíáå, 30-31 ÿíâàðÿ 2020 ã.). � Ñ.300�304.

[7-A] Ìóõëèñ À. Îá îäíîé àïïðîêñèìàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè è å¼ ïðè-

ìåíåíèè [Ìàòí] / À.Ìóõëèñ // Ìàòåðèàëû ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìà-

òèêè è èõ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåõíè÷åñêîãî ìèðîâîççðåíèÿ îáùåñòâà�.

(Õóäæàíä, 29-30 îêòÿáðÿ 2021 ã.). � Ñ.13�15.

[8-A] Ìóõëèñ À. Î çàäà÷å ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîä-

íûõ ïîñðåäñòâîì îäíîé àïïðîêñèìàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè â L2 [Ìàòí]

/ À.Ìóõëèñ // Ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðå-

ìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé�, ïîñâÿ-

ùåííîé 70-ëåòèþ àêàäåìèêà ÍÀÍ Òàäæèêèñòàíà Ì.Ø.Øàáîçîâà (Äóøàí-

áå, 24-25 èþíÿ 2021 ã.). � Ñ.10�13.
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