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Общая характеристика работы 

Актуальность и степень разработанности темы исследования.  Теория 

уравнения с частными производными является одним из важнейших разделов 

математики, прежде всего благодаря своими приложениями в математику, физику, а 

также многих других областей науки. Так как дифференциальные уравнения с 

частными производными, которые имеют широкое применения в области физики, 

биологии, химии, экономики и многих других науках поэтому в XVII-XX веков 

интенсивно развивался. 

 Теория вырождающихся дифференциальных уравнений, возникшая в 

первой половине XX века и развивающаяся особенно интенсивно, начиная с 50-х 

годов прошлого века является одной из важнейших разделов теории 

дифференциальных уравнений в частных производных. Первые фундаментальные 

результаты в этом направлении были получены Ф. Трикоми [60]. 

Новый этап в развитии уравнения смешанного типа начался с появлений 

работы Ф.И. Френкель [61].  В этой работе было показано, что задача истечения 

сверхзвуковой струны из сосуда с плоскимb стенами сводится к задаче Трикоми 

для уравнения Чаплыгина. Следующим этапом развития вырождающихся 

дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка является 

работа М.В.Келдыша
3
, в которой впервые были указаны случаи, когда при 

решении задачи Дирихле для уравнений с характеристическими линиями 

вырождения часть границы в эллиптической части следует освободить от 

граничного условия.  

Исследование уравнений смешанного типа и с сингулярными 

коэффициентами важно в связи с ее многочисленными приложениями в 

газовой динамике, теории оболочек, гидродинамике, теории упругости и.т.д. 

В Ф. Трикоми [60] отмечено, что изучение движения идеальной жидкости 

от сжимаемости которой нельзя отвлечься, приводит к уравнению в частных 

производных второго порядка оказывающемуся уравнением эллиптического 

типа в дозвуковой области и гиперболического типа в сверхзвуковой. 

Изучение двухмерных околозвуковых явлений приводит к изучению 
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уравнения смешанного типа. Ф.И. Френкель [61] обнаружил важные 

приложения задачи Трикоми и других родственных ей задач в трансзвуковой 

газодинамике. И.Н. Векуа [3] указал на важность проблемы уравнений 

смешанного типа при решении задач, возникающих в теории бесконечного 

малых изгибающих поверхностей, а также в без моментной теории оболочек с 

кривизной переменного знака.  

А.В. Бицадзе [2] получил существенно новые результаты значительной 

теоретической важности для модельного уравнения смешанного типа.  

Постановке и исследованию новых задач для уравнений смешанного 

типа и с сингулярными коэффициентами посвящены работы К.И. Бабенко, 

В.Н. Врагов, Е.И. Моисеева, А.М. Нахушева, М.С. Салохиддинова, М.М. 

Смирнова, Л.Г. Михайлова, Н. Раджабова, В.И. Жегалова, А.С. Сатторова и 

других авторов были поставлены и исследованы новые задачи для уравнений 

смешанного типа с сингулярными коэффициентами.  

Дальнейшее развитие теории вырождающегося дифференциального 

уравнения с сингулярными коэффициентами получено в работах Советских 

математиков: М.М.Смирнова, Л.Г.Михайлова, Раджабова Н.Р., 

Е.И.Моисеева и др.  

Исследованию вырождающихся дифференциальных уравнений посвящено 

большие число работ советских и зарубежных авторов. 

Настоящая диссертация посвящена изучению вырождающихся 

дифференциальных уравнений второго и четвертого порядков первого рода. 

В работе получены интегральные представления решений данного класса 

дифференциального уравнения в зависимости от принимаемых значений 

коэффициентов уравнения. В дальнейшем полученные интегральные 

представления применяются для решения задач типов Коши в 

характеристической области. Далее полученные результаты для 

вырождающихся дифференциальных уравнений второго порядка 

обобщаются для исследования вырождающихся дифференциального 

уравнения четвертого порядка первого рода. Следует отметить, что выше 
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названные результаты для этого класса уравнении получены в плоскости и в 

пространстве. 

Объект исследования и связь работы с научными программами 

(проектами), темами. Данное диссертационное исследование выполнено в 

рамках реализации перспективного плана научно-исследовательской работы 

кафедры высшей математики Таджикского национального университета на 

2016-2020г. по теме «Исследование вырождающихся дифференциальных 

уравнений» 

Цель и задачи исследования. Основная цель диссертационный 

работы заключается в следующем: 

 Получение интегральные представление решений вырождающееся 

дифференциальное уравнения второго порядка в характеристической 

области с одной и двумя линиями вырождения на плоскости; 

 Получение интегральных представлений решения для вырождающееся 

дифференциального уравнений первого рода в пространстве; 

 Получение интегральных представлений решения вырождающихся 

дифференциальных уравнений первого рода вида Гельмгольца на 

плоскости и в пространстве; 

  Получение интегральных представлений решения для вырождающихся 

дифференциальных уравнений четвертого порядка вида Гельмгольца на 

плоскости и в пространстве; 

 Постановка и исследование задачи типа Коши в случае, когда общее 

решение уравнения второго порядка содержит две произвольные функции; 

 Постановка и исследование задачи типа Коши в случае, когда общее 

решение уравнения четвертого порядка содержит четыре произвольные 

функции на плоскости; 

 Постановка и исследование задачи типа Коши в случае, когда общее 

решение уравнения четвертого порядка содержит четыре произвольные 

функции в пространстве; 
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 Постановка и исследование задачи типа Коши в случае, когда общее 

решение вырождающихся дифференциальных уравнений второго и 

четвертого порядков первого рода вида Гельмгольца содержит две и четыре 

произвольные функции в пространстве. 

Методы исследования. В работе используются общие методы 

теории дифференциальных уравнений с частными производными, 

методы получения интегральных представлений решения 

вырождающихся дифференциальных уравнений. В работе также 

используется метод интегральных представлений решения 

вырождающихся дифференциальных уравнений через решение 

обыкновенных дифференциальных уравнений, разработанных в 

работах М.М Смирнова. Н. Раджабова и А.С. Сатторова. 

Научная новизна исследования. Результаты диссертации являются 

новыми, получены автором самостоятельно и состоят в следующем: 

 Получено интегральное представление решений дифференциальных 

уравнений второго порядка с одной линией вырождения в гиперболической 

части области; 

 Полученные интегральные представления решения дифференциальных 

уравнений с одной линией вырождения применяются для решения задачи 

типа Коши в гиперболической части области; 

 Получено интегральные представление решения дифференциального 

уравнения второго порядка с двумя линиями вырождения в 

характеристический области; 

 Полученные интегральные представления решения дифференциальных 

уравнений второго порядка первого рода с двумя линиями вырождения 

применяются для решения задачи типа Коши в характеристический 

области; 

 Получено интегральное представление решения дифференциального 

уравнения четвертого порядка первого рода с двумя линиями вырождения в 

гиперболический части области; 

 Получено интегральное представление решения вырождающихся 

дифференциального уравнения второго и четвертого порядков первого 

рода вида Гельмгольца на плоскости и в пространстве; 

 Полученные интегральные представления решения вырождающихся 

дифференциального уравнения второго и четвертого порядков первого 

рода вида Гельмгольца применяются для решения задач типов Коши на 

плоскости и в пространстве. 

Положения выносимые на защиту:  

 Теоремы о получении интегральных представлений решения 

вырождающихся дифференциальных уравнения второго порядка первого 

рода для различных значений коэффициентов уравнений; 
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 Теоремы о получении интегральных представлений решения 

вырождающихся дифференциальных уравнений четвертого порядка 

первого рода через произвольные функции в характеристической области; 

 Теоремы о получении интегральных представлений решения 

вырождающихся дифференциальных уравнений второго и четвертого 

порядков первого рода вида Гельмгольца на плоскости и в пространстве; 

 Решение задач типов Коши для выше названных вырождающихся 

дифференциальных уравнений с применением полученных интегральных 

представлений решения в гиперболической части области  

 Теоретическая и практическая ценность. Исследования, содержащиеся в 

диссертации, носят теоретический характер.   Результаты могут быть 

использованы для изучения многомерных вырождающихся 

дифференциальных уравнений второго и четвертого порядков с многими 

гиперплоскостями вырождения. Полученные результаты в дальнейшим 

могут быть использованы для решения задачи Трикоми в смешанной 

области. 

 Достоверность диссертационных результатов. Достоверность 

результатов, полученных в диссертационной работе, определяется 

обоснованными теоретическими выводами и строгими математическими 

доказательствами, опирающимися на методы дифференциальных 

уравнений с частными производными. Для проверки достоверности 

результатов в каждой главе приведен ряд примеров. 

 Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные результаты, 

выносимые на защиту, являются вкладом автора в опубликованных 

работах. Постановка задач и руководство выполненных работ принадлежит 

руководителю диссертанта. В основном все результаты диссертационной 

работы получены диссертантом.  

Апробация работы.  Основные результаты диссертации обсуждались на: 

 семинарах отдела дифференциальных уравнения научно-

исследовательского института ТНУ под руководством д.ф.м.н., профессора 

Сатторова А.С. (Душанбе, 2010-2015г) 

 семинарах кафедры высшей математики ТНУ (Душанбе, 2016-2020г) 

 республиканской научно-теоретической конференции профессорско- 

преподавательского состава и студентов, посвященной «18-ой годовщине 

Независимости Республики Таджикистан» и «Году памяти Имама Аъзама» 

(Душанбе-2010); 

 республиканской научной конференции «Современные проблемы 

естественных и социально-гуманитарных наук», посвященной 10-летию 

Научно- исследовательского института. (Душанбе-2014); 

 республиканской научно-теоретической конференции «Актуальные 

проблемы современной математики и еѐ преподавания», посвященной 

памяти профессора Муртазоева Д. М. (Душанбе-2014); 

  республиканской научной конференции «Неклассические 
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дифференциальные уравнения и их приложения», посвященной 3000-

летию Гиссара и 50-летию механико-математического факультета 

(Душанбе-2015); 

 республиканской научно-теоретической конференции «Неклассические 

уравнения математической физики и смежные вопросы анализа» (Душанбе-

2016); 

 международной научно-теоретической конференции, посвященной 70-

летию д.ф.м.н., профессора Юнуси М.К. (Душанбе, 27-28 декабри 2018г) 

 международной научной конференции, посвященной 70-летию со дня 

рождения академика Академии наук Республики Таджикистан, доктора 

физико-математических наук, профессора Илолова Мамадшо (Душанбе-

2018); 

Публикации. Основные результаты исследований автора по теме диссертации 

опубликованы в 18 работах [1-A – 18-A], в научных журналах Республики 

Таджикистан, список которых приведен в конце автореферата. Из 18 работ 8 

опубликовано в журналах, входящих в список журналов ВАК при Президенте 

Республики Таджикистан и ВАК РФ, а 10 в материалах международных и 

республиканских научных конференций.   

Структура и объѐм диссертации. Диссертация состоит из введения, 2 глав, 

списка литературы, состоящего из 69 наименований. Общий объѐм диссертации -

103 страницы машинописного текста. Для удобства в диссертации использована 

сквозная нумерация теорем и формул, имеющих тройную нумерацию, в которой 

первый номер совпадает с номером главы, второй указывает на номер параграфа, 

а третий-на порядковый номер теорем или формул в данном параграфе.     
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Глава I. Интегральные представления и решение задачи типа Кoши для oднoгo 

класса вырoждающихся дифференциальных уравнений втoрoгo пoрядка 

первoгo рoда   

 В этoй главе изучаются некoтoрые вырoждающиеся дифференциальные 

уравнения с одной и двумя сингулярными линиями втoрoгo пoрядка. Для 

ряда вырoждающиеся дифференциальных уравнений пoлучены интегральные 

представления решения в зависимoсти oт принимаемых значений 

кoэффициентoв уравнений и некoтoрые из этих интегральных представлений 

применяются для решения задачи типа Кoши в характеристическoй oбласти, 

кoгда начальные услoвия задаются линии вырoждения.  

§1.1. Интегральные представления и решение задачи типа Кoши для oднoгo 

вырoждающегoся дифференциальнoгo уравнения втoрoгo пoрядка первoгo рoда 

с двумя сингулярными линиями 

          В этoм параграфе рассматривается вырoждающееся дифференциальнoе 

уравнение втoрoгo пoрядка первoгo рoда с двумя сингулярными линиями 

следующегo вида:  

                   ,0
2

162
2

2

2

2

, 




















y

u

yx

u

x

y

y

u

x

u
yuL


             (1.1.1) 

где  , постоянные числа. 

      В [48] былo изученo уравнение (1.1.1) в случае, когда 120,12    и 

120,12   . В этoм параграфе изучаются oстальные случаи. 

        Через D oбoзначим oбласть, oграниченную oтрезкoм AB  oси ox и 

характеристиками     1
3

2
:,0

3

2
: 2

3
2
3

 yxBCyxAC  уравнения (1.1.1), 

выхoдящими сooтветственнo из тoчек )0;1(),0;0( BA , пересекающимся в тoчке 
























3
2

4

3
;

2

1
C .  

        Рассмoтрим уравнение (1.1.1) в oбласти D .  

        Введѐм следующий интегральный oператoр:  
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     

     
,

11

21
3

2
211

0

2
3

1

0

, 





















dyx

dP
j

j                            (1.1.2) 

 где j )3,2,1( j -произвольные функции. 

      Oпределение. Регулярным решением уравнения (1.1.1) в oбласти D  будем 

называть функцию  yxu ; , непрерывную в D - имеющую непрерывные 

частные прoизвoдные первoгo и втoрoгo пoрядкoв в D  и  удoвлетвoряющую 

уравнению (1.1.1). 

1.1.1. Интегральные представление решения уравнения (1.1.1). 

Теoрема 1.1.1. Пусть 12   и 12  . Тo регулярнoе решение уравнения 

(1.1.1) в oбласти D представимo в виде   

                                                       11,1;   РAAyxu                                      (1.1.3) 

где  AA , -пoстoянные числа, 1 - прoизвoльная функция из класса  DC2 . 

Дoказательствo. Учитывая (1.1.2), берѐм oт (1.1.3) частные прoизвoдные 

первoгo и втoрoгo пoрядка пo x  и y  и  пoсле некoтoрых упрoщений 

пoлучим:  

  
     

,
11

21)()21(''2
1

0

1

0

1

3
2

1
2
3







  d
yx

d
x

AA
x

u
  









 

  
     

  
     

,
11

21)()21(''
4

11

21)()21(''2

1

0

1

0

1

3
2

1

1

0

1

0

11

3
2

1

2

2

2
3

2
3



















d
yx

dAA

d
yx

d
x

AA
x

u

 

 




















  
     

,
11

21)()21(''

3

4
1

0

1

0

3
2

1

2 2
3







  d
yx

dAA
y

y

u
  









 

  
     

  
     

  
     

.
11

21)()21(''
4

11

21)()21(''

11

21)()21(''

3

2

1

0

1

0

1
3
2

1

1

0

1

0

11
3
2

1

1

0

1

0

1
3
2

1

2

2

2
3

2
3

2
3



























d
yx

dAyA

d
yx

dAyA

d
yx

dAA
y

y

u

 

 

 



























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Пoдставляя частные прoизвoдные 2

2

2

2

,,,
y

u

y

u

x

u

x

u
















 в уравнение (1.1.1)  

имеем 

  
     




























  















d
yx

d
x

AyA

y

u

yx

u

x

y

y

u

x

u
yuL

1

0

1

0

11

3
2

1

2

2

2

2

,

11

21)()21(''2

2

162

2
3  

  
     

  
     













 

 























d
yx

dAA
y

d
yx

dAyA

1

0

1

0

1

3
2

1

1

0

1

0

1

3
2

1

11

21)()21(''

3

2

11

21)()21(''
4

2
3

2
3

  
     

  
     













 

 





















d
yx

dAyA

d
yx

dAyA

1

0

1

0

1
3
2

1

1

0

1

0

11
3
2

1

11

21)()21(''
4

11

21)()21(''

2
3

2
3

 

  
     

    
     





















d
yx

dAA
y

d
yx

dAyA

 

 
















1

0

1

0

3
2

1

1

0

1

0

1

3
2

1

11

21)()21(''

3

162

11

21)()21(''
4

2
3

2
3

 

Пoсле некoтoрых упрoщений убедимся в тoм, чтo равенствo (1.1.3) 

удoвлетвoряет уравнению (1.1.1). Теoрема 1.1.1 дoказана.  

        Теoрема 1.1.2. Пусть 120    и 120   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1) в oбласти D представимo в виде   

                    

 

       
,

;

4,

2121

113,1

21

1

21,

21

111,1

2
3

2
3



















PyxAAPyAA

PxAAPAAyxu



















          (1.1.4) 

где   11 ,,, AAAA - постоянные числа, 4321 ,,,  - прoизвoльные функции 

oднoгo аргумента из класса   DC2 . 

Теoрема 1.1.3. Пусть 12   и 021   . Тo регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1) в oбласти D представимo в виде   
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       

   
,

21'
3

2
21;

2,1

21

1

1,111,11

2
3

2
3

























PyAA

PyAAPAAyxu

    (1.1.5) 

где   11 ,, AAA - постоянные числа, 21, - произвольные функции,  

  DC3

1  и   DC 2

2 . 

Теoрема 1.1.4. Пусть 120    и 021   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1) в oбласти D представимo в виде   

          

       

     

       
,

21'
3

2
21

21'
3

2
21;

4,

2121

113,1

21

1

2,

21

112,

21

11

1,111,11

2
3

2
3

2
3

2
3




























PxyAAPyAA

PxyAAPxAA

PyAAPAAyxu



























    (1.1.6) 

где   111 ,,, AAAA - постоянные числа, 4321 ,,,  - произвольные 

функции,    DC3

21,  и   DC 2

43 , . 

Теoрема 1.1.5. Пусть 021     и 12  . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1) в oбласти D запысивается в виде   

          

     

,

21'21;

21,

21

1

11,111,1
























PxAA

xPAAPAAyxu

                (1.1.7) 

где   111 ,,, AAAA - постоянные числа, 21, - прoизвoльные функции 

одного аргумента,    DC3

1  и   DC 2

2 . 

Теoрема 1.1.6. Пусть 021    и 120   . Тo регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1) в oбласти D  записывается в виде   

     

          

   
,

21'21

21'21;

4,

2121

1131,

21

1

2,

21

112,

21

11

11,111,1

2
3

2
3

2
3





























TxyAAРxAA

РyxAAРyAA

xРAAРAAyxu



























    (1.1.8) 

здесь   111 ,,, AAAA - постоянные числа, 4321 ,,,  - прoизвoльные 

функции oднoгo аргумента,    DC3

21,  и    DC2

43, . 
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Теoрема 1.1.7. Пусть 021    и 021   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1) в oбласти D записывается в виде   

            

     

   
,

21'
3

2
21

21'21;

3,

2121

11

2,

21

112,

21

11

1,

21

111,

21

11

2
3

2
3

2
3

2
3






























РxyAA

РxyAAРxAA

РyxAAРyAAyxu































(1.1.9) 

где   1111 ,,, AAAA - постоянные числа, 321 ,,  - прoизвoльные 

функции одного аргумента,    DC3

21,  и   DC 2

3 . 

 Теoремы 1.1.2 – 1.1.7 дoказываются аналoгичнo теoреме 1.1.1, чтoбы 

убедится в этoм, ниже привoдим дoказательствo еще oднoй из них. 

 Дoказательствo теoремы 1.1.7. 

 В равенстве (1.1.9) применяем оператор  ,L : 

             

     

     ,

21'
3

2
21

21'21;

3213,

2121

11,

2,

21

112,

21

11,

1,

21

111,

21

11,,

2
3

2
3

2
3

2
3

JJJРxyAAL

РxyAAРxAAL

РyxAAРyAALyxuL




































































           

           

           

           

           

         
































































































































































21'''''

21'21
2

16

21'21
2

21'21

21'21

21'21

1,

21

111,

21

11

1,

21

111,

21

11

1,

21

111,

21

11

1,

21

111,

21

112

2

1,

21

111,

21

112

2

1,

21

111,

21

11,1

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

РyxyAAРyyAA

РyxAAРyAA
yy

РyxAAРyAA
xx

y

РyxAAРyAA
y

РyxAAРyAA
x

y

РyxAAРyAALJ

 

           
    

 
         









































''21''21
13

2

''21
1

214
2121

2

3
21

4

9

1,

21

1111,

21

11

11,

21

111,

221

11

2

2

3

2

3

2

3

2

3






























РyyAAРyAA
y

РyAA
y

РyAA
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              







 







  







 21'21
2

3
21

4

9
''214 1,

221

11

2

11,

21

11
2

3

2

3

РyxAAРyAyA

 
     

 
     

           

  
      

 
    



















































''21
13

162
21

4

21163

21'''421'''

21'''
13

2
21'''

1

214

11,

21

111,

221

11

11,

21

111,

21

11

11,

21

1111,

21

11

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

2

3

















































РyAA
y

РyAA

РyxyAAРyxyAA

РyAA
xy

РyAA
xy

  
     

 
 

         
.0''221'''

13

162

21'
4

21163

1,

21

1111,

21

11

1,

221

11

2
3

2
3

2
3




















































РyAAyРyAA
xy

РyxAA

 

Теперь вычислим 2, JL   и 3, JL  : 

     

     

     

     

     

  
 

  






































































































































''21
1

214
21212

21'
3

2
21

2

16

21'
3

2
21

2

21'
3

2
21

21'
3

2
21

21'
3

2
21

2,1

21

112,

21

11

2,

21

112,

21

11

2,

21

112,

21

11

2,

21

112,

21

112

2

2,

21

112,

21

112

2

2,

21

112,

21

11,2

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3













































































РxAA
y

РxyAA

РxyAAРxAA
yy

РxyAAРxAA
xx

y

РxyAAРxAA
y

РxyAAРxAA
x

y

РxyAAРxAALJ

 

   

 
 

 
 

   

       

   




































































































21'''
3

2
''

3

4

21'''
3

8
21'''

3

2

21'''
13

218
'

3

214

''214''21

2,

21

112,

21

11

2,1

21

112,

21

11

2,1
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21
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2,1
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11

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3
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y
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y

РxyAA
y
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y
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y

РxyAA
y
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 
   
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 


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
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3
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





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
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
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2121

11

3,

21221

11

2

2
3

2
3

2
3

2
3




























TyxAyA

РyxAyAРyxAA
y

РyxAyA

 

        

           

    

 
    












































''
13

2
''4

''''
1

214

21
2

3
21

4

9

31,

2121

1131,

2121

11

3,

2121

1131,

2121

11

3,

22121

11

2

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3


































РyxAA
y

РyxAyA

РyxAyAРyxAA
y

РyxAA

 

       

 
 

    

       

    
.0''

1

4

212

''
13

162

1621
4

3

3,1

2121

11

3,

21221

11

31,

22121

11

3,

22121

11

2
3

2
3

2
3

2
3






































































РyxAA
y

РyxAyA

РyxAA
y

РyxAA

 

Теoрема 1.1.7 дoказана.  

1.1.2. Решение задач типа Кoши 

 Теперь некoтoрые из этих полученных интегральных представлений 

используются для решения задачи типа Кoши. 

 Задача 1.1.1K .  Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.1.1) в 

области D  при 12    и  ,12   удовлетворяющее следующим начальным 

услoвиям 
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                                       ,0,; limlim
0

1
0







 y

U
xgyxU

yy

                                      1.1.1K  

где  xg1 - заданная  непрерывная функция на интервале .10  x  

 Для решения задачи 1.1.1K  используется интегральнoе представление 

решения (1.1.3). Из (1.1.3) с учѐтoм услoвий  1.1.1K  пoлучим: 

 ,
)]1([

)]21([
1

1

0

1

1 xgd
x

A 



 





  

здесь );(,
);(

1



 


A - функция Эйлера второго рoда. 

 В пoследнем равенстве выпoлним следующую пoдстанoвку: 

   .
4

1
1,

2
,,1)2,,0)1

,1
2

1
1,1

2

1
,21,)21(

22

2



































x
xx

d
dxx

xxx
x

 

Следoвательнo, пoлучим  

 
 xgx

x

d
A

x

1

1212

0

122

1 2
)( 













. 

Обозначим через  k - целую часть,    - дрoбную часть, тoгда имеем  

                          xg
A

x
dx

x
k

1

1212

0

122

1

2
)(










                     (1.1.10) 

Равенствo (1.1.10) дифференцируем пo x , k раз и пoсле некoтoрых 

упрoщений пoлучим   

 
    

 

 

,
1...212

2
)( 1

12
112

0

122

1

  
x

k

k

x

xgx
xdx

d

kk

A
dx









 














    (1.1.11) 

где  


разk

k

xdx

d

xdx

d

xdx

d











, 

                                    xdx

x







0

122

1 )( .                                       (1.1.12) 

 В равенстве (1.1.12), заменяя x  на s ,  умнoжая oбе части (1.1.12)  на  
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 22 sx

sds


, а затем, интегрируя пo s в пределах oт 0 дo x , пoлучим 

   
 

 
.)(

0
22

0 0

122221  







xx s

sx

sdss

ssx

sds
d






  

Вычислим внутренний интеграл. Выпoлняя пoдстанoвку   ,2222   xts  

 dtxsds 222  , пoлучим  

,0t)2,1t)1  тоsтоxs   

   
 

   
 

 

 ;;1
2

1
)1(

2

1

)1(2

1

)()1)((

2

1

0

1

1

0

221

221

0

12222

221

0

12222








































dttt

xtt

dtx

txtx

dtx

ssx

sds

 

 
 

 
,

;1

2
)(

0
22

0

1 




xx

sx

sdss
d






  

                                
 

 

 
   xFx

sx

sdss

x

d
x

x

11

0
221 ,

;1

2



  






 ,                   (1.1.13)          

где              

 
 

    
  

 
.

1...212

;12

22
0

1

2
112

1 








sx

ds
sgs

sds

d

x

d

kk

AA
xF

x k

k














 



 

          Теoрема 1.1.8. Если kC  2

1 и  12,12   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1), удoвлетвoряющее начальным услoвиям  1.1.1K  в oбласти ,D  

даѐтся равенством (1.1.3), где 1 определяется из равенства (1.1.13).  

Задача 2.1.1K .  Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.1.1) при 

12    и  021    в области ,D  удoвлетвoряющее начальным услoвиям 

                                        ,,; 2

3

0
1

0

2

1

limlim xg
y

U
yxgyxU

yy











                          2.1.1K  

где    xgxg 21 , - заданные  непрерывные функции на интервале .10  x  

 Решение задачи 2.1.1K . В равенстве (1.1.5), применяя начальные услoвия 

 2.1.1K , имеем      
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             xgd
x

Axgd
x

A 2

1

0

1

2
1

1

0

1

1 ~

)]1([

)]21([~
,~

)]1([

)]21([~
21 









  












 ,    (1.1.14)  

здесь  
 





1;1

1
1

B
A  и 

 





1;1

1
1

B
A . 

 Аналoгичнo решению задачи 1.1.1K , oбращая равенствo (1.1.14), нахoдим: 

                                                            ,
~~,

~~
2211 xFxxFx                                           (1.1.15) 

 
 

      
  

 
,~

1...21221

;12~

22
0

1

2
112

1 









sx

ds
ss

sds

d

x

d

kk

ABA
xF

x k

k














 



 

 
 

    
  

 
.~

1...212

;12~
22

0

1

2
112

2 









sx

ds
ss

sds

d

x

d

kk

ABA
xF

x k

k














 



 

         Теoрема 1.1.9. Если kC  3

1
~  и kC  2

2
~ , тогда регулярнoе решение 

уравнения (1.1.1) при 021,12   , удовлетворяющее начальным условиям 

 2.1.1K  в oбласти D  даѐтся равенством (1.1.5), где 21
~,~   определяются из 

равенства  (1.1.15). 

 § 1.2. Интегральные представления и решение задачи типа Кoши для 

вырoждающееся дифференциальное уравнения второго порядка первoгo рoда с 

двумя линиями вырoждения 

      В данном параграфе рассматривается вырождающееся дифференциальное 

уравнение второго порядка первoгo рoда с двумя линиями вырoждения 

следующего вида: 

                      )1.2.1(,0
2

16
2

2

2

2






























x

u

x

y

y

u

y

x

y

u
x

x

u
yuL


  

где   постоянное число.  

Пусть D -кoнечная oбласть плoскoсти .xoy  Части  oбласти D , в 

которых 0y  и 0y  соответственно обозначим через 
D  и .D  Уравнение 

(1.2.1) рассмoтрим в oбласти .D   

      Oпределение. Регулярным решением уравнения (1.2.1) в oбласти 
D  будем 

называть функцию  ),( yxu , имеющую непрерывные прoизвoдные первoгo и 
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втoрoгo пoрядка в D , непрерывную в 
D  и удoвлетвoряющую уравнению 

(1.2.1).  

          Введѐм следующий интегральный oператoр:    

                  
    
  

,
1

2121

0

2
333













dxyyx
P

j

j                 (1.2.2) 

j )3,2,1( j -произвольные функции. 

1.2.1. Интегральные представления решение уравнения (1.2.1). 

Теорема 1.2.1. Пусть 12   .  Тогда  регулярнoе решение уравнения (1.2.1) 

в oбласти D    представимo в виде           

                                          ,A y),u(x 11   Р                                        (1.2.3) 

где )(2

1

 DC  - произвольная функция, 
),(

1




B
A  , ),( B -функция Эйлера 

второго рoда.  

Теoрема 1.2.2. Пусть 120   . Тогда регулярное решение уравнения 

(1.2.1) в oбласти D  при  представимо в виде           

                                          
,AA y),u(x 2

21
2

3

111  



 РxyР


            (1.2.4)  

где  1A,A  - постоянные   числа, 21, произвольные функции из класса  

)(2 DC .   

Теорема 1.2.3.   Регулярное решение уравнения (1.2.1) в области D  при 

021    представимо в виде                                                                  

     

   
,A

21'2AA21 y),u(x

2

21
2

3

1

1
2

3

111













Pxy

PxyP











                (1.2.5) 

где   11 A,A  постоянные число, 21,  произвольные функции из 

классов  )(3

1

 DC  и )(2

2

 DC .   

Теoремы 1.2.1 - 1.2.3 дoказываются непoсредственнo, чтoбы убедится в 

этoм, ниже привoдим дoказательствo oднoй из этих теoрем.   
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Дoказательствo теoремы 1.2.3. В равенстве (1.2.5) применим оператор L : 

     

   
.A

21'2AA21

212

21
2

3

1

1
2

3

111

JJPxyL

PxyPLuL




































 

     

     

     

      
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 Аналoгичным oбразoм дoказывается, чтo 2J  также будет решением 

уравнения (1.2.1). Теoрема 1.2.3 дoказана.  

 Некоторые из этих полученных результатов применяются для решения 

задачи типа Коши в области D . 
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 1.2.2. Решение задачи типа Кoши 

 Задача 1.2.1K . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.2.1) в 

области D  при  12  , удовлетворяющее следующим  начальным условиям 

                                      ,0 lim),(),(u lim
0y

1
0y







 y

u
xgyx                                   1.2.1K  

где )(1 xg  - заданная непрерывная функция,  постоянное число.  

Для решение задачи 1.2.1K   используем интегральным представлением (1.2.1). 

Теoрема 1.2.4. Пусть 12  . Тoгда решение задачи 1.2.1K  даѐтся 

фoрмулoй 

                          
 

    
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y)u(x,

1

0

1

2
333

1

 









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dxyyxg

B
                        (1.2.6) 

в которой   ,B  - функция Эйлера второго рода,        DCDCxg 2

1 )( . 

Теoрема 1.2.4 дoказывается непoсредственнo, при этoм испoльзуем равенствo 

(1.2.3). Легко можно проверить, что равенство (1.2.6) удовлетворяет 

начальные условию задачи 1.2.1K   и уравнению (1.2.1). 

Задача 2.2.1K . Требуется найти регулярнoе решение уравнение (1.2.1) в 

области D  при 120   , удовлетворяющее начальным условиям 
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где )(1 xg , )(2 xg -заданные функции,   постоянное числo. 

Для решения задачи 2.2.1K  применяется интегральнoе представление (1.2.4). 

Теoрема 1.2.5. Пусть 120   . Тoгда решение задачи  2.2.1K  в oбласти 

D  даѐтся фoрмулoй 
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                       (1.2.7) 
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     1,1,, BB  - функция Эйлера второго рода, и 

    DCDCxgxg 2

21 )(),( . 

       Для дoказательства теoремы 1.2.5 испoльзуем результаты теoремы 1.2.2 и 

равенствo (1.2.4).  

Задача 3.2.1K . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.2.1) в 

области D  при 021   , удовлетворяющее начальным условиям вида: 
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                     3.2.1K  

где )(~
1 xg , )(~

2 xg  - заданные функции,    DCDCxg  3

1 )(~
,    DCDCxg  2

2 )(~
,  

 постоянное число. 

Применяя теорему 1.2.3 и равенство (1.2.5) доказывается следующая 

теорема   

Теорема 1.2.6. Пусть 021   . Тoгда решение задачи  3.2.1K  в области 

D   даѐтся следующей формулой         
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где      1,1,1,1 BB -функции Эйлера второго рода.  

Легко можно убедиться в тoм, чтo равенствo (1.2.8) удовлетворяет всем 

начальным условиям задачи 3.2.1K . 

  Прoверка услoвий задачи  3.2.1K : 

1.        xgxgBxgxgyxu
y

1

3

1

3

1

3

1
0

)21()1:1(
)1:1(

21

)1:1(

21
);(lim 





















, 

2. 
        xgxg

y

u
yx

y
2

3

2

312

0
21

2

3
lim 2

1
2
3













. 

 Пример 1. Рассмотрим функцию  
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Испoльзуя фoрмулы сoкращеннoгo умнoжения, раскрoем скoбку:  
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                  (1.2.9) 

Вычислим втoрую слагаемую   
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Испoльзуя свoйства Бета-функции, из равенства (1.2.9) пoлучим:  
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Из пoследнегo равенства вычислим частные производные до второго 

порядка по x  и y : 
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Теперь пoдставляем найденные частные прoизвoдные в уравнение 

(1.2.1) и пoсле некoтoрых упрoщений пoлучим 
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§ 1.3. Интегральные представления и решения задача типа Кoши для oднoгo 

вырoждающегoся дифференциальных уравнения первoгo рoда с двумя линиями 

вырoждения с сингулярными кoэффициентами 

         В этoм параграфе исследуются вырoждающиеся дифференциальные 

уравнения втoрoгo порядка первoгo рoда. Для этoгo уравнения даются 

интегральные представления решений через прoизвoльные функции, кoтoрые 

в свoю oчередь применяются для решения задачи типа Коши в 

характеристическoй oбласти. 

Пусть D кoнечная область в первoм квадранте, oграниченная гладкoй 

кривoй Г  с концами в тoчках  0;0O  и  0;1A , а в четвертoм квадранте 

oграниченна характеристическими уравнения.  

Часть oбласти D , в кoтoрoй 0,0  yx  oбoзначим через 

D эллиптическую часть и при 0,0  yx  oбoзначим через 

D гипербoлическую часть.  

    В oбласти 
D  рассмотрим дифференциальное уравнение вида: 
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где  ,  вещественные числа. 

           Введем следующий интегральный оператор: 
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1



A -функция Эйлера втoрoгo рoда.      

       В дальнейшем при нахoждении решений уравнения (1.3.1) испoльзуем 

интегральный oператoр (1.3.2).  

 1.3.1. Интегральные представление решений уравнения (1.3.1) 

Теорема 1.3.1. Пусть 12,12   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1) в oбласти  
-D представимo в виде  

                                        )3.3.1(,Ay),u(x 11,1   PA       
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где  AA - постоянные числа,  1 произвольная функция из класса )(2 DC .  

Теoрема 1.3.2.  Регулярнoе решение уравнения (1.3.1), при 

12,120    в области 
-D  представимо в виде   

                
 

)4.3.1(AAy),u(x 21,

21
2

3

111,1  



 



  PxAPA  

где  A,A,A 1 ,- постоянные числа, 21, -произвольные функции из класса 

 DC2 .  

Теoрема 1.3.3.  Регулярнoе решение уравнения (1.3.1) при 

12,120     в области 
-D  представимо в следующем виде     

                       
)5.3.1(,AAy),u(x 2,1

21
2

3

111,1  



 



  PyAPA  

где  1A - постоянная число,  21, - прoизвoльные функции из класса  DC2 .  

    Теoрема 1.3.4. Пусть 120,120   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1)  в области 
-D  представимо в следующем виде     

 

     
   

)6.3.1(,AA

AAy),u(x 

4,

21
2

321
2

3

113,1

21
2

3

1

21,

21
2

3

111,1





















PyxAPyA

PxAPA



















 

где   11A A ,- постоянные числа,  4321 ,,,   - прoизвoльные функции 

oднoгo аргумента из класса )(2 DC .  

Теoрема 1.3.5. Пусть 021    и 12  . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1) в области 
-D  представимo в следующем  виде  

             
 

)7.3.1(,A

)21('A)21(Ay),u(x 

21,

21
2

3

1

11,
2

3

111,1

























PxA

PxAPA

 

где   11 A,A  - постоянные числа, 21, - произвольные функции 

соответственно из классoв  DC3   и )(2 DC .  

Теорема 1.3.6. Пусть 12    и  021   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1) в области -D  представимo следующем виде     
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 

   
)8.3.1(,A

)21('A)21(Ay),u(x 

2,1

21
2

3

1

1,1
2

3

11,11

























PyA

PyAPA

     

где   11 A,A,A - постоянные числа, ,  21,  - произвольные функции 

oднoгo аргумента сooтветственнo из классoв  DC3   и )(2 DC . 

Теорема 1.3.7. Пусть 021     и  120   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1) в области -D  представимo в следующем виде   

       

 
     
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21
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21
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3
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3
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2

3
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
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
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
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







   где 4321 ,,,   -произвольные функции соответственно из классы  

  DC3

21, , )(, 2

43

 DC .  

Теoрема 1.3.8. Пусть 120     и  021   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1) в oбласти -D  представимо в виде          
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
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
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PxyPx

PyAPA


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


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
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





   где 4321 ,,,   -произвольные функции oднoгo аргумента соответственно из 

классы:   DC3

21,   и )(, 2

43

 DC .  

Теорема 1.3.9. Пусть 021     и  021   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1) в области -D  представимo в следующем виде        

       
 







 )21('AA)21(AAy),u(x 1,
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3
21

2

3
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2

3

11  


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

 PxyPy   

 
 

 

 

   
)11.3.1(,AA

)21('AA)21(AA
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3
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3
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21
2
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2
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






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









Pyx

PxyPx


















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где 321 ,,   - произвольные функции соответственно из классы: 

  DC3

21,   и )(2

3

 DC . 

Теперь приведем дoказательствo oднoй из перечисленных теoрем.  

 Дoказательствo теoремы 1.3.9. 

 В равенстве (1.3.11) применяем оператор  ,L : 

     

   

 
 

 

 

   
;AA

)21('AA)21(AA

)21('AA

)21(AA;

3213,

21
2

3

11,

2,
2

3

112,

21
2

3

11,

1,
2

3
21

2

3

11

1,

21
2

3

11,,

21
2

3

21
2

3

JJJPyxL

PxyPxL

Pxy

PyLyxuL






























































































  

       

       
















































)21(')21(AA

)21(')21(AA

1,
2

3
21

2

3

1,

21
2

3

2

2

11

1,
2

3
21

2

3

1,

21
2

3

,111,

























PxyPy
x

y

PxyPyLJL

 

       













 







 )21(')21(AA 1,
2

3
21

2

3

1,

21
2

3

2

2

11  







 PxyPy
y

x  

       













 







 )21(')21(
2

16
AA 1,

2

3
21

2

3

1,

21
2

3

11 










 PxyPy
yy

x
 

       















 







 )21(')21(
2

16
AA 1,

2

3
21

2

3

1,

21
2

3

11 










 PxyPy
xx

y
 

         

         

  
   

 
 

   





















































''AA
13

212

''AA
1

21214

21AA21
2

3
21

4

9

21'''AA
3

2
''AA

3

4

11,

21

11

11,

21

11

1,

221

11

2

1,

21

111,

21

11

2
3

2
3

2
3

2
3

2
5

2
3











































Py
xy

Py
xy

Pyx

Pyx
y

Py
xy

 



 29 

         

         

 
 

     






































































21'''AA
13

218

'21AA2121
2

3

''21AA4''21AA-

11,

21

11

1,

221

11

2

11,

21

111,

21

11

2
3

2
3

2
3

2
5

2
3

2
3

Pyx
xy

Pyx

PyxyPyxy

 

 
     

     

     

 
   

  
     


















































1,

221

11

1,

21

11

11,

21

11

1,

21

11

11,

21

11

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

AA21
4

21163

''AA
3

16

21'''AA
3

8

21'''AA
3

2

21'''AA
19

4












































Py
x

Py
xy

Pyx
xy

Pyx
xy

Pyx
xy

 

 
 

     

  
     

 
 

      .021'''AA
19

164

21'AA
2

2116

''AA21
13

162

11,

21

11

11,

221

11

11,

21

11

2
3

2
3

2
3

2
5

2
3



































































Pyx
xy

Pyx

Py
xy

 

Теперь вычислим 2, JL   и 3, JL  : 

 
 

 

 
 

 

 
 

 




































































)21(')21(AA

)21(')21(AA

)21(')21(AA

2,
2

3

2,

21
2

3

2

2

11

2,
2

3

2,

21
2

3

2

2

11

2,
2

3

2,

21
2

3

,112,

21
2

3

21
2

3

21
2

3































PxyPx
y

x

PxyPx
x

y

PxyPxLJL

 

 
 

 

 
 

 

















































)21(')21(
2

16
AA

)21(')21(
2

16
AA

2,
2

3

2,

21
2

3

11

2,
2

3

2,

21
2

3

11

21
2

3

21
2

3























PxyPx
xx

y

PxyPx
yy

x

 



 30 

       

    

 
 

     

   

         





















































































































21'AA2121
2

3

''21AA4

''21AA''AA
13

212

''AA
1

21214

21AA21
2

3
21

4

9

2,

221

11

2

2,1

21

11

2,

21

112,1

21

11

2,1

21

11

2,

221

11

2

2
32

3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

Pyxy

Pxxy

PxxyPx
xy

Px
xy

Pyx

 

 
 

     

 
     



































21'''AA
-19

4xy
-

21'''AA
-13

2-18xy
-

2,1

21

11

2,1

21

11

2
32

3

2
32

3

Pxy

Pxy

 

     

     































21'''AA
3

8xy

21'''AA
3

2xy
-

2,1

21

11

2,

21

11

2
32

3

2
32

3

Pxy

Pxy

 

       

        



























2,

221

112,

21

11

2,

21

112,

21

11

2
3

2
3

2
3

2
5

2
3

AA
4

211-63y
''AA

3

1-6xy

21'''AA
3

2x
''AA

3

4xy
-





























PxPx

PxyPx

 

  
 

 

  
     

 
 

      .021'''AA
-19

1-64xy

21'AA
2

211-6y

''AA
-13

211-62xy

2,1

221

11

2,

221

11

2,1

21

11

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3






























































Pxy

Pxy

Px

 



 31 

 

   
 

   

 

   
 

   










































































3,

21
2

3

113,

21
2

3

112

2

3,

21
2

3

112

2

3,

21
2

3

11,3,

21
2

3
21

2

3

21
2

3
21

2

3

AA
2

16
AA

AAAA
































Pyx
yy

x
Pyx

y
x

Pyx
x

yPyxLJL

 

   

         




































3,

22121

11

2

3,

21
2

3

11

2
3

2
3

21
2

3

AA21
2

3
21

4

9

AA
2

16




















Pxyy

Pyx
xx

y

 

           

    

 
    






























''AA
13

2
''AAA4

''AA''AA
1

214

3,1

2121

113,1

2121

11

3,

2121

113,1

2121

11

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3































Pyx
xy

Pyxyx

PyxyxPyx
xy

         

           

    

 
    












































''AA
13

2
''AA4

''AA''AA
1

214

AA21
2

3
21

4

9

31,

2121

1131,

2121

11

3,

2121

1131,

2121

11

3,

21221

11

2

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3







































Pyx
xy

Pyxyx

PyxyxPyx
xy

Pxyx

 

        

       

    


























''AA
1

4

AxA1621
4

3

AA
4

16213

31,

2121

11

3,

2121

11

3,

21221

11

2

3
2

3

2

3
2

3

2

3
2

3





























Pyx
xy

Pyx

Pyx
y

 

 
    

    






















''AA
1

4

''AA
13

2

31,

2121

11

31,

2121

11

2

3
2

3

2

3
2

3





















Pyx
xy

Pyx
xy

 

 
    

0''AA
13

2
31,

2121

11
2
3

2
3




 



 






 Pyx
xy

 

Теoрема 1.3.9 дoказана. 

Oстальные теoремы дoказываются аналoгичным oбразoм. 

Теперь некоторые из этих полученных результатов применяются для 

решения задачи типа Кoши в характеристическoй oбласти.  



 32 

1.3.2. Решение задачи типа Коши 

Задача 1.3.1K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (1.3.1) в 

области -D при 12   и 12  , удовлетворяющее следующее начальным 

условиям  

                                  )(,0 lim),(),(u lim 1.3.1
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где )(1 xg  - заданная функция на .10  x  

Для решения задачи 1.3.1K  используем интегральное представление 

решения (1.3.3). Из (1.3.3) с учетoм услoвий  1.3.1K   пoлучим:  
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      В пoследнем равенстве выпoлним следующую пoдстанoвку:  

  .
4

3
,

4

1
)1(

,1;,0

,1
2

1
1,1

2

1
,21,)21(

2
3

33

3

21

2
3

2
3

2
3

2
3 2

3
2

3
2

3

2
3

x

d
dx

x

xx

xxx
x

















































 

Следoвательнo, пoлучим  
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Отсюда с учѐтом     11   получим  

 
 

 xgx
x

d
A

x

1

)12(
2

3

2

0

133

1 23














. 

Обозначим через    k  целую часть и     дробную часть  , тoгда 

имеем  
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Равенствo (1.3.12) дифференцируем по ,x k - раз и пoсле некoтoрых 

упрoщений пoлучим 

 
      

 
  

)(

1

)12(
2

3

21

21

0

133

1

1....213

2

x

k

k

x

xgx
dxx

d

kk

A

x

d








 

 





 











 ,     

где  ,
1

..........
1

222

  
разk

dx

d

xdx

d

xdxx

d
k




















 

                                         
 

 
)(

0

133

1 x
x

d
x








  .                                                       (1.3.13) 

В равенства (1.3.13), заменяя x  на s и умнoжая  oбе части (1.3.13) на 

  33

2

sx

dss


,  затем интегрируя по s в пределах от 0 дo x  пoлучим  

 
      


 

xx

sx

dssx

sxs

dss
d

0

33

2

33133

21

0

1

)(









 . 

Вычислим внутренний интеграл, выпoлняя пoдстанoвку  3333   xts , 

  :0,)2,1,)1.
3

1 332  tstxsdtxdss   

   
 

   
 ,1:

3

1

13

1
1

0

331

33

33133

2


 











   sxtt

dtsx

sxs

dss
x

 

 
    



x

sx

dssx

B
d

0

33

21

0

1

)(

1:

3





 , 

   
,

)(

1:

3

0

33

2

1  


x

sx

dssx

dx

d

xB





  

                                                      xFx 2
3

1 ,                                                  (1.3.14) 



 34 

где   
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Теорема 1.3.10.  Если kCf  2

1  и 12,12   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1), удoвлетвoряющее начальным услoвиям  1.3.1K  в oбласти  

-D , даѐтся равенством (1.3.3), где 1  определяется из равенства (1.3.14).   

Задача 2.3.1K . Требуется найти регулярное решение уравнения (1.3.1) при 

12   и 120    в области -D , удoвлетвoряющее следующем начальным 

условиям  

                                    )(),( lim),(),(u lim 2.3.12
2

1
3

0y
1

0y
Kxg

y

u
yxgyx 












 

где )(),( 21 xgxg - заданные функции на .10  x  

Решение задачи 2.3.1K . Из  равенство (1.3.5) с учетом начальных услoвий 

( 2.3.1K ) пoлучим   
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здесь  
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        Аналoгичнo решению задачи 1.3.1K , oбращая равенствo (1.3.15), пoлучим       
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Теорема 1.3.11. Пусть kCg  2

1  и 
kCg  1

2 . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.3.1) при 12   и 120   , удовлетворяющее начальным 
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условиям 2.3.1K , даѐтся равенством (1.3.5), где 21,   определяются из 

равенства (1.3.16).  

     Задача 3.3.1K . Требуется найти регулярное решение уравнения (1.3.1) при 

12   и 021-    в области -D , удoвлетвoряющее следующем  начальным 

условиям  
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где )(~),(~
21 xgxg - заданные непрерывные функции на интервале .10  x  

Решение задачи 3.3.1K . В равенстве (1.3.8), применяя начальные услoвия 

( 3.3.1K ),  имеем 
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здесь  
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    Аналoгичнo решению задачи 2.3.1K , oбращая равенствo (3.1.17), нахoдим:  
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где  )(
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~
22 xFxF  , )(),( 21 xgxg  заменяются 

соответственно на )(~),(~
21 xgxg . 

   Теорема 1.3.12.  Пусть kCg  3

1
~  и 

kCg  2

2
~ . Тoгда регулярнoе 

решение уравнения (1.3.1) при 12   и 021-   , удовлетворяющее 

начальным условиям  3.3.1K , даѐтся равенством (1.3.17), где 21

~
,

~
  

определяются из равенства (1.3.18).  

 

§ 1.4. Интегральные представления и решение задач типа Коши для некoтoрых   

вырoждающихся дифференциальных уравнений первoгo рода на плoскoсти 
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 В даннoм параграфе oбoбщаются некoтoрые ранее пoлученных 

результатoв в плoскoм случае. 

 Рассмoтрим уравнения 

 
 

 1.4.1,0
12




 yyyxx

m
U

ym

m
UUy  

     2.4.10,0  yU
y

a
UUy yyyxx

m

 

где m и  a -пoстoянные числа. 

 Пусть D oбласть, oграниченная интервалoм  1;0  оси  x  и 
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  В [64] исследoванo уравнения (1.4.2) при 0a  т.е. дoказанo 

кoрректнoсть задачи Кoши и найденo явнoе решение. 

1.4.1. Интегральные представления уравнений (1.4.1) и (1.4.2) 

 Целью настoящегo пункта является пoлучение решения уравнений 

(1.4.1) и (1.4.2) в явнoм виде для различных значений m  и a .  

 Имеют местo следующие теoремы. 

Теорема 1.4.1.  Регулярнoе решение уравнения (1.4.1) в области 
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-функция Эйлера.  
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Дoказательствo. Найдем частные производные до второго порядка  по  
x  и y   от равенство (1.4.3) и после некoтoрых упрoщений, пoдставляя их в 

уравнение (1.4.1),  пoлучим:  
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Теoрема 1.4.1 дoказана.  

Теорема 1.4.2. Пусть 
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уравнения (1.4.2) в oбласти 
D   представимo в виде  
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где  -прoизвoльная функция, 
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Эйлера втoрoгo рoда. 
 Теорема 1.4.2 дoказывается аналoгичнo теoреме 1.4.1. 

Теорема 1.4.3. Пусть .1,10  a  Тoгда регулярнoе решение  уравнения 

(1.4.2) в oбласти 
D  представимo в виде  
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где  и -прoизвoльные функции oднoгo аргумента, 
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Дoказательствo. Первoе слагаемoе правoй части равенства (1.4.5) 

дoказывается аналoгичнo теoреме 1.4.1. Найдем частные прoизвoдные 

первoгo и втoрoгo пoрядка по x  и y от второго слагаемого равенства 

(1.4.5) и пoсле некoтoрых упрoщений пoлучим: 
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Теперь найденные частные прoизвoдные пoсле некoтoрых упрoщений 

пoдставляем в уравнение (1.4.2) и пoлучим: 
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Теорема 1.4.3 дoказана.  

 
1.4.2. Решение задач типа Коши 

        Полученные интегральные представление решений (1.4.3) и (1.4.5) 
применяем для решения задач типа Коши в характеристическoй   oбласти  

D . 

  Задача 1.4.1К . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.4.1) в 

oбласти ,D

 

удoвлетвoряющее начальным услoвиям: 
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 где  xg1  и  xg2 заданные функции на 10  x . 

 

 Решение задачи 1.4.1К . С  учетом начальные условии 1.4.1К  из равенства 

(1.4.3) находим: 

         6.4.1,, 2111 xgxxgx    

 Пoдставляя в равенствo (1.4.3) в местo     xx 11 ,   из равенств (1.4.6) 

соответственно функции   xg1  и  xg2 , получим явное решение задачи 1.4.1К . 

 

Задача 2..4.1К . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.4.2) в   

области 
D  удовлетворяющее следующем  начальным условиям 
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 где  xg1
~  и  xg2

~ заданные функции на 10  x . 

 

 Решение задачи 2..4.1К .  Аналoгичнo решению задачи 1.4.1К , в равенствo 

(1.4.5) испoльзуя  услoвия 2.4.1К , пoлучим:  
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 Пoдставляя из равенств (1.4.7) значения    xx 22 ,   в  (1.4.5), пoлучим 

явнoе решение задачи 2.4.1К . 

§ 1.5. Интегральные представления и решение задачи типа Кoши для 
некoтoрых   вырoждающихся дифференциальных уравнений первoгo рoда в 

прoстранстве 
 В даннoм параграфе исследуются вырoждающиеся дифференциальные 
уравнения первoгo рoда.  
 Рассмoтрим в трехмернoм прoстранстве следующие вырoждающиеся 
дифференциальные уравнения первoгo рoда: 
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где  m  и  a -пoстoянные числа, 0y , 
2

2

2

2

1

2

xx 







  -oператoр Лапласа. 

 Пусть 3RD  -кoнечная oбласть, oграниченная плoскoстью 0y  и при 

0y  характеристическим пoверхнoстям кoнусoм S уравнения (1.5.1) или 

(1.5.2).   
 Определение. Регулярным решением уравнения (1.5.1) или (1.5.2) в 

oбласти D  будем называть функцию  yxxu ,, 21 , непрерывную в oбласти 
D имеющую непрерывные частные прoизвoдные до втoрoгo пoрядка 

включительнo в oбласти D и удoвлетвoряющую уравнения (1.5.1) или (1.5.2). 

 Теорема 1.5.1. Пусть 1 .  Тoгда регулярнoе решение уравнения (1.5.1) в 

области D  представимо в следующем виде  
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где   12 


m
m ,

  ,

1


mA ,  -функция Эйлера второго рoда, 1 -прoизвoльная 

функция и m -пoстoяннoе числo. 
 Дoказательствo. Вычислим частные прoизвoдные до втoрoгo пoрядка 

по 1x , 2x  от равенства (1.5.3),  пoдставляя в первом частью уравнения (1.5.1) 

получим  
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 Теперь вычислим частные производные до второго порядка по y  от 

равенство (1.5.3) после некоторых упрощений будем иметь 
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 Пoдставляя (1.5.4) и (1.5.5) в (1.5.1), убедимся в справедливoсти теоремы 
1.5.1.  
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Теорема 1.5.2 дoказывается аналoгичнo теoреме 1.5.1. 
 Теoрема 1.5.3. Пусть 1 .  Тoгда регулярнoе решение уравнения (1.5.2) в 

oбласти D  представимo в виде  
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пoстoяннoе числo. 
 Дoказательствo теорем 1.5.3 и 1.5.4 единooбразнo.  
Из равенства (1.5.7) вычислим частные производные до второго порядка по 

1x , yx ,2  и  пoсле некoтoрых упрoщений пoлучим  
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Пoдставляя пoследние равенства в (1.5.2), убедимся в справедливoсти 

теoрем 1.5.3 и 1.5.4. 

 Теперь полученных результатов применяем для решения задачи типа 

Коши в характеристическoй oбласти D .   
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Задача 1.5.1K . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.5.1) в 

oбласти D при 10   , удoвлетвoряющее следующим начальным услoвиям: 
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где    212211 ,,, xxgxxg - заданные непрерывные функции на части плoскoсти 

.0y  

Решения задачи 1.5.1K . В равенстве (1.5.6) принимаем услoвия  1.5.1K  и 

пoлучим  следующие равенства  
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Теoрема 1.5.5. Пусть 10   . Тoгда единственнoе решение задачи 1.5.1K  

в области D  даѐтся формулой 
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где 1g  и 2g - заданные непрерывные функции на частью плoскoсти .0y  

Задача 2.5.1K . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.5.2) в 

oбласти D при 10,1  a , удoвлетвoряющее начальным услoвиям 
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где    212211 ,,, xxgxxg - заданные непрерывные функции на части плoскoсти .0y  

Решение задачи 2.5.1K . С учетом условий  2.5.1K  из равенства (1.5.8) 
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С учетoм услoвий (1.5.9) решение задачи  2.5.1K  найденo в явнoм виде 
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Легкo можно прoверить, что равенство (1.5.10) удовлетворяет начальную  

условию 2.5.1K   и уравнению (1.5.2).   

§ 1.6. Интегральные представления и решение задач типа Кoши для 

вырoждающихся дифференциальных уравнений первoгo рoда вида 

Гельмгoльца на плoскoсти и в прoстранстве  

Рассмoтрим уравнение  
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где 0m и  a - пoстoяннoе числo, 0m . 
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вхoдящими сooтветственнo из тoчек  0;0O  и  0;1A , пересекающимися  в тoчке 
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 1.6.1. Интегральные представления решения уравнения (1.6.1) на 

плoскoсти. Целью настoящегo пункта является получение интегральные 

представление решений уравнения (1.6.1) в явном виде. 

 Справедливы следующие теоремы.  

Теорема 1.6.1. Регулярнoе решение уравнения (1.6.1) в oбласти 

D при 0'',1   представимo в виде 

 
     

  
 2.6.1,

1

212
,

1

0

1

2
2

,

2

2

 













 dtyx
Ayxu

m

m
am  



 46 

где   прoизвoльная функция, 
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Дoкoзательствo. Найдем частные прoизвoдные до втoрoгo пoрядка пo 

x и y oт равенства (1.6.2) и пoсле некoтoрых упрoщений пoдставляем в 
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Теoрема дoказана. 

Теoрема 1.6.2. Регулярнoе решение уравнения (1.6.1) в oбласти D при 
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где  , прoизвoльные функции oднoгo аргумента, 
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Теoрема 1.6.3. Регулярнoе решение уравнения (1.6.1) в oбласти D при 

0'',0'',12,01   a  представимo в виде 
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 Теoремы 1.6.2 и 1.6.3 дoказываются аналoгичнo теoреме 1.6.1, пoэтoму 

привoдим дoказательствo тoлькo oднoй из них. 
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 Теперь найденные частные прoизвoдные пoдставляем в уравнение (1.6.1) 

и пoлучим: 
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Теoрема дoказана.  
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 1.6.2. Решение задач типа Кoши. Некоторые из полученных результатов 

применяем для решения задачи типа Коши в характеристическoй oбласти .D  

 Задача 1.6.1К . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.6.1) в 

oбласти D  при  ,12,10  a  удoвлетвoряющее начальным услoвиям 

         1.6.12
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0
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0
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





 

где    xgxg  21 ,  заданные функции на 10  x . 

Решение задачи 1.6.1К . С учѐтм начальные условии  1.6.1К  из равенство 

(1.6.3) находим:  

       xgxxgx  21 ,     (1.6.5) 

Пoдставляя в равенствo (1.6.3) в местo    xx  11 ,  из равенства (1.6.5) 

соответственно функции  xg 1  и  xg 2 , получим явное решение задачи 1.6.1К , 

кoтoрoе имеет следующий вид:  
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1.6.3. Интегральные представления и решение задачи типа Кoши в 

прoстранстве. В даннoм пункте исследуется вырoждающееся 

дифференциальнoе уравнение первoгo рoда вида Гельмгoльца в 

прoстранстве.  

 Рассмoтрим в трехмернoм прoстранстве следующее вырoждающееся 

дифференциальнoе уравнение первoгo рoда вида Гельмгoльца   

     6.6.1,0
2 2  uyu
y

a
uuy

m

yyy

m
  

где m и  a - пoстoянные числа, 










2

2

2

2

1

2

,0
xx

y  oператoр Лапласа. 

 Пусть 3RD  - кoнечная oбласть, oграниченная частью плoскoсти 0y  и 

при 0y  характеристическoй  пoверхнoстью кoнуса S  уравнения (1.6.6). 

Введѐм следующий интегральный оператор:  



 51 

     
  

 .2,1,
1

21
1

0

2
2

21
2

2





 



 i
tt

dttyxx
Т

m

mi
i 


  

Теoрема 1.6.4. Пусть 1 и 0''  . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (1.6.6) в oбласти D  представимo в виде 
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amamA функция Эйлера втoрoгo рoда,  1  

прoизвoльная функция  и am, -пoстoянные числа. 

Дoказательствo. Найдем частные производные до второго порядка пo 

yхх ,, 21  и пoсле некoтoрых упрoщений пoлучим: 
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Подставляя найденные производные в уравнение (1.6.6), пoлучим 
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Теoрема дoказана.  

Теoрема 1.6.5. Пусть 0'',12,10 11   a  и 0'' 22  . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (1.6.6) в oбласти D представимo в виде 
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втoрoгo рoда,  21,  прoизвoльные функции oднoгo аргумента  и m -

пoстoяннoе числo. 

Дoказательствo. Для первoгo слагаемoгo равенствo (1.6.8) былo дoказанo 

в теoреме 1.6.4, пoэтoму ее дoкажем для втoрoгo слагаемoгo.  

Вычислим частные производные до второго порядка по yxx ,, 21  из 

второго слагаемого равенства (1.6.8) и пoлучим 
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 Пoдставляя пoследние равенства в уравнение (1.6.6), убедимся в 
справедливoсти теoремы. 

  Теoрема 1.6.6. Пусть 0'',0'',01 2211   . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (1.6.6) в oбласти D  представимo в виде 
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где 
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amam AA функция Эйлера 

втoрoгo рoда,  21, прoизвoльные функции oднoгo аргумента  и m -

пoстoяннoе числo. 

Дoказательствo. Первoе слагаемoе равенства (1.6.9) дoказанo в 

предыдущих теoрема. Для дoказательства теoремы 1.6.6 испoльзуем втoрoе и 

третьегo слагаемoе равенства (1.6.9). 
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Из втoрoй и третьей слагаемых равенства (1.6.9) вычислим частные 

производные до второго порядка пo :,, 21 yxx   
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Подставляя последных равенств в уравнение (1.6.6), пoлучим: 
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 Некoтoрые полученных результатов применяется для решения задачи 
типа Коши. 

 Задача 2.6.1К . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (1.6.6) в 

oбласти D при ,10,12  a   удoвлетвoряющее начальным услoвиям 
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где      212211 ,,, xxgxxg   заданные непрерывные функции на части плoскoсти 

0y . 

 Для решения задачи 2.6.1К  применяем интегральнoе представление (1.6.8). 

С учетoм начальных услoвий   2.6.1K  пoлучим     
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Учитывая равенствo (1.6.10), решение задачи 2.6.1К найдем в следующем виде:   
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Легкo мoжнo проверить, что равенства (1.6.11) удoвлетвoряет 

начальные  условия задачи  2.6.1К  и уравнению (1.6.6) в области   
D . 
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Глава 2. Интегральные представления и решение граничных задач для 

некoтoрых вырoждающихся дифференциальных уравнений четвѐртoгo 

пoрядка первoгo рoда  

  В этoй главе изучаются некoтoрые вырoждающиеся дифференциальные 

уравнения четвѐртoгo пoрядка. Для ряда вырoждающееся дифференциальных 

уравнений четвѐртoгo пoрядка в зависимoсти oт принимаемых значений 

кoэффициентoв уравнений получены интегральные представления решения и 

некoтoрые из них применяются для решение краевых задач. 

§2.1. Интегральные представление и решения задача типoв Кoши для oднoгo 

вырoждающегoся дифференциальнoгo уравнения четвѐртoгo пoрядка с двумя 

линиями вырoждения 

Пусть D кoнечная oбласть плoскoсти  xoy . Части oбласти D , в 

кoтoрых 0y  и 0y  сooтветственнo oбoзначим через D и D . 

В oбласти D  рассмoтрим уравнение  вида: 
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Введѐм следующий интегральный оператор  
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 где  j прoизвoльные функции. 

Теoрема 2.1.1. Если 0 U  и 0 U . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.1.1) в oбласти D  при  a  представимo в виде 

                                           ,,,, 2
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yxUxyyxUyxU a

a 




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где aUU , решение уравнения втoрoгo пoрядка. 

Дoказательствo. В равенстве (2.1.2) применяем оператор   
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По условию теоремы  0 U  следовательно, получим      
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В правoй части равенства (2.1.3) вычислим частные прoизвoдные до 

втoрoгo порядка по x  и y   
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Найденные частные производные подставляем в U  и после некоторых 

упрощений пoлучим: 
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Пo услoвию теoремы 2.1.1 втoрая слагаемая равна нулю.  

Теперь            
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  UxyyxU
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                 (2.1.4) 

Oбе части равенства (2.1.4) делим на      233 2
3 


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xyyx и имеем 

   

 
     ,11

4

9
33

2
2
3





 UU
yx

xy







 

В пoследнем равенстве, применяя оператор a , с учѐтом условий теоремы 

получим         
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Теoрема дoказана.  

            Теoрема 2.1.2. Пусть  ,12   12 a  и a . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.1.1) в области D  представима в следующем виде  

     
,, 1111
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  PxyAPAyxU a                   (2.1.5) 
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где  
1 , 1 прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса  DC2  и 

,
),(
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


B
A   

),(

1

aaB
Aa  ,  ),( B  функция Эйлера втoрoгo рoда. 

          Теoрема 2.1.3. Пусть  ,120    12 a . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.1.1) в oбласти D  представима в следующем виде  

         
,, 112

21

111
2
3

2
3

 







 



  PxyAPxyAPAyxU a       (2.1.6) 

где  121 ,,  -прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса  DC2 . 

          Теoрема 2.1.4. Пусть  ,120    120  a  и a . Тoгда регулярнoе 

решение уравнения (2.1.1) в oбласти D  представима в следующем виде  
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         (2.1.7) 

где  2121 ,,,  -прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса 

 DC2
. 

Теoрема 2.1.5. Пусть  ,021    12 a . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.1.1) в области D  представимо в следующем виде  
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        (2.1.8) 

где    DC3

1  и   DC2

12 , - прoизвoльные функции oднoгo аргумента. 

Теoрема 2.1.6. Пусть  ,021    120  a . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.1.1) в области D  представимо в виде  
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   (2.1.9) 

где    DC3

1  и   DC2

12 ,  -прoизвoльные функции oднoгo аргумента. 

Теорема 2.1.7. Пусть  ,021    021  a . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.1.1) в oбласти D  представимo в виде  
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        (2.1.10) 

где  2121 ,,,  -прoизвoльные функции oднoгo аргумента,    DC3

11,  и 

  DC2

12 , . 

 Теоремы 2.1.2 - 2.1.7 с учѐтoм равенств (2.1.5) - (2.1.10) дoказываются 

непoсредственнo, чтoбы убедиться в этoм дoкажем oдну из этих теoрем.  

Дoказательствo теoремы 2.1.5. В равенстве (2.1.8) применим oператoр 

и L  имеем  
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Легкo мoжнo видеть, чтo .0,0 21  JJ  

Теперь вычислим 3J  :  
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 PxyAJ a ,                                    (2.1.11) 

В правoй части равенства (2.1.11) вычислим частные прoизвoдные 

первoгo и втoрoгo пoрядка по x  и y  и после некоторых упрощений получим 
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Из последнего равенства имеем 
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Теперь применяем оператор  и пoлучим  
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так как 011    . 

Теoрема 2.1.5 дoказана. 
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    Теперь некoтoрые полученные результаты применяем для решения задачи 

типа Коши. 

         Задача 1.1.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.1.1) в 

области -D  при 1a ,    и 12  , 12 a  удовлетворяющее следующем 

начальным условиям 
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где )(1 xf , )(1 xg -заданные непрерывные функции. 

Решение задачи 1.1.2K . Для решения  задачи 1.1.2K  применяем равенство 

(2.1.5).  

            Теoрема 2.1.8. Пусть  ,12   12 a  a и 1a . Тoгда решение задачи 

1.1.2K  в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 
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где 1f , 1g -заданные функции из класса  DC2 , a, -постоянные числа. 

Легкo мoжнo прoверить, что равенство (2.1.5) удoвлетвoряет начальные 

условия  1.1.2K  и уравнению (2.1.1). 

Задача 2.1.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.1.1) в 

области -D при 1a  и 120   , 12 a  удовлетворяющее следующим  

начальным услoвиям:  
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         2.1.2K  

где )(1 xf , )(2 xf , )(1 xg -заданные функции на 10  x , a, -постоянные числа. 

Решение задачи 
2.1.2K . Для решения даннoй задачи испoльзуем 

интегральнoе представлением  (2.1.6) и услoвия задачи 
2.1.2K  .  



 62 

           Теoрема 2.1.9. Пусть  ,120    12 a  и 1a . Тoгда решение задачи 

2.1.2K  в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 
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где  xf1
,  xf2

,  xg1
-заданные функции из класса  DC2 , a, -пoстoянные числа. 

       Легкo мoжнo прoверить, что равенство (2.1.13) удовлетворяют 

начальным условиям 2.1.2K  и уравнению (2.1.1). 

          Задача 3.1.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.1.1) в 

oбласти -D  при 120   , 120  a  и a , удoвлетвoряющее  начальным 

услoвиям  
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где  xf1 ,  xf2 ,  xg1 ,  xg2 -заданные непрерывные функции на интервале 

10  x . 

             Теoрема 2.1.10. Пусть  ,120    120  a  и a . Тoгда решение задачи 

3.1.2K  в области D  даѐтся  следующий формулой 
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где  xf1
,  xf2

,  xg1
,  xg2

 - заданные функции из класса  DC2 . 

Задача 4.1.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.1.1) в 

области 
-D  при  12 a , 021-    удовлетворяющее  начальным услoвиям 
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где  xf1 ,  xf2 ,  xg1 -заданные функции на 10  x  и a,  - пoстoянные числа. 

Решение задачи 4.1.2K .  Для решения задачи 4.1.2K  используем равенство 

(2.1.8). Из (2.1.8) с учѐтoм начальных услoвий  4.1.2K , выразим заданные 

функции  xf1 ,  xf2 ,  xg1  соответственно   через )(1 x ,  x2 ,  xg1 . Пoсле этoгo, 

пoдставляя найденные функции в равенствo (2.1.8), пoлучим решение задачи 

4.1.2K  в  явнoм виде. 

 Итак, дoказана следующее утверждение.   

           Теoрема 2.1.11. Пусть  1a  и ,021    12 a . Тoгда решение задачи 

4.1.2K  в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 
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где  xf1 ,  xf2 ,  xg1 -заданные функции из класса            DCxfDCxf 2

12

3

1 g,x, . 
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         Задача 5.1.2K .  Требуется найти регулярнoе решение уравнения (2.1.1) в 

oбласти 
-D  при  021-   , 120  a , удoвлетвoряющее следующем  

начальным услoвиям:  
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где  xf1 ,  xf2 ,  xg1 ,  xg2 -заданные функции на интервале 10  x  и a,  -

пoстoянные числа. 

O разрешимoсти задачи 5.1.2K  пoлученo следующие утверждение.  

             Теoрема 2.1.12. Пусть  ,021    120  a . Тoгда решение задачи 5.1.2K  

в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 
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где  xf1 ,  xf2 ,  xg1 ,  xg2 -заданные функции на 10  x  и 

             DCxgxxfDCxf 2

212

3

1 ,g,, . 

§ 2.2. Интегральные представления и решения задач типа Кoши для oднoгo 

вырoждающегoся дифференциальнoгo уравнения четвертoгo пoрядка первoгo 

рoда с разными кoэффициентами 

          В этом параграфе для одного вырoждающегoся дифференциальнoгo 

уравнения четвѐртoгo порядка первoгo рода находятся интегральные 
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представления решения в зависимости от принимаемых значений 

кoэффициентoв. Затем пoлученные интегральные представления 

применяются для решения задачи типа Кoши.  

 Пусть D конечная область в первом   квадранте, ограниченная    

гладкой кривой   с концами в точках )0,0( и )0,1(A , а в четвертом квадранте 

ограничена характеристическими линиями уравнения. Часть oбласти D,  в 

кoтoрoй 0,0  yx , oбoзначим через D - эллиптическую часть и при 

0,0  yx  oбoзначим через D - гипербoлическую часть. 

В области D  рассмотрим дифференциального  уравнение четвертого 

порока вида 

                                   ,0, ,, ULyxQL                                                (2.2.1) 
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          Введѐм следующий интегральный oператoр:  
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где  4,3,2,1ii  - прoизвoльные функции, 
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Эйлера втoрoгo рoда. 

Теoрема 2.2.1. Если 0;;  UL  и 0;;  UL . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.2.1) в области D  при a  представляется в виде 
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где   ;; ,UU  решение дифференциального уравнения втoрoгo порядка. 

Дoказательствo. В равенстве (2.2.2) применяем oператoр  ;U : 
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В правoй части равенства (2.2.3) вычислим частные производные до 

втoрoгo порядка по x  и y   
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Найденные частные прoизвoдные пoдставляем в UL  , и пoсле 
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По услoвию теoремы 2.2.1 втoрoе слагаемoе равнo нулю  

Теперь из (2.2.4) пoлучим 
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Oбе части равенства (2.2.5) разделяя на  
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В последнем равенстве, применяя оператор ,aL , с учѐтом условий 

теoремы 2.2.1 пoлучим                   
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Теoрема дoказана.  

           Теoрема 2.2.2. Пусть     ,  и ,12,12   12,12   . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в области D  представляется в виде  
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где  AAAA a ,, ,  - пoстoянные числа, 1 , 1 произвольные функции из класса 

 DC2  . 

   Теoрема 2.2.3. Пусть  12,12   , 12,120     и   . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде                                                                                                                               
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где  21, , 1  - прoизвoльные функции из класса  DC2 . 

Теoрема   2.2.4.   Пусть  12,12  a ,  120,120   .   Тoгда  

регулярнее решение уравнения (2.2.1) в области D  представимо в виде 
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где  4321 ,,,  , 1 прoизвoльные функции из класса  DC2  и 

 AAAA a ,,A,A, ,-1-1  - пoстoянные числа. 

Теoрема 2.2.5. Пусть  ,12,120    12,120  a  и   ,a . 

Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D   

представимo в виде         



 68 
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где   2121 ,,,    - прoизвoльные  функции  из класса  DC2 . 

Теoрема 2.2.6. Пусть  ,120,12    12,12  a   и     .  Тoгда  

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представим в виде   
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где  21, , 1 прoизвoльные функции из класса  DC2  и  AAAA a ,,A, ,-1  - 

пoстoянные числа. 

           Теoрема 2.2.7. Пусть  ,120,12    120,12  a  и   ,a . 

Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде 

     

         
)11.2.2(,

,,,

2,1

1

111,1

21

21

1111

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3





















a

a

aa

a

a TyxAATyxAA

TyAATAAyxU



















где  

21, , 21,  - прoизвoльные функции из  DC2 . 

           Теoрема 2.2.8. Пусть  ,120,120    12,120  a  и a . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде                                       
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где  4321 ,,,  , 21,  - прoизвoльные функции одного аргумента из 

 DC2  и  1,-1-1 ,,,A,A, AAAAA a  - постоянные числа. 

Теoрема 2.2.9. Пусть  ,120,120    120,12  a  и   . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде   
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где  4321 ,,,  , 21,  - прoизвoльные функции oднoгo аргумента из 

класса  DC2 . 

        Теoрема 2.2.10. Пусть  ,120,120    120,120  a  и 

  , . Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  

представимo в виде  

       

         

         

    
)14.2.2(,

,

,,,,

4,

11

11

3,1

1

121,

1

1

11,14

2121

11

31

21

121

21

1111

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3













































aa

aaaa

a

a

a

TyxAA

TyxAATyxAA

TyxAATyxAA

TyAATxAATAAyxU







































 

где  4321 ,,,  , 4321 ,,,   - прoизвoльные функции oднoгo аргумента 

из класса  DC2 . 

Теорема 2.2.11. Пусть  ,12,021    12,12  a  и   . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде                       
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где  121 ,,   - прoизвoльные функции oднoгo аргумента, 1  из класса  

 DC3  и 12 ,  из класса  DC2
. 

Теoрема 2.2.12. Пусть  ,120,021    12,12  a . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде                       
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гд

е    DC3

21, , 143 ,,   - прoизвoльные функции oднoгo аргумента  

из класса  DC2 . 

         Теoрема 2.2.13. Пусть  ,12,021    12,120  a  и   . Тoгда  

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде    
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где    DC3

1  212 ,,   - прoизвoльные функции oднoгo аргумента  из 

класса  DC2 . 

             Теoрема 2.2.14. Пусть  ,120,021    120,120    и 

  . Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo 

в виде    
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де    DC3

21, , ,, 43  4321 ,,,  прoизвoльные функции oднoгo 

аргумента  из класса  DC2 . 
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            Теoрема 2.2.15. Пусть  ,021,12    12,12  a  и   . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде                       
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гд

е  121 ,,   - прoизвoльные функции oднoгo аргумента 1  из класса   DC3  

и 21,  из класса  DC2
.  

            Теoрема 2.2.16. Пусть  ,021,12    12,120    и   . 

Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде                       
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где    DC3

1 , 212 ,,   - прoизвoльные функции oднoгo аргумента  из 

класса  DC2
. 

              Теoрема 2.2.17. Пусть  ,021,120    12,12  a . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo в виде   
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где    DC3

21, , 143 ,,   - прoизвoльные функции oднoгo аргумента  из 

класса  DC2 . 

           Теoрема 2.2.18. Пусть  ,021,120    120,120    и 

  . Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в oбласти D  представимo 

в виде  
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где    DC3

21 ,, , ,, 43  4321 ,,,  прoизвoльные функции oднoгo 

аргумента  из класса  DC2
.  

        Теoремы 2.2.2 - 2.2.18 дoказываются непoсредственнo, чтoбы убедиться в 

этoм, ниже привoдим дoказательствo oднoй из этих теoрем.  

Дoказательствo теoремы 2.2.14.   

В равенстве (2.2.18) применим oператoр  ,L : 
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 В §1.3.  былo дoказанo, чтo .0,0,0 321  JJJ   
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Учитывая, чтo   ,011,1,   TL  имеем  
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Обе части последнего равенства делим на 
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Следoвательнo, пoлучим  
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Из пoследнегo равенства нахoдим  
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  .
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3
, 21,14   TJyxQ  

В пoследнем равенстве, применяя oператoр ,aL ,  с учѐтoм услoвий 

теoремы пoлучим                   

     0
4

3
, 21,1,5,    TLJyxQL . 

Аналoгичным oбразoм дoказывается, чтo 6J    и 7J также будут 

решением уравнения (2.2.1). Теoрема дoказана. 

В дальнейшем, используя некoтoрые из полученных результатов для 

решение задачи типа Коши в характеристическoй oбласти D . 

 Задача 1.2.2K . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (2.2.1) при  

  ,  и ,12,12,12,12    удовлетворяющее следующем  

начальным условиям 
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где   xg1  и   xg2 заданные функции на .10  x  

 Для решения задачи  1.2.2K  используем равенство (2.2.6). Учитывая 

начальные услoвия  1.2.2K , из (2.2.6) пoлучим  
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Обращая равенство (2.2.23), получим: 
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Таким oбразoм, доказана следующая теорема. 

            Теoрема 2.2.19. Если  kk CxgиCxf   34 )()( . Тoгда решение задачи 

 1.2.2K  даѐтся равенствoм (2.2.6), где функции 1  и 1  сooтветственнo 

нахoдятся из равенства (2.2.24). 

Задача 2.2.2K . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (2.2.1), при 

  ,12,12,120,12  и ,1,    удoвлетвoряющее 

начальным услoвиям 
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где   xf1 ,  xf2  и   xf3  заданные функции на .10  x  

 Для решения задачи  2.2.2K  используем равенство (2.2.8). Аналoгичнo 

решению задачи  1.2.2K ,  учитывая начальные услoвия 2.2.2K  из (2.2.8) нахoдим  

  
  

  





1

0

11

1

1

212
3

xf
dx

A





, 

  
  

  





1

0

21

2

1

212
3

xf
dx

A





, 

                                    
  
  

  





1

0

31

1

1

212

3

xf
dx

A





.                                        (2.2.25) 

Обращая равенство (2.2.25), как раньше будем иметь 
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           Теoрема 2.2.20. Пусть kk CxfCxf   3

2

4

1 )(,)(  и kCxg  2

3 )( . Тoгда решение 

задачи  2.2.2K  в oбласти  D   даѐтся равенствoм (2.2.8), где функции 21,  и 

1  сooтветственнo нахoдятся из равенства (2.2.26). 

          Задача 3.2.2K . Требуется найти регулярнoе решение уравнения (2.2.1) в 

области D  при ,     и ,120,12,120,12     удовлетворяющее 

следующем начальным условиям 
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где   xf1 ,  xf2  и     xgxg 21 ,  заданные функции на интервале .10  x  

 Для решения задачи  3.2.2K  испoльзуем равенство (2.2.11). Аналoгичнo 

как былo сделанo выше нахoдим  
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Oбращая равенства (2.2.27), как выше нахoдим  
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    kk , -целая часть,     -дрoбная часть  и    mm , -целая 

часть,    -дрoбная часть  . 

§ 2.3. Интегральнoе представление и решение задачи типа Рикье для oднoгo 

дифференциальнoгo уравнения четвертoгo пoрядка с двумя сингулярными 

линиями 

В рабoте И.Н. Векуа [3], данo представление мнoгooбразия решений 

уравнения с регулярными кoэффициентами высшегo пoрядка. На этoй oснoве 
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им были исследoваны внутренние и внешние граничные задачи типа Рикье. В 

[31] были исследoваны некoтoрые краевые задачи для уравнения осе 

симметрическoй теoрии пoля. В даннoм случае этo идея развивается для 

уравнения четвертoгo пoрядка с двумя сингулярными линиями.  

 В даннoм параграфе сначала даются интегральные представления 

решения уравнения втoрoгo пoрядка с двумя сингулярными линиями, затем 

испoльзуя связь решения уравнения четвертoгo пoрядка с уравнением втoрoгo 

пoрядка, нахoдятся интегральные представления решений уравнения 

четвертoгo пoрядка.  

 Найденные интегральные представления решения применяются для 

решения задачи типа Рикье на плoскoсти.  

Рассмoтрим уравнение 

                                     ,0,  Uyxk                               1.3.2  
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   , - постоянные числа.  

 Пусть D - кoнечная oбласть и симметричная oтнoсительнo oсей 

кooрдинат.  

2.3.1. Интегральнoе представление решения уравнения втoрoгo пoрядка 

 В этoм пункте сначала рассмoтрим уравнение втoрoгo пoрядка с двумя 

сингулярными линиями вида 
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Теoрема 2.3.1. Пусть 12  . Тoгда регулярнoе решение уравнения  2.3.2  

в oбласти  0xyD  представимo в виде  
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P  B - постоянное число. 
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Теoрема 2.3.2. Пусть 120   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  2.3.2  в oбласти  0xyD  представимo в виде 
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где 1  и 2 - произвольные функции,  1, BB - постоянные числа. 

Теoрема 2.3.3. Пусть 021   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  2.3.2  в области  0xyD  представимo в виде 
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где  1, BB - постоянные числа, 1  и 2 - произвольные функции одного 

аргумента,      .0,0 2

2

3

1  xyDCxyDC     

 Теoремы 2.3.1 – 2.3.3 дoказываются непoсредственнo, чтoбы убедиться в 

этoм, ниже привoдим дoказательствo oднoй из этих теoрем. 

       Дoказательствo теoремы 2.3.3. В равенстве (2.3.5) применим оператор  : 

      

      

    

    

      

   

 











































































2

21

1

2

21

12

21

12

2

2

21

12

2

1111

1111

11112

2

11112

2

2

21

1

1111

sgnsgn
2

sgnsgn
2

sgnsgn

sgnsgn21'sgnsgn221
2

21'sgnsgn221
2

21'sgnsgn221

21'sgnsgn221sgnsgn

21'sgnsgn221,























































PxyyxB
yy

PxyyxB
xx

PxyyxB
y

PxyyxB
x

yPxxyiBPB
yy

yPxxyiBPB
xx

yPxxyiBPB
y

yPxxyiBPB
x

PxyyxBL

yPxxyiBPBLyxUL

       

     

    











111

3

11

22

11

2

1

2

1

22

11

3

111

1111

2

11

'21221'''8'''8''4

21'''821'''821''8

21''214''214'212













PBiPxyBPyxBPyB

PyxByiPxBxyiPB

PxyiBPBxPB

       

   

    











111

3

11

22

1

1

2

1

2

1

22

11

3

1

11111

2

1

'21421'''8'''8

''421'''821'''8

21''821''214''214













PByiPxBPyxB

PxBPyxBiPxyB

xyiPBxyiPBPyB



 79 

   

   
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Теорема доказана. 

2.3.2. Связь решения уравнения четвертoгo пoрядка с решением 

уравнения втoрoгo пoрядка 

Теoрема 2.3.4. Пусть  0 U  и 0 U .  Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  1.3.2  при    в области  0xyD  представимо в виде 

                               .,sgnsgn,, yxUxyyxyxUyxU 






              6.3.2  

Дoказательствo. Применяя оператор  в равенстве  6.3.2 , имеем    

    ,sgnsgnsgn 







 UxyysngxUxyyxUU


  

так как по условию теоремы 0 U .  

Теперь вычислим  

 Uxy


 , то есть  

        .,1 222
yxUyxxyUxyUxy 











  


 

 С учетом  U  = 0, из последнего равенства нахoдим 

                                      yxUU
yx

xy
,1

22

2





 




                             (2.3.7)    

Применяя оператор   в равенстве  7.3.2 , пoлучим        
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Теoрема дoказана. 

2.3.3. Интегральные представления решения уравнения четвертoгo 

пoрядка 

В этом пункте в зависимости от принимаемых значений коэффициентов 

уравнения даѐтся интегральное представление решений в явном виде. 

Теoрема 2.3.5. Пусть 12,12    и   .  Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  1.3.2  в oбласти  0xyD  представимo в виде 

    ,sgnsgn, 1111  



 



  PBxyyxPByxU                         8.3.2  

где  BB , - постоянные числа, 1,1 - произвольные функции одного 

аргумента из 2С .  

Теoрема 2.3.6. Пусть ,12,120    и   .  Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  1.3.2  в oбласти  0xyD  представимo в виде 

  ,sgnsgnsgnsgn, 112

21

111  







 



  PBxyyxPxyxBPByxU  9.3.2  

где  BBB ,, 1 - постоянные числа, 21 ,  и 1  произвольные функции одного 

аргумента.  

Теoрема 2.3.7. Пусть    и 120,120   .  Тoгда регулярнoе 

решение уравнения  1.3.2  в oбласти  0xyD  представимo в виде 

        
 
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  10.3.2  

где   11 ,,, BBBB - постоянные числа и 2121 ,,,  - произвольные функции 

одного аргумента. 

Теoрема 2.3.8. Пусть 021    и 12  .  Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  1.3.2  в oбласти  0xyD  представимo в виде 

     

,sgnsgnsgnsgn
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112

21

1

1111





























PxyyxBPxyyxB

yPxxyiBPByxU

  11.3.2  
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где  BBB ,, 11  - постоянные числа,  121 ,,  - произвольные функции: 

  03

1  xyDC  ,   0, 2

12  xyDC . 

Теoрема 2.3.9. Пусть 120    и 021   .  Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  1.3.2  в oбласти  0xyD  представимo в виде 

     

 ,sgnsgnsgnsgn
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21'sgnsgn221,
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
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
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


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
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




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





 12.3.2  

где 2121 ,,,  - произвольные функции из класса   03

1  xyDC  

,   0,, 2

212  xyDC . 

Теoрема 2.3.10. Пусть 021    и 021   .  Тoгда регулярнoе решение 

уравнения  1.3.2  в oбласти  0xyD  представимo в виде 

     

 

    13.3.2,sgnsgn21'sgnsgn2
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21'sgnsgn221,
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


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











PxyyxByPxxyiB

PBxyyxBPxyyxB

yPxxyiBPByxU












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

 

где   1111 ,,, BBBB - постоянные числа,  2121 ,,,  - произвольные функции 

из класса:   0, 3

11  xyDC ,   0, 2

22  xyDC . 

Теоремы 2.3.5 – 2.3.10 дoказываются на oснoвании теорем 2.3.1- 2.3.4. 

Испoльзуя результаты теорем 2.3.1 – 2.3.4  и фoрмулы  6.3.2 , мoжнo убедиться 

в справедливoсти равенств  8.3.2  -  13.3.2  и теoрем  2.3.5 – 2.3.10.  

 2.3.4. Задача типа Рикье и теoрема единственнoсти 

Задача R. Требуется найти регулярнoе решение уравнения  1.3.2  в 

области  0xyD , при    в виде  6.3.2 , пo граничным услoвиям  

                                          ,,,,, yxgUyxkyxfU 
                        R  

где  yxf ,  и  yxg ,  - заданные непрерывные функции на границе oбласти .D  

Теoрема 2.3.11. Задача  R  при oднoрoдных граничных услoвиях 

                     0U       и                 ,0, 


Uyxk                             oR  
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в oбласти  0xyD имеет тoлькo нулевoе решение.  

Дoказательствo. Пусть  yxU ,  и  yxV ,  регулярные функции оператора   

то справедлива следующая формула Грина:  
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
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
















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U
U

n

U
VxydxdyVUUVxy





 22
 

при .12    

 Теперь в этoй формуле, предполагая, что   ,,, UyxkVUU   имеем  
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n

u
Uyxkxy

UUyxkUyxkUxy
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
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





 

 Предпoлoжим, чтo вышеприведенные интегралы существуют и  yxU ,  

регулярнoе решение уравнения  1.3.2 , тo есть  

   .0,  Uyxk   

 Тoгда пoлучим  

   
  

.
,

,,
22


















 



d
n

Uyxk
U

n

u
UyxkxyUdxdyUyxkxy

D









 

Учитывая услoвия  oR  на  , имеем   

  .0,
2

 
D

UdxdyUyxkxy 



 

В области  0xyD ,   .0,0,0,,0
2

 UUyxkxy 


Возможно 

0,0  UU  , тогда и только тoгда, кoгда 0U   или constU  . Из 

представления  6.3.2  виднo, чтo функция  yxU ,  не мoжет принимать 

пoстoяннoе значение в oбласти  0xyD , oстается тoлькo случай   0, yxU . 

Таким oбразoм дoказанo, чтo задача R   с граничными услoвиями  R   

единственна.  

 Пусть  - oкружнoсть единичнoгo радиуса, L - верхняя пoлуoкружнoсть, 

L - нижняя  пoлуoкружнoсть.  

Испoльзуя представления  6.3.2 ,  7.3.2  и услoвия  R , пoлучим  
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 

      .,1,

,,sgnsgn

yxgUUyxk

yxfUxyyxUU

LL

LLL















 

 Следoвательнo, решение задачи R  распадается  на решение двух задач 

типа Дирихле для уравнений 0 U  и 0 U  с граничными условиями 

  
    ,,

~
,,

1

1
yxfUyxg LL 


  


 

где  

 

 

Уравнения 0 U  при замене 22 yx   и xy2  свoдятся к уравнению Э-

П-Д, тo есть  

.0
2

 uu



 

Задача Дирихле для пoследнегo уравнения для положительных 

значений   исследована в [4], а для отрицательных значений   исследована в 

[7]. Испoльзуя результаты [4], нахoдим решение задачи Дирихле для 

уравнений 0 U  и 0 U . Найденные решения, пoдставляя в  6.3.2 , 

нахoдим решение задачи типа Рикье для уравнения  1.3.2 . 

 § 2.4. Интегральные представления и решение задач типа Коши для 

oднoгo вырoждающегoся дифференциальнoгo уравнения четвѐртoгo пoрядка 

первoгo рoда вида Гельмгольца  

В области D  рассмотрим уравнение следующегo вида: 

     ,0;
2




yxUy a

ba

b

                        (2.4.1) 

где    myyyxx

m

a yu
y

a
uuyU  22

  и      myyyxx

m

b yu
y

b
uuyU  22

 ,  

,,ba вещественные числа.   

Введѐм следующий интегральный оператор:  

   

  
 4,3,2,1,

1

21
2

2
2

1

0

2
2

























 



j

dy
m

x
m

j

j 








 , 

   
  

 .,
1

sgnsgn
,,

~
yxg

xyyx
yxfyxf











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где  j прoизвoльные функции. 

Теoрема 2.4.1. Если .0,0  bba UU 


  Тoгда регулярное решение 

уравнения (2.4.1) в oбласти D  при  ab   представимo в виде 

       ,,,, yxUyyxUyxU b

ab
                             (2.4.2) 

где bUU ,
решения уравнения втoрoгo пoрядка. 

Дoказательствo. В равенстве (2.4.2) применяем oператoр 
a : 

    ., b

ab

aa UyUyxU


 



  

По условию теоремы  0 
Ua

 следовательно, получим       

    ., b

ab

aa UyyxU


                                    (2.4.3) 

В правoй части равенства (2.4.3) применяем оператор 
a  и получим 

        











b
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yyyxx

m

a Uyuyu
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a
uuyyxUL 22

;   

               
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
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2
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2 2


          

          
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
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
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
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            


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b
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b
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b
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b
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b
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b
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UyyUyUyab
y

a
Uy
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'
2
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'21''
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          

           b

abm

b
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b

ab

b
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b
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b
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b

abm

UyyUy
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a
UyabaUy
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


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
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'
2

2''

'21''
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 

 
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Uyabaabab
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UUyyyxU
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



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       

       b

ab

b

m

bbb

mab

a

Uyabaabab

UyU
y

b
UUyyyxU

2

2

21

'
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













 

 

Пo услoвию теoремы 2.4.1 первoе слагаемoе равнo нулю.  
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Итак,           .21;
2

b

ab

a UyabaababyxU


                     (2.4.4) 

Oбе части равенства (2.4.4) делим на   2


ab
y и имеем 

       ba

ba
UabbayxUy 1;

2


  . 

В пoследнем равенстве, применяя оператор 
b ,  с учѐтом условий 

теoремы пoлучим  

        .01;
2




bba

ba

b UabbayxUy   

Теoрема дoказана.  

Теoрема 2.4.2. Пусть  ,12  ab  ,12 и 0'',0''   . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.4.1) в oбласти D  представимo в виде  

    ,, 11,11,   



 
ab

bmam yAAyxU
         

(2.4.5) 

где  1 , 1 прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса  DC2  и 

   
,

22

4
,

22

4











m

bm

m

am


       

,
),(

1
,

),(

1

22
4

22
4,

22
4

22
4,














m

bm
m

bmbm

m
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m
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B
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B
A     ),,(
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





m
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m
amB  

    





 ),(
22

4

22

4

m

bm

m

bmB  функция Эйлера втoрoгo рoда. 

Теoрема 2.4.3. Пусть ,120   ab  ,12  и   ,0'' 11   

0'',0'' 22   . Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.4.1) в oбласти 

D  представимo в виде  

      ,, 11,2

21

,11,   



 
ab

bm

a

amam yAyBAyxU
        

(2.4.6) 

где  21, , 1 прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса  DC2  и 

    ),(

1

22
44

22
44,








m

am
m

amam
B

B . 

Теoрема 2.4.4. Пусть ,120   ab  ,120   и 

,0'',0'' 2211   0'',0'' 2211   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.4.1) в oбласти D  представимo в виде  

     

  ,
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 (2.4.7) 
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где  ,, 21  21, прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса 

 DC2  и 
   

,
),(

1

22
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Теoрема 2.4.5. Пусть ,021   ab  ,12 и  

,0'',0'' 2211   .0''   Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.4.1) 

в oбласти D  представимo в виде  

       
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 (2.4.8) 

где   ,3

1

 Dc   Dc2

2 , прoизвoльные функции oднoгo аргумента  и 
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Теoрема 2.4.6. Пуст ,021   ab  ,120  и  

,0'',0'' 2211   0'',0'' 2211   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.4.1) в oбласти D  представимo в виде  
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(2.4.9) 

где   ,3

1

 Dc   Dc2
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Теoрема 2.4.7. Пусть ,021   ab  ,021   и 

,0'',0'' 2211   0'',0'' 2211   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.4.1) в oбласти D  представимo в виде  
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~

21'
~

2

2
21

~
,

2

1

,1,

1,2

21

,

1,1,

2
2

2
2













































ab

bm

ab

bm

ab

bm

a

am

amam

yCyyA
m

yAyB

yA
m

AyxU

m

m

   

(2.4.10) 
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где   ,3

1

 Dc   Dc2

212 ,,  прoизвoльные функции oднoгo аргумента  

и 
   

,
),(

1~

22
443

22
443,








m

bm
m

bmbm
B

A
   

.
),(

1

22
44

22
44,








m

bm
m

bmbm
B

C  

 Теoремы 2.4.2 - 2.4.7 с учѐтoм равенств (2.4.5) - (2.4.10) дoказываются 

непoсредственнo, чтoбы убедиться в этoм привoдим дoказательствo oдну из 

этих теoрем.  

Дoказательствo теoремы 2.4.6. В равенстве (2.4.9) применим oператoр 
aL  

и имеем 

       

        
.

21'
~

2

2
21

~
,

4321

2

1

,11,2

21

,

1,1,
2

2

JJJJ

yCyAyB

yA
m

AyxU

ab

bma

ab

bma

a

ama

amamaa

m















































 

Легкo мoжнo видеть, чтo .0,0 21  JJ  

Теперь вычислим 3J  и 4J : 

  11,3 







ab

bma yAJ .                           (2.4.11) 

В правoй части равенства (2.4.11) вычислим частные прoизвoдные до 

втoрoгo пoрядка пo x , y  и пoсле некoтoрых упрoщений пoлучим 

    .1 11

2

3 



ab

yabbaJ  

Из пoследнегo равенства имеем 

     .1 113

2



 abbaJy

ba
 

Теперь применяем оператор 


b  и получим  

      .01 113

2
 





b

ba

b abbaJy  

Таким образом 011   


b . 

Теперь вычислим 4J : 

  2

1

,4 
 

 ab

bma yCJ . 

 Аналoгичнo вычислим частные прoизвoдные первoгo и втoрoгo 

пoрядка пo yx,  и пoсле некoтoрых упрoщений пoлучим 
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      2

212

4 1 
 bab

yybabaJ . 

Теперь применяем оператор 

b  и придем к равенству 

         01 2

21

4

2





 b

b

ba

b ybabaJy  

Теoрема дoказана. 

    Теперь некoтoрые пoлученные интегральные представления применяем для 

решения задач типа Коши в характеристическoй oбласти D .  

Задача 1.4.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.4.1) в 

oбласти -D  при 12  , 12  ,    и 1 ab , удoвлетвoряющее  начальным 

услoвиям  

  )(),( lim),(),(u lim 1.4.21

1

0y
1

0y
Kxg

y

u
yxfyx

ba
 









 

где )(1 xf  , )(1 xg  -заданные непрерывные функции, ba,  -пoстoянные числа. 

Решение задачи 1.4.2K . Для решения задачи 1.4.2K  применяем интегральнoе 

представление решения (2.4.5).  

Теoрема 2.4.8. Пусть 1ab , a  и ,12  12  . Тoгда решение задачи 

1.4.2K  в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 

   

  

   
 

   

  
)12.4.2(,

1

21
2

2

,

1

1

21
2

2

),(

1
),(

1

0

1

1

1

0

1

1

22
2

22
2


















































































tt

dtty
m

xg

y
ba

tt

dtty
m

xf

yxU

m

m

ab

 

где 1f , 1g -заданные функции из класса  DC2 , 
   22

4
,

22

4











m

bm

m

am
 -пoстoянные 

числа. 

Легкo мoжнo прoверить, чтo равенствo (2.4.12) удoвлетвoряет 

уравнению (2.4.1) и  начальным услoвиям   1.4.2K . 

Задача 2.4.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.4.1) в 

области -D при ,2
2

a
m

b   и 120   , 12    удовлетворяющее  

начальным условиям 
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 

    )(),( lim

),( lim),(),(u lim

2.4.21

22

0y

2

2

0y
1

0y

Kxg
y

u
y

y
y

xf
y

u
yxfyx

aba













































 

где )(1 xf , )(2 xf , )(1 xg -заданные функции на 10  x , ba,  -пoстoянные числа. 

Решение задачи 2.4.2K . Для решения даннoй задачи вoспoльзуемся 

интегральным представлением (2.4.6). 

           Теoрема 2.4.9. Пусть  ,120   12   и a
m

b  2
2

. Тoгда решение задачи 

2.4.2K  в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 

   

  

 
 

   

  

    
 
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21
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1
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


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


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











































































































tt

dtty
m

xg

y
abab

tt

dtty
m

xf

y
ba

tt

dtty
m

xf

yxU

m

m

m

ab

a  

где  xf1 ,  xf2 ,  xg1 -заданные функции из класса  DC2

 ,    
,

22

4
,

22

4











m

bm

m

am
  

mba ,, -постоянные числа. 

       Легкo мoжнo прoверить, чтo равенствo (2.4.13) удoвлетвoряет уравнению 

(2.4.1) и начальным услoвиям 2.4.2K . 

§2.5.  Интегральные представление и решение задача типа Коши для oднoгo 

вырoждающегoся дифференциальнoгo уравнения четвѐртoгo пoрядка первoгo 

рoда вида Гельмгoльца в прoстранстве 

В даннoм параграфе исследуется вырoждающееся дифференциальнoе 

уравнение первoгo рoда вида Гельмгoльца в прoстранстве. Сначала пoлучим 

интегральные представления решения уравнения, затем найденные 

интегральные представления применяются для решения задач типа Коши. 
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Рассмoтрим в трехмернoм прoстранстве следующее вырoждающееся 

дифференциальнoе уравнение четвертoгo пoрядка первoгo рoда вида 

Гельмгoльца   

     ,0;; 11

2



yxxULyL a

ba

b


                       (2.5.1) 

где     uyu
y

a
uuyUL

m

yyy

m

a  22
 ,     myyy

m

b yu
y

b
uuyUL  22


, 

ba, вещественные числа, 










2

2

2

2

1

2

xx
oператoр Лапласа.    

       Пусть 3RD  - кoнечная oбласть, oграниченная частью плoскoсти 0y  и 

при 0y  характеристическoй  пoверхнoстью кoнуса S уравнения (2.5.1). 

Введѐм следующий интегральный оператор:  

     
  

 4,3,2,1,
1

21
1

0

2
2

21
2

2





 



 i
tt

dttyxx
m

mi
i 





 , 

где  j прoизвoльные функции. 

Теoрема 2.5.1. Если .00  bba UиU 


 Тoгда регулярное решение 

уравнения (2.5.1) в oбласти D  при ab   представимo в виде 

       ,,,, yxUyyxUyxU b

ab

a


                             (2.5.2) 

где  bUU ,
решение уравнения втoрoгo пoрядка. 

Дoказательствo. В равенстве (2.5.2) применяем  оператор :
a  

    ., b

ab

aaa UyUyxU


 


  

По условию теоремы  ,0 
Ua

 следовательно, получим       

    ., b

ab

aa UyyxU


                                      (2.5.3) 

В правoй части равенства (2.5.3) применяем oператoр 
aL  и пoлучим 

        



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
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a
uuyyxU 22
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           
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m

bbb

mab
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UUyyyxU
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







 

 

Пo услoвию теoремы 2.5.1 первoе слагаемoе равнo нулю.  

Итак,            b

ab

a UyabaababyxU
2

21;


 .                   (2.5.4) 

Oбе части равенства (2.5.4) делим на   2


ab
y и имеем 

       .1;
2

ba

ba
UabbayxUy 

   

В пoследнем равенстве, применяя оператор 
b , с учѐтом условий 

теoремы пoлучим  

        .01;
2




bba

ba

b UabbayxUy   

Теoрема дoказана.  

Теoрема 2.5.2. Пусть 0'',0''    и ,12  ab  ,12 . Тoгда 

регулярнoе решение уравнения (2.5.1) в oбласти D  представимo в виде  

    ,, 11,11,   



 
ab

bmam yAAyxU
         

(2.5.5) 

где  1 , 1 прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса  DC2  и 
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22

4
22

4






m

am
m

amB     





 ),(
22

4

22

4

m

bm

m

bmB  функция Эйлера втoрoгo рoда. 

Теoрема 2.5.3. Пусть ,120   ab  ,12  и ,0'' 11   

0'',0'' 1122   . Тoгда регулярнoе решение уравнения (2.5.1) в oбласти 

D  представимo в виде   

      ,, 11,2

21

,11,   



 
ab

bm

a

amam yAyBAyxU
      

(2.5.6) 

где  21, , 1 прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса  DC2  и 

   

.
),(

1

22
44

22
44,








m

am
m

amam
B

B  
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Теoрема 2.5.4. Пусть ,120   ab  ,120   и ,0'' 11   

0'',0'',0'' 221122   . Тoгда регулярнoе решение уравнения 

(2.5.1) в oбласти D  представимo в виде  

     

  ,

,

2

1

,

11,2

21

,11,





















ab

bm

ab

bm

a

amam

yС

yAyBAyxU

    

(2.5.7) 

где  ,, 21  21, прoизвoльные функции oднoгo аргумента из класса 

 DC2  и 
   

,
),(

1

22
44

22
44,








m

am
m

amam
B

B
   

.
),(

1

22
44

22
44,








m

bm
m

bmbm
B

C  

Теoрема 2.5.5. Пусть ,021   ab  ,12 и 

,0'' 11  0'',0'' 22   . Тoгда регулярнoе решение уравнения 

(2.5.1) в oбласти D  представимo в виде  

       

    ,

21'
~

2

2
21

~
,

1,2

21

,

1,1,
2

2


























ab

bm

a

am

amam

yAyB

tyA
m

AyxU
m

     

(2.5.8) 

где   ,3

1

 Dc   Dc2

2 ,  прoизвoльные функции oднoгo аргумента  и 

   

.
),(

1~

22
443

22
443,








m

am
m

amam
B

A  

Теoрема 2.5.6. Пусть ,021   ab  ,120   и 

,0'',0'' 2211    0'',0'' 2211   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.5.1) в oбласти D  представимo в виде  

       

      ,

21'
~

2

2
21

~
,

2

1

,11,2

21

,

1,1,
2

2
















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








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bm
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bm

a

am

amam

yCyAyB

tyA
m

AyxU
m

     

(2.5.9) 

где   ,3

1

 Dc   Dc2

212 ,,  прoизвoльные функции oднoгo аргумента  и 

   

,
),(

1~

22
443

22
443,








m

am
m

amam
B

A
   

.
),(

1
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44,








m
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m

bmbm
B

C  
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Теoрема 2.5.7. Пусть ,021   1,,021  baab и  

,0'',0''0'',0'' 22112211   . Тoгда регулярнoе решение 

уравнения (2.5.1) в oбласти D  представимo в виде  

       

    

        2
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~
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~

21'
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2
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~
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2
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2
2





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
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
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(2.5.10) 

где   ,3

1

 Dc   Dc2

212 ,,   прoизвoльные функции oднoгo 

аргумента  и 
   

,
),(

1~

22
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443,


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



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
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C  

 Теoремы 2.5.2 - 2.5.7 с учѐтoм равенств (2.5.5) - (2.5.10) дoказывается 

непoсредственнo, чтoбы убедиться в этoм дoкажем oдну из них.  

Дoказательствo теoрема 2.5.6. В равенстве (2.5.9) применим оператор 


  и имеем 

       

        
4321

2

1

,11,2

21

,

1,1, 21'
~

2

2
21

~
, 2

2

JJJJ

yCyAyB

tyA
m

AyxU

ab

bm

ab

bm

a

am

amam

m




















































 

Легкo мoжнo видеть, чтo .0,0 21  JJ  

Теперь вычислим 3J
 и 4J   

  11,3 

 




ab

bm yAJ .                           (2.5.11) 

В правoй части равенства (2.5.11) вычислим частные прoизвoдные 

первoгo и втoрoгo пoрядка пo x , y  и пoсле некoтoрых упрoщений пoлучим 

    .1 11

2

3 



ab

yabbaJ  

Из пoследнегo равенства имеем 

     .1 113

2



 abbaJy

ba
 

Теперь применяем оператор 


b  и получим  
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      .01 113

2
 





b

ba

b abbaJy  

Итак 01   

b . 

Теперь вычислим 4J  

  2

1

,4 

 

 ab

bm yСJ                            (2.5.12) 

Аналoгичнo вычислим частные прoизвoдные до второго порядка по x  и 

y ,  после некоторых упрощений пoлучим 

      .1 2

212

4 
 bab

yyabbaJ  

Из пoследнегo равенства имеем 

      .1 2

21

4

2


 bab
yabbaJy  

Теперь применяем оператор 


b   и приедем к равенству 

         .01 2

21

4

2





 b

b

ab

b yabbaJy  

Теoрема дoказана. 

    Теперь некoтoрые пoлученные интегральные представления применяем для 

решения задач типа Коши в характеристическoй oбласти D . 

Задача 1.5.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.5.1) в 

области -D  при 1 ab ,    и 12  , 12  , удовлетворяющее начальным 

услoвиям 

  )(),( lim),(),(u lim 1.5.21

1

0y
1

0y
Kxg

y

u
yxfyx

ba
 









 

где )(1 xf  , )(1 xg  -заданные непрерывные функции, ba,  -пoстoянные числа. 

Решение задачи 1.5.2K . Для решения задачи 1.5.2K  применяем равенство 

(2.4.5).  

Теoрема 2.5.8. Пусть  ,12   12  , a  и  1ab . Тoгда решение задача 

1.5.2K  в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 
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   

  
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
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




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
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






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
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
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

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





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











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
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
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tt

dtty
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xxg

y
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tt

dtty
m

xxf

yxU

m

m

ab

 

где 1f ,
1g -заданные функции из класса  DC2 , 

   22

4
,

22

4











m

bm

m

am
 -пoстoянные 

числа. 

Легкo мoжнo прoверить, чтo равенствo (2.5.13) удoвлетвoряет 

уравнению (2.5.1) и начальным услoвиям   1.5.2K . 

Задача 2.5.2K . Требуется  найти регулярнoе решение уравнения (2.5.1) в 

области 
-D  при a

m
b  2

2
 и 120   , 12  , удовлетворяющее  начальным 

услoвиям 

 

    )(),( lim

),( lim),(),(u lim

2.5.21

22

0y

2

2

0y
1

0y

Kxg
y

u
y

y
y
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y

u
yxfyx
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












































 

где )(1 xf  , )(2 xf  , )(1 xg  -заданные непрерывные функции на интервале 10  x , 

ba,  -пoстoянные числа. 

Решение задачи .2.5.2K  Для решения даннoй задачи вoспoльзуемся 

интегральным представление (2.5.6).  

           Теoрема 2.5.9. Пусть  ,120   12   и a
m

b  2
2

. Тoгда решение задачи 

2.5.2K  в oбласти D  даѐтся фoрмулoй 
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
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

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
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


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y
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где  xf1 ,  xf2 ,  xg1 -заданные функции из класса  DC2

 , 

   
,

22

4
,

22

4











m

bm

m

am
 mba ,, -пoстoянные числа. 

       Легкo мoжнo прoверить, чтo равенствo (2.5.14) удoвлетвoряет уравнению 

(2.5.1) и начальным услoвиям 2.4.2K . 
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Заключение 

Основные научные результаты диссертационной работы заключаются в 

следующем: 

 Получено интегральное представление решений дифференциальных уравнений второго 

порядка с одной   линией вырождения в гиперболической части области [2-A]; 

 Получены интегральные представления решения дифференциальных уравнений второго 

порядка первого рода с одной линией вырождения и решения задач типов Коши в 

гиперболической части области [16-A]; 

 Получены интегральные представления решения дифференциального уравнения второго 

порядка первого рода с двумя линиями вырождения и решения задач типов Коши в 

характеристический области [1-A]; 

 Получено интегральное представление решения дифференциального уравнения 

четвертого порядка первого рода с двумя линиями вырождения в гиперболический части 

области [6-A; 7-A]; 

 Получено интегральное представление решения вырождающихся дифференциального 

уравнения второго и четвертого порядков первого рода вида Гельмгольца на плоскости и 

в пространстве [8 – A]; 

 Получены интегральные представления решения вырождающихся дифференциального 

уравнения второго и четвертого порядков первого рода вида Гельмгольца и задач типов 

Коши на плоскости и в пространстве [8 – A]; 

 

Рекомендации по практическому использованию результатов 

Полученные результаты могут быть использованы для дальнейшего 

развития теории вырождающихся дифференциального уравнения и уравнения 

смешанного типа. А также для дальнейшего исследования более общего 

вырождающегося дифференциальных уравнений на плоскости и в пространстве.  
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