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Введение

В диссертации решен ряд экстремальных задач наилучшего среднеквад-

ратического совместного приближения комплекснозначных функций и их

производных тригонометрическими полиномами и их соответствующими про-

изводными в гильбертовом пространстве L2. При этом структурные харак-

теристики функций и их производных определяются усреднённым с весом

значением норм конечных разностей в метрике пространства L2.

На классах функций f ∈ L2, определяемых усреднёнными значениями с

весом норм конечных разностей произвольного порядка, вычислены верхние

грани наилучших совместных среднеквадратических приближений функций

и их производных тригонометрическими полиномами в L2. Полученные ре-

зультаты являются точными и представляют возможность найти точное зна-

чения n-поперечников указанных класов функций.

Общая характеристика работы

Актуальность и степень разработанности темы исследования.

Теория приближения функций – одна из наиболее важных частей ма-

тематического анализа, возникшая в результате развития математической

науки и потребностей практики, эта теория продолжает интенсивно разви-

ваться на протяжении многих десятилетий. В ней рассматривается одна из

фундаментальных проблем математики – приближение сложных объектов

более простыми и более удобными. Именно эта идея стимулирует развитие

теории приближения функций и связанные с нею экстремальные задачи ап-

проксимации. Основным объектом теории приближения функций являются

задачи, связанные с необходимостью заменить сложные функции линейными

суммами конечного числа более простых функций так, чтобы возникающая

при этом погрешность была возможно наименьшей. Если о функции извест-
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ны лишь некоторые общие свойства, то целесообразно рассматривать задачу

приближения класса таких функций.

При этом если класс состоит из периодических функций, то в качестве

приближающего аппарата рассматривают подпространство тригонометри-

ческих полиномов и структурные свойства характеризуются модулем непре-

рывности функций заданного порядка.

В диссертационной работе установлены окончательные оценки наилуч-

шего совместного приближения периодических комплекснозначных функ-

ций и их последовательных производных тригонометрическими полинома-

ми и их соответствующими производными. На классах функций, у которых

усреднённые с весом нормы конечных разностей ограничены сверху задан-

ной мажорантой, вычислены точные значения различных n-поперечников в

пространстве L2 := L2[0, 2π].

Отметим, что вопросами приближения периодических функций в

различных нормированных пространствах занимались С.Н.Бернштейн,

А.Н.Колмогоров, С.М.Никольский, М.Г.Крейн, Н.И.Ахиезер, С.Б.Стечкин,

В.К.Дзядык, А.В.Ефимов, Н.П.Корнейчук, С.А.Теляковский и многие дру-

гие.

Вопросами нахождения точных неравенств в экстремальных задачах

теории приближения и отыскания точных констант в неравенствах ти-

па Джексона-Стечкина в разные времена занимались Н.П.Корнейчук,

С.Б.Стечкин, В.И.Бердышев, Н.И.Черных, Л.В.Тайков, Н.Айнуллоев,

С.Б.Вакарчук, Ю.Хусейн, М.Ш.Шабозов, Г.А.Юсупов, К.К.Палавонов и

многие другие.

Объект исследования и связь работы с научными программа-

ми (проектами, темами). Диссертационная работа выполнена в рамках

4



реализации перспективного плана научно-исследовательских работ кафедры

функционального анализа и дифференциальных уравнений Таджикского на-

ционального университета на 2015-2020 гг. и на 2021-2025 гг. по теме “Теория

аппроксимации функций”.

Цели и задачи исследования. Основные цели диссертационной рабо-

ты заключаются в следующем:

• найти точную константу в неравенстве Джексона между величиною наи-

лучшего среднеквадратического совместного приближения комплексно-

значных функций и их последовательных производных тригонометриче-

скими полиномами и усреднёнными значениями норм конечной разности

первого порядка в метрике пространства L2;

• найти точные неравенства типа Джексона-Стечкина между величиною

наилучшего совместного приближения комплекснозначных функции и

их производных на классах функций, характеризующихся усреднёнными

значениями нормы разности m-го (m ≥ 2) порядка в L2;

• найти точные неравенства типа Черныха между наилучшим совместным

приближением и усреднённым с весом sinnt значением норм разностей

высших порядков в L2;

• вычислить точные значения различных n-поперечников на классах

функций, характеризующихся усреднённым с весом значением норм ко-

нечных разностей высших порядков;

• вычислить точные значения n-поперечников на классах функций, нормы

разности которых в метрике Lp (0 < p ≤ 2) ограничены сверху заданной

мажорантой.

Основные методы исследования. В работе широко используются

методы решения экстремальных задач теории аппроксимации функций в
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нормированных пространствах, а также современные методы решения экс-

тремальных задач вариационного содержания в функциональных простран-

ствах.

Научная новизна исследований. В диссертации получены следующие

основные результаты:

• решена экстремальная задача отыскания точной константы в неравен-

стве Джексона между величиною совместного приближения комплексно-

значных функций и их производных тригонометрическими полиномами

и усреднёнными значениями норм конечной разности первого порядка в

пространстве L2;

• найден явный вид точного неравенства типа Джексона-Стечкина между

величиною наилучшего совместного приближения комплекснозначных

функций и их производных посредством усреднённых значений норм ко-

нечных разностей m-го порядка в L2;

• найдено точное неравенство типа Черныха между наилучшим совмест-

ным приближением и усреднённым с весом sinnt значением норм разно-

стей высших порядков в L2;

• вычислены точные значения различных n-поперечников на классах

функций, характеризующихся усреднённым с весом значением норм ко-

нечных разностей высших порядков;

• вычислены значения n-поперечников классов функций, нормы разностей

которых в метрике Lp (0 < p ≤ 2) ограничены сверху заданной мажо-

рантой.

Положения, выносимые на защиту:

• основные теоремы о точных оценках наилучшего совместного приближе-

ния функций и их производных в L2 тригонометрическими полиномами;
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• теорема о точной константе в неравенстве Джексона между наилучшими

совместными приближениями и их производными тригонометрическими

полиномами и усреднённым значением норм разностей первого порядка;

• теоремы о точных константах в неравенстве Джексона-Стечкина меж-

ду наилучшим совместном приближением функций и их производных и

усреднённым значением норм конечной разности m-го порядка функций

в L2;

• теорема о точном неравенстве Черныха между наилучшим совместным

приближением и усреднённым значением норм конечной разности выс-

ших порядков;

• теорема о точных значениях n-поперечников классов функций, нормы

разностей высших порядков которых в метрике Lp (0 < p ≤ 2) ограни-

чены сверху мажорантной функцией.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-

ский характер. Результаты диссертационной работы и схема их доказательств

можно применять в экстремальных задачах теории приближения аналитиче-

ских в круге функций, принадлежащих пространству Харди Hp.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные результа-

ты, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опублико-

ванные работы. Основные результаты диссертации получены лично автором.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались

и обсуждались на:

• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных

уравнений Таджикского национального университета под руководством

академика НАН Таджикистана, профессора М.Ш.Шабозова (Душанбе,

2015-2020 гг);
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• международной научной конференции “Современные проблемы матема-

тики и ее приложений” (Душанбе, 14-15 марта 2018 г.);

• международной научной конференции “Современные проблемы алгебры

и теории чисел” (Душанбе, 14-15 декабря 2018 г.);

• республиканской научной конференции “Математический анализ и его

приложения” (Душанбе, 10-11 июня 2019 г.);

• международной научной конференции “Сингулярные интегральные

уравнения и дифференциальные уравнения с сингулярными коэффици-

ентами” (Душанбе, 30-31 января 2020 г.);

• республиканской научно-практической конференции “Современные про-

блемы теории дифференциальных уравнений ” (Душанбе, 26 сентября

2020 г.);

• международной научной конференции “Теория приближения и её при-

менение” (Днепро, Украина, 16-19 сентября 2020 г.);

• международной научной конференции “Современные проблемы матема-

тического анализа и теория функций” (Душанбе, 24-25 июня 2022 г.);

• международной научно-практической конференции “Современные про-

блемы математики и её приложения” (Душанбе, 20-21 октября 2022 г.).

Публикации. Результаты исследований автора по теме диссертационной

работы опубликованы в 8 научных работах, из них 3 статьи опубликованы

в изданиях, входящих в действующий перечень ВАК Республики Таджики-

стан, а 5 в трудах международных конференций.

Структура и объем диссертации

Диссертация состоит из введения, двух глав, списка цитированной лите-

ратуры из 44 наименования, занимает 74 страницы машинописного текста и
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набрана на LaTeX. Для удобства в диссертации применена сквозная нумера-

ция теорем, лемм, следствий и формул. Они имеют тройную нумерацию, в

которой первая цифра совпадает с номером главы, вторая указывает на но-

мер параграфа, а третья на порядковый номер теорем, лемм, следствий или

формулы в данном параграфе.
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ГЛАВА 1. Наилучшее среднеквадратическое
приближение классов периодических

дифференцируемых функций, определяемых
нормами разности m-го порядка, в пространстве L2

§ 1.1. Определения, обозначения и вспомогательные факты

1.1.1. Ряд Фурье в комплексном виде

Всюду далее N, Z+ := N ∪ {0}, Z, R+ := (0,+∞), R := (−∞,+∞)

— соответственно множество натуральных, целых неотрицательных, целых,

положительных и действительных чисел; L2 := L2[−π, π] — пространства

суммируемых с квадратом по Лебегу 2π-периодических комплекснозначных

функций с нормой

∥∥f∥∥
2

:=
∥∥f∥∥

L2[−π,π]
=

1

π

π∫
π

∣∣f(x)
∣∣2dx

1/2

<∞. (1.1.1)

Множество периодических комплекснозначных полиномов вида

pn(z) =
∑
|k|≤n

ake
ikx =

n∑
k=−n

ake
ikx, ak ∈ C (1.1.2)

обозначим через Pn.

Далее предполагается, что любая 2π-периодическая комплекснозначная

функция f(x), норма которой удовлетворяет условию (1.1.1), имеет разложе-

ние в ряд Фурье в комплексном виде

f(x) =
+∞∑

k=−∞

ck(f)eikx, (1.1.3)

где

ck(f) =
1

2π

2π∫
0

f(x)e−ikxdx (1.1.4)

— коэффициенты Фурье в комплексном виде.
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Легко показать, что любой тригонометрический полином вида

Tn(x) = α0 +
n∑
k=1

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
, α0, αk, βk ∈ R (1.1.5)

можно записать в комплексном виде (1.1.2). В самом деле, воспользуясь фор-

мулами Эйлера

eix = cosx+ i sinx, e−ix = cosx− i sinx,

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
,

тригонометрический полином Tn(x) запишем в виде

Tn(x) = α0 +
n∑
k=1

(
αk cos kx+ βk sin kx

)
=

α0 +
n∑
k=1

(
αk
eikx + e−ikx

2
+ βk

eikx − e−ikx

2i

)
=

= α0 +
n∑
k=1

(
αk − iβk

2
eikx +

αk + iβk
2

e−ikx
)
. (1.1.6)

Введя обозначение

ak :=
αk − iβk

2
, a−k :=

αk − iβk
2

, ak = a−k, a0 = α0, (1.1.7)

равенство (1.1.6) запишем в виде

Tn(x) = a0 +
n∑
k=1

(
ake

ikx + a−ke
−ikx) =

= a0 +
n∑
k=1

ake
ikx +

−1∑
k=−n

ake
ikx =

n∑
k=−n

ake
ikx. (1.1.8)

Таким образом, между всеми тригонометрическими полиномами T2n+1 ={
Tn(x)

}
вида (1.1.5) и всеми комплекснозначными полиномами Pn ={

pn(x)
}
вида (1.1.2) установлено взаимно однозначное соответствие. Это со-

ответствие обеспечит возможность любой ряд Фурье функции f ∈ L2 :

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
, (1.1.9)
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где

ak(f) =
1

π

π∫
−π

f(x) cos kxdx, k ∈ Z,

bk(f) =
1

π

π∫
−π

f(x) sin kxdx, k ∈ N

. (1.1.9)′

— коэффициенты Фурье функции f ∈ L2, записать в следующей комплексной

форме

f(x) =
+∞∑

k=−∞

ck(f)eikx. (1.1.10)

В соотношении (1.1.10) коэффициенты ck(f) по аналогии с равенствами

(1.1.7) определены равенствами

ck(f) =
ak(f)− ibk(f)

2
, c−k(f) :=

ak(f) + ibk(f)

2
, c0(f) =

1

2
a0(f) (1.1.11)

и имеют общий вид

ck(f) =
1

2π

2π∫
0

f(x)e−ikxdx, k ∈ Z. (1.1.12)

1.1.2. Среднеквадратическое полиномиальное приближение
функций в пространстве L2 := L2[−π, π]

Экстремальная задача нахождения точного значения среднеквадратиче-

ского наилучшего полиномиального приближения функции f ∈ L2 комплекс-

нозначными полиномами вида (1.1.2) состоит в отыскании величины [34–36]

En(f)2 := En(f)L2
= E(f,Pn)L2

=

= inf
{∥∥f − pn∥∥2 : pn ∈Pn

}
. (1.1.13)

Докажем следующее важное утверждение.
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Лемма 1.1.1. Среди всех комплекснозначных полиномов вида (1.1.2)

наилучшее среднеквадратическое полиномиальное приближение функции

f ∈ L2 доставляет частная сумма n-го порядка

Sn(f, x) =
∑
|k|≤n

ck(f)eikx (1.1.14)

ряда Фурье (1.1.10). При этом

En(f)2 =
∥∥f − Sn−1∥∥2 =

{
2
∑
|k|≥n+1

∣∣ck(f)
∣∣2}1/2

. (1.1.15)

Доказательство. Пусть f ∈ L2 и pn(x) ∈ Pn — произвольный поли-

ном вида (1.1.2). Тогда, пользуясь тем, что система функций
{
eikx
}

(k ∈ Z)

ортогональна в L2[−π, π], то есть

1

π

π∫
−π

eikx · e−ilxdx =
1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx =

{
0, если k 6= l,

2, если k = l,

получим

∥∥f − pn∥∥22 =
1

π

π∫
−π

∣∣f(x)− pn(x)
∣∣2dx =

=
1

π

π∫
−π

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck(f)eikx −
n∑

k=−n

ake
ikx

∣∣∣∣∣
2

dx =

=
1

π

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|≤n

(
ck(f)− ak

)
eikx +

∑
|k|≥n+1

ck(f)eikx

∣∣∣∣∣∣
2

dx =

=
1

π

π∫
−π

∑
|k|≤n

(
ck(f)− ak

)
eikx +

∑
|k|≥n+1

ck(f)eikx

×
×

∑
|l|≤n

(
cl(f)− al

)
e−ilx +

∑
|l|≥n+1

cl(f)e−ilx

 dx =

13



=
∑
|k|≤n

∑
|l|≤n

(
ck(f)− ak

)(
cl(f)− al

)
· 1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx+

+
∑
|k|≤n

∑
|l|≥n+1

(
ck(f)− ak

)
cl(f) · 1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx+

+
∑
|k|≥n+1

∑
|l|≤n

ck(f)
(
cl(f)− al

)
· 1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx+

+
∑
|k|≥n+1

∑
|l|≥n+1

ck(f)cl(f) · 1

π

π∫
−π

ei(k−l)xdx =

= 2
∑
|k|≤n

∣∣ck(f)− ak
∣∣2 + 2

∑
|k|≥n+1

∣∣ck(f)
∣∣2.

Таким образом, мы доказали, что если f ∈ L2 и pn(x) ∈Pn, то

∥∥f − pn∥∥22 = 2

∑
|k|≤n

∣∣ck(f)− ak
∣∣2 +

∑
|k|≥n+1

∣∣ck(f)
∣∣2 . (1.1.16)

Из соотношения (1.1.16) получаем

E2
n(f)2 = inf

{∥∥f − pn∥∥22 : pn(x) ∈Pn

}
=

= 2

∑
|k|≤n

∣∣ck(f)− ak
∣∣2 +

∑
|k|≥n+1

∣∣ck(f)
∣∣2 =

∣∣∣ak = ck(f)
∣∣∣ =

= 2
∑
|k|≥n+1

∣∣ck(f)
∣∣2 =

∥∥∥f − Sn(f)
∥∥∥2
2
,

откуда и следует утверждение леммы 1.1.1.

Из доказанной леммы 1.1.1 вытекает известное утверждение о том, что ес-

ли функция f ∈ L2 имеет разложение в ряд Фурье (1.1.9) с коэффициентами
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(1.1.9)′ и

Sn(f, x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
— частичная сумма n-го порядка ряда (1.1.9), то

En(f)2 =
∥∥∥f − Sn(f)

∥∥∥
2

=

{ ∞∑
k=n+1

(
a2k(f) + b2k(f)

)}1/2

. (1.1.17)

Полагая

ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f), k ∈ N,

равенство (1.1.17) запишем в виде

En(f)2 =

{ ∞∑
k=n+1

ρ2k(f)

}1/2

. (1.1.18)

Теперь покажем, что равенство (1.1.18) является следствием формулы

(1.1.15). Действительно, из равенств (1.1.11) следует, что∣∣ck(f)
∣∣2 +

∣∣c−k(f)
∣∣2 =

(
a2k(f) + b2k(f)

)
/2, (1.1.19)

а потому из (1.1.15) имеем:

E2
n(f)2 = 2

∑
|k|≥n+1

∣∣ck(f)
∣∣2 = 2

∞∑
k=n+1

{∣∣ck(f)
∣∣2 +

∣∣c−k(f)
∣∣2} =

=
∞∑

k=n+1

(
a2k(f) + b2k(f)

)
=

∞∑
k=n+1

ρ2k(f). (1.1.20)

Всюду в дальнейшем, ради удобства изложения, равенства (1.1.15) и (1.1.20)

будем использовать в более удобном для нас виде

En−1(f)2 =

2
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2

1/2

, (1.1.21)
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En−1(f)2 =

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

. (1.1.22)

В дальнейшем через L(r)
2 (r ∈ N, L(0)

2 ≡ L2) обозначим множество ком-

плекснозначных функций f(x), у которых производная f (r−1)(x) абсолютно

непрерывна, а производная r-го порядка f (r)(x) ∈ L2.

Пусть s ∈ [0, r], r ∈ N. Дифференцируя s раз ряд (1.1.10), будем иметь

f (s)(x) =
+∞∑

k=−∞

(ik)sck(f)eikx. (1.1.23)

Применяя к равенству (1.1.23) равенство Парсеваля, запишем

∥∥f (s)∥∥2
2

=
+∞∑

k=−∞

|k|2s
∣∣ck(f)

∣∣2. (1.1.24)

При s = r из (1.1.24) запишем

∥∥f (r)∥∥2
2

=
+∞∑

k=−∞

|k|2r
∣∣ck(f)

∣∣2. (1.1.25)

В теории аппроксимации функций f ∈ L2 весьма важным является задача

наилучшей совместной полиномиальной аппроксимации в метрике L2, то есть

требуется найти точное значение следующей величины

En−1(f
(s))2 := inf

{∥∥f (s) − p(s)n−1∥∥2 : pn−1 ∈Pn−1

}
(1.1.26)

на классе L(r)
2 или на некотором подклассе M(r) ⊂ L

(r)
2 .

Пользуясь схемой доказательства леммы 1.1.1, легко доказать равенство

En−1(f
(s))2 =

2
∑
|k|≥n

|k|2s
∣∣ck(f)

∣∣2
1/2

. (1.1.27)

Из равенства (1.1.27), в частности, для задачи наилучшего совместного при-

ближения функций f ∈ L2 с рядом Фурье (1.1.9) обычными тригонометри-
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ческими полиномами Tn−1(x) ∈ T2n−1 будем иметь

En−1(f
(s))2 := inf

{∥∥f (s) − T (s)
n−1
∥∥
2

: Tn−1 ∈ T2n−1

}
=

=
∥∥f (s) − S(s)

n−1(f)
∥∥
2

=
∥∥f (s) − Sn−1(f (s))∥∥2 =

=

{ ∞∑
k=n

k2s
(
a2k(f) + b2k(f)

)}1/2

=

{ ∞∑
k=n

k2sρ2k(f)

}1/2

. (1.1.28)

Условимся всюду далее в соотношениях общего характера при вычисле-

нии верхней грани по всем функциям f ∈ L(r)
2 предполагать, что f 6= const.

Лемма 1.1.2. Пусть n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда имеет место

равенство

sup
f∈L(r)

2

En−1(f
(s))2

En−1(f (r))2
=

1

nr−s
. (1.1.29)

Доказательство. Прежде всего докажем, что в предположении леммы

имеет место неравенство

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
En−1(f

(r))2. (1.1.30)

Из равенства (1.1.27) при s = r запишем

E2
n−1(f

(r))2 = 2
∑
|k|≥n

|k|2r
∣∣ck(f)

∣∣2. (1.1.31)

Из того же равенства (1.1.27) при всех s = 0, 1, · · · , r − 1, r ∈ N, учитывая

равенство (1.1.31), получаем

E2
n−1(f

(s))2 = 2
∑
|k|≥n

|k|2s
∣∣ck(f)

∣∣2 = 2
∑
|k|≥n

|k|−2(r−s)+2r
∣∣ck(f)

∣∣2 ≤
≤ n−2(r−s) · 2

∑
|k|≥n

|k|2r
∣∣ck(f)

∣∣2 = n−2(r−s) · E2
n−1(f

(r))2,

17



откуда сразу следует неравенство (1.1.30).

Теперь из неравенства (1.1.30) получаем оценку сверху величины, стоя-

щей в левой части (1.1.29):

sup
f∈L(r)

2

En−1(f
(s))2

En−1(f (r))2
≤ 1

nr−s
. (1.1.32)

Для получения оценки снизу той же величины введём в рассмотрение

комплекснозначную функцию

f0(x) = einx ∈ L(r)
2 , n, r ∈ N, (1.1.33)

для которой

f
(s)
0 (x) = (in)seinx, s = 0, r − 1; r ∈ N, (1.1.34)

f
(r)
0 (x) = (in)reinx, n, r ∈ N (1.1.35)

и, в силу равенств (1.1.27) и (1.1.31), будем иметь

En−1
(
f
(s)
0

)
2

= ns, En−1
(
f
(r)
0

)
2

= nr. (1.1.36)

Учитывая равенства (1.1.36), запишем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2

En−1(f
(s))2

En−1(f (r))2
≥ En−1(f

(s)
0 )2

En−1(f
(r)
0 )2

=
ns

nr
=

1

nr−s
. (1.1.37)

Равенство (1.1.29) следует из сопоставления неравенства (1.1.32) и равенств

(1.1.36). Лемма 1.1.2 доказана.

1.1.3. Норма разности m-го порядка функции f ∈ L(r)
2

Для произвольной комплекснозначной функции f ∈ L2 с рядом Фурье

(1.1.10) разности первого и второго порядка в точке x с шагом h определим

равенствами

∆1
h(f, x) = f(x+ h)− f(x) =

+∞∑
k=−∞

ck(f)eikx(eikh − 1),
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∆2
h(f, x) = f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x) =

=
+∞∑

k=−∞

ck(f)eikx(ei2kh − 2eikh + 1) =
+∞∑

k=−∞

ck(f)eikx(eikh − 1)2.

Методом математической индукции разность m-го порядка для любого

m ∈ N получаем

∆m
h (f, x) =

+∞∑
k=−∞

ck(f)eikx(eikh − 1)m. (1.1.38)

Применяя к равенству (1.1.38) равенства Парсеваля, будем иметь∥∥∥∆m
h (f)

∥∥∥2
2

= 2
+∞∑

k=−∞

∣∣ck(f)
∣∣2∣∣eikh − 1

∣∣2m. (1.1.39)

Но так как ∣∣eikh − 1
∣∣2m =

∣∣(cos kh− 1) + i sin kh
∣∣2m =

=
(√

(1− cos kh)2 + sin2 kh
)2m

=
(

1− 2 cos kh+ cos2 kh2 + sin2 kh
)m

=

=
(
2− 2 cos kh

)m
= 2m

(
1− cos kh

)m
, (1.1.40)

то с учётом равенств (1.1.40) соотношение равенству (1.1.39) запишем в виде∥∥∥∆m
h (f)

∥∥∥2
2

= 2m+1
+∞∑

k=−∞

∣∣ck(f)
∣∣2(1− cos kh

)m
. (1.1.41)

Характеристики гладкости (1.1.41) является нашим основным инструментом

для получении всех последующих результатов о наилучших совместных при-

ближениях самой функции и всех её последовательных производных триго-

нометрическими полиномами в метрике пространства L2 := L2[−π, π].

Заметим, что из равенства (1.1.41) для разности m-го порядка обычной

функции f(x) ∈ L2 с разложением в тригонометрический ряд Фурье

f(x) =
a0(f)

2
+
∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
,
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исходя из обозначений (1.1.19) вида

2
(∣∣ck(f)

∣∣2 +
∣∣c−k(f)

∣∣2) = a2k(f) + b2k(f) = ρ2k(f),

получаем∥∥∥∆m
h (f)

∥∥∥2
2

= 2m

{ ∞∑
k=1

2
(∣∣ck(f)

∣∣2 +
∣∣c−k(f)

∣∣2)(1− cos kh
)m}

=

= 2m
∞∑
k=1

ρ2k(f)
(
1− cos kh

)m
. (1.1.42)

Всюду далее при установлении точности результатов важную роль играет

экстремальная комплекснозначная функция f0(x) = einx ∈ L
(r)
2 (n, r ∈ N,

L
(0)
2 = L2), ранее рассмотренная нами при доказательстве леммы 1.1.2 и для

которой, кроме равенств (1.1.34) – (1.1.36), из (1.1.41) сразу следует, что∥∥∥∆m
h (f0)

∥∥∥2
2

= 2m
(
1− cosnh

)m
, 0 < nh ≤ π. (1.1.43)

Если же функция f ∈ L(r)
2 , то, как и выше, получаем∥∥∥∆m

h (f (r))
∥∥∥2
2

= 2m+1
+∞∑

k=−∞

|k|2r
∣∣ck(f)

∣∣2(1− cos kh
)m
, (1.1.44)

из которого также следует равенство∥∥∥∆m
h (f (r))

∥∥∥2
2

= 2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)
(
1− cos kh

)m
. (1.1.45)

В частности, из (1.1.44) или, что то же, из (1.1.45) для функции f0(x) = einx ∈

L
(r)
2 получаем ∥∥∥∆m

h (f
(r)
0 )
∥∥∥2
2

= 2mn2r
(
1− cosnh

)m
. (1.1.46)

Равенствами (1.1.34) – (1.1.36), (1.1.43) и (1.1.46) далее воспользуемся при

установлении точности полученных результатов для экстремальной функции

f0(x) = einx ∈ L(r)
2 .

20



§ 1.2. Теоремы о наилучшем совместном приближении
комплекснозначных функций и их производных,

характеризующихся нормой разности первого порядка в
пространстве L2

Напомним, что нормой разности первого порядка функции f ∈ L2 назы-

вается величина∥∥∥∆h(f)
∥∥∥
2

:=
∥∥∥∆1

h(f)
∥∥∥
2

=
∥∥∥f(·+ h)− f(·)

∥∥∥
2
, (1.2.1)

где ∥∥∥f(·+ h)− f(·)
∥∥∥2
2

=
1

π

π∫
−π

∣∣∣f(x+ h)− f(x)
∣∣∣2dx.

Из равенства (1.1.41) при m = 1 следует равенство∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2

= 4
+∞∑

k=−∞

∣∣ck(f)
∣∣2(1− cos kh

)
. (1.2.2)

Имеет место следующая

Теорема 1.2.1. При любых n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и любого t ∈ (0, π/n]

справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f)
∥∥2
2
dh

=
nt

2(nt− sinnt)
. (1.2.3)

В частности, при t = π/(2n) из (1.2.3) следует, что

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2

n

π

π/(2n)∫
0

∥∥∆h(f
(r))
∥∥2
2
dh

=
π

π − 2
. (1.2.4)

Доказательство. Имеем∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2

= 4
+∞∑

k=−∞

∣∣ck(f)
∣∣2(1− cos kh

)
≥
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≥ 4
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2(1− cos kh

)
=

= 4
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 − 4

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 cos kh =

= 2E2
n−1(f)2 − 4

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 cos kh.

Полученное неравенство, после деления обеих частей на 2, перепишем в

виде

E2
n−1(f)2 ≤

1

2

∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2

+ 2
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 cos kh. (1.2.5)

Интегрируя обе части неравенства (1.2.5) по переменному h от h = 0 до h = t,

получим

tE2
n−1(f)2 ≤

1

2

t∫
0

∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2
dh+ 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 · sin kt

k
.

Поделив обе части полученного неравенства на t, будем иметь

E2
n−1(f)2 ≤

1

2t

t∫
0

∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2
dh+ 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 · sin kt

kt
. (1.2.6)

Так как при 0 < nt ≤ π/2

max
u≥nt

∣∣∣∣sinuu
∣∣∣∣ =

sinnt

nt
, (1.2.7)

то из неравенства (1.2.6) следует, что

E2
n−1(f)2 ≤

sinnt

nt
· 2
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 +

1

2t

t∫
0

∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2
dh,

или что то же

E2
n−1(f)2 ≤

sinnt

nt
· E2

n−1(f)2 +
1

2t

t∫
0

∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2
dh.
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Отсюда получаем(
1− sinnt

nt

)
E2
n−1(f)2 ≤

1

2t

t∫
0

∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2
dh. (1.2.8)

из (1.2.8) вытекает, что

E2
n−1(f)2 ≤

nt

2(nt− sinnt)

1

t

t∫
0

∥∥∥∆h(f)
∥∥∥2
2
dh

 .

В полученном неравенстве функцию f(x) заменим на производную f (r)(x),

r ∈ Z+, получаем

E2
n−1(f

(r))2 ≤
nt

2(nt− sinnt)

1

t

t∫
0

∥∥∥∆h(f
(r))
∥∥∥2
2
dh

 . (1.2.9)

Применяя к (1.2.9) неравенство (1.1.29) в виде

E2
n−1(f

(s))2 ≤
1

n2(r−s)
· E2

n−1(f
(r))2, s = 0, 1, 2, · · · , r − 1,

будем иметь

E2
n−1(f

(s))2 ≤
1

n2(r−s)
· nt

2(nt− sinnt)

1

t

t∫
0

∥∥∥∆h(f
(r))
∥∥∥2
2
dh

 . (1.2.10)

Отсюда вытекает нужная оценка сверху

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2

1

t

t∫
0

∥∥∥∆h(f
(r))
∥∥∥2
2
dh

≤ nt

2(nt− sinnt)
, 0 < nt ≤ π/2. (1.2.11)

С целью получения аналогичной оценки снизу, воспользуемся функцией

f0(x) = einx ∈ L(r)
2 , для которой, как мы установили в (1.1.36) и (1.1.46),

E2
n−1(f

(s))2 = n2s,
∥∥∥∆h(f

(r)
0 )
∥∥∥2
2

= 2n2r
(
1− cosnh

)
и, в силу второго из этих равенств, имеем

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f
(r)
0 )
∥∥2
2
dh =

2n2r

t

t∫
0

(
1− cosnh

)
dh =

2(nt− sinnt)

nt
· n2r.
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Таким образом, с учетом этих равенств получаем

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f
(r))
∥∥2
2
dh

≥
n2(r−s)E2

n−1(f
(s)
0 )2

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f
(r)
0 )
∥∥2
2
dh

=

=
n2(r−s) n2s nt

2n2r(nt− sinnt)
=

nt

2(nt− sinnt)
, 0 < nt ≤ π/2. (1.2.12)

Из неравенств (1.2.11) и (1.2.12) следует требуемое равенство (1.2.3), из ко-

торого при t = π/(2n) получаем (1.2.4), чем и завершаем доказательство

теоремы 1.2.1.

Замечание. Доказанная теорема 1.2.1 является своеобразным обобще-

нием известной теоремы Л.В.Тайкова [20] на случай наилучшего совместного

полиномиального приближения функции f ∈ L(r)
2 и её последовательных про-

изводные f (s) ∈ L2 (s = 1, 2, · · · , r − 1, r ∈ N).

Так как модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ L(r)
2 опреде-

ляется равенством

ωm(f (r), δ)2 := sup
{∥∥∆m

h (f (r))
∥∥
2

: ||h| ≤ δ
}
, (1.2.13)

то, в качестве следствия из теоремы 1.2.1 получаем

Теорема 1.2.2. При любых n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и любом t ∈ (0, π/n]

справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2

1

t

t∫
0

ω2(f (r), τ)2dτ

=
nt

2(nt− sinnt)
. (1.2.14)

Доказательство. Так как∥∥∆h(f
(r))
∥∥2
2
≤ ω2(f (r), h)2,
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то из неравенства (1.2.10) получаем

E2
n−1(f

(s))2 ≤
1

n2(r−s)
· nt

2(nt− sinnt)

1

t

t∫
0

∥∥∥∆h(f
(r))
∥∥∥2
2
dh

 ≤

≤ 1

n2(r−s)
· nt

2(nt− sinnt)

1

t

t∫
0

ω2(f (r), h)2dh

 .

Отсюда следует оценка сверху

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2

1

t

t∫
0

ω2(f (r), h)2dh

≤ nt

2(nt− sinnt)
. (1.2.15)

Оценку снизу доставляет рассмотренная нами выше функция f0(x) = einx ∈

L
(r)
2 , для которой простые вычисления дадут равенства

1

t

t∫
0

ω2(f (r), h)2dh = n2r · 2(nt− sinnt)

nt
,

а потому имеем

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2

1

t

t∫
0

ω2(f (r), h)2dh

≥
n2(r−s)E2

n−1(f
(s)
0 )2

1

t

t∫
0

ω2(f (r), h)2dh

=

=
nt

2(nt− sinnt)
, 0 < nt ≤ π/2. (1.2.16)

Из неравенств (1.2.15) и (1.2.16) следует равенство (1.2.14), и этим теоремы

1.2.2 доказана. Отметим, что вышеупомянутая теорема Л.В.Тайкова [20] из

(1.2.14) следует при s = 0.
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Теорема 1.2.3. При любых n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и любого t ∈ (0, π/n]

справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2
h∫

0

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f
(r))
∥∥2
2
dh

 dt

=
n

2(nh− Si(nh))
, (1.2.17)

где Si(t) :=

t∫
0

sinu

u
du — интегральный синус.

Доказательство. Воспользуемся неравенством (1.2.6):

E2
n−1(f)2 ≤ 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 sin kt

kt
+

1

2t

t∫
0

∥∥∆τ(f)
∥∥2
2
dτ.

Интегрируя полученное неравенство по переменному t от t = 0 до t = h

и поделив результат на h, будем иметь

E2
n−1(f)2 ≤

≤ 2
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 · 1

h

h∫
0

sin kt

kt
dt+

1

2h

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f)
∥∥2
2
dτ

 dt.

Но так как

1

h

h∫
0

sin kt

kt
dt =

1

kh

kh∫
0

sin t

t
dt =

Si(kh)

kh
,

то последнее неравенство перепишем в виде

E2
n−1(f)2 ≤ 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 · Si(kh)

kh
+

1

2h

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f)
∥∥2
2
dτ

 dt. (1.2.18)

Теперь заметим, что функция

Si(t) =

t∫
0

sinu

u
du
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при значениях t ∈ [0,+∞) монотонно возрастает от Si(0) = 0 до Si(+∞) =
π

2

(см., например, [13, с.123]), а функция
Si(kh)

kh
в области (n ≤ k < ∞, 0 ≤

h <∞) монотонно убывает от
Si(nh)

nh
до нуля, поэтому отсюда сразу следует

экстремальное равенство

sup

{
Si(kh)

kh
: k ≥ n

}
=
Si(nh)

nh
. (1.2.19)

Пользуясь равенством (1.2.19), из (1.2.18) получаем

E2
n−1(f)2 ≤

Si(nh)

nh
· 2
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 +

1

2h

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f)
∥∥2
2
dτ

 dt,

откуда, учитывая соотношение (1.1.15), запишем

E2
n−1(f)2

(
1− Si(nh)

nh

)
≤ 1

2h

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f)
∥∥2
2
dτ

 dt

или что то же

E2
n−1(f)2 ≤

n

2(nh− Si(nh))

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f)
∥∥2
2
dτ

 dt. (1.2.20)

В полученном неравенстве функцию f заменим на производную f (r)

E2
n−1(f

(r))2 ≤
n

2(nh− Si(nh))

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f
(r))
∥∥2
2
dτ

 dt, (1.2.21)

затем, воспользовавшись неравенством (1.1.30), получаем

E2
n−1(f

(s))2 ≤
1

n2(r−s)
E2
n−1(f

(r))2, (0 ≤ s ≤ r)
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и, учитывая (1.1.21), будем иметь

E2
n−1(f

(s))2 ≤
1

n2(r−s)
· n

2(nh− Si(nh))

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f
(r))
∥∥2
2
dτ

 dt. (1.2.22)

Так как (1.1.22) справедливо для произвольной функции f ∈ L(r)
2 , то из него

следует оценка сверху экстремальной величины, стоящей в левой части ра-

венства (1.2.17)

sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2
h∫

0

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f
(r))
∥∥2
2
dh

 dt

≤ n

2(nh− Si(nh))
. (1.2.23)

С целью получения оценки снизу указанной величины, равной правой

части неравенства (1.1.23), рассмотрим функцию f0(x) = einx ∈ L
(r)
2 , для

которой при доказательстве предыдущих теорем мы установили, что

E2
n−1(f

(s)
0 )2 = n2s (0 ≤ s ≤ r),

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f
(r)
0 )
∥∥2
2
dτ = 2n2r

(
1− sinnt

nt

)
, 0 < nt ≤ π/2.

Пользуясь вторым равенством, запишем

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆τ(f
(r)
0 )
∥∥2
2
dτ

 dt = 2n2r
h∫

0

(
1− sinnt

nt

)
dt =

= 2n2r
(

1− Si(nh)

nh

)
= 2n2r · nh− Si(nh)

n
.

Используя полученное равенство, получаем оценку снизу
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sup
f∈L(r)

2

n2(r−s)E2
n−1(f

(s))2
h∫

0

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f
(r))
∥∥2
2
dh

 dt

≥
n2(r−s)E2

n−1(f
(s)
0 )2

h∫
0

1

t

t∫
0

∥∥∆h(f
(r)
0 )
∥∥2
2
dh

 dt

=

=
n2(r−s) n2s

2n2r
· n

nh− Si(nh)
=

n

2(nh− Si(nh))
. (1.2.24)

Требуемое равенство (1.2.17) получаем из сопоставления оценки сверху

(1.2.23) с оценкой снизу (1.2.24). Теорема 1.2.3 доказана.
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§ 1.3. Теоремы о наилучшем совместном приближении
комплекснозначных функций и их производных,

характеризующихся нормой разности m-го порядка в
пространстве L2

В этом параграфе докажем теоремы, связывающие величины наилучшего

совместного полиномиального приближения функций En−1(f
(s)) с интеграла-

ми, содержащими усреднённое значение нормы разности m-го порядка в L2.

Теорема 1.3.1. При любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и любом h ∈ R+,

удовлетворяющем неравенству 0 < nh ≤ π/2, справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))21

h

h∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ

m/2
=

{
nh

2(nh− sinnh)

}m/2
. (1.3.1)

В частности, если nh = π/2, то из (1.3.1) следует равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))22n

π

π/(2n)∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ


m/2

=

{
π

2(π − 2)

}m/2
.

Доказательство. Действительно, если f ∈ L
(r)
2 (r ∈ N, L(0)

2 ≡ L2), то,

как доказали в (1.1.44), норма разности m-го порядка производной r-го по-

рядка f (r)(x) имеет вид:∥∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥∥2
2

= 2m+1
+∞∑

k=−∞

|k|2r
∣∣ck(f)

∣∣2(1− cos kτ
)m
. (1.3.2)

Из (1.3.1) вытекает неравенство∥∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥∥2
2
≥ 2m+1

∑
|k|≥n

|k|2r
∣∣ck(f)

∣∣2(1− cos kτ
)m
. (1.3.3)

Используя формулу (1.1.15), запишем соотношение

E2
n−1(f)2 − 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 cos kτ = 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2(1− cos kτ

)
=
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= 2
∑
|k|≥n

(
2
∣∣ck(f)

∣∣2)1−1/m(2
∣∣ck(f)

∣∣2)1/m(1− cos kτ
)
. (1.3.4)

Применив к правой части (1.3.4) неравенство Гёльдера для числовых рядов

∑
|k|≥n

∣∣akbk∣∣ ≤
∑
|k|≥n

∣∣ak∣∣p
1/p∑

|k|≥n

∣∣bk∣∣q
1/q

, (1.3.5)

(p−1 + q−1 = 1, 1 ≤ p ≤ ∞),

а также учитывая неравенство (1.3.3), оценим сумму в правой части соотно-

шения (1.3.4) при помощи неравенства Гёльдера (1.3.5), полагая

1

p
= 1− 1

m
,

1

q
=

1

m
, m ∈ N,

в итоге получаем:

E2
n−1(f)2 − 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 cos kτ ≤

≤

2
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣21−1/m2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2(1− cos kτ

)m1/m

≤

≤
(
E2
n−1(f)2

)1−1/m2m+1

2m

∑
|k|≥n

(
|k|
n

)2r ∣∣ck(f)
∣∣2(1− cos kτ

)m1/m

=

=
(
E2
n−1(f)2

)1−1/m · 1

2n2r/m

2m+1
∑
|k|≥n

|k|2r
∣∣ck(f)

∣∣2(1− cos kτ
)m1/m

=

=
(
E2
n−1(f)2

)1−1/m · 1

2n2r/m

∥∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥∥2/m

2
.

Таким образом, для произвольной функции f ∈ L(r)
2 и любого u ≥ 0 имеет
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место неравенство

E2
n−1(f)2 ≤ 2

∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 cos ku+ E

2−2/m
n−1 (f)2 ·

∥∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥∥2/m

2

2n2r/m
. (1.3.6)

Заметим, что для 2π-периодических дифференцируемых функций f ∈ L
(r)
2

неравенства вида (1.3.6) доказаны в [8, с.13-14].

Проинтегрировав неравенство (1.3.6) по переменной τ в пределах от τ = 0

до τ = t и поделив обе части полученного результата на t, запишем

E2
n−1(f)2 ≤

≤ 2
∑
|k|≥n

∣∣ck(f)
∣∣2 sin kt

kt
+ E

2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2n2r/m
· 1
t

t∫
0

∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥2/m

2
dτ.

Так как при 0 < nt ≤ π/2 имеет место равенство (1.2.7), то из последнего

неравенства, как и при доказательстве теоремы 1.2.1, получаем(
1− sinnt

nt

)
E2
n−1(f)2 ≤ E

2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2n2r/m
· 1
t

t∫
0

∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥2/m

2
dτ

или, что то же(
1− sinnt

nt

)
E

2/m
n−1(f)2 ≤

1

2n2r/m
· 1
t

t∫
0

∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥2/m

2
dτ.

Возведя обе части полученного неравенства в степень m/2, m ∈ N, будем

писать(
1− sinnt

nt

)m/2
En−1(f)2 ≤

1

2m/2nr

1

t

t∫
0

∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥2/m

2
dτ

m/2

.

Отсюда получаем

En−1(f)2 ≤
1

nr

{
nt

2(nt− sinnt)

}m/21

t

t∫
0

∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥2/m

2
dτ

m/2

.
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В полученном неравенстве, полагая r = 0, запишем

En−1(f)2 ≤
{

nt

2(nt− sinnt)

}m/21

t

t∫
0

∥∥∆m
τ (f)

∥∥2/m
2

dτ

m/2

.

Заменяя здесь функцию f на f (r), получаем

En−1(f
(r))2 ≤

{
nt

2(nt− sinnt)

}m/21

t

t∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ

m/2

. (1.3.7)

Применяя неравенство (1.1.30) в виде

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
En−1(f

(r))2 (s = 0, 1, 2, · · · , r, r ∈ N),

с учётом (1.3.7) приходим к неравенству

En−1(f
(s))2 ≤

≤ 1

nr−s
·
{

nt

2(nt− sinnt)

}m/21

t

t∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ

m/2

. (1.3.7)′

Так как последнее неравенство справедливо для произвольной функции f ∈

L
(r)
2 , то из него вытекает оценка сверху величины, стоящей в левой части

равенства (1.3.1):

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))21

t

t∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ

m/2
≤
{

nt

2(nt− sinnt)

}m/2
. (1.3.8)

С целью получения аналогичной оценки снизу снова рассмотрим функ-

цию f0(x) = einx ∈ L(r)
2 , для которой ранее мы доказали, что

En−1(f
(s)
0 )2 = ns, n ∈ N, s ∈ [0, r], r ∈ N
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и в силу (1.1.46) ∥∥∥∆m
τ (f

(r)
0 )
∥∥∥2
2

= 2mn2r
(
1− cosnτ

)m
,

1

t

t∫
0

∥∥∆m
τ (f

(r)
0 )
∥∥2/m
2

dτ

m/2

= nr

{
2
(
nt− sinnt

)
nt

}m/2

,

а потому имеем

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))21

t

t∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ

m/2
≥

≥ nr−sEn−1(f
(s)
0 )21

t

t∫
0

∥∥∆m
τ (f

(r)
0 )
∥∥2/m
2

dτ

m/2
=

=
nr−s · ns

nr

{
2
(
nt− sinnt

)
nt

}m/2
=

{
nt

2(nt− sinnt)

}m/2
. (1.3.9)

Сравнивая оценки сверху (1.3.8) с оценкой снизу (1.3.9), получим требу-

емое равенство (1.3.1). Теорема 1.3.1 доказана.

Пользуясь тем, что норма разности
∥∥∆m

τ (f (r))
∥∥
2

является монотонно

возрастающей при τ ∈ (0, π/(2n)], из равенства

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))22n

π

π/(2n)∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ


m/2

=

{
π

2(π − 2)

}m/2

для произвольной функции f ∈ L(r)
2 получаем следующее неравенство типа
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Джексона-Стечкина

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s

2n

π

π/(2n)∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ


m/2

·
{

π

2(π − 2)

}m/2
≤

≤ 1

nr−s

(
2n

π
·
∥∥∆m

τ (f (r))
∥∥2/m
2
· π

2n

)m/2

·
{

π

2(π − 2)

}m/2
=

=

{
π

2(π − 2)

}m/2
· 1

nr−s
·
∥∥∆m

τ (f (r))
∥∥2/m
2
≤

≤
{

π

2(π − 2)

}m/2
· 1

nr−s
· ωm

(
f (r),

π

2n

)
2
.

Таким образом, из теоремы 1.3.1 вытекает

Следствие 1.3.1. При выполнении условий теоремы 1.3.1 имеет место

неравенство типа Джексона-Стечкина

En−1(f
(s))2 ≤

{
π

2(π − 2)

}m/2
· 1

nr−s
· ωm

(
f (r),

π

2n

)
2
. (1.3.10)

Отметим, что вопрос о том, что константа Джексона-Стечкина
{
π/(2(π−

2))
}m/2

является точной в неравенстве (1.3.10), остаётся открытым.

Теорема 1.3.2. Пусть m,n, r ∈ N, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда для любой

функции f ∈ L(r)
2 справедливо неравенство

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnh dh


1/2

. (1.3.11)

Неравенство (1.3.11) точно в том смысле, что существует комплекс-

нозначная функция f0 ∈ L(r)
2 , для которой оно обращается в равенство.

Доказательство. Сначала докажем неравенство (1.3.11) для случая
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r = s = 0. В первом параграфе мы доказали, что для произвольной ком-

плекснозначной функции f ∈ L(r)
2 имеет место равенство (формула (1.1.44)):∥∥∥∆m

τ (f (r))
∥∥∥2
2

=

= 2m+1
∞∑
k=1

ρ2k(f)
(
1− cos kh

)m
=

∞∑
k=1

ρ2k(f)

(
2 sin

kh

2

)2m

. (1.3.12)

Используя формулы Эйлера, легко доказать, что при любых m, k ∈ N имеет

место равенство(
2 sin

kh

2

)2m

= Cm
2m − 2

m∑
j=1

(−1)j+1Cm−j
2m cos jku,

учитывая которое из (1.3.12) получаем∥∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥∥2
2
≥

∞∑
k=n

ρ2k(f)

(
2 sin

kh

2

)2m

=

=
∞∑
k=n

ρ2k(f)

{
Cm

2m − 2
m∑
j=1

(−1)j+1Cm−j
2m cos jku

}
.

Сгруппируем члены с чётным и нечётным j, получаем

∥∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥∥2
2
≥

∞∑
k=n

ρ2k(f)

Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m ×

×
[

m+ 2s

m− 2s+ 1
cos(2s− 1)kh− cos 2skh

]
− 2C∗m cosmkt

}
, (1.3.13)

где

C∗m :=

0, если m− чётное, m ∈ N

1, если m− нечётное, m ∈ N, 1 ≤ s ≤ [m/2].

Добавим и вычтем дробь 1/(4s2−1), 1 ≤ s ≤ [m/2] внутри квадратной скобки
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правой части неравенства (1.3.13), в результате получаем

∥∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥∥2
2
≥

∞∑
k=n

ρ2k(f)

Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m

[
m+ 2s

m− 2s+ 1
cos(2s− 1)kh−

− cos 2skh− 1

4s2 − 1
+

1

4s2 − 1

]
− 2C∗m cosmkt

}
. (1.3.14)

Для значений ν ∈ Z+ определим величину

ϕ̂(ν) =

π/n∫
0

sinnh cos νhdh = − 2n

ν2 − n2
cos2

νπ

2n
.

Легко проверить, что

ϕ̂(0) =
2

n
, ϕ̂(n) = 0 (1.3.15)

и, кроме того, при любом s ∈ N и k ≥ n, k, n ∈ N выполняются неравенства

ϕ̂(2sk) = − 2n

(2sk)2 − n2
cos2

sk

n
π ≤ 0, (1.3.16)

ϕ̂((2s− 1)k) = − 2n

[(2s− 1)k]2 − n2
cos2

(2s− 1)k

n
π ≤ 0. (1.3.17)

Заметим также, что

ϕ̂(2sn) = − 2

n((2s)2 − 1)
, ϕ̂((2s− 1)n) ≡ 0, s, n ∈ N. (1.3.18)

Умножив неравенство (1.3.14) на функцию sinnt и проинтегрировав обе

части полученного таким образом соотношения по h от 0 до π/n, с учётом

введённых обозначений запишем

π/n∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2
2

sinntdt ≥ Cm
2m

∞∑
k=n

ρ2k(f) · ϕ̂(0)−
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−2
∞∑
k=n

ρ2k(f)

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m

[
m+ 2s

m− 2s+ 1
ϕ̂((2s− 1)k)− ϕ̂(2sk)−

− ϕ̂(0)

4s2 − 1
+

ϕ̂(0)

4s2 − 1

]
− 2C∗m

∞∑
k=n

ρ2k(f) ϕ̂(mk). (1.3.19)

Из неравенства (1.3.19), учитывая, что
∞∑
k=n

ρ2k(f) = E2
n−1(f)2,

запишем

ϕ̂(0)

Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m · 1

4s2 − 1

E2
n−1(f)2 ≤

≤
π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinntdt+ 2
∞∑
k=n

ρ2k(f)

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m

[
m+ 2s

m− 2s+ 1
ϕ̂((2s− 1)k)−

−ϕ̂(2sk)− ϕ̂(0)

4s2 − 1

]
+ 2C∗m

∞∑
k=n

ρ2k(f) ϕ̂(mk). (1.3.20)

Введём обозначение

Km =

Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m · 1

4s2 − 1

−1/2

и, учитывая, что ϕ(0) = 2/n, неравенство (1.3.20) запишем в виде

2

n
K −2

m E2
n−1(f)2 ≤

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinntdt+

+2
∞∑
k=n

ρ2k(f)

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m

[
m+ 2s

m− 2s+ 1
ϕ̂((2s− 1)k)− ϕ̂(2sk)− 2

n
· 1

4s2 − 1

]
+

+2C∗m

∞∑
k=n

ρ2k(f) ϕ̂(mk). (1.3.21)
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Покажем теперь, что при любых s, k, n ∈ N, k ≥ n выполняется неравен-

ство

−ϕ̂(2sk)− 2

n
· 1

4s2 − 1
< 0.

Действительно, при любых s, k, n ∈ N, 1 ≤ s ≤ [m/2], k ≥ n имеем

−ϕ̂(2sk)− 2

n
· 1

4s2 − 1
=

2n

4s2k2 − n2
cos2

skπ

n
− 1

4s2 − 1
· 2

n
=

=
2n

4s2k2 − n2

(
1− sin2 skπ

n

)
− 1

4s2 − 1
· 2

n
=

= − 2n

4s2k2 − n2
sin2 skπ

n
+

2n

4s2k2 − n2
− 1

4s2 − 1
· 2

n
=

= − 2n

4s2k2 − n2
sin2 skπ

n
− 8s2(k2 − n2)

(4s2k2 − n2)(4s2 − 1)n
< 0.

Заметим, что при k = n

ϕ̂(mn) = 0, ϕ̂((2s− 1)n) = 0, −ϕ̂(2sn)− 1

4s2 − 1
· 2

n
= 0,

и так как при любых 1 ≤ s ≤ [m/2], k,m, n ∈ N, k ≥ n, в силу (1.3.16)

и (1.3.17) ϕ̂((2s − 1)k) < 0, ϕ̂(mk) < 0, то второе и третье слагаемые в

неравенстве (1.3.21) неположительны, а потому, отбрасывая их, мы только

усилим неравенство (1.3.21) и в итоге получаем

2

n
K −2

m E2
n−1(f)2 ≤

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinntdt,

откуда сразу следует неравенство

En−1(f)2 ≤ Km

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinntdt


1/2

. (1.3.22)
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Докажем, что для функции f0(x) = einx неравенство (1.3.19) обращается в

равенство. В самом деле, для этой функции, как показали ранее (формула

(1.1.36), когда s = 0), En−1
(
f0
)
2

= 1 и в силу (1.3.12)∥∥∥∆m
h (f0)

∥∥∥2
2

= 2m
(
1− cosnh

)m
=

(
2 sin

nh

2

)2m

=

= Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m

[
m+ 2s

m− 2s+ 1
cos(2s− 1)nt− cos 2snt

]
− 2C∗m cosmnt.

Отсюда, учитывая равенства (1.3.18), будем иметь

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f0)

∥∥2
2

sinntdt = Cm
2m ϕ̂(0)− 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m

[
m+ 2s

m− 2s+ 1
ϕ̂((2s− 1)n)−

−ϕ̂(2sn)

]
− 2C∗mϕ̂(mn) = Cm

2m ϕ̂(0) + 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m ϕ̂(2sn) =

= ϕ̂(0)

Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m · 1

4s2 − 1

 =

=
2

n

Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m · 1

4s2 − 1

 =
2

n
K −2

m (1.3.23)

Так как En−1
(
f0
)
2

= 1, то из последнего равенства имеем

Km

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f0)

∥∥2
2

sinntdt


1/2

=

= Km

(
n

2
· 2

n
K −2

m

)
= Km ·K −1

m = 1 = En−1
(
f0
)
2
,

то есть неравенство (1.3.19) обращается в равенство.
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Теперь докажем, что

Km =

Cm
2m − 2

[m/2]∑
s=1

Cm−2s
2m · 1

4s2 − 1

−1/2 =

√
m+ 1

2m
. (1.3.24)

В самом деле, из равенства (1.3.23) имеем

K −2
m =

n

2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f0)

∥∥2
2

sinnhdh =

=
n

2

π/n∫
0

2m
(
1− cosnh

)m
sinnhdh = 2m−1

π∫
0

(
1− cosh

)m
d
(
1− cosh

)
=

= 2m−1 ·
(
1− cosh

)m+1

m+ 1

∣∣∣∣∣
π

0

=
22m

m+ 1
.

Отсюда сразу получаем

Km =

√
m+ 1

2m
. (1.3.25)

Таким образом, мы доказали, что для любых n,m ∈ N и любой комплекс-

нозначной функции f ∈ L2 имеет место точное неравенство

En−1(f)2 ≤
√
m+ 1

2m

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

. (1.3.26)

Если заменить в этом неравенстве функцию f(x) на производную f (r)(x),

будем иметь

En−1(f
(r))2 ≤

√
m+ 1

2m

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

(1.3.27)

и, воспользовавшись неравенством

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
En−1(f

(r))2 (0 ≤ s ≤ r), (1.3.28)

41



в итоге приходим к следующему неравенству

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
En−1(f

(r))2 ≤

≤
√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

. (1.3.29)

Так как неравенство (1.3.29) верно для любой функции f ∈ L(r)
2 , то по-

кажем, что оно точно для функции f0(x) = einh ∈ L(r)
2 , где (0 < h ≤ π/n), и

оно обращается в равенство. Воспользовавшись формул En−1(f
(s)
0 )2 = ns (см,

например, первое из равенств (1.1.36)),∥∥∆m
h (f

(r)
0 )
∥∥2
2

= 2mn2r
(
1− cosnh

)m
(см. формулу (1.1.46)), будем иметь

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

=

=

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

n
2
· 2mn2r

π/n∫
0

(
1− cosnh

)m
sinnhdh


1/2

=

=

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

2m−1n2r
π∫

0

(
1− cosh

)m
d
(
1− cosh

)1/2

=

=

√
m+ 1

2m
· 2m√

m+ 1
· ns = ns = En−1(f

(s)
0 )2.

Этим точность неравенства (1.3.29) доказана, чем и завершаем доказатель-

ство теоремы 1.3.2.

Из доказанной теоремы 1.3.2 вытекает
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Следствие 1.3.2. В условиях теоремы 1.3.2 имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2n

2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

=

√
m+ 1

2m
. (1.3.30)

Доказательство. В самом деле, с одной стороны, из (1.3.29) для произ-

вольной функции f ∈ L(r)
2 получаем

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2n

2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2
≤
√
m+ 1

2m
. (1.3.31)

С другой стороны, для функции f(x) = einx ∈ L(r)
2 , рассмотренной нами

при доказательстве теоремы 1.3.2, получаем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2n

2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2
≥

≥ nr−sEn−1(f
(s))2n

2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

=

=
nr−s · ns

nr
(
22m/(m+ 1)

)1/2 =

√
m+ 1

2m
. (1.3.32)

Требуемое равенство (1.3.30) вытекает из сопоставления оценки сверху

(1.3.31) и оценки снизу (1.3.32).
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Следствие 1.3.3. Для произвольной комплекснозначной функции f ∈

L
(r)
2 при любых n,m, r ∈ N, s ∈ Z+, r ≥ s справедливо неравенство

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s
∥∥∆m

π/n(f
(r))
∥∥
2
. (1.3.33)

Но если m-я разность
∥∥∆m

h (f (r))
∥∥2
2
удовлетворяет условию∥∥∆m

h (f (r))
∥∥2
2

+
∥∥∆m

(πn−h)
(f (r))

∥∥2
2
≤
∥∥∆m

π/(2n)(f
(r))
∥∥2
2
, (1.3.34)

то неравенство (1.3.33) можно уточнить в виде

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s
∥∥∆m

π/(2n)(f
(r))
∥∥
2
. (1.3.35)

Доказательство. Прежде всего заметим, что

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh =

=

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinn
(π
n
− h
)
dh =

π/n∫
0

∥∥∆m
(πn−h)

(f (r))
∥∥2
2

sinnhdh,

а потому запишем

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh =

=
1

2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh+
1

2

π/n∫
0

∥∥∆m
(πn−h)

(f (r))
∥∥2
2

sinnhdh =

=
1

2

π/n∫
0

{∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

+
∥∥∆m

(πn−h)
(f (r))

∥∥2
2

}
sinnhdh ≤
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≤
∥∥∆m

π/(2n)(f
(r))
∥∥2
2
·
π/n∫
0

sinnhdh =
2

n

∥∥∆m
π/(2n)(f

(r))
∥∥2
2
.

Теперь, учитывая это, неравенство из (1.3.29) будем иметь

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

≤

≤
√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

(
n

2
· 2

n

∥∥∆m
π/(2n)(f

(r))
∥∥2
2

)1/2

=

=

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s
∥∥∆m

π/(2n)(f
(r))
∥∥
2
.

Неравенство (1.3.35) и вместе с ним следствие 1.3.3 доказаны.

Следствие 1.3.4. Для произвольной комплекснозначной функции f ∈

L
(r)
2 при любых n,m, r ∈ N, s ∈ Z+, r ≥ s справедливо неравенство

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s
ωm

(
f (r),

π

n

)
2
. (1.3.36)

Но если модуль непрерывности ω2
m

(
f (r), h

)
2
для h ∈ [0, π/n] удовлетво-

ряет условию

ω2
m

(
f (r), h

)
2

+ ω2
m

(
f (r),

π

n
− h
)
2
≤ ω2

m

(
f (r),

π

2n

)
2
,

то неравенство (1.3.36) можно уточнить в виде

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s
ω2
m

(
f (r),

π

2n

)
2
. (1.3.37)

Следствие 1.3.4 вытекает из следствия 1.3.3 в силу того, что∥∥∆m
h (f (r))

∥∥
2
≤ ωm

(
f (r), h

)
2
,

а всё остальное доказательство следствия 1.3.4 повторяет схему доказатель-

ства следствия 1.3.3.
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§ 1.4. Решение общей экстремальной задачи о совместном
приближении и её последовательных производных

тригонометрическими полиномами на некоторых классах
функций в пространстве L2

Теоремы, доказанные нами в предыдущих параграфах, предоставляют

возможность решать экстремальную задачу о наилучшем совместном при-

ближении En−1(f
(s)) комплекснозначной функции f и её последовательность

производных f (s) (s = 1, 2, · · · , r) из класса L(r)
2 тригонометрическими поли-

номами Tn−1 ∈ T2n−1.

Другими словами, требуется найти точное значение верхней грани

E
(s)
n−1
(
M(r)

)
2

:= sup
{
En−1(f

(s))2 : f ∈M(r)
}

=

= sup
{
‖f (s) − Sn−1(f (s))‖2 : f ∈M(r)

}
, (1.4.1)

M(r) — некоторый класс функций из множеств L
(r)
2 , Sn−1(f

(s)) — частная

сумма (n− 1)-го порядка s-раз продифференцированного ряда функций f ∈

L
(r)
2 :

f (s)(x) =
∑
k∈Z+

(ik)seikx, Sn−1(f
(s), x) =

∑
|k|≤n−1

(ik)seikx.

Введём следующие классы функций.

Пусть Φ(h), где 0 ≤ h ≤ 2π есть непрерывная возрастающая функция

такая, что Φ(0) = 0. Всюду далее функцию Φ назовём мажорантой.

Символом W
(r)
m (Φ) обозначим класс функций f ∈ L(r)

2 , для которых при

любом 0 < h ≤ π/n имеет место неравенство1

h

h∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2/m
2

dh

m/2

≤ Φ(h)

при любых m,n ∈ N.
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Аналогичным образом, через W (r)
m (Φ, sin ·) обозначим класс функций f ∈

L
(r)
2 , для которых при любых m,n, r ∈ N и h ∈ [0, π/n] выполняется нера-

венство 1

h

h∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2/m
2

sinnhdh

m/2

≤ Φ(h).

Приводим решение сформулированной задачи (1.4.1) в случаях, когда

M(r) = W
(r)
m (Φ) и M(r) = W

(r)
m (Φ, sin ·).

Имеет место следующее утверждение

Теорема 1.4.1. При любых m,n, r ∈ N, s ∈ Z+, r ≥ s и h ∈ [0, π/(2n)]

имеет место равенство

E
(s)
n−1
(
W (r)

m (Φ)
)
2

=
1

nr−s
·
{

nh

2(nh− sinnh)

}m/2
Φ (h) . (1.4.2)

В частности, при h = π/(2n) из (1.4.2) следует, что

E
(s)
n−1
(
W (r)

m (Φ)
)
2

=

{
π

2(π − 2)

}m/2
· 1

nr−s
Φ
(π
n

)
. (1.4.3)

Доказательство. Напомним, что при доказательстве теоремы 1.3.1 мы

доказали, что для произвольной комплекснозначной функции f ∈ L(r)
2 имеет

место неравенство (см., неравенство (1.3.7)′):

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
·
{

nt

2(nt− sinnt)

}m/21

h

h∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥2/m
2

dτ

m/2

.

Отсюда, в предположении, что функция f также принадлежит классу

W
(r)
m (Φ), учитывая определение этого класса, получаем

En−1(f
(s))2 ≤

1

nr−s
·
{

nt

2(nt− sinnt)

}m/2
Φ(h),

из которого сразу вытекает оценка сверху всего класса

E
(s)
n−1
(
W (r)

m (Φ)
)
2
≤ 1

nr−s
·
{

nh

2(nh− sinnh)

}m/2
Φ (h) . (1.4.4)
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Для получении аналогичной оценки снизу введём в рассмотрение функ-

цию

g(x) =
1

nr

{
nh

2(nh− sinnh)

}m/2
Φ (h) cosnx.

Очевидно, что при всех s = 0, 1, 2, . . . , r производная

g(s)(x) =
1

nr−s

{
nh

2(nh− sinnh)

}m/2
Φ (h) cos

(
nx+

sπ

2

)

и в силу равенства (1.1.28) имеем

En−1(g(s))2 =
1

nr−s

{
nh

2(nh− sinnh)

}m/2
Φ (h) . (1.4.5)

Кроме того, выполнив простые вычисления, получаем∥∥∆m
h g

(r)
∥∥2
2

=

{
nh

2(nh− sinnh)

}m
Φ2 (h)

(
2 sin

nh

2

)2m

.

Используя полученное равенство, непосредственной проверкой приходим

к равенству 1

h

h∫
0

∥∥∆m
τ (g(r))

∥∥2/m
2

dτ

m/2

= Φ(h),

а это означает, что функция g принадлежит классу W (r)
m (Φ). Учитывая ра-

венство (1.4.5), запишем оценку снизу всего класса

E
(s)
n−1
(
W (r)

m (Φ)
)
2
≥ En−1(g(s))2 =

1

nr−s
·
{

nh

2(nh− sinnh)

}m/2
Φ (h) . (1.4.6)

Требуемое равенство (1.4.2) получаем из сопоставления оценки сверху

(1.4.4) с оценкой снизу (1.4.6), чем и завершаем доказательство теоремы 1.4.1.

Замечание 1.4.1 Заметим, что из утверждения теоремы 1.4.1, в частно-

сти при s = 0, получаем точную верхнюю грань наилучшего приближения
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класса W (r)
m (Φ) :

E
(0)
n−1
(
W (r)

m (Φ)
)
2

= En−1
(
W (r)

m (Φ)
)
2

=

=
1

nr−s
·
{

nh

2(nh− sinnh)

}m/2
Φ (h) . (1.4.7)

Полученная оценка (1.4.7) представляет собой оценку сверху всех далее

рассматриваемых нами n-поперечников класса W (r)
m (Φ) в следующей главе.

Теорема 1.4.2. Пусть m,n, r ∈ N, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда справедливо

равенство

E
(s)
n−1
(
W (r)

m (Φ, sinn·)
)
2

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
· 1

nr−s
Φ
(π
n

)
. (1.4.8)

Доказательство. Действительно, из неравенства (1.3.29) вида

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

,

учитывая определения рассматриваемого класса для любой функции f ∈

W
(r)
m (Φ, sinn·), получаем

En−1(f
(s))2 ≤

√
m+ 1

2m
· 1

nr−s

(π
2

)1/2n
2

π/n∫
0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

≤

≤
√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
· 1

nr−s
Φ
(π
n

)
,

из которого сразу следует оценка сверху наилучшего одновременного при-

ближения тригонометрическими полиномами всего класса W (r)
m (Φ, sinn·) :

E
(s)
n−1
(
W (r)

m (Φ, sinn·)
)
2
≤
√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
· 1

nr−s
Φ
(π
n

)
. (1.4.9)

Получим аналогичную оценку класса снизу. Для этого вводим в рассмот-

рение периодическую комплекснозначную функцию

g1(x) =
1

nr
·
√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
Φ
(π
n

)
einx,
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для которой при всех s = 0, 1, 2, . . . , r имеем

g(s)1 (x) =
1

nr−s
·
√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
Φ
(π
n

)
ei(nx+sπ/2).

Отсюда в силу равенства (1.1.28) получаем

En−1
(
g(s)1

)
2

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2 1

nr−s
· Φ
(π
n

)
. (1.4.10)

Так как

g(r)1 (x) =

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
Φ
(π
n

)
ei(nx+rπ/2),

и в силу равенства (1.1.46) имеет место равенство∥∥∆m
h (g(r)1 )

∥∥
2

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
Φ
(π
n

)(
2 sin

nh

2

)m
, (1.4.11)

то, учитывая определение класса W (r)
m (Φ, sinn·) и равенства (1.4.11), непо-

средственным вычислением имеемn
π

π/n∫
0

∥∥∆m
h (g(r)1 )

∥∥2
2

sinnhdh


1/2

=

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
Φ
(π
n

)n
π

π/n∫
0

(
2 sin

nh

2

)2m

sinnhdh


1/2

=

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
Φ
(π
n

)(2

π
· 22m

m+ 1

)1/2

= Φ
(π
n

)
.

Последнее равенство означает, что функция g1(x) принадлежит классу

W
(r)
m (Φ, sinn·), а потому, учитывая равенство (1.4.10), запишем оценку снизу

величины, стоящей в левой части равенства (1.4.8)

E
(s)
n−1
(
W (r)

m (Φ, sinn·)
)
2
≥ En−1

(
g(s)1

)
2

=

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2 1

nr−s
Φ
(π
n

)
. (1.4.12)
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Равенство (1.4.8) следует из сравнения неравенств (1.4.9) и (1.4.12) и тем

самым теорема 1.4.2 доказана.

Замечание 1.4.2 В утверждении теоремы 1.4.2 при s = 0 получаем

значение верхней грани наилучшего совместного приближения класса функ-

цийW (r)
m (Φ, sinn·) подпространством T2n−1 тригонометрическими полинома-

ми порядка n− 1:

E
(0)
n−1
(
W (r)

m (Φ, sinn·)
)
2

= En−1
(
W (r)

m (Φ, sinn·)
)
2

=

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2 1

nr
Φ
(π
n

)
. (1.4.13)

Точная оценка (1.4.13) далее используется при оценке сверху ряда n-

поперечников во второй главе.
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ГЛАВА 2. Точные значения n-поперечников
некоторых классов функций, содержащих нормы

разностей m-го порядка в L2[0, 2π]

В этой главе рассматривается экстремальная задача вычисления точ-

ных значений целого ряда n-поперечников классов функций, задаваемых

усреднёнными значениями норм разностей высших порядков, вытекающих из

результатов последних параграфов первой главы. Прежде чем сформулиро-

вать результаты этой главы, приводим необходимые понятия и определения.

Пусть B := {f ∈ L2, ‖f‖ ≤ 1} — единичный шар в пространстве L2; N —

выпуклое центрально-симметричное множество из L2; Ln ⊂ L2 — n-мерное

подпространство; L n ⊂ L2 — подпространство коразмерности n; Λ : L2 → Ln

— непрерывный линейный оператор; Λ⊥ : L2 → Ln — непрерывный оператор

линейного проектирования.

Величины

bn
(
N;L2

)
= sup {sup {ε > 0 : εB ∩Ln+1 ⊂ N} : Ln+1 ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {inf {‖f − ϕ‖ : ϕ ∈ Ln} : f ∈ N} : Ln ⊂ L2} ,

δn
(
N;L2

)
= inf {inf {sup {‖f − Λf‖ : f ∈ N} : ΛL2 ⊂ Ln} : L ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {‖f‖ : f ∈ N ∩L n} : L n ⊂ L2} ,

Πn

(
N;L2

)
= inf

{
inf
{

sup
{
‖f − Λ⊥f‖ : f ∈ N

}
: Λ⊥L2 ⊂ Ln

}
: Ln ⊂ L2

}
называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным,

гельфандовским и проекционным n-поперечниками множества N в L2. Из-

вестно [18, 22], что в пространстве L2 между приведёнными выше n-

поперечниками выполняются соотношения:

bn
(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
= δn

(
N;L2

)
= Π

(
N;L2

)
. (2.0.1)
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Напомним, что вычислению в пространстве L2 точных значений n-

поперечников гладких классов дифференцируемых 2π-периодических функ-

ций, определённых при помощи различных характеристик модулей непре-

рывности первых и высших порядков, посвящены работы Л.В.Тайков

[19–21], В.В.Шалаева [32], М.Г.Есмаганбетова [33], С.Б.Вакарчука [5, 7, 8],

С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [10], М.Ш.Шабозова [24], М.Ш.Шабозова и

Г.А.Юсупова [26,27] и многих других.
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§ 2.1. Точные значения n-поперечников некоторых классов
функций, задаваемых нормами разностей m-го порядка

В четвёртом параграфе первой главы мы ввели в рассмотрение класс

W
(r)
m (Φ) функций f ∈ L(r)

2 , для которых при любом h ∈ (0, π/n] выполняется

неравенство 1

h

h∫
0

‖4m
h (f (r))‖2/mdh

m/2

≤ Φ(h),

где m,n ∈ N, а Φ(h) (0 < h ≤ 2π) — непрерывная возрастающая функция,

такая, что Φ(0) = 0.

Аналогичным образом, через W (r)
m (Φ, sin ·) обозначим класс функций f ∈

L
(r)
2 , для которых при любых m,n, r ∈ N и h ∈ (0, π/n] выполняется неравен-

ство 1

h

h∫
0

∥∥4m
h (f (r))

∥∥2/m
2

sinnhdh

m/2

≤ Φ(h).

Для этих классов функций приводим точные значения всех перечисленных

n-поперечников в начале этой главы.

Имеет место следующая

Теорема 2.1.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и h ∈ [0, π/(2n)] —

любое число. Тогда справедливы следующие равенства

γ2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
= γ2n−1

(
W (r)

m (Φ), L2

)
=

[5mm] = En−1
(
W (r)

m (Φ)
)
2

=
1

nr

{
nh

2(nh− sinnh)

}m/2
· Φ(h), (2.1.1)

где γN(·) — любой из N -поперечников: бернштейновский bN(·), колмогоров-

ский dN(·), линейный δN(·), гельфандовский dN(·), проекционный ΠN(·). В

частности, из (2.0.1) при h = π/(2n) из (2.0.1) следует равенство

γ2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
= γ2n−1

(
W (r)

m (Φ), L2

)
=
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= En−1
(
W (r)

m (Φ), L2

)
=

{
π

2(π − 2)

}m/2
· 1

nr
· Φ
( π

2n

)
.

Доказательство. Оценку сверху всех n-поперечников получаем из ре-

зультата теоремы 1.4.1 при s = 0, для классаW (r)
m (Φ) из соотношения (2.0.1):

γ2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≤ γ2n−1

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

m (Φ)
)
2
≤ 1

nr

{
nh

2(nh− sinnh)

}m/2
· Φ(h). (2.1.2)

Для получения оценки снизу, равной правой части (2.1.2) рассматрива-

емых n-поперечников в пространстве тригонометрических полиномов T2n+1,

рассмотрим шар

S2n+1 :=

{
Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤

1

nr

[
nh

2(nh− sinnh)

]m/2
· Φ(h)

}

и докажем, что имеет место включение S2n+1 ⊂ W
(r)
m (Φ). Для этого покажем,

что любой Tn ⊂ S2n+1 удовлетворяет условию1

h

h∫
0

∥∥4m
h (T (r)

n )
∥∥2/mdh

m/2

≤ Φ(h).

Из равенство (1.3.2), для произвольной Tn ∈ S2n+1 имеем:∥∥∥4m
h (T (r)

n )
∥∥∥2 = 2m

n∑
k=1

k2rρ2k(Tn)(1− cos kh)m ≤

≤ 2m(1− cosnh)m · ‖Tn‖2 · n2r.

Отсюда1

h

h∫
0

∥∥4m
h (T (r)

n )
∥∥2/mdh

m/2

≤

1

h

h∫
0

2(1− cosnh)dh

m/2

· ‖T‖2/m =

= nr/m
{

nh

2(nh− sinnh)

}
· 1

2r/m
·
{

2(nh− sinnh)

nh

}
· Φ(h) = Φ(h).
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Этим доказано, что S2n+1 ⊂ W
(r)
m (Φ). Используя соотношение (2.0.1) и опре-

деление n-поперечника Бернштейна, запишем оценки снизу

γ2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≥

≥ b2n

(
S2n+1, L2

)
≥ 1

nr

{
nh

2(nh− sinnh)

}m/2
· Φ(h). (2.1.3)

Сравнивая цепочки неравенств для оценки сверху (2.1.2) с цепочкой нера-

венств снизу (2.1.3), получаем равенства (2.1.1), чем и завершаем доказатель-

ство теоремы 2.1.1.

Теорема 2.1.2. При любых m,n ∈ N, r ∈ Z+, и h ∈ (0, π/(2n)] имеет

место равенство

γ2n

(
W (r)

m (Φ, sin ·), L2

)
= γ2n−1

(
W (r)

m (Φ, sin ·), L2

)
=

= En−1

(
W (r)

m (Φ, sin ·)
)
2

=

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
· 1

nr−s
Φ
(π
n

)
. (2.1.4)

Доказательство.Из неравенства (1.4.9) при s = 0 получаем неравенство

En−1

(
W (r)

m (Φ, sin ·)
)
2
≤
√
m+ 1

2m
·
(π

2

)1/2
· 1

nr
· Φ
(π
n

)
.

Отсюда и из соотношения (2.0.1) сразу следует оценка сверху всех n-

поперечников:

γ2n

(
W (r)

m (Φ, sin ·), L2

)
≤ γ2n−1

(
W (r)

m (Φ, sin ·), L2

)
≤

≤ En−1

(
W (r)

m (Φ, sin ·)
)
2
≤
√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
· 1

nr
Φ
(π
n

)
. (2.1.5)

С целю получения оценки снизу, как и в предыдующей теореме 2.1.1 введём,

в рассмотрение шар

σ2n+1 :=

{
Tn ∈ T2n+1 : ‖Tn‖ ≤

√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
· 1

nr
· Φ
(π
n

)}
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и покажем, что шар σ2n+1 принадлежит классу W
(r)
m (Φ, sin ·), то есть име-

ет место включение σ2n+1 ⊂ W
(r)
m (Φ, sin ·). Но этот факт сразу вытекает из

определения класса W (r)
m (Φ, sin ·) в силу того, что в [21] доказано, что для

произвольного полинома Tn ∈ σ2n+1 всегдаn
π

π/n∫
0

∥∥∆m
h (T (r)

n )
∥∥2/m
2

sinnhdh


m/2

≤ Φ
(π
n

)
,

то есть σ2n+1 ⊂ W
(r)
m (Φ), а потому, согласно определению бернштейновского

n-поперечника, запишем оценку снизу

γ2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

m (Φ), L2

)
≥

≥ b2n

(
σ2n+1, L2

)
2
≥
√
m+ 1

2m

(π
2

)1/2
· 1

nr
· Φ
(π
n

)
. (2.1.6)

Требуемое равенство (2.1.4) получаем из сопоставления оценки сверху (2.1.5)

с оценками снизу (2.1.6), чем и завершаем доказательство теоремы 2.1.2.
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§ 2.2. Поперечники классов функций, характеризующихся
нормой разности m-го порядка, в Lp (0 < p ≤ 2)

Прежде чем продолжить вычисление n-поперечников других классов

функций в пространстве Lp, вводим в рассмотрение аппроксимационные ха-

рактеристики следующего вида

χm,n,r,p,s(h) := sup
f∈L(r)

2

2m/2nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

∥∥∆m
h (f (r))

∥∥pdh
1/p

, (2.2.1)

где m,n, r ∈ N, s ∈ Z+, 1/r < p ≤ 2, h ∈ (0, π/n].

Имеет место следующая общая

Теорема 2.2.1. Для произвольныхm,n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2, h ∈ (0, π/n]

справедливо равенство

χm,n,r,p,s(h) =


h∫

0

(1− cosnt)mp/2dt


−1/p

. (2.2.2)

Доказательство. Воспользуемся следующим неравенством (см. напри-

мер [18, с.104]): h∫
0

( ∞∑
k=n

∣∣fk(t)∣∣2)p/2

dt

1/p

≥

 ∞∑
k=n

 h∫
0

∣∣fk(t)∣∣pdt
2/p


1/2

, 0 < p ≤ 2.

Воспользуемся тем, что для произвольной функции f ∈ L
(r)
2 имеет место

соотношение ∥∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥∥2 := 2m
∞∑
k=1

k2rρ2k(f)(1− cos kτ)m,

применяя вышеприведенное неравенство, получаем h∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥pdτ
1/p

≥

 h∫
0

{
2m

∞∑
k=n

k2rρ2k(f)(1− cos kτ)m

}p/2

dτ

1/p

≥
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≥ 2m/2

 ∞∑
k=n

ρ2k(f)

krp
h∫

0

(1− cos kτ)mp/2dτ


2/p


1/2

. (2.2.3)

Функция

η(t) = trp
h∫

0

(1− cos tτ)mp/2dτ

возрастает по t > 0, поскольку rp > 1, r ∈ N и её производная

η′(t) = trp−1

h(1− cos th)mp/2 + (rp− 1)

h∫
0

(1− cos tτ)mp/2dτ

 > 0.

Следовательно, имеем:

min
{
η(k) : k ≥ n

}
= ϕ(n) = nrp

h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ.

Учитывая последнее равенство, из (2.2.3) получаем h∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥pdτ
1/p

≥ 2m/2·nr·

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

1/p

·

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

=

= 2m/2nr

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

1/p

· En−1(f)2.

Отсюда

En−1(f) ≤ 1

2m/2nr
·

 h∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥pdτ
1/p

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

1/p
.
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В этом неравенстве, полагая r = 0 и заменяя f на f (r), получаем

En−1(f
(r)) ≤ 1

2m/2
·

 h∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥pdτ
1/p

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

1/p
. (2.2.4)

Пользуясь неравенством (2.2.4) и доказанным в первой главе неравен-

ством

En−1(f
(s)) ≤ 1

nr−s
En−1(f

(r)), s = 0, 1, 2 . . . , r,

получаем

En−1(f
(s)) ≤ 1

2m/2nr−s
·

 h∫
0

∥∥∆m
τ

(
f (r)
)∥∥pdτ

1/p

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

1/p
. (2.2.5)

Так как неравенство (2.2.5) справедливо для произвольной функции f ∈ L(r)
2 ,

то из него получаем оценку

2m/2nr−sEn−1(f
(s)) h∫

0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥pdτ
1/p

≤

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

−1/p .

Отсюда сразу следует оценка сверху величины (2.2.1):

χm,n,r,p,s(h) ≤

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

−1/p . (2.2.6)

Рассмотрим теперь комплекснозначную функцию f0 = einx ∈ L(r)
2 (n, r ∈

N, L(0)
2 = L2), ранее рассмотренную нами при доказательстве леммы 1.1.2 и
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для которой в (1.1.43) доказали, что∥∥∥∆m
h (f0)

∥∥∥2
2

= 2m(1− cosnh)m, 0 < nh ≤ π. (2.2.7)

Так как согласно равенству (1.1.36)

En−1
(
f
(s)
0

)
2

= ns (2.2.8)

то, пользуясь равенствами (2.2.7) и (2.2.8), запишем

χm,n,r,p,s(h) ≥ 2m/2nr−sEn−1(f
(s)
0 )2 h∫

0

∥∥∆m
τ (f

(r)
0 )
∥∥pdτ

1/p
=

=
2m/2 · nr−s · ns

2m/2 · nr ·

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

1/p
=

 h∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

−1/p .

(2.2.9)

Теперь утверждение теоремы 2.2.1 в виде равенства (2.2.2) вытекает из

сопоставления оценок сверху (2.2.6) и снизу (2.2.9). Теорема 2.2.1 полностью

доказана.

Из теоремы 2.2.1 вытекает

Следствие 2.2.1. В условиях теоремы 2.2.1 при h = π/n имеет место

равенство

χm,n,r,p,s

(π
n

)
=

 π/n∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ


−1/p

=

=
1

2m+1/p
·
{

1√
π
· mp · Γ(mp/2)

Γ(mp+ 1/2)

}1/p

· n−(r−s)+1/p,

где Γ(a) — гамма-функция Эйлера.
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Через W (r)
m,p(Φ) обозначим класс функций f ∈ L

(r)
2 , которые для любых

m,n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2 и 0 < h ≤ π/n удовлетворяют неравенству h∫
0

∥∥∆m
τ (f (r))

∥∥pdτ
1/p

≤ Φ(h).

Поставим целью при некоторых ограничениях на множестве Φ(u) найти

точное значение перечисленных в начале этой главы n-поперечников. Для

этого введём следующее обозначение

(sin τ)+ :=
{

sin τ, если 0 ≤ τ ≤ π/2; 1, если τ > π/2
}
.

Теорема 2.2.2. Пусть ν ∈ R+ — произвольное число, r,m ∈ N, u ∈

(0, π], 1/r < p ≤ 2, а мажоранта Φ(h) удовлетворяет условию

Φp(νu)

Φp(u)
≥

νu∫
0

(1− cos τ)mp+ dτ

π∫
0

(1− cos τ)mpdτ

. (2.2.10)

Тогда для любого n ∈ N справедливы равенства

γ2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
= γ2n

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
=

= En−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)
2

= 2−m−1/p · n−r+1/p

 π∫
0

sinmp τdτ

−1/p · Φ(π
n

)
, (2.2.11)

где γk(·) — любой из k-поперечников: колмогоровский dk(·), бернштейнов-

ский bk(·), линейный δk(·), гельфандовский dk(·), проекционный Πk(·).

Доказательство. Используя неравенство (2.0.1) между вышеперечис-

ленными n-поперечниками и полагая в неравенстве (2.2.4) h = π/n, получаем

γ2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≤ d2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≤
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≤ En−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≤ 2−m/2 · n−r

 π/n∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ

 =

= 2−m−1/p · n−r+1/p

 π∫
0

sinmp τdτ

−1/p · Φ(π
n

)
. (2.2.12)

Для получения, такой же оценки рассматриваемых n-поперечников оценим

снизу бернштейновский n-поперечник класса W (r)
m,p(Φ), введя в рассмотрение

(2n+1)-мерную сферу полиномов

σ∗2n+1 :=

Tn : ‖Tn‖ = 2−m−1/p · n−r+1/p

 π/2∫
0

(sin t)mpdt


−1/p

· Φ
(π
n

)
и докажем, что σ∗2n+1 ⊂ W

(r)
m,p(Φ). В [21] доказано, что для произвольного

полинома Tn ∈ T2n+1 имеет место неравенство∥∥∥∆m
τ (T (r)

n )
∥∥∥ ≤ 2mnr

(
sin

nt

2

)m
+

· ‖Tn‖. (2.2.13)

Обе части неравенства (2.2.13) возведём в степень p (1/r < p ≤ 2) и проин-

тегрируем полученное выражение по переменному τ в пределах от 0 до νu, а

затем в интеграле, расположенном в правой части полученного неравенства,

произведём замену переменной nt = ϑ, а также заменим норму полинома

Tn ∈ σ∗ её значением:

νu∫
0

∥∥∥∆m
τ (T (r)

n )
∥∥∥pdτ ≤ Φp(π/n)

νu∫
0

(1−cosnτ)mp/2dτ


π/n∫
0

(1− cosnτ)mp/2dτ


−1

=

= Φp(π/n)

νu∫
0

(
sin

nτ

2

)mp
+
dτ ·


π/n∫
0

(
sin

nτ

2

)mp
dτ


−1

=

= Φp(π/n)

νnu∫
0

(
sin

τ

2

)
+
dτ ·


π∫

0

(
sin

τ

2

)mp
dτ


−1

.
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В правой части полученного равенства, полагая nu = π и учитывая условие

(2.2.10), придем к соотношению

νu∫
0

∥∥∥∆m
τ (T (r)

n )
∥∥∥pdτ ≤

Φp(u)

νπ∫
0

(
sin

τ

2

)mp
+
dτ

π∫
0

(
sin

τ

2

)mp
dτ

≤ Φp(νu).

Этим доказано, что шар σ∗2n+1 ⊂ W
(r)
m,p(Φ). Но тогда, согласно определению

бернштейновского n-поперечника,

γ2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≥ γ2n

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≥ b2n

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
≥

≥ b2n (σ∗2n+1, L2) = 2−m−1/p · n−r+1/p

 π∫
0

sinmp τdτ

−1/p · Φ(π
n

)
. (2.2.14)

Сравнивая оценки сверху (2.2.12) и снизу (2.2.14), получаем требуемое равен-

ство (2.2.11). Теорема 2.2.2 доказана.

Следствие 2.2.2. В условиях теоремы 2.2.2 справедливо равенство

γ2n−1

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
= γ2n

(
W (r)

m,p(Φ), L2

)
=

=
1

2m+1/p
·
{

1√
π
· mp · Γ(mp/2)

Γ(mp+ 1/2)

}1/p

· Φ
(π
n

)
· n−r+1/p.

В связи с условием (2.2.10) возникает следующий вопрос: существует ли

функция Φ0(u), удовлетворяющая условию (2.2.10)? На этот вопрос отвечает

следующая теорема

Теорема 2.2.3. Функция Φ0(τ) = τβ, где

β = π ·

p
π∫

0

(
sin

υ

2

)mp
dυ


−1

(2.2.15)

удовлетворяет условию (2.2.10).
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Доказательство. Так как sin υ/2 ≤ 1, 0 ≤ υ ≤ π, то

p

π∫
0

(
sin

υ

2

)mp
dυ < p

π∫
0

dυ = πp, а потому β >
1

p
.

С другой стороны, при 0 < υ ≤ π,

sin
υ

2
≥ 2

π
· υ

2
=
υ

π
, а потому p

π∫
0

(
sin

υ

2

)mp
dυ ≥ p

π∫
0

(υ
π

)mp
dυ =

pπ

mp+ 1
,

и в силу (2.2.6)

β <
1

p
(mp+ 1). (2.2.16)

Таким образом, 1/p < β < (mp + 1)/p — границы значения β. В рассматри-

ваемом случае условие (2.2.10) запишется в виде

νβp ≥
νπ∫
0

(
sin

τ

2

)mp
+
dτ

/ π∫
0

(
sin

τ

2

)mp
dτ. (2.2.17)

Учитывая (2.2.15), полученное неравенство запишем в виде

π

βp
· νβp ≥

νπ∫
0

(
sin

τ

2

)mp
+
dτ, 0 < ν <∞. (2.2.18)

Введём в рассмотрение вспомогательную функцию

r(ν) :=
π

βp
· νβp −

νπ∫
0

(
sin

τ

2

)mp
+
dτ. (2.2.19)

Из (2.2.19) в окрестности ν = 0 имеем

r(ν) =
π

βp
· νβp −

νπ∫
0

(τ
2

)mp
dτ = νβp

(
π

βp
− 0(νmp+1−βp)

)
(2.2.20)

а потому при ν → 0 из (2.2.20) и неравенства β < (2m + 1)/p получаем, что

r(ν) > 0. Из (2.2.19) и (2.2.16) имеем r(0) = r(1) = 0. Теперь надо устано-

вить, что на интервале (0, 1) функция (2.2.19) не меняет знак. Рассуждая от
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противного, допустим, что r(ν) в некоторой точке τ0 ∈ (0, 1) меняет знак.

Тогда в силу теоремы Ролля производная

r′(ν) = πνβp−1 − π
(

sin
νπ

2

)mp
на интервале (0, 1) имеет не менее двух различных нулей. Значит столько же

различных нулей в тех же точках, что и производная r′(ν), должна иметь

функция

r∗(ν) = π1/mp ·
(
ν(βp−1)/mp − sin

νπ

2

)
. (2.2.21)

Так как в силу неравенства β > 1/p (βp − 1 > 0) и равенства (2.2.21)

r∗(0) = r∗(1) = 0, функция

r′∗(ν) = π1/mp ·
(
βp− 1

mp
· ν(βp−mp−1)/mp − π

2
cos

νπ

2

)
(2.2.22)

на основании той же теоремы Ролля должна иметь на интервале (0, 1) не ме-

нее трёх различных нулей. Но из (2.2.22) и неравенства β < (mp+1)/p следу-

ет, что производная r′∗(ν) является разностью двух положительных функций,

одна из которых монотонно убывает и выпукла вниз, а другая монотонно

убывает и выпукла вверх. В этом случае, как следует из геометрических со-

ображений, производная r′∗(ν) не может иметь на интервале (0, 1) более двух

различных нулей. Это противоречие доказывает, что r(ν) > 0 для ν ∈ (0, 1).

Пусть теперь 1 ≤ ν < ∞. Тогда в силу (2.2.19) и (2.2.16) функция r(ν)

примет вид

r(ν) = νβp − βp(ν − 1)− 1. (2.2.23)

Отсюда получаем

r′(ν) = βp(νβp−1 − 1). (2.2.24)

В силу неравенства 1/p < β и (2.2.24) получаем, что r′(ν) ≥ 0 в области

[1,∞). Поскольку в силу равенства (2.2.20) r(1) = 0, то r(ν) ≥ 0 на [1,∞).
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Но это означает, что неравенство (2.2.17) или, что то же, условие (2.2.10)

выполняется для функции

Φ∗(τ) = τβ при β = π

p
π∫

0

(
sin

τ

2

)mp
dτ


−1

,

чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.3.
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Заключение

Основные научные результаты диссертационной работы

Основные научные результаты работы заключаются в следующем:

• решена экстремальная задача отыскания точной константы в неравен-

стве Джексона между величиною совместного приближения комплексно-

значных функций и их производных тригонометрическими полиномами

и усреднёнными значениями норм конечной разности первого порядка в

пространстве L2 [1-A, 2-A, 4-A];

• найден явный вид точного неравенства типа Джексона-Стечкина между

величиною наилучшего совместного приближения комплекснозначных

функции и их производных посредством усреднённых значений норм ко-

нечных разностей m-го порядка в L2 [1-A, 2-A, 5-A];

• найдено точное неравенство типа Черныха между наилучшим совмест-

ным приближением и усреднённым с весом sinnt значением норм разно-

стей высших порядков в L2 [1-A, 3-A, 6-A];

• вычислено точное значение различных n-поперечников на классах функ-

ций, характеризующихся усреднённым с весом значением норм конечных

разностей высших порядков [3-A, 5-A, 6-A, 7-А];

• вычислены значения n-поперечников классов функций, нормы разностей

которых в метрике Lp (0 < p ≤ 2) ограничены сверху мажорантой [1-A,

2-A, 3-A, 6-A, 7-А, 8-А].

Рекомендации по практическому использованию результатов

Результаты диссертационной работы и схемы их доказательств можно

применять в экстремальных задачах теории приближения аналитических в

круге функций, принадлежащих пространству Харди Hp.
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