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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы исследования. В исследовании множества задач в 

областях физики, механики и других научных дисциплин важнейшее значение 

имеют дифференциальные уравнения в частных производных. Особое 

внимание уделяется классу таких уравнений второго порядка, относящихся к 

параболическому типу, для которых рассматриваются различные варианты 

начальных и краевых условий. В этой сфере значительные вклады внесли 

учёные, такие как А. Фридман [113], В. С. Владимиров [41], О. А. 

Ладыженская, Н. Н. Уральцева, В. А. Солонников [68], Б. П. Михайлов [71], 

А. Н. Тихонов и А. А. Самарский [101], Р. Курэнт [89] и работы А. М. Ильина, 

А. С. Калашникова, О. А. Олейник [56], А. Ф. Филиппова [112], О. А. Олейник 

и С. Н. Кружков [88], а также многих других ученых. Эти исследования 

сосредоточены на проверке корректности начальных и краевых условий как в 

конечномерных, так и в бесконечномерных пространствах, получении 

априорных оценок и формул для представления решений, а также на анализе 

устойчивости стационарных решений. Также исследованы принципы 

максимума, теоремы сравнения решений и ряд других аспектов. В процессе 

работы в таких областях, как математическая биология, физика, экология и 

экономика, возникли новые формулировки задач для уравнений в частных 

производных с функциональными условиями. Уравнения первого порядка с 

линейными задачами и функциональными условиями были исследованы в 

работах таких учёных, как Вольтерра В. [42], Полуэктов Р. А. [90], Моисеев Н. 

Н. [81], М. Юнус [122-130]. В трудах М.К. Юнуси [122-130] были детально 

проанализированы различные аспекты функциональных условий.   

С развитием информационных технологий теория нелинейных волн как 

научная дисциплина начала активно развиваться, что позволило приблизиться 

к численным методам решения уравнений в частных производных, 

описывающих распространение волн в различных средах. Создание мощного 

математического инструментария открыло возможности для точного 
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аналитического решения ряда нелинейных уравнений в частных производных. 

Математическое моделирование стало ключевым инструментом для изучения 

различных сценариев развития и взаимодействия популяций, оценки 

временно-пространственной динамики биологических сообществ и 

предсказания реакции природных систем на внешние воздействия. Изменения 

в одной или нескольких характеристиках исследуемой биологической 

системы, с учетом ее временно-возрастной и пространственной структуры, 

могут быть описаны с помощью математических моделей. 

В диссертации рассматривается один из важнейших вопросов 

математического моделирования и прикладной математики- моделирование 

процессов  биологических популяций  и их обоснования, а также разработки 

алгоритмов с целью обнаружения и формирования нелинейных  стоячих 

популяционных волн с учетом временных-возрастных и пространственных 

распределений сложных систем (социальные, экономические, экологические, 

технические и другие). 

Степень разработанности темы исследуемой проблемы. В 

математической популяционной биологии описание структурированных 

популяций является  одной  из  актуальных  и  интереснейших задач 

основанных  на  аппарате  дифференциальных уравнений в частных 

производных. Изучаемые математические задачи в данной диссертационной  

работе посвящены биологическим сообществам, популяциям с учетом 

временно-возрастного состава пространственных распределений 

популяционных волн описывающихся с помощью   класса интегро-

дифференциальных задач.   

С. С. Четвериковым в 1905 г. впервые  было  введено  в экологический обиход 

понятие популяционных волн. С того времени  активно  исследовался  

многими  специалистами вопрос о численности взаимодействующих 

биологических  популяций,  которые отражены в многочисленных работах 

учёных таких как Вольтерр В.[42],  Свирежев Ю. М.[104-108],  Логофет.Д. О. 
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[73-75], Базыкин А. Д.[33,34],   содержащие широкие библиографические 

списки.  

Связь работы с научными программами (проектами) темами. 

Диссертационная работа выполнена в рамках реализации перспективного 

плана научно-исследовательских работ кафедры математического и 

компьютерного моделирования механико-математического факультета 

Таджикского национального университета на 2016 - 2020 гг. по теме 

«Разработка математических моделей, алгоритмов и программ для решения 

прикладных задач” и на 2020-2025гг. по теме “Разработка математических и 

компьютерных моделей, алгоритмов, комплекс программ и методики 

преподавания информатики, математики и естественных наук».  

ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА ИССЛЕДОВАНИЯ 

Цель исследования. Основной целью исследования настоящей 

диссертационной работы заключается в разработке аналитического метода 

математического моделирования некоторых физических явлений, таких, как  

популяционные волны и популяционные стоячие волны в нелинейных 

системах с учётом временно-возрастных и пространственных распределений,  

которые описываются дифференциальными уравнениями в частных 

производных второго и третьего порядка с функциональными начальными 

условиями.  

Задачи исследования. Основные задачи исследования данной 

диссертационной работы заключаются в следующем: 

-  для  интегро-дифференциальной задачи с переменными коэффициентами в 

линейном случае доказать теорему об абсолютной равномерной сходимости 

рядов Фурье для 3-крайвой задачи, где коэффициенты ряда Фурье 

удовлетворяют интегральному уравнению типа восстановления, найти и 

обосновать  решение в виде рядов Фурье для неоднородной задачи с 

функциональными условиями; 
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- доказать принцип максимума для линейных интегро-дифференциальных 

задач с функциональными  условиями и найти априорные оценки, так же найти 

решение пространственно-одномерных линейных задач с        

функциональными условиями; 

- создание математической модели интегро-дифференциальной задачи 

популяционных волн в нелинейных системах с учётом временно-возрастной 

структуры и пространственных распределений и  доказать её  решения; 

- доказать и обосновать стационарное решение  нелинейной интегро-

дифференциальной задачи, предложить определение стационарной 

численности с учетом возраста и пространственных распределений;   

- найти решение интегро-дифференциальной задачи численности 

изолированной популяции в частных производных с функциальными 

начальными условиями для образования плоских, S-волн, стоячих и 

стационарных волн с учётом возрастного состава и пространственных 

распределений;  

- разработать алгоритм численного решения нелинейной интегро-

дифференциальной задачи и комплекс компьютерных программ для 

популяционных волн в биологических системах.  

Объект исследования. Объектом исследования является класс нелинейных 

дифференциальных уравнений в частных производных с функциальными 

начальными условиями. 

Предмет исследования. Математическое моделирование популяционных 

волн с применением линейных и нелинейных систем интегро-

дифференциальных уравнений в частных производных с функциальными 

начальными условиями.  

Научная новизна исследования. В диссертационной работе получены 

следующие основные результаты: 
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 для интегро-дифференциальной задачи с переменными 

коэффициентами в линейном случае доказана теорема об абсолютной 

равномерной сходимости рядов Фурье для 3-крайвой задачи, где 

коэффициенты ряда Фурье удовлетворяют интегральному уравнению 

типа восстановления,  найдено и обосновано  решение в виде рядов 

Фурье для неоднородной задачи с функциональными условиями; 

 доказан принцип максимума для линейных интегро-дифференциальных 

задач с функциональными  условиями и найдены априорные оценки, так 

же найдено решение пространственно-одномерных линейных задач  с        

функциональными условиями; 

 создана математическая модель интегро-дифференциальной задачи 

популяционных волн в нелинейных системах с учётом временно-

возрастной структуры и пространственных распределений и доказано 

её решение; 

 доказано и обосновано стационарное решение  нелинейной интегро-

дифференциальной задачи, предложено определение стационарной 

численности с учетом возраста и пространственных распределений;  

  найдено решение интегро-дифференциальной задачи численности 

изолированной популяции в частных производных с функциальными 

начальными условиями для образования плоских, S-волн, стоячих и 

стационарных волн с учётом возрастного состава и пространственных 

распределений;  

 разработан алгоритм численного решения нелинейной интегро-

дифференциальной задачи, а также создан комплекс компьютерных 

программ для популяционных волн в биологических системах.  

 

Теоретическая и научно-практическая значимость работы.  Работа 

носит теоретический и практический характер.  Теоретическая ценность 

работы состоит в исследовании линейных и нелинейных задач с 
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функциальными начальными условиями. Теоретические результаты 

диссертационной работы могут быть использованы для чтения специальных 

курсов для студентов и магистров специальности «Информатика» по 

дисциплине «Математическое моделирование биологических систем» и 

«Математическое моделирование сложных систем» в ВУЗах Республики 

Таджикистан.    

Практическая значимость заключается в использовании результатов, 

полученных в диссертационной работе при математическом моделировании 

численности популяции биологических сообществ и для решения прикладных 

задач в экологии, биологии и управлении.  

 Положения, выносимые на защиту:  

 теоремы об абсолютной равномерной сходимости рядов Фурье для 3-

крайвой задачи, где коэффициенты ряда Фурье удовлетворяют 

интегральному уравнению типа восстановления; 

  теоремы о принципе максимума для линейных задач с 

функциональными  условиями и априорных оценок;  

 теоремы о существование и единственности классического решения для 

пространственно-одномерных задач и задач с функциональными 

условиями на плоскости; 

 теоремы о существовании решений математической модели интегро-

дифференциальной задачи популяционных волн в нелинейных системах 

с учётом временно-возрастной структуры и пространственных 

распределений. 

 теоремы о существовании  стационарного решения  нелинейной 

интегро-дифференциальной задачи с учетом возраста и 

пространственных распределений.  

 теоремы о существовании  решения интегро-дифференциальной задачи 

численности изолированной популяции в частных производных с 

функциальными начальными условиями.  
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 для нелинейной системы интегро-дифференциальных задачи разработан 

алгоритм численного решения и создан комплекс компьютерных 

программ для популяционных волн в биологических системах.  

Степень достоверности результатов. Все теоремы, утверждения и формулы 

в диссертационном исследовании обеспечены строгими доказательствами, ряд 

выводов согласуются с исследованиями других авторов.  

Соответствия диссертации паспорту научной специальности. 

Диссертационная работа выполнена в соответствии со следующими разделами 

паспорта специальности 05.13.18 – «Математическое моделирование, 

численные методы и комплекс программ» (пункты 2,5,6,8):  

-пункт 2. Развитие качественных и приближённых аналитических методов 

исследования математических моделей. 

-пункт 5. Комплексные исследования научных и технических проблем с 

применением современной технологии математического моделирования и 

вычислительного эксперимента. 

-пункт 6. Разработка новых математических методов и алгоритмов проверки 

адекватности математических моделей объектов на основе данных натурного 

эксперимента. 

-пункт 8. Разработка систем компьютерного и имитационного 

моделирования. 

 Личный вклад соискателя учёной степени. Все результаты, 

представленные в диссертационном исследовании, были получены  автором 

лично. Обсуждение и публикация научных результатов проводились с 

соавторами и научным руководителем, но основное содержание данного 

исследования и положения, выносимые на защиту, отражают личный вклад 

автора в выполненную  работу.  

 Апробация и реализация результатов диссертации. Материалы 

диссертации докладовались и обсуждались на международных и 

республиканских конференциях:  Республиканской научно-теоретической 

конференции профессорско-преподавательского состава и сотрудников ТНУ 
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посвищенной 25-летию государственной независимости Республики 

Таджикистан (2016); Республиканской научно-теоретической конференции 

профессорско-преподавательского состава и сотрудников ТНУ, посвищенной 

“20-ой годовщине Дня национального единства” и “Году молодёжи”  

(Душанбе 2017г); Республиканской научно-теоретической конференции 

профессорско-преподавательского состава и сотрудников ТНУ, посвищенной 

“Международному десятилетию действия Вода для устойчивого развития, 

2018-2018 годы”, “Годы развития туризма и народных ремесел”, “140-ой со 

дня рождения Героя Таджикистана Садриддина Айни и “70-ой годовщине со 

дня создания Таджикского Национального Университета” (2018); 

Международной научно – теоретической конференции, 70 – летию образования 

ТНУ и посвященной 80 – летию со дня рождения академик АН Республика 

Таджикистан, д.ф.-м.н, профессор Н.Р. Раджабова «Современные задачи 

математики и их приложений» (Душанбе, 2018г.); Республиканской научно-

практической конференции профессорско-преподавательского состава ТНУ, 

посвященной «Годам развития села, туризма и народных промыслов (2019-

2021)» и «400-летию Миробида Сайдои Насафи» (20-27 апреля, 2019); 

Республиканской научной конференции, посвящённой 80 – летию видного 

таджикского математика, профессора Бекназара Имомназара (Душанбе, 10-11 

июня, 2019г.); Республиканской научно-практической конференции 

профессорско-преподавательского состава ТНУ, посвященной “5500-летию 

древнего Саразма”, “700-летию выдающегося таджикского поэта Камола 

Худжанди” и «20-летию  изучения и развития естественных, точных и 

математических наук в сфере науки и образовании (2020-2040 годы)»; XI 

Международной научно-теоретической конференции, посвященной 70-летию 

Таджикского национального университета и 70-летию доктора физико-

математических наук, профессора Юнуси Махмадюсуф Камарзода (Душанбе, 

27-28 декабря 2018г.); Международной научной конференции, посвященной  

70-летию профессора Джангибекова Гулходжа (Душанбе, 30-31 января 2020 

г.); Международной научной конференции, посвященной  70-летию академика 
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НАН Таджикистана Шабозова Мирганда Шабозовича (Душанбе, 24-25 июня 

2022 г.); Международной научной конференции, «Современные проблемы 

математики и её приложения» посвящённой 20–летию развития естественных, 

точных и математических наук 2020-2040 годы  (Душанбе, 20-21 октября  2022 

г.); Международной научно-практической конференции «Компьютерный 

анализ проблем науки и технологий», посвященная «2020-2040 годы, 20-

летию изучения и развития естественных, точных и математических наук в 

области науки и образования» и «75-летию Таджикского национального 

университета» г.Душанбе 2023 год; Международной научной конференции 

посвященной 75-летию ТНУ, 20-летию развития точных, естественных и 

математических наук 2020-2040 годы, и 85-летию академика НАН 

Таджикистана Раджабов Нусрат. г.Душанбе 2023 год; XII-международной 

научно-практической конференции «Современные проблемы 

математического моделирования  и её приложения», посвященной 

«Объявления 2020-2040 годы,20-летию изучения и развития естественных, 

точных и математических наук в области науки и образования» и «75-летию 

Таджикского национального университета» (Таджикистан, Душанбе,18 май 

2024).  

 Публикации по теме диссертации. По материалам диссертационного 

исследования опубликовано 13 научной статьей, в том числе 6 статьи  в 

изданиях, рецензируемых  ВАК при Президенте Республики Таджикистан и 

ВАК Российской Федерации и 7 статьей в трудах республиканских и 

международных конференций. 

  

 Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из 

введения, пяти глав, заключения и списка использованной литературы. Общий 

объем диссертации составляет  136 страниц, в том числе 16 рисунков и 134 

библиографических списков. Нумерация формул отдельная для каждой главы 

и общая для рисуноков и таблиц. 
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ГЛАВА 1. Анализ литературы математического моделирования 

популяционных волн, описываемых дифференциальными 

уравнениями в частных производных с функциальными 

начальными условиями 

В этой главе приводятся основные сведения об изученной литературы 

математического моделирования популяционных волн, описываемых 

дифференциальными уравнениями в частных производных с функциальными 

начальными условиями. Так же излагаются основные теоретико-

методологические исследования, проведён анализ существующих проблем и 

полученных результатов и изложены нерешённые задачи по теме 

диссертационной работы.  

§1.1 Краткий исторический обзор по математическому 

моделированию 

Математические модели являются одним из важных аппаратов познания 

человеком явлений окружающего мира. Основные закономерности 

изучаемого явления входят в определение математической модели. 

Построение и исследование математических моделей, популяционных волн в 

нелинейных системах с учётом временно-возрастных и пространственных 

распределений являются необходимыми условиями, для решения прикладных 

задач оптимального управления популяциями. Математическое 

моделирование биологических популяционных волн  - считается актуальной и 

чрезвычайно интересной задачей.  

Математическое  моделирование  является   средством   анализа  

объединения наблюдения и эксперимента. Смысл моделирования  состоит   в  

том,  что  записываются на  основании эмпирических  данных    

количественные соотношения между разными величинами (математическая 

модель), которые можно определить  в ходе эксперимента или наблюдения. В 

математической популяционной биологии описание структурированных 
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популяций является  одной  из  актуальных  и  интереснейших задач 

основанных  на  аппарате  дифференциальных уравнений в частных 

производных.   Изучаемые математические задачи в данной диссертационной 

работе посвящены биологическим сообществам, популяциям с учетом 

временно-возрастного состава пространственных распределений 

популяционных волн, описывающихся с помощью   класса интегро-

дифференциальных задач.  

Одним из важных факторов математических методов в биологии 

является развитие между дисциплин - биохимии, биофизики, математической 

генетики, также появление новых направлений общих для биологии и 

информационных технологий. 

Известно, что первые результаты математической популяционной 

биологии связаны с тем, что в однородных моделях с непрерывным временем 

при рассмотрении  двух  популяций  взаимодействующих  видов  были  

обнаружены  колебания численности этих популяций.  

Модель  Лотки-Вольтерра служит наглядным примером, который 

выявляет, что взаимодействия  между  популяциями хищника и жертвы могут  

приводить к периодическим колебаниям численности, то есть колебания 

численности хищника отстают по фазе от  колебаний  численности  жертв. 

Реальную ситуацию данный тип динамики достаточно неплохо описывает, 

когда рост численности хищника недопустим без роста численности жертв, но 

рост численности хищников постепенно приводит к уменьшению плотности 

жертвы. В конечном результате замечаются колебания роста численности 

популяции. 

Процесс моделирования биосистем достаточно сложен по причине 

наличия в системе большого количества параметров и коэффициентов, и так 

же по причине периодического чередования нескольких режимов 

существования взаимодействующих популяций.  
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Начиная с XX века в математике, физике, химии, биологии и других 

точных науках для описания рассматриваемых ими  явлений использовалось 

математическое моделирование. Основные результаты в биологических, 

химических, физических и других областях науки в настоящее время 

получены при помощи математического моделирования. Особенность 

исследований в области математической биофизики и математической 

биологии заключались в рассмотрении моделей, которые включали в себя 

либо системы обыкновенных дифференциальных уравнений, или дискретные 

модели.  

Использование компьютеров позволило изменить понятие решения 

задачи математического моделирования. Так как до использования 

компьютерных технологий исследователь ограничивался только написанием 

математической модели или алгоритма для её решения. Вся история 

математики связана с алгоритмами. Как известно, слово «алгоритм» является 

производным от имени средневекового таджикского учёного Аль-Хорезми.  

Основоположником математического моделирования академиком А. А. 

Самарским[98] сформулирована методология математического 

моделирования в сокращённом  виде триадой «модель-алгоритм-программа».  

Для проведения натурных экспериментов необходимы большие усилия и 

затраты, и даже в некоторых случаях получение результатов невозможно, 

поэтому используется технология «вычислительного эксперимента», 

разработанной школой А. А. Самарского.  

В первой половине XX века стали интенсивно разрабатываться первые 

теоретически обоснованные подходы, которые использовались при разработке 

математических моделей взаимодействующих популяций. В работах Вольтера 

задачами Коши для систем обыкновенных дифференциальных уравнений 

представлены модели динамики взаимодействующих популяций.[26, 33, 41, 

52, 59, 60]. Предполагается, что плотность популяции и свойства среды в этой 
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модели не зависят от пространственных координат. В работах [34, 48, 47, 56, 

57, 58, 91, 105] процесс распространения популяции на территории 

рассматривается как групповое или случайное индивидуальное перемещение 

особей. Математические модели в данном случае описываются при помощи 

дифференциальных уравнений в частных производных. Во многих научных 

работах математическая модель процесса рождаемости  и гибели особей в 

изолированной популяции представляется начально-краевой задачей для 

нелинейного дифференциального уравнения в частных производных, которое  

имеет неединственное решение [47].  

Известно, что в моделировании биологических задач используются все 

методы прикладной математики, а также исследования систем 

дифференциальных уравнений и численных методов. 

Модели в полулинейных уравнениях типа «реакция-диффузия» 

получили широкое распространение в области математической экологии 

взаимодействующих популяций. Для моделирования временно-

пространственных биосистем необходимо использовать системы уравнений в 

частных производных Фон Фестера [9]. Уравнение Фон Фестера впервые было 

получено в работе Макендрика [25] Системы и уравнения типа Фон Фистера 

и Макендрика использовались разными авторами при математическом 

моделировании динамики численности популяций рыб и в демографических 

задачах [124, 123]. В работе [7] с использованием асимптотических методов 

рассмотрены системы уравнений типа «паразит-хозяин» или «хищник-

жертва».  

Один из занимательных аспектов моделирования популяции считается 

математическое моделирование временно-пространственной динамики 

популяции. Для построения математической модели описания временно-

пространственной динамики популяции применяется сочетание о случайных 

перемещениях или миграции особей, взятых из «точечной» динамики 

описания демографического процесса. Однако, не взирая на результаты волн 
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численности и диссипативные структуры в популяционных моделях являются 

важными результатами [16] математические модели описывающие временно-

пространственную динамику взаимодействующих популяций не являются 

достаточно изученными.  

Основной целью настоящей диссертационной работы является 

постановка задач и исследование математического моделирования 

популяционных волн в нелинейных системах с учётом временно-возрастных 

и пространственных распределений.  Бифуркационный анализа систем типа 

Лотки — Вольтерра вблизи пространственно - однородного стационарного 

состояния приводится в работах [123, 8]. Впервые было доказано 

Колмогоровым А.Н., Петровским И.Г и Пискуновым Н.С [56] существование 

решения типа «бегущая волна» для случая бесконечной прямой. В этой работе 

рассматривается математическая модель одиночной популяции, в которой 

рассчитывается нелинейность «диффузии» особей и  нелинейность скорости 

их перемещения по ареалу. А также получены необходимые условия 

существования решения «бегущая волна» и предложен алгоритм построения 

такого решения.   

Математическое моделирование популяций в двумерной области 

простой формы впервые были приведены в работе [8]. А также в работе [19] 

доказано с использованием методов фазовой плоскости существование 

решения задачи типа бегущая волна для одного квазилинейного уравнения 

популяционного типа.  В работе [42] исследованы все возможные бифуркации 

и все решения задач типа бегущая волна в случае одного уравнения.  

В условиях возрастающего антропогенного воздействия на 

окружающею среду математическое моделирование популяционной 

динамики стало основным инструментом для анализа влияния на 

экологическую систему. Математическое моделирование даёт возможность 

изучить всевозможные случаи развития и взаимодействия популяции, дать 

оценку воздействия окружающей среды на временно-пространственную 
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динамику биологических систем, прогнозировать реакцию природных систем 

на внешние воздействия.  В работах [14.28, 49,54, 90,92, 106,110,111] 

исследованы дискретные модели развития популяций.  Математические 

модели оптимального управления взаимодействующими биологическими 

видами посвящены работы [35, 74]. Для точечных математических моделей 

оптимального управления агроценозов и экосистем посвящены работы 

[87,105,122,124], а с учётом возрастной структуры приведены в [54]. В данных 

работах для получения необходимых условий, доказывается аналог принципа 

максимума Понтрягина.  

§1.2.Обзор  литературы математического моделирования 

популяционных волн, описываемых дифференциальными 

уравнениями  

В изучении многих задач физики, механики и других научных 

дисциплин большую роль играет дифференциальные уравнения в частных 

производных. Такие классы дифференциальных уравнений в частных 

производных второго порядка являются уравнения параболического типа для 

которых изучаются различные постановки краевых условий и начального 

условия. Исследованиям в этой области посвящены работы A.Фридмана [113], 

B.C.Владимирова [41], O.А.Ладыженской, Н.Н.Уральцевой и 

B.А.Солонникова [67],  B.П.Михайлова [70], А.Н.Тихонова и А.А.Самарского 

[109] Р.Куранта [89] и работы А.М.Ильина, А. С.Калашникова и О.А.Олейник 

[56], А.Ф.Филиппова [112], О.А.Олейник, В.А.Солонникова и С.Н.Кружкова 

[88] и многих других. В этих  работах изучены корректности начальных и 

краевых условий в конечномерных или бесконечномерных областях, 

получены априорные оценки и формулы для представления решения, а также 

исследованы вопросы устойчивости стационарных решений, доказаны 

принцип максимум и теоремы сравнения решений и других вопросов.  
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В процессе исследования математической биологии, физики, экологии и 

экономики, возникли новые постановки задач для уравнения в частных 

производных c функциональными условиями. Для уравнения первого порядка 

линейные задачи с функциональными условиями были изучены в работах 

Вольтерра В. [42], Полуәктова Р.A. [90], Моисеева Н.Н. [80], M. Юнуси [122-

130]. В работах М.К. Юнуси [112-130] приведено подробное исследование 

задач с функциональными условиями. В этих работах рассматриваются 

вопросы нахождения решения следующей задачи:  
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(.),,(.),(.),(.),(.), 0 iDNBF  -  заданные функции, 0iV - постоянные 

числа, .,...,2,1 ni   Доказательство принципа максимума, теоремы сравнения, 

априорные оценки, условия образования линейных волн  для задачи (1.2.1) в 

случае ,,0 2EG     приведены в работах М.К.Юнуси [112-130], а также для 

линейных задач (1.2.1) получены представления решения в виде рядов Фурье, 

коэффициенты которых являются решениями интегрального уравнения типа 

восстановления. Вопросы устойчивости нетривиального стационарного 

решения так же изучены в этих работах, кроме вопросов в случае третьей 

краевой задачи c функциональными условиями и .nEG  Не было получено 

представления решения для нелинейных задач с функциональными 
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условиями. Поэтому  изучение данного класса задач типа (1.2.1)  является 

важным классом задач для уравнений в частных производных второго 

порядка.  

Модель описывает поведение одной или нескольких характеристик 

рассматриваемой биологической системы в пространстве и во времени.  

В общем случае, её можно представить в виде зависимости u = u(x, t), где u — 

вектор плотность популяции, x — вектор пространственных координат, t — 

время. 

В работе [57]  А.Н. Колмогоровым, И.Г. Петровским и Н.С. Пискуновым 

была исследована модель временно-пространственной эволюции в рамках 

теории, предложенной Р. Фишером.  

Данные работы являются началом исследования целого класса задач 

математической биологии на основе дифференциальных уравнений с 

частными производными параболического типа. В случае одномерного ареала 

изменение плотности популяции u = u(x, t) описывается уравнением: 
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При t > 0 в системе начинается распространение концентраций u(x, t) в области 

x > 0, которое является результатом двух процессов: случайного перемещения 

особей с постоянной диффузией D и естественного прироста, описываемого 

функцией f(u) = u(1 − u). Следует отметить, что данное уравнение применяется 

во многих областях приложений, связанных с распространением в 

пространстве популяционных волн в экосистемах [37,51,65,1,4, 6,23]. 

При решении краевых задач для нелинейных уравнений с частными 

производными в задачах временно-пространственной динамики популяций 

используются  вычислительные технологии. В этом случаи приближенное 
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решение нестационарных задач основывается на разностном методе  [108, 15, 

21]. 

В работах А.А. Самарского и П.Н. Вабищевича [98,101] приведены 

исследования свойств разностных операторов, аппроксимирующих 

диффузионные уравнения.   

Исследование численных решений математических моделей 

взаимодействия популяций, описываемых нелинейными уравнениями с 

частными производными, посвящены работы [5, 61, 62, 109]. 

Исследование в направлении по теории нелинейных волн, хотя велась 

ещё в XIX века в связи с задачами газо- и гидродинамики, она всё еще 

считается молодой наукой. Предметом исследования таких выдающихся 

ученых, как Пуассон, Стокс, Эйри, Рэлей, Буссинеск, Риман были нелинейные 

волновые явления. В конце 1960-х–начале 1970-х годов теория нелинейных 

волн считалась  как единая наука. С появлением вычислительной техники, 

которая позволила, приблизится к решению уравнения в частных 

производных, описывающие распространение волн в различных средах, 

теория нелинейных волн бурно развивалась.  Исследования Э. Ферми, Дж. 

Паста и С. Улама проведённые в 1940-х годах на ЭВМ, внесли значительный 

вклад  для развития  теории нелинейных волн и  нелинейной физики. 

Математическими моделями описываются многие физические и 

биологические задачи о нелинейных волнах, которые представляются в виде 

нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, имеющие 

специальные решения -волны в временно-пространственной среде. 

Осуществление  точного аналитического решение ряда нелинейных 

уравнений в частных производных, в принципе способствовало созданию 

мощного математического аппарата, которая стала следующим этапом 

развития теории нелинейных волн. Большой интерес у физиков и математиков 

вызвало появление этих методов, один из первых - метод обратной задачи 
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рассеяния. Благодаря этому методу в данное время теория нелинейных волн 

превратилась в самостоятельное научное направление в математической 

физике.  

§1.3 Обзор исследования по теории  волн 

Популяционные волны. Популяционные волны (или волны жизни) – 

колебания численности организмов в природных популяциях.  

Популяционные волны могут быть как периодическими, так и 

непериодическими. В 1905 году русским биологом Сергеем Сергеевичем 

Четвериковым  был впервые введён в обиход термин «популяционная волна». 

В этом же году С. С. Четвериков опубликовал работу под названием «Волны 

жизни», в работе показано, что у всех живых организмов все популяции всегда 

подвержены количественным колебаниям численности входящих в них 

особей[114]. Волны осуществляются в математических моделях и 

наблюдаются в биологических системах.  

В природных популяционных системах колебание численности особей, 

является распространённым явлением. Часто причиной колебаний могут быть 

природные процессы. Как известно, что численность популяции «жертвы» 

возрастает при уменьшении численности популяции «хищника». Например, в 

биологической системе типа «вредные насекомые – полезные насекомые»  

увеличение численности вредных насекомых  приведёт к росту численности 

полезных насекомых. Спустя какое-то время численности полезных 

насекомых снизится из-за того, что уменьшится численности вредных 

насекомых за счёт их истребления, и полезные насекомые начнут испытывать 

недостаток пищи.  

Популяция – совокупность особей одного вида, занимающих обособленную 

территорию, свободно скрещивающихся между собой и в той или иной 

степени изолированных от других популяций данного вида.  
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Численность популяции – это общее количество особей на определённой 

территории или в определённом объёме. Численность популяции зависит от 

соотношения рождаемости  и смертности. Рост популяции происходит в 

период размножения. К сокращению численности популяции приводит 

смертность.  

Изоляция – отделение, отграничение чего-либо или кого-либо от остальной 

среды. 

Плотность популяции является основной её характеристикой, т.е 

численность или биомасса на единицу пространства, занимаемого 

популяцией. Это пространство называется ареалом популяции. Модели 

популяций, равномерно распределенных по пространству, плотность которых 

одинакова во всех точках ареала, хорошо изучены.  

Известно, что когда однородность пространства резко нарушена, такое 

описание будет неверным. Распределение первоначально возникшего хаоса 

популяционной плотности по однородному ареалу, мы будем называть 

распространением популяционных волн. Например распространение вспышки 

насекомых-вредителей по хлопковому агроценозу или распространение 

насекомых-вредителей по полям, других сельскохозяйственных культур. 

Изолированных популяций в природе не существует - каждая популяция 

взаимодействует со своей биотической (популяции других видов) и 

абиотической (температура, влажность и т.п.) средой. Процесс рождения и 

гибели определяет динамику изменения плотности популяции. Если 

взаимодействие популяции с окружающей средой описывается обобщенными 

параметрами рождаемости и смертности, то  мы можем рассматривать 

динамику изолированной популяции. Исследованию математических моделей 

сложных систем (например, физическим, экологическим и экономическим) 

посвящены многочисленные работы [4-А, 6-А, 85, 129].  
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Следует отметить, что математическая модель процесса рождаемости  и 

смертности особей в изолированной популяции во многих научных  работах  

представлена начально-краевой задачей для нелинейного дифференциального 

уравнения в частных производных.  

Популяционные волны в популяциях людей. Численность население на земле 

составляет около 8 млрд человек и в настоящее время продолжает расти. С 

развитием земледелия, индустриализации и научно-технической революции в 

мире наблюдается  прирост численности населения.  

По причине ряда факторов таких как: опасные эпидемиологические 

заболевания, стихийные бедствия, войны и уничтожение источников пищи 

снижается численность людей.  

С увеличением плотности населения увеличивается численность людей. 

Изменение плотности, влиянии на состояние генофонда человеческой 

популяции и миграции влияют на колебания численности. 

Рождаемость, смертность и миграция являются факторами плотности 

населения. Эти факторы в свою очередь  зависят от биотических, 

абиотических и антропогенных факторов.  

Экологическая система - это сложно устроенная уникальная система, 

состоящая из сообществ популяций и среды их обитания, связанных между 

собой множествами различных, существенно нелинейных, связей [35,81]. 

Стоячая волна — колебательный  (волновой) процесс в распределённых 

колебательных системах с характерным устойчивым в пространстве 

расположением чередующихся максимумов (пучностей) и минимумов 

(узлов) амплитуды. Такой колебательный процесс возникает при 

интерференции нескольких когерентных  волн. 



25 

 

Стоячая волна может возникнуть в результате взаимодействия двух волн 

одинаковой частоты, амплитуды и длины волны, направленных навстречу 

друг друга.    

Волновой процесс «бегущая волна» возникает  при полном поглощении 

волны, когда отсутствует отражённая волна и интерференция волн, а 

амплитуда волнового процесса в пространстве постоянна.  

Стоячие волны это решения волновых уравнений. Их можно представить себе 

как волны, которые распространяются независимо друг от друга, то есть волна 

не изменяет свойства среды, и другая волна распространяется так, будто 

первой волны нет волн. 

В работе [14] сформулировано понятие качественной устойчивости, что 

означает сохранение  устойчивости  равновесия в модели  экосистем при 

любых  количественных значениях интенсивностей внутри и межвидовых  

взаимодействий. В работах Вито Вольтерра, А.Т. Лотки,  Р.М. Мэй, Ю.М. 

Свирежев, Д.О. Логофета, Дж. Марри, П.И. Марчука,  Дж. Джефферс, К. 

Уаата, М.К. Юнуси, Р.Н. Одинаева  и ряда других учёных рассмотрены 

вопросы математического моделирования динамики численности 

биологических популяций. Математическим задачам устойчивости с учётом 

временно-возрастных и  пространственных распределений посвящены 

обширные библиографии. Последующее исследование устойчивости 

математических моделей с учётом временно-возрастных и  пространственных 

распределений для модельных биологических популяций, сообществ 

экосистем, стали предметами изучения работ  Ю.М. Свирежева,  Д.О. 

Логофета [106]. Профессором М.К.Юнуси [122-130]  предложены и 

исследованы задачи управления агроценозами и охраняемыми 

биологическими популяциями.  

Методы построения динамических систем со сложными взаимосвязями 

приведены в работах Г.И.Марчука[79], Ю.М.Свирежева, Е.Я.Елизарова [104], 
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Д.О.Логофета[72], Р.А.Полуэктова[90] для применения к задачам экологии и 

рационального природопользования.  

Самарским А.А [98] был изучен вопрос о существовании обобщённого 

решения для изолированной популяции с учётом временной структуры и 

пространственного распределения. Цыгановым М.А., Бикташевым В.Н., 

Бриндлином Дж., Холденом А.В., Иваницким Г.Р. [111] исследовано 

достаточно большое количество процессов создания структур и 

распространения нелинейных волн в распределённых системах, 

описывающихся  при помощи математических моделей с кросс-диффузией. 

Предложен механизм создания и распространения бегущих хвостов для 

бактериальных популяционных волн. Предложенный механизм 

подтверждается проведением численных экспериментов на математической 

модели которая описывает распространение бактериальных популяционных 

волн. 

В работе О.К. Кодирова, М. Гадозода, М.К.Юнуси [56] исследовались 

процессы распространения звука в одномерной среде, процессы малых 

поперечных и продольных колебаний струны, нелинейные волны 

гидродинамического происхождения, электромагнитные волны, 

распространение гравитационных волн в мелкой воде, дисперсия и 

диссипация энергии и гравитационные волны. 

Независимо от огромного количества работ по математическому 

моделированию волновых популяционных процессов, вопрос о возможных 

хаотических сценариях, которые приводят к сложной динамике и  её влияние 

на факторы остаётся недостаточно изученным.   

 

 



27 

 

Глава 2. Решение дифференциальных задач в частных 

производных с функциальными начальными  и краевыми 

условиями   

В данной главе исследуется линейная интегро-дифференциальная задача 

с функциальными начальными  и краевыми условиями.  

В первом параграфе для интегро-дифференциальной задачи в линейном 

случае доказана теорема об абсолютной равномерной сходимости рядов 

Фурье для 3-крайвой задачи, где коэффициенты ряда Фурье удовлетворяют 

интегральному уравнению типа восстановления. Во втором параграфе  для 

неоднородной задачи с функциональными условиями получено и обосновано  

решение в виде рядов Фурье. В третьем параграфе доказан принципа 

максимума для линейных интегро-дифференциальных задач, из которого 

следует не отрицательность и ограниченность решений рассматриваемых 

задач. В четвертом параграфе приведено исследование пространственно-

одномерной линейной системы с функциональными начальными условиями, 

описывающих состояние биологических систем.  

Изложенные в этой главе результаты опубликованы в работах [1-А,2-А,3-А] 

§2.1 Решение  интегро-дифференциальной задачи с 

переменными коэффициентами 

Интегро-дифференциальные уравнения с переменными 

коэффициентами могут описывать различные физические явления, где 

взаимодействие между переменными может быть не только 

дифференцируемым, но и интегрируемым. В частности, такие уравнения 

могут возникать при моделировании процессов, в которых влияние 

предыдущих состояний системы на ее текущее состояние играет важную роль, 

как, например, в задачах, связанных с определением отклика системы на 

внешние воздействия или в моделировании динамики с учетом задержек. 

Математически такие уравнения могут быть записаны в виде выражений, 
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включающих как производные по времени или пространству, так и интегралы, 

например, интегралы по прошлым значениям функции. 

Рассмотрим в области 𝑄 = 𝐺 × [0, 𝑡𝑘] × [0,∞], 0 ≤ 𝑡𝑘 < ∞ , где �̈� = 𝐺 +

𝑆, 𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2): 0 < 𝑥𝑖 < 𝐿𝑖 , 𝐿𝑖 < ∞, 𝑖 = 1,2}, 𝑆 

−граница области 𝐺, следующую задачу[2 − А]: найти решение 

уравнения  

𝜕𝑁

𝜕𝑡
+
𝜕𝑁

𝜕𝑎
+∑ 𝜗𝑖

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
= 𝐹(𝑎, 𝑡)𝑁 +

2

𝑖=1
∑ 𝐷𝑖

𝜕2𝑁

𝜕𝑥𝑖
, 𝑥𝜖𝐺, 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑘

2

𝑖=1
,  

          0 < 𝑎 < ∞,                                                                                    (2.1.1) 

удовлетворяющее начальным и граничным условиям: 

𝑁|𝑡=0 = 𝑁0(𝑥, 𝑎), 𝑥 ∈ �̈�, 0 ≤ 𝑎 < ∞,        (2.1.2) 

𝑁|𝑡=0 = ∫ 𝐵(𝑎, 𝑡)𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡)𝑑𝑎, 𝑥, ∈
∞

0
�̈�, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘,    (2.1.3) 

𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡)|𝑆 = 0, 0 ≤ 𝑎 ≤ ∞, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘 ,   x ∈  �̈�.    (2.1.4) 

Здесь 𝜗𝑖 , 𝐷𝑖 = 1,2 – заданные положительные числа, F(a, t), B(a, t), 𝑁0(𝑥, 𝑎) – 

заданные неотрицательные функции своих аргументов. Функция 

,0,),,(00  aGxaxNN  имеет обобщённые производные 

21

0

3

21

0

2

0

2

00 ,,,,
xxa

N

xx

N

xa

N

x

N

a

N

ii 


















  и они ограничены по а, .2,1,0  ia  

  Заметим, что уравнение (2.1.1) описывает распределение численности 

некоторой популяции в точке  𝑥 ∈ �̈� возраста 𝑎 ∈ [0,∞) в момент времени 𝑡 ∈

[0, 𝑡𝑘] , a  (2.1.3) характеризует уравнение рождаемости для численности 

новорожденных. Задача (2.1.1) - (2.1.4) является естественным обобщением  

соответствующих задач на из робот [122-130], где рассматривается случай , 

когда N=N(a,t). В дальнейшем будем предполагать, что выполнены условия 

согласования : 

 𝑁0(𝑥, 𝑎)|𝑆 = 0,𝑁0(𝑥, 𝑎) = ∫ 𝐵(𝑎, 0)𝑁0(𝑥, 𝑎)𝑑𝑎
∞

0
. В противном случае 

пришлось бы  считать функцию  𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) разрывной, что внесло бы 

некоторые формальные трудности, ничего не меняя по существу. 
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Теорема 2.1.1. Пусть 𝐹(𝑎, 𝑡) ≡ 𝐹(𝑎), 𝐵(𝑎, 𝑡) ≡ 𝐵(𝑎) для всех 0 ≤ 𝑎 ≤ ∞, 0 ≤

𝑡 ≤ 𝑡𝑘 ,     ||𝐹(𝑎)||𝐶 < ∞, |
|𝐵(𝑎)||

𝐶
< ∞,

𝜕𝑁0

𝜕𝑎
∈ 𝐶|0,∞) и 𝛿𝑛1,𝑛2

𝑚𝑎𝑥 , 𝛿|𝑛1,𝑛2 −

 являются корнями уравнения 

∫ �̃�𝑛(𝑎)𝑒
−𝛿𝑎𝑑𝑎 = 1,

∞

0
  �̃�𝑛(𝑎) = 𝐵(𝑎)𝑒

−𝛾𝑛𝑎+∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉
∞

0 ,   (2.1.5) 

𝑛 = (𝑛1, 𝑛2),  𝑛𝑘 = 1,2,3,…  𝑗 = 2,3,4, 𝑘 = 1,2   

Тогда решение задачи (2.1.1)-(2.1.4) представляется в виде 

𝑁0(𝑥, 𝑎, 𝑡) =
2

𝐿1,𝐿2
∑ 𝑐2

1𝑒𝛿𝑛
𝑚𝑎𝑥𝑡−𝑎

+ ∑ 𝑐𝑛
𝑖 𝑒𝑎𝑛

𝑗
(𝑡−𝑎) cos (𝜔𝑛

𝑗(𝑡 −∞
𝑗=1

∞
𝑛=1

𝑎)) exp {−λ𝑛𝑎 + +∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉 +
𝜗1𝑥1

2𝐷1

𝑎

0
+
𝜗2𝑥2

2𝐷2
} sin

𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
sin

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2
    

 (2.1.6) 

λ𝑛 = ∑ [
𝜗2𝐾

𝑛𝐷𝑘
+ 𝐷𝑘 (

𝜋𝑛𝑘

𝐿𝑘
)
2

] , 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2), 𝑛𝑘 = 1,2,3,… , 𝑘 = 1,2, 𝑐𝑛
𝑗
, 𝑗 =2

𝑘=1

1,2,3,4, -являются коэффициентами разложения функции 

�̃�𝑛
0(𝑎) = ∫ ∫ 𝑁0(𝑥, 𝑎)𝑒

𝜗1𝑥1
2𝐷1

−
𝜗2𝑥2
2𝐷2

−∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉+λ𝑛𝑎
𝑎

0 sin
𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
sin

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2

𝐿2
0

𝐿1
0

  

В ряд по экспонентам с показателями 

 𝛽𝑛
𝑗
= 𝛿𝑛

𝑗
+ λ𝑛, 𝛿𝑛

𝑗
= 𝑎𝑛

𝑗
+ 𝑖𝜔𝑛

𝑗
, 𝑛 = (n1, n2), n𝑘 = 1,2,3,…  

Доказательство.  Используя последовательно замены 𝑡 = 𝑎 + 𝜏, 

𝜑(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑎 + 𝜏),𝜓(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝜑(𝑥, 𝑎, 𝜏)exp (−∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉
𝑎

0
), 

уравнение (2.1.1) перепишем в следующем виде: 

𝜕𝜓

𝜕𝑎
= ∑ 𝐷𝑗

𝜕2𝜓

𝜕𝜓2
−2

𝑗=2 𝜗𝑗
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗
                                                           (2.1.7) 

Решение (2.1.7) с учетом граничных условий (2.1.4) будем искать методом 

разделения переменных 𝜓(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝑇(𝑎, 𝜏)𝑋(𝑥1, 𝑥2)  действительно,  

так как  

,),(),(

,),(),(

21

``

2

2

21

`

xxXaT
x

xxXaT
a

ix

i

a

















 

то  
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Отсюда  

 8.1.2
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),( 2

1 21

21

```





i

x

i
a

xxX

xxX
D

aT

aT
i




 

Правая часть равенства (2.1.8) является функцией только переменного X, а 

левая только ),( a . 

 Равенство (2.1.8) возможно лишь при условии, если правая и левая части 

равны одной и той же постоянной  .  

   Следовательно:         

 9.1.2,),(),(`  aTaTa   

                        (2.1.10)
 

0| 



s

ix


 

Решая уравнение (2.1.9) получим: 

( , ) (0, ) .aT a T e   

Решение уравнение (2.1.10) будем искать в виде:  

)()(),( 221121 xXxXxxX  . 

Легко видеть, что  

)( 2

2

2

1

2

``

2
2

1

``

1
1  

X

X
D

X

X
D  

Отсюда  

,,,, 121

2

1

22

1

1

``

1 tkk
X

X
   

и следовательно  

.sincos)( 11

1

211

1

111 xCxCxX    

Так как  
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1 21
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i
xxX
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то в силу граничных условий  (2.1.4) имеем: 

.0cos)(

0..,0)0(

11

1

211

`

1

1

1

1

11

`

1





LCLX

CетCX




 

Используя условие 0)( 11 xX имеем:  

0cos 11 L   

Отсюда ,
1

1
1 1 L

n
n


  где 1n любое целое число. 

Этим собственным значениям соответствуют собственные функции 

,sin)(
1

111

211
L

xn
CxX


   где 1

2C произвольная постоянная. 

Логично для )( 22 xX  имеем: 

.sin)(
2

222

222
L

xn
CxX


  

Таким образом  

.,sinsin),( 2

2

1

22

21

22

1

11
221 CCC

L

xn

L

xn
CxxX n 



 

Коэффициенты 2C определим из условия нормировки:  

21

2

22

1

11

2

22

1

11

0 0

2

2 )sin)(sinsinsin()(
1 2

dxdx
L

xn

L

xn

L

xn

L

xn
CXX

L L

nm


 

 

При 2211 ,, nmnmnm  получим  

1sinsin
1 2

0 0

21

2

222

1

1122

2  
L L

dxdx
L

xn

L

xn
C


  

21

2
212

2

2
...1

4 LL
Cет

LL
C   

𝑐𝑛, 𝑛 = (𝑛1,𝑛2)  определяются из условия нормировки  

с𝑛 ∫ ∫ sin2
𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
sin2

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 1

𝐿2
0

𝐿1
0

 .  
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𝜓(𝑥, 𝑎, 𝜏) =  ∑ 𝑇𝑛(0, 𝜏)𝑐𝑛𝑒
λ𝑛𝑎+

𝜗1𝑥1
2𝐷1

+
𝜗2𝑥2
2𝐷2

 sin
𝜋𝑛1𝑥1
𝐿1

sin
𝜋𝑛2𝑥2
𝐿2∞

т=1         

   (2.1.11)  

где λ𝑛 = ∑ [
𝜗𝑘
2𝑥1

4𝐷𝑘
+ 𝐷𝑘 (

𝜋𝑛𝑘

𝐿𝑘
)
2

] , a 𝑐𝑛, 𝑛 = (𝑛1,𝑛2).
2
𝑘=1  

Т.e с𝑛 =
2

√𝐿1𝐿2
 . Таким образом, с учётом введенных выше обозначений из 

(2.1.11) получим  

𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) =
2

√𝐿1𝐿2
∑ 𝑇𝑛(0, 𝜏 − 𝑎)
∞
𝑛=1 𝑒−λ𝑛𝜀 +

𝜗1𝑥1

2𝐷1
+
𝜗2𝑥2

2𝐷2
+

+∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉 +
𝑎

0
∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉
𝑎

0
) sin

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2
,   n = (n1, n1).                     (2.1.12) 

Где  𝑇0(0, t − 𝑎  -пока производные функции , n𝑘 = 1,2,… 𝑘 = 1,2. Их 

определим так, чтобы найденные решение удовлетворяло условиям (2.1.2)-

(2.1.3). Подставим (2.1.12)  в (2.1.3) , введя обозначение 𝜇𝑛(𝑡) =

𝑇𝑛(0, 𝑡), получим интегральное уравнение типа уравнения востановления: 

𝜇𝑛(𝑡) =  ∫ 𝐵𝑛(𝑎)
∞

0
𝜇𝑛(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑎, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘  

      (2.1.13) 

Легко видеть, что решение (2.1.13) представляется в виде  

𝜇𝑛(𝑡) =  ∑ 𝑐𝑛
𝑗∞

𝑗=1 𝑒𝛿
𝑗𝑛𝑡 = 𝑐𝑛

𝑡𝑒
𝑚𝑎𝑥
𝑛 𝑡 + ∑ 𝑐𝑛

𝑗
𝑒𝑎

𝑗
cos𝜔𝑛

𝑗
𝑡∞

𝑗=2  

    (2.1.14) 

𝑛 = (n1, n2)  где δ𝑛
𝑗
 являются корнями уравнения (2.1.5) 𝑐𝑛

𝑗
- коэффициентами 

разложения функции �̃�(𝑎) в ряд по экспонентам с показателями  𝛿𝑛
𝑗
, 𝑗 = 1,2…, 

. Как показано в (2.1.14), это уравнение только один вещественный 

(максимальный) корень 𝛿𝑛
𝑚𝑎𝑥, a остальные корни являются попарно 

сопряженными  

𝛿𝑛
𝑗
= 𝑎𝑛

𝑗
+ 𝑖𝜔𝑛

𝑗
  причем ∞𝑛

𝑗
< 𝛿𝑛

𝑚𝑎𝑥 

 

∫ �̃�𝑛(𝑎)𝑒
−𝑎𝑗𝑛𝑎 cos𝜔𝑛

𝑗
𝑎𝑑𝑎 = 1, ∫ �̃�𝑛(𝑎)

∞

0

𝑒−𝛾𝑛𝑎 sin𝜔𝑛
𝑗
𝑎𝑑𝑎 = 0.

∞

0

 

Таким образом, из (2.1.12)-(2.1.14) следует, что функция  
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𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) =
2

√𝐿1𝐿2
∑ 𝑐𝑛

𝑖
𝑥

𝑛=1
 exp {δ𝑛

𝑗
+ t𝑛a + ∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉 +

𝜗1𝑥1
2𝐷1

𝑎

0

+ 

+
𝜗2𝑥2

2𝐷2
} sin

𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
sin

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2
}.                                                        (2.1.15) 

Для всех 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡)𝜖�̅� является решением задачи (2.1.1)-(2.1.4), так как легко 

видеть, что ряд (2.1.15), а также ряды для производных  
𝜕𝑁

𝜕𝑡
,
𝜕𝑁

𝜕𝑎
,
𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑡
,
𝜕2𝑁

𝜕𝑥2
 i=1,2 

равномерно сходится. В силу того что δ𝑛
𝑗
= 𝑎𝑛

𝑗
+ 𝑖𝜔𝑛

𝑗
 

 J=2,3,4,…, n, 𝑛𝑘=1,2,…,  k= 1,2, очевидно, формулы (2.1.6) и (2.1.15)  

эквивалентны. Теорема доказано. 

Замечания 2.1.1. Пусть ∫ �̃�𝑛(𝑎)𝑑𝑎 = 1,
∞

0
𝑛𝑘 = 1,2,… , 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2) тогда 

существует стационарное решение задачи (2.1.1)-(2.1.4)  и оно 

представляется в виде 

𝑁∗(𝑥, 𝑎) =
2

√𝐿1𝐿2
∑ 𝑒

−λ𝑛𝑎+∫ 𝐹(𝜉)𝑑𝜉+
ʋ1𝑥1
2𝐷1

𝑎

0
+
ʋ2𝑥2
2𝐷2∞

𝑛=1 sin
𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
sin

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2
  

Если ∫ �̃�𝑛(𝑎)𝑑𝑎 = 1, 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2), 𝑛𝑘 = 1,2,… ,
∞

0
 то в формуле (2.1.6) 𝛿𝑛

𝑚𝑎𝑥 > 0, 

и следовательно с ростом t функция 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡)неограниченный расчет. 

Если же ∫ �̃�𝑛(𝑎)𝑑𝑎 < 1,
∞

0
𝑛𝑘 = 1,2,3,… , 𝑛 = (n1, n2), то  𝛿𝑛

𝑚𝑎𝑥 <

0 и 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) → 0     

Замечание 2.1.2. Если 𝐵(𝑎) – достаточно гладкая функция (например , 

𝐵(𝑎)𝜖 С[0,∞)) то 𝑎𝑛
𝑗
< 𝛿𝑛

𝑚𝑎𝑥 и при больших t в разложении (2.1.6) можно 

пренебречь всеми членами суммы по 𝑗 = 2,3,… если же функция 𝐵(𝑎) является 

дельтаобразной функией типа 𝐵(𝑎) = 𝑐𝛿(𝑎 − 𝑎)(т.е. популяция 

размножается только в возрасте �̅�), то возможно достижение 𝑎𝑛
𝑗
= 𝛿𝑛

𝑚𝑎𝑥 и 

следовательно, колебаний функции N. Периоды этих колебаний 𝑇𝑗 

определяется  по формуле: 

𝑇𝑗 =
2𝜋

𝜔
, 𝜔𝑗 =

2𝜋𝑗

�̅�
, 𝑗 = 1,2, �̅� = 𝑚𝑎𝑥𝑇𝑗  

Теорема 2.1.2. Пусть 𝐹 = 𝐹(𝑎, 𝑡), 𝐵 = 𝐵(𝑎, 𝑡) тогда решение задачи (2.1.1) и 

(2.1.4) представляется в виде (2.1.11), где  𝑇𝑛(0, 𝑡 − 𝑎) = 𝜇𝑛(𝑡−𝑎) является 

решением следующего интегрального уравнение: 
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 𝜇
𝑚(𝑡)=∫ �̃�𝑛(𝑎,𝑡)=𝜇𝑛(𝑡−𝑎)𝑑𝑎,0≤𝑡≪𝑡𝑘,0≤𝑎<∞

∞
0

    (2.1.16) 

�̃�𝑛(𝑎, 𝑡) = 𝐵(𝑎, 𝑡)𝑒𝑥𝑝 {−𝜆𝑛𝑎 ∫ 𝐹(𝜉, 𝜉 + 𝑡 − 𝑎)𝑑𝜉
𝑎

0
, 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2)}  

Замечание 2.1.3. Решение интегрального уравнения (2.1.16) представляется 

в виде 

 𝜇𝑛(𝑡)=∑ 𝜇𝑛
𝑚(𝑡)∞

𝑚=1 ,𝑛=(𝑛1,𝑛2)
 

где  

𝜇𝑛
𝑚+1(𝑡) = ∫ �̃�𝑛(𝑎, 𝑡)𝜇𝑛

𝑚(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑎, 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2). 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘
𝑎

0
  

 

§2.2. Решение линейной дифференциальной неоднородной 

задачи 

Решение линейной дифференциальной неоднородной задачи является 

важной частью теории дифференциальных уравнений, используемой в 

математическом моделировании для описания различных физических и 

инженерных процессов. Линейные дифференциальные уравнения с 

неоднородными членами возникают в случаях, когда система описывается 

линейными зависимостями, но на нее действует внешнее воздействие или 

сила, представляемая в виде функции, не зависящей от состояния системы. 

 Рассмотрим следующую модельную задачу: найти решение линейного 

дифференциального неоднородного уравнения 

)1.2.2(0,0,),,,(),( ,0 ktax ttaGxtaxfNtaFN   

удовлетворяющее начальным и граничным условиям: 

 2.2.2,0,),,(),( 0  aGxaxNaxN  

 



0

0 3.2.2,0,,),,(),(),0,( ktaGxdtxNtBtxN 

 4.2.2,0| sN  
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где 
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- численность популяции 

в точке x  возраста a  в момент времени (.),(.), 00 BFt - соответственно 

коэффициенты смертности и рождаемости некоторой изолированной 

популяции.  

 Наряду с граничным условием (2.2.4) рассмотрим также граничное 

условие третьего рода  

 5.2.2.2,1,
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isi
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В дальнейшем будем предполагать, что выполнены условия согласования 

граничных и начальных условий. 

 Определение.  Под решением неоднородной задачи (2.2.1) – (2.2.4)  

((2.2.5)) мы будем понимать непрерывную функцию  ),,( taxNN  , имеющую 

непрерывные производные  .2,1,,,,
2

2
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x

N
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N

t

N

ii

 и удовлетворяющие 

условия (2.2.1) – (2.2.4)  ((2.2.5)). 

Теорема 2.2.1. Пусть выполняются следующие условия: 

    а)      .0),(),(),(),( 0000  constDaBtaBaFtaF i  

Функции ),(),(),( 000 axNaBaF  определены и непрерывны по своим переменным. 

    б) 000000 (.),(.),(.) NNBBFF   где 000 ,, NBF - const > 0. 

    в)  Функция ),,(00 axNN  имеет обобщённые производные 

.2,1,,,,,
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  и они ограничены по a , ,0  a  

     г) 
),0[0

2L
B

.
 

Тогда решение неоднородной задачи (2.2.1) – (2.2.4) представляется в 

следующем виде:  
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tnn - является решением интегрального уравнения типа восстановления: 
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                               (2.2.7)  

Доказательство. Введём последовательно замены: 
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               (2.2.8) 

задачу (2.2.1) – (2.2.4) перепишем в следующем виде: 
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  где 
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dFaBaB  . Решение задачи (2.2.9) будем искать в 

виде ряда Фурье по собственным функциям.    
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 Для нахождения функции ),,( axu  достаточно определить функции 

).,( aun   Равномерная сходимость ряда (2.2.10) и его производных доказана в 

первом параграфе. 

Представим функцию ),,( aaxf  в виде ряда 
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где  
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Подставляя предполагаемую форму решения в исходное уравнение (2.2.9), 

будем иметь. 
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Это уравнение будет удовлетворено, если все коэффициенты разложения 

равны нулю, т.е. 
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Решение уравнения (2.2.12) имеет вид 
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Подставляя выражение (2.2.13) для ),( aun  в формул (2.2.10), получим 

решение исходной задачи в виде 

 14.2.2.sinsin
24

)(exp

),(sinsin),0(),,(

2

22

1

11
2

1

2

1

2

0

0

1 2 0

`)(

2

22

1

11

1 2 1 2

`

2121

1 2

L

xn

L

xn
da

D

хV

D

aV
dF

aafe
L

xn

L

xn
euaxu

i i

ii

i i

i

a

n n

a

n

aaa

n n

n

nnnn

































 




















 

Воспользуемся выражением (2.2.11) для ),( ` aafn и преобразуем найденное 

решение (2.2.14): 
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Так как  at , то введя обозначение ),0()(
2121

tut nnnn  , с учётом обозначений 

(2.2.8) получим 
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Интегральное уравнение (2.2.7) вытекает из уравнения рождаемости 

(2.2.3). 

Равномерная по ),,( tax  сходимость рядов для производных входящих в 

уравнение (2.2.1) .2,1,,,,
2
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 доказывается по аналогичной 

методике.  

Теорема 2.2.2. Пусть ),(),(),(),( 0000 aBtaBaFtaF  тогда  решение задачи 

(2.2.1) – (2.2.4) представляется в виде: 
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tnn - является решением интегрального уравнения типа восстановления: 
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Рассмотрим теперь третью краевую задачу, т.е. условие (2.2.4) заменим на  
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С помощью замены (2.2.8) задача (2.2.1) – (2.2.3), (2.2.5) принимает 

следующий вид: 
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Теорема 2.2.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2.2, тогда решение 

задачи (2.2.1) – (2.2.3), (2.15)  (т.е. (2.2.15)) представляется в виде: 
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§2.3.  Доказательство принципа максимума для линейных 

интегро-дифференциальных задач с функциональными  

условиями 

Доказательство принципа максимума для линейных интегро-

дифференциальных задач с функциональными условиями является важной 

темой в теории дифференциальных уравнений и математическом анализе, 

особенно в оптимизации и управления динамическими системами. Принцип 

максимума, в частности, относится к максимизации или минимизации 

некоторой функциональной величины, и его применимость охватывает 

широкий спектр задач в различных областях науки и техники, таких как 

теории управления, теории поля и математической физике. 

Рассмотрим следующую интегро-дифференциальную задачу: 
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Здесь функция ,),,( taxNN  означает численность некоторой изолированной 

популяции в точке x  возраста a  в момент времени t . ),(),,( 00 taBtaF

соответственно коэффициенты смертности и рождаемости популяции 

возраста a в момент времени t . ),(0 axN заданная неотрицательная функция. 

Определение.  Функция ,),,( taxNN   из класса )(1,1,2 QC , удовлетворяющая 

уравнению (2.3.1), начальному условия (2.3.2) и граничным условиям (2.3.3) – 

(2.3.4) в обычном классическом смысле называется классическим решением 

смешанной задачи (2.3.1) – (2.3.4). 

1. Априорные оценки. Основная наша целью заключается в том, чтобы 

установить корректность постановки задачи (2.3.1) – (2.3.4). Для этого сперва 

докажем справедливость следующего принципа максимума для задачи (2.3.1) 

– (2.3.4). 

Теорема 2.3.1.  Пусть выполняются следующие условия: 

    а)    Функция  (.)(.),(.), 000 NBF определены и непрерывный по совокупности 

переменных. Кроме того 0),(,0),( 00  taBtaF . 

    б) 0,  constDV ii  

    в)   

a

tx

a

at

dataBdataB
0

0
),(0

0

),(

1),(0,1),(0 minmax  

     г)  aGxaxN 0,,0),(0  

Тогда справедливы оценки:  

 5.3.2,],0[),0[),,(0),,( ktGQtaxвсехдляtaxN   

 6.3.2
)).0[(0)( 


GCQC

NN  

Доказательство. Возможны три случая:  
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1. Функция ),,( taxN неположительная в Q , т.е. 0),,( taxN  в Q , тогда 

очевидно, что  

 7.3.20),,(max taxN  

2. Наибольшое в Q , положительное значение функция принимает в какой-

либо внутренней точке  ,,, 000 tax  тогда в этой точке имеют место:  

0,0,0,0
2

2





















ii x

N

x

N

a

N

t

N
  и следовательно: 

 .0...0),,(0  NетtaNF  

3. Функция ),,( taxN своего наибольшего положительного значения достигает 

на границе Q , т.е. 









0

0 max,max,maxmax),,(0
aS

NNNtaxN . 

Таким образом, во всех случаях 1) и 3) получим 

   8.3.2|max,max,0max),,( 00  aNNtaxN  

Рассмотрим теперь точки минимального значения функции ),,( taxN опять 

возможны три случая:  

1. Функция ),,( taxN неотрицательна  в Q , т.е. 0),,( taxN  в Q , тогда получим    

0),,(min),,(  taxNtaxN
Q

 

2. Наименшее отрицательное  значение функция ),,( taxN принимает в какой-

либо внутренней точке  ,,, 000 tax  тогда в этой точке имеют место:  

2,1,0,0,0,0
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  и следовательно: 

 .0...0),,(0  NетtaNF  
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3. Функция ),,( taxN своего минимального значения достигает на границе Q , 

т.е.  00 |min,min,minmin),,(  a
S

NNNtaxN . 

Таким образом, из 1) - 3) получим, что  

   9.3.2|min,min,0min),,( 00  aNNtaxN   

Неравенства (2.3.8) и (2.3.9) перепишем в виде:  

 10.3.2|max,max,0max),,(|min,min,0min 0
),(),(

00
),(),( 

















 a
txax

a
txax

NNtaxNNN      

Теперь преступим доказательству неравенства (2.3.5). Пусть  

 11.3.2|maxmax 0
),(

0
),(

 a
txax

NN   

Тогда из (2.3.9) получим  

 12.3.2|min),,( 0
),(

 a
tx

NtaxN  

Отсюда с учётом условий в) теоремы получим: 

 




 
0

0

0
),(

0
),(

0
),(

,),,(min),(min),,(),(min|min),,( taxNdataBdataxNtaBNtaxN
txtx

a
tx

0),,(,min),(min),,(
0

0
),(

 


taxNNdataBtaxN
tx

  

Отсюда: 





0

0
),(

,min),(minmin NdataBN
tx

 

   



0

0
),(

13.3.20),(min1min dataBN
tx
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Так как  

 



0

0
),(

,0),(min1 dataB
tx

 

то из (2.3.13) получим ,0),,(min taxN следовательно .0),,( taxN  Пусть тепер 

выполнено неравенство  

 14.3.2|minmin 0
),(

0
),(

 a
txax

NN  

Тогда из (2.3.9) имеем .0),(min),,( 0  axNtaxN  Таким образом, в обейх случях 

мы получим неравенство  

QtaxtaxN  ),,(,0),,(                                                                             (2.3.15) 

Оценка (2.3.5) доказана. 

Наконец перейдем к доказательству оценки (2.3.6). 

Пусть выполнено неравенство  

  16.3.2|maxmax 0
),(

0
),(

 a
txax

NN  

Тогда с учётом условий в) теоремы получим 

 


 
0

0

0
),(

0
),(

0
),(

0
),(

,max),(max),(max|maxmax),,( NdataBNdataBNNtaxN
txtx

a
txax

 





0

0
),(

,max),(max),,( NdataBtaxN
tx

 

В свою очеред, отсюда получим  

   



0

0
),(

17.3.20),(max1max dataBN
tx

 

Так как  
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0

0
),(

,0),(max1 dataB
tx

 

То из (2.3.17) получим 0max N отсюда: 

 

,max),,(max

,max),,(

,max,0max),,(

0

0

0

NtaxN

NtaxN

NtaxN







 

Следовательно: 

)),0[(0)( 


GCQC
NN  

Теорема 2.3.1 польностью доказана.  

Теорема 2.3.2. Пусть выполнены все условия теоремы 2.3.1, и кроме того, 

пусть iN решение задачи (2.3.1) – (2.3.4), соответстувующее начальным 

функциям .2,1,0 iN i  Тогда справедливо неравенство  

     18.3.2,|max,max,0max|min,min,0min 0
),(

0

),(
0

),(

0

),(
  a

txax
a

txax
NNNNN  

из которого следует:  

1. если .0),,(),,(,0),(),( 21

0

2

0

1

0 QвtaxNtaxNNтоaxNaxNN   

2. 
)),0[(

0

)( 


GCQC
NN  

Доказательство.  Ясно, что разность решений задачи (2.3.1) – (2.3.4) 

21 NNN   удовлетворяет следующим условиям:    
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 19.3.2
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N
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N

dBN

axNN
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N
DF

x

N
V

a

N

t

N



  

Поэтому в полной аналогии с теоремой 2.3.1 получим, что для N

справедливо неравенство (2.3.18). Пусть теперь .00 N  Тогда используя 

условия в) теоремы 2.3.1, получим.  




 
0

0

0
),(

10
),(

0 ,min),(min),,(),(min|min NdataBdataxNtaBNN
txtx

a  





0

0
),(

,min),(min NdataBN
tx

 

Отсюда  





0

0
),(

,min),(minmin NdataBN
tx

 

 



0

0
),(

0),(min1min dataBN
tx

 

Так как  

 



0

0
),(

0),(min1 dataB
tx

 то получим  

.],0[),0[,0min ktGQвN   

 

Неравенство 2) следует из второй части неравенства (2.3.18). Теорема 

доказана.  

О корректности постановок рассматриваемых задач имеет место  
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Теорема 2.3.3.  Пусть выполнены условия теоремы 2.3.3. Тогда интегро – 

дифференциальная задача (2.3.1) – (2.3.4) имеет не более одного 

классического решения. 

Доказательство теоремы 2.3.3. непосредственно следует из теоремы 2.3.1, так 

как при выполнении условий теоремы 2.3.1 выполняются и условия теоремы 

2.3.2, поэтому из формулы  (2.3.6)  и из условия 0),(0  axN  получим 

0),(0  axN , или 0),(  axN  т.е. .),,(),,(),,( 21 QtaxtaxNtaxN   Имеет место 

Теорема 2.3.4. ( О существовании решения третьей смешанной задачи ). 

Пусть выполнены все условия теоремы 2.3.2, тогда классическое решение 

задачи (2.3.1) – (2.3.4) существует. 

Доказательство. Рассмотрим оператор ,, MUгдеUUT   

 ,)(,: max

)(
QCUUUUM a

QC
 а элемент  этого множества U является 

решением следующе краевой задачи: 

 20.3.2

).,,(),,(

0|

,),,(),(),0,(

0,0,,),(

0

0

2

22

1

0

2

1























































aaxNaxu

u
x

u

GxdxutBxu

ttaGx
x

u
DutaF

x

u
V

a

u

Si

i

k

ii

i

ii

i

 

Докажем, что классического решения задачи (2.3.20)  ),,( axu  из класса 

)(1,2 QC  существует. Для этого покажем, что ,MTM   Т непрерывно на М, и 

ТМ компактно в пространстве непрерывных функций. 

Условие MTM  следует из теоремы 2.3.1. Непрерывность Т на М следует из 

теоремы 2.3.2. Для доказательства компактности ТМ  достаточно показать, 

что для  TMU   справедлива оценка .0
)(


QCaU Справедливость последних 

оценок вытекает из свойств равномерно ограниченных решений задачи 

(2.3.20), причём 

   .,,, 0

max00

0

max uuuuuuSS     
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Таким образом, для оператора Т выполнены все условия теоремы Шаудера 

[134], и , следовательно, существует неподвижная точка оператора Т. т.е. 

.UTU   Так как решение задачи (2.3.20) принадлежит классу )(1,2 QC , то задача 

(2.3.1) – (2.3.4) также имеет решение из )(1,1,2 QC . 

Теорема 2.3.5. При выполнении условий теоремы 2.3.2 классическое решение 

задачи (2.3.1) – (2.3.4) ),,( taxN  непрерывно зависит от начальной функции 

.),(0 axN  

Доказательство.  Если 21 , NиN  любые два решения задачи (2.3.1) – (2.3.4) с 

начальными функциями ),(
~

),( 00 axNиaxN  сответственно, то для разности 

решений ),,(),,( 21 taxNtaxN  анологично оценкам 2) получим оценку: 

),(
~

),(),,(),,( 00)(21 axNaxNtaxNtaxN
QC

  

Отсюда, если  

 .),(
~

),( 00  axNaxN  

То получим  

,),,(),,(
)(21 

QC
taxNtaxN  

что и требовалось доказать.  

Таким образом, мы показали, что вышерассмотренные задачи поставлены 

корректно. 

§2.4. Решение пространственно-одномерных линейных задач с        

функциональными условиями 

Решение пространственно-одномерных линейных задач с 

функциональными условиями представляет собой в которой рассматриваются 

процессы, происходящие в одномерном пространстве, но с учетом 

функциональных зависимостей и внешних воздействий, обусловленных 

условиями на границах области. Такие задачи часто встречаются в физике, 

инженерии и других научных дисциплинах, где требуется анализировать 
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распределение физических величин (температуры, напряжения, плотности) 

вдоль одномерного пространства при заданных граничных и функциональных 

условиях.  

Рассмотрим следующую интегро-дифференциальную  задачу: требуется 

найти решение функции ,),,( taxN удовлетворяющее уравнению  

 1.4.2,),(
2

2

0
x

N
DNtaF

x

N
V

a

N

t

N



















 

в области    xtta k ,0,0 , с начальными условиями :  

 

 






0

0

0

3.4.2,),,(),(),0,(

2.4.2,),()0,,(

 dtxNtBtxN

axNaxN

 

    В дальнейшем будем рассматривать случай, когда  .)((.)),((.) 0000 aBBaFF   

Введём последовательно замены  ([123], [130]):    

 4.4.2

),,(),,(

),,(),,(,

0

2

0 ,
24

)(












 
a

D

Vх

D

aV
dF

eaxuax

aaxNaxat







 

уравнение (2.4.1) перепишем в следующем виде: 

 )5.4.2(,0,
2

2










xa

x

u
D

a

u
  

Для решения уравнения (2.4.5), применим преобразования Фурье по 

переменной  .x : 

Через ),,(  aU  обозначим преобразование Фурье функции ),,( axU : 

 6.4.2),,(
2

1
),,( dxeaUaU xi


 





  

Умножим обе части уравнения (2.4.5) на xie 





2

1
 и проинтегрируем по x  от 

  до  , предполагая, что функция u и её производные достаточно бистро 

стремятся к нулю при .x  
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Применив интегрирование по частям, получим:  

1)  
a

au
dxeaUdxe

a

u xixi








 












),,(

),,(
2

1

2

1 





 

2) 

),,,(),,(
2

1
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2

1

2

1

22
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auDdxeaUD

eui
x

u
De

x

u
Ddxe

x

u
D

xi

x

x

xi
x

x

xixi










































 

так как вне интегральные члены обращаются в нуль в силу ограниченности 

xie   и стремления к нулю u и 
x

u




 при .x    

Следовательно, для преобразования Фурье искомой функции получается 

уравнение  

     7.4.2,02 



uD

a

u
  

значительно более  простое, чем уравнение (2.4.5).  

Решим уравнение (2.4.7): 

,2daD
u

u



 

следовательно: 

 8.4.2),(),,(

,lnln

2

2

aDefaU

и

CaDU









 

где ),( f - произвольная функция. 

Чтобы найти ),,( axu , применим к равенству (2.4.6) обратное преобразование 

Фурье:  

 9.4.2),(
2

1
),,(

2

1
),,(

2












  





  defdeauaxu xiaDxi

 

С учётом обозначений (2.4.4), получим   
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  10.4.2),(
2

1
),,(

2
0

2

0
24

)(












 





deatfetaxN xiaDD

Vx

D

aV
dF

a

 

Так как ),( f - произвольная функция, то её подбираем так, чтобы она 

удовлетворяла функциональное начальное условие при 0a : 

 11.4.2.),(

)(
2

1
),,()(),(

2

1

2

2

0

0

0

24
)(

0

0

0
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ddetf

eBdtxNBdefe
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V
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xiD
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Сокращая обе части (2.4.11) на D

Vx

e 2 , получим: 

 12.4.2.),()(
2

1
),(

2

2

0

0

0

4
)(

0 









ddetfeBtxf xiDD

V
dF








 




  

Внутренний интеграл  (2.4.12)  равен  
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x
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DxiD

 

так как в силу [122-130] 

 




 de
2

 

Подставляя (2.4.13) в (2.4.12), находим: 
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.),()(
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),( 4
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ddetxfeB
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txf DD

V
dF






 




  

Если ввести обозначение:  

D

V
dF

eB
D

B
4

)(

0

2

0

0

)(
2

1
)(












  

тогда  

 14.4.2),()(),( 4

0

2

 



ddetxfBtxf D








  

Таким образом, для определения функции ),( txf  получим интегральное 

уравнение типа восстановления ([123],[130]).  

Чтобы найти ),( atf  , применим обратное преобразование Фурье к функции 

),( txf : 

.),(
2

1
),( 





 dxeatxfatf xi


  

Подставляя выражение ),( atf  , в формулу (2.4.10), получим: 
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В силу формулы Эйлера  

,`)(sin`)(cos)̀( xxixxe xxi  
 

имеем  
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так как  

 dxxe aD






  `)cos(
2

 - является чётной функцией  ,  

 dxxe aD






  `)sin(
2

- является нечётной функцией  . 

Поэтому второе слагаемое в правой части (2.4.15) обращается в нуль и 

получаем   

 16.4.2.`)cos(`)`,(

1
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Вычислим интеграл 





0

)17.4.2(,cos)(
2

 ydeyI aD  

Где ).(,0 xxyconstD   

Его сходимость следует, из сходимости интеграла в силу [122-130]: 






0

.
2

 de aD   

Дифференцируя формально по y , получим равенство: 




 
0

)18.4.2(,sin)(
2

 yde
dy

dI aD  

В самом деле: 

ye aD  cos
2  и ye aD  sin

2  не прерывны при  0,y  
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2) Интеграл (2.4.17) сходится при , y а интеграл (2.4.18) сходится 

равномерно относительно  y  при  y , в силу мажорантного признака 

с мажорирующей функцией aDeg
2

)(   . 

Таким образом, равенство (2.4.18) действительно имеет место по теореме о 

дифференцировании несобственного интеграла по параметру. 

 Интегрируя в (2.4.18) по частям (по  ), получим: 

).(
2

cos
22

sin

0

0

22

yI
Da

y
de

Da

y

Da

y
e

dy

dI aDx

x

aD  






 
   

Разделяя переменные в полученном дифференциальном уравнение для )(yI , 

найдём: 

)19.4.2(
2Da

ydy

I

dI
  

Интегрируя (2.4.19) получим: 

)20.4.2()( 4

2

Da

y

CeyI   

Найдём теперь константу C : 

 
 

 
0 0

)21.4.2(
2

11

2

1
)0(

22

Da
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),(  D  

так как  в силу [122-130] 
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.
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2 
 de  

Следовательно, из (2.4.20) и (2.4.21)  

.
2

1
)0(

Da
CI
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Подставляя в (2.4.20), будем иметь: 
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4 )22.4.2(.
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aD e
Da

ydeyI


  

Таким образом, подставляя выражение )(yI  в формулу (2.4.16), получим 

решение уравнения (2.4.1) при начальном условии (2.4.3) имеющий вид: 
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где )`,( txf - является решением интегрального уравнения (2.4.14). 

из формулы (2.4.23) для определения функции )`,( txf  при 0t  получим 

следующее интегральное уравнение: 

),(
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где 
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D

Vx

D

aV
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eaxNaxN
0 24

2
)(0

),(),(
~

00



,  ax 0,  

Замечание. Если ),(),,( 0000 taBBtaFF  то в представлении (2.4.23) функция 

0F будет зависеть от ),( at  , а в уравнении (2.4.14) функция 0B  также 

будет зависеть от t . 
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ГЛАВА 3.   Исследование нелинейных задач с   учётом временно-

возрастных и пространственных распределений 

 В данной главе приводится исследование нелинейных интегро-

дифференциальных задач. В первом параграфе рассматривается 

математическая модель популяционных волн в нелинейных системах с учётом 

временно-возрастных и пространственных распределений. Во втором 

параграфе приводится решение нелинейных дифференциальных уравнений в 

частных производных с функциальными начальными условиями. В третьем 

параграфе решена интегро-дифференциальная нелинейная система и доказано 

справедливость решения в случаи для 3-ей краевой задачи. Исследование 

стационарной численности популяций с учетом возраста и пространственного 

распределения приведено соответственно в четвёртом и пятом параграфе. В 

шестом параграфе приведено исследование численности изолированной 

популяции описываемой интегро-дифференциальной задачей для образования 

плоских, S-волн, стоячих и стационарных волн с учётом возрастного состава 

и пространственных распределений.  

Изложенные в этой главе результаты опубликованы в работах [8-А, 9-А] 

§3.1. Математическое моделирование популяционных волн в 

нелинейных системах с учётом временно-возрастных и 

пространственных распределений  

Математическое моделирование популяционных волн в нелинейных 

системах с учётом временно-возрастных и пространственных распределений 

является важной и актуальной задачей в биологии, экологии, а также в теории 

динамических систем. Такие задачи включают в себя анализ распространения 

и изменения популяций с учетом различных факторов, включая не только 

пространственные и временные изменения, но и возрастную структуру 

популяций. Эти модели позволяют исследовать поведение экосистем, 
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эволюцию биологических видов и динамику распространения заболеваний 

среди популяций, а также разрабатывать стратегии их управления и охраны. 

Популяционные волны в таких системах обычно описываются нелинейными 

дифференциальными уравнениями, которые включают несколько 

переменных: время, пространство и возраст популяции. Важным моментом 

является то, что такие модели учитывают взаимодействие между различными 

возрастными группами популяции, а также пространственную диффузию 

особей в области, что имеет значительное влияние на динамику популяции в 

целом. Примером такой модели может быть система уравнений, состоящая из 

уравнений для плотности популяции, которая зависит от возраста, и уравнений 

для распространения популяции в пространстве.  

Математическая модель процесса рождаемости  и смертности особей в 

изолированной популяции во многих научных  работах  представлена 

начально-краевой задачей для нелинейного дифференциального уравнения в 

частных производных.  

Рассмотрим следующие системы интегро-дифференциальных 

уравнений, описывающих состояние биосистемы в виде 

𝜕𝑁

𝜕𝑡
+
𝜕𝑁

𝜕𝑎
+ ∑ 𝑉𝑖

2
𝑖=1

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
= ℱ(𝑁, 𝑎, 𝑡) + ∑ 𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝜕2𝑁

𝜕𝑥𝑖2
,                    (3.1.1) 

𝑥𝜖𝐺, 0 < 𝑎 < ∞,   0 < 𝑡 < 𝑡𝑘  

в области �̅� = �̅� [0, 𝑡𝑘] ∗ [0,∞),   𝑡𝑘 < ∞, где �̅� = 𝐺 + 𝑆, 𝐺 = {𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2): 0 < 𝑥𝑖 < 𝐿𝑖 , 𝐿𝑖 < ∞, 𝑖 = 1,2} ,  S- граница G.  

Здесь функция N=N(x,a,t) характеризует численность некоторой 

изолированной популяции в точке x𝜖�̅� , возраста a, 0<a<∞, в момент времени 

t, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘  , ℱ = ℱ(𝑁, 𝑎, 𝑡) - коэффициент смертности особей возраста a в 

момент времени t,   ℱ(. ) ≤ 0 ,     𝑉𝑖 , 𝔇𝑖 , 𝑖 = 1,2  - заданные неотрицательные 

числа.  
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Для выделения единственного решения уравнения (3.1.1) зададим 

начальные и граничные условия: 

𝑁(𝑥, 𝑎, 0) = 𝑁0(𝑥, 𝑎), 𝑥𝜖�̅� , 0 ≤ 𝑎 < ∞ ,                                      (3.1.2)  

𝑁(𝑥, 0, 𝑡) = ∫ 𝐵(𝑁(𝑥, 𝜉, 𝑡), 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉,   𝑥𝜖
∞

0
𝐺                                   (3.1.3) 

𝑁|𝑆 = 0,                                                                                         (3.1.4)          

где B=B(.) – является коэффициентом рождаемости наряду с краевым 

условием (3.1.4). Задача (3.1.1) - (3.1.4)  введена и изучена профессором 

Юнуси М.К. в [122-130]. Мы будем рассматривать аналогично   3-краевую 

задачу 

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
− 𝑑𝑖𝑁|𝑥𝑖=0 = 0,

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
− 𝑑𝑖𝑁|𝑥𝑖=𝐿𝑖 = 0, 𝑑𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 1,2.  

В дальнейшем будем предполагать, что выполнены условия согласования 

граничных и начальных условий. 

Сформулируем основные предположения на функции, входящие в постановку 

(3.1.1)-(3.1.4): 

a) Функции ℱ(. ), 𝐵(. ), 𝑁0(. ) определены и непрерывны по совокупности 

переменных .0,0  constDconstV ii ; 

b) 𝐵(𝑁, 𝜉, 𝑡) = 𝐵0(𝑁, 𝜉, 𝑡), |𝐵0(. )| ≤ 𝒷(𝜉, 𝑡), ∫ 𝒷2∞

0
(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 < ∞ ,

ℱ(𝑁, 𝑎, 𝑡) = ℱ0(𝑁, 𝑎, 𝑡)𝑁, | ℱ0(. )| ≤ ℱ0,   ℱ0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0; 

c) Функция 𝑁0 = 𝑁0(𝑥, 𝑎) имеет обобщенные производные: 

𝜕𝑁0

𝜕𝑥𝑖
,
𝜕𝑁0

𝜕𝑎
,
𝜕2𝑁0

𝜕𝑎𝜕𝑥𝑖
,
𝜕2𝑁0

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
 ,

𝜕3𝑁0

𝜕𝑎𝜕𝑥1𝜕𝑥2
, 𝑖 = 1,2 и они ограничены  

x𝜖𝐺,̅  0≤a<∞; 

d) 
𝜕ℱ

𝜕𝑁
≤ 0,   max

(𝑥,𝑡)
∫ |

𝜕𝐵

𝜕𝑁
| 𝑑

∞

0
𝜉 < 1. 

Введем определение. Под решением интегро-дифференциальной задачи 

(3.1.1)-(3.1.4) мы будем понимать непрерывную функцию N=N(x,a,t), 
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имеющую непрерывные производные  
𝜕𝑁

𝜕𝑡
 ,
𝜕𝑁

𝜕𝑎
,
𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
 ,
𝜕2𝑁

𝜕𝑥𝑖2
, 𝑖 = 1,2 и 

удовлетворяющие условиям (3.1.1)-(3.1.4). 

Рассмотрим случай, когда ℱ0(𝑁, 𝑎, 𝑡) =  ℱ0(𝑎), 𝐵0(𝑁, 𝑎, 𝑡) =  𝐵0(𝑎),   Введем 

последовательно замены введенные Юнуси [122-130]. 

{
𝑡 = 𝑎 + 𝜏 , 𝜑(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑎 + 𝜏),

𝜑(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝑢(𝑥, 𝑎, 𝜏)exp (∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉 − ∑
𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2
𝑖=1 + ∑

𝑉𝑖𝑥𝑖

2𝔇𝑖

2
𝑖=1 )

𝑎

0

   (3.1.5) 

задачу (3.1.1)-(3.1.4) представим в виде: 

{
 
 

 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑎
= ∑ 𝔇𝑖

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖2
, 𝑥𝜖𝐺 ̅, 0 < 𝑎 < ∞2

𝑖=1

𝑢(𝑥, 0, 𝜏) = ∫ �̃�
∞

0
(𝜉)𝑢(𝑥, 𝜉, 𝜏)𝑑𝜉, 𝑥𝜖𝐺 ̅ 

𝑢|𝑥𝑖=0 = 0, 𝑢|𝑥𝑖=𝐿𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2

                                   (3.1.6) 

Где  �̂�(𝑎) = 𝐵0(𝑎) exp (∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉 − ∑
𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎

0
). 

Заметим, что условие (3.1.2) нами пока не использовано. 

Теорема 3.1.1 Пусть имеют место условия а) – c), тогда решение задачи 

(3.1.1)-(3.1.4) (или (3.1.6)) представляется в виде:  

𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) =  
2

√𝐿1𝐿2
𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉−∑

𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎

0
+∑

𝑉𝑖𝑥𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 ∗  

∗ ∑ 𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝑎)𝑒
−𝜆𝑛1𝑛2𝑎𝑆𝑖𝑛

𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
𝑆𝑖𝑛

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2

∞
𝑛1𝑛2=1

                                (3.1.7) 

где 𝜆𝑛1𝑛2 = ∑ 𝔇𝑖(
2
𝑖=1

𝜋𝑛1

𝐿1
)2,   𝑛1 = 1,2… , 𝑛2 = 1,2…,  

𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) является решением интегрального уравнения типа восстановления 

[122-130]: 

𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2(𝜉)𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉
𝑎

0
                           (3.1.8) 

𝐵𝑛1𝑛2(𝑎) = �̃�(𝑎)𝑒
−𝜆𝑛1𝑛2𝑎, 0 ≤ 𝑎 < ∞ , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡 𝑘,,   𝑛𝑖 = 1,2… , 𝑖 = 1,2. 



61 

 

Доказательство: Решение задачи (3.1.6) будем искать методом разделения 

переменных: 

𝑢(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝑇(𝑎, 𝜏)𝑋(𝑥1, 𝑥2). 

Проводя обычные рассуждения, аналогичные ([122], [130]) имеем: 

𝑢(𝑥, 𝑎, 𝜏) =  ∑ 𝑇𝑛1𝑛2(0, 𝜏)𝐶2
𝑛1𝑛2𝑒−𝜆𝑛1𝑛2𝑎𝑆𝑖𝑛

𝜋𝑛1𝑥1
𝐿1

𝑆𝑖𝑛
𝜋𝑛2𝑥2
𝐿2

∞

𝑛1𝑛2=1

 

где 𝐶2
𝑛1𝑛2  , 𝑛1 = 1,2… , 𝑛2 = 1,2… -определяются из условия нормировки: 

(𝐶2
𝑛1𝑛2)2 ∗ ∫ ∫ 𝑆𝑖𝑛2

𝜋𝑛1𝑥1
𝐿1

𝑆𝑖𝑛2
𝜋𝑛2𝑥2
𝐿2

𝐿2

0

𝐿1

0

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 1, 

т.е. 𝐶2
𝑛1𝑛2 =

2

√𝐿1𝐿2
. 

Так как t=a+ 𝜏, то введя обозначение 𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) = 𝑇𝑛1𝑛2(0, 𝑡) с учетом 

обозначений (3.1.5) получим (3.1.7), а из уравнения рождаемости (3.1.8) легко 

видеть, что функция (3.1.7) удовлетворяет линейной задаче (3.1.1)-(3.1.4). 

Интегральное уравнение (3.1.8) можно переписать в виде: 

𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2(𝜉)𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉 + 𝑓0(𝑡).
𝑡

0
                  (3.1.9) 

где 𝑓0(𝑡) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2(𝜉)𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉
∞

0
 – является известной функцией. 

Действительно, при t=0 из (3.1.7) имеем:  

𝑁0(𝑥, 𝑎) =
2

√𝐿1𝐿2
𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉−∑

𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖
2
𝑖=1

𝑎

0
+∑

𝑉𝑖𝑥𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 ∗

∗ ∑ 𝜇𝑛1𝑛2(−𝑎)𝑒
−𝜆𝑛1𝑛2𝑎𝑆𝑖𝑛

𝜋𝑛1𝑥1
𝐿1

𝑆𝑖𝑛
𝜋𝑛2𝑥2
𝐿2

∞

𝑛1;𝑛2=1

. 

Отсюда 
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𝜇𝑛1𝑛2(−𝑎) = 𝑒
−∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉+∑

𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎

0 ∗

∫ ∫ 𝑁0(𝑥, 𝑎)𝑒
−∑

𝑉𝑖𝑥𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 𝑆𝑖𝑛

𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
𝑆𝑖𝑛

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2

𝐿2
0

𝐿1
0

𝑑𝑥1𝑑𝑥2.   (3.1.10)           

Из (3.1.9) следует, что интегральное уравнение относительно  

𝜂(𝑡) =
𝑑𝜇(𝑡)

𝑑𝑡
 , т.е. 

𝜂𝑛1𝑛2(𝑡) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2(𝜉)𝜂𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉 + 𝑓1(𝑡),
𝑡

0
                      (3.1.11)                      

где 

𝑓1(𝑡) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2(𝜉)𝜂𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘

∞

0

 

𝜂𝑛1𝑛2(−𝑎) – определяется с помощью (3.1.10). 

Известно, что уравнения (3.1.9), (3.1.11) – являются интегральными 

уравнениями типа Вольтера 2-го рода и гладкость их решений определяется 

гладкостью правых частей. Для дальнейшего доказательства теоремы нам 

понадобится следующая лемма:  

Лемма. Справедливы оценки 

|𝜇𝑛1𝑛2(𝑡)| ≤
𝐶0

√𝑛1
3𝑛2

3
, |𝜂𝑛1𝑛2(𝑡)| ≤

𝐶1

√𝑛1
3𝑛2

3
,                                (3.1.12)                                   

где C0, C1 – положительные константы не зависящие от t и 𝐶0, 𝐶1;              

 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘,  𝑛1 = 1,2… , 𝑛2 = 1,2… 

В самом деле, для решений интегральных уравнений типа (3.1.9) или (3.1.11), 

т.е.  

𝜇(𝑡) = ∫ 𝐵(𝜉)𝜇(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉 + 𝑓(𝑡), 𝑡 ≥ 0
𝑡

0
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справедливо разложение 𝜇(𝑡) = ∑ 𝜇�⃗� (𝑡)∞
𝑘=0      где  

𝜇�⃗� (𝑡) = ∫ 𝐵(𝜉)𝜇�⃗� −1(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉, 𝜇0(𝑡) = 𝑓(𝑡), �⃗� = 0,1…   
𝑡

0

 

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘 причем при  |𝑓(𝑡)| ≤ 𝑓0, |𝐵(𝑎)| ≤ 𝐵0. 

Поэтому имеет место:  

|𝜇(𝑡)| ≤ 𝑓0𝑒𝐵0𝑡𝑘                                                       (3.1.13)                                                               

Следовательно, для получения оценок (3.1.12) достаточно в (3.1.13) найти 

число 𝑓0,  для 𝑓(𝑡)  и  𝑓1(𝑡) входящих в интегральные уравнения (3.1.9), 

(3.1.11). Сначала получим оценку для 𝑓0(𝑡).  Так как 

𝑓0(𝑡) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2(𝜉)𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉,     (𝜉 > 𝑡)
∞

0

 

то в силу (3.1.10) имеем: 

|𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝑎)| == 𝑒
−∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉+∑

𝑉𝑖
2(𝑎−𝑡)
4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎−𝑡

0 ∗ 

∗ |∫ ∫ 𝑁0(𝑥, 𝑎 − 𝑡)𝑒
−∑

𝑉𝑖𝑥𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 𝑆𝑖𝑛

𝜋𝑛1𝑥1
𝐿1

𝑆𝑖𝑛
𝜋𝑛2𝑥2
𝐿2

𝐿2

0

|
𝐿1

0

≤
𝑁0̅̅ ̅̅

𝑛1𝑛2
exp(−∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉 +∑

𝑉𝑖
2(𝑎 − 𝑡)

4𝔇𝑖

2

𝑖=1

𝑎−𝑡

0

) , 𝑎 ≥ 𝑡 

где  

𝑁0̅̅ ̅̅ =
𝐿1𝐿2
𝜋2

[ ∑ |�̃�0| +

𝑥1=0,𝐿1

∑ ∫ |
𝜕�̃�0
𝜕𝑥2

| 𝑑𝑥2

𝐿2

0𝑥1=0,𝐿1

+ ∑ ∫ |
𝜕�̃�0
𝜕𝑥1

| 𝑑𝑥1

𝐿1

0𝑥2=0,𝐿2

+∫ ∫ |
𝜕2�̃�0
𝜕𝑥1𝜕𝑥2

|
𝐿2

0

𝐿1

0

𝑑𝑥1𝑑𝑥2] , �̃�0 = 𝑁0(𝑥, 𝑎 − 𝑡)𝑒
−∑

𝑉𝑖𝑥𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 ,

𝑎 ≥ 𝑡.  

Отсюда 
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|𝑓0(𝑡)| ≤ ∫ 𝐵(𝑎)𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉−∑

𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖
−𝜆𝑛1𝑛2𝑎

2
𝑖=1

𝑎

0

∞

𝑡

∗
�̅�0
̅̅̅̅

𝑛1𝑛2
∗

∗ 𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉+∑

𝑉𝑖
2(𝑎−𝑡)
4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎−𝑡

0 𝑑𝑎 =

=
�̅�0
𝑛1𝑛2

∫ 𝐵(𝑎)𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉−𝜆𝑛1𝑛2𝑎
𝑎

𝑎−𝑡
−∑

𝑉𝑖
2𝑡

4𝔇𝑖
2
𝑖=1 𝑑𝑎

∞

𝑡

≤
�̅�0
̅̅̅̅

𝑛1𝑛2
∫ 𝐵(𝑎)𝑒−𝜆𝑛1𝑛2𝑎𝑑𝑎
∞

𝑡

≤
�̅�0
𝑛1𝑛2

||�̃�||𝐿2 ∗ ∫ 𝑒−2𝜆𝑛1𝑛2𝑎𝑑𝑎
∞

0

≤
�̅�0||�̃�||𝐿2

𝑛1𝑛2√2∑ 𝔇𝑖(
𝜋𝑛1
𝐿1
)22

𝑖=1

≤
𝐶0̅̅ ̅

√𝑛1
3𝑛2

3
,   

где 

С̅0 = �̅�0||�̅�||𝐿2√𝐿1𝐿2/√2𝜋√𝔇1𝔇2  , �̂� = 𝐵0𝑒
∫ ℱ0𝑑𝜉
𝑎

0 . 

В силу оценки (3.1.13) и последней оценки вводя обозначение C0 = C̅0e
B0tk 

получим первую оценку (3.1.12). Так как 

𝜂𝑛1𝑛2(−𝑎) =

= [ℱ0(𝑎) +∑
𝑉𝑖
2

4𝔇𝑖

2

𝑖=1

] 𝜇𝑛1𝑛2(−𝑎)

+ 𝑒𝑥𝑝 (∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉
𝑎

0

−∑
𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2

𝑖=1

)∫ ∫
𝜕�̂�0
𝜕𝑎

𝑆𝑖𝑛
𝜋𝑛1𝑥1
𝐿1

𝑆𝑖𝑛
𝜋𝑛2𝑥2
𝐿2

𝐿2

0

𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

𝐿1

0

 

то проводя аналогичные рассуждения, получим вторую оценку (3.1.12). 

Теперь покажем равномерную по (x,a,t) сходимость рядов для производных 

входящих в уравнение (3.1.1). Так как 

|
𝜕𝑁

𝜕𝑡
| ≤ 𝜀0 ∑ |µ𝑛1𝑛2|

∞

𝑛1,𝑛2=1

𝑒
−∑ 𝔇𝑖(

𝜋𝑛𝑖
𝐿𝑖
)
2
𝑎2

𝑖=1 , 𝜀0 =
2

√𝐿1𝐿2
𝑒
∑

𝑉𝑖𝐿𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 , 
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|
𝜕𝑁

𝜕𝑎
| ≤ 𝜀0 ∑ [|𝜇𝑛1𝑛2|

∞

𝑛1,𝑛2=1

(|ℱ0| +∑
𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2

𝑖=1

+∑𝔇𝑖 (
𝜋𝑛𝑖
𝐿𝑖
)
2

2

𝑖=1

)

+ |µ𝑛1𝑛2|𝑒
−∑ 𝔇𝑖(

𝜋𝑛𝑖
𝐿𝑖
)
2
𝑎2

𝑖=1 ] 

|
𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑘
| ≤ 𝜀0 ∑ [|𝜇𝑛1𝑛2| (

𝑉𝑘
2𝔇𝑘

+
𝜋𝑛𝑘
𝐿𝑘
)]

∞

𝑛1,𝑛2=1

𝑒
−∑ 𝔇𝑖(

𝜋𝑛𝑖
𝐿𝑖
)
2
𝑎2

𝑖=1 , 

|
𝜕2𝑁

𝜕𝑥2𝑘
| ≤ 𝜀0 ∑ |𝜇𝑛1𝑛2| (

𝑉2𝑘
4𝔇2

𝑘
+
𝜋𝑉𝑘𝑛𝑘
𝔇𝑘𝐿𝑘

+
𝜋2𝑛2𝑘
𝐿2𝑘

)

∞

𝑛1,𝑛2=1

𝑒
−∑ 𝔇𝑖(

𝜋𝑛𝑖
𝐿𝑖
)
2
𝑎2

𝑖=1 ,

𝑘 = 1,2. 

то при любом 𝑎 ≥ �̅� > 0, (�̅� − любое вспомогательное число) ряды 

производных сходятся равномерно. Действительно, мажорантный ряд 

∑ 𝜑𝑛𝑖
∞
𝑛1=1

, где 𝜑𝑛𝑖 = 𝑐𝑛𝑖
𝑞
𝑒𝑥𝑝 [−𝔇𝑖 (

𝜋𝑛𝑖

𝐿𝑖
)
2
�̅�] , 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑞 > 0  

сходится, так как 

𝑙𝑖𝑚
𝑛𝑖→∞

|
𝜑𝑛𝑖+1
𝜑𝑛𝑖

| = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛𝑖
)
𝑞

𝑒
−𝔇𝑖(

𝜋
𝐿𝑖
)
2
(2𝑛𝑖+1)�̅� = 0. 

В силу производительности �̅� эта сходимость имеет место при любом �̅� > 0. 

Теперь покажем, сходимость ряда (3.1.7) при t=0, a=0. Так как 

|𝜇𝑛1𝑛2(0)| ≤ ∫ |�̂�(𝑎′)𝑒−𝜆𝑛1𝑛2𝑎′𝜇𝑛1𝑛2(−𝑎′)|𝑑𝑎′
∞

0
 и 

 

|𝜇𝑛1𝑛2(−𝑎)| =

= 𝑒𝑥𝑝 (∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉
𝑎

0

+∑
𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖
)

2

𝑖=1

| ∫ ∫ �̂�0(𝑥, 𝑧)𝑆𝑖𝑛
𝜋𝑛1𝑥1
𝐿1

𝑆𝑖𝑛
𝜋𝑛2𝑥2
𝐿2

𝐿2

0

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝐿1

0

|

≤
�̅�0
𝑛1𝑛2

𝑒𝑥𝑝 (∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉 +∑
𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2

𝑖=1

𝑎

0

), 

то 
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|𝜇𝑛1𝑛2(0)| ≤
�̅�0
𝑛1𝑛2

|∫ 𝐵0(𝜉)𝑒
−𝜆𝑛1𝑛2𝜉𝑑𝜉

𝑎

0

| ≤
𝐶0̅̅ ̅

√𝑛1
3𝑛2

3
. 

Следовательно, ряд (3.1.7) при t=0, a=0  

|𝑁(𝑥, 0,0)| ≤
2

√𝐿1𝐿2
𝑒
∑

𝑉𝑖𝐿𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 ∑ |𝜇𝑛1𝑛2(0)|

∞

𝑛1,𝑛2=1

. 

сходится также равномерно 𝑥 ∈ �̅�. Теорема доказана. 

Теперь рассмотрим 3-ю краевую задачу, т.е. задачу нахождения решения 

уравнения (3.1.1), удовлетворяющая начальному условию (3.1.2) и граничным 

условиям (3.1.3), (3.1.4). 

С помощью замены (3.1.6) эта задача перепишется в виде: 

𝜕𝑢

𝜕𝑎
= ∑ 𝔇𝑖

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖2
, 𝑥𝜖𝐺 ̅, 0 < 𝑎 < ∞2

𝑖=1

𝑢(𝑥, 0, 𝜏) = ∫ �̃�
∞

0
(𝜉)𝑢(𝑥, 𝜉, 𝜏)𝑑𝜉,   

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|𝑥𝑖=0 = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
|𝑥𝑖=𝐿𝑖 = 0.

                              (3.1.14) 

Теорема 3.1.2. Пусть имеют место условия а) – в), тогда решение задачи  

(3.1.1)-(3.1.4) представляется в виде: 

|𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡)| = 

=
2

√𝐿1𝐿2
𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉−∑

𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎

0
+∑

𝑉𝑖𝑥𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 𝑒−𝜆𝑛1𝑛2𝑎𝐶𝑜𝑠

𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
𝐶𝑜𝑠

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2
. 

где 𝜆𝑛1𝑛2 = ∑ 𝔇𝑖 (
𝜋𝑛𝑖

𝐿𝑖
)
2
,2

𝑖=1  𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) является решением интегрального 

уравнения (3.1.8). 

Теорема 3.1.2 доказывается аналогично теореме 3.1.1.  

Замечание. Если ℱ0 = ℱ0(𝑎, 𝑡),   𝐵0 = 𝐵0(𝑎, 𝑡),  то решение задачи (3.1.1)-

(3.1.4) представляется в виде (3.1.7) где функция ℱ0(ξ) в экспоненте 

заменяется на ℱ0(𝜉, 𝑡 − 𝑎 + 𝜉) и ядро интегрального уравнения (3.1.8) будет 

зависеть от t. 

Мы подробно рассмотрели проблемы волн в изолированных 

популяциях. Решение проблемы популяционной  волны осуществляется 
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переходом от задачи для уравнения в частных производных к задаче 

качественной теории для системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений на плоскости, которая имеет хорошо развитый аналитический 

аппарат. Этим методом мы пришли к устойчивости волн. 

Популяционная волна представляет собой переходный процесс от 

некоторого изначально неустойчивого пространственного распределения 

популяционной плотности к устойчивому конечному распределению, 

равномерному в пространстве.  Краевые условия (нуль на одном конце и 

ненулевая константа на другом) позволяют найти стационарное решение 

популяционной волны.  

§3.2. Решение нелинейных дифференциальных уравнений в 

частных производных с функциальными начальными 

условиями 

Нелинейные уравнения в частных производных описывают широкий 

спектр процессов, где взаимодействие между переменными не является 

линейным, что делает такие уравнения более сложными для анализа и 

решения, чем линейные аналоги. Учет функциональных начальных условий, 

где начальные данные зависят от более сложных функций, а не от простых 

числовых значений, добавляет дополнительную сложность и требует 

применения разных методов для нахождения решений. 

Рассмотрим нелинейную задачу  

𝜕𝑁

𝜕𝑡
+
𝜕𝑁

𝜕𝑎
+ ∑ 𝑉𝑖

2
𝑖=1

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
= ℱ(𝑁, 𝑎, 𝑡) + ∑ 𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝜕2𝑁

𝜕𝑥𝑖2
,                    (3.2.1) 

𝑥𝜖𝐺, 0 < 𝑎 < ∞,   0 < 𝑡 < 𝑡𝑘  

𝑁(𝑥, 𝑎, 0) = 𝑁0(𝑥, 𝑎), 𝑥𝜖�̅� , 0 ≤ 𝑎 < ∞ ,                                      (3.2.2)  

𝑁(𝑥, 0, 𝑡) = ∫ 𝐵(𝑁(𝑥, 𝜉, 𝑡), 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉,   𝑥𝜖
∞

0
𝐺                                   (3.2.3) 

𝑁|𝑆 = 0,                                                                                         (3.2.4)          
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где B=B(.) – является коэффициентом рождаемости наряду с краевым 

условием (3.2.4). Задача (3.2.1)-(3.2.4)  введена и изучена профессором Юнуси 

М.К.  Мы будем рассматривать аналогично   3-краевую задачу 

[9-15]:  

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
− 𝑑𝑖𝑁|𝑥𝑖=0 = 0,

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
− 𝑑𝑖𝑁|𝑥𝑖=𝐿𝑖 = 0, 𝑑𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 1,2  

(3.2.1)-(3.2.4) из §1. Введем замену: 

𝑀(𝑥, 𝑎, 𝑡) = 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) − 𝑁∗ 

где N=N(x,a,t) – является решением задачи (3.2.1)-(3.2.4) 

𝑁∗ = 𝑁∗(𝑥, 𝑎) – Решение стационарной задачи с учетом пространственных 

координат: 

𝜕𝑁∗

𝜕𝑎
+∑𝑉𝑖

𝜕𝑁∗

𝜕𝑥𝑖
= ℱ(𝑁∗, 𝑎) +∑𝔇𝑖

𝜕2𝑁∗

𝜕𝑥𝑖2
, 𝑥𝜖𝐺 ̅, 0 < 𝑎 < ∞

2

𝑖=1

2

𝑖=1

N∗(𝑥, 0) = ∫ B̃
∞

0

(N∗, ξ)dξ,                                                (3.2.5)

N∗|S = 0.

 

Или стационарное решение однородное по пространственным координатам 

задачи 

{

𝜕𝑁∗

𝜕𝑎
= ℱ(𝑁∗, 𝑎),   0 < 𝑎 < ∞

𝑁∗(0) = ∫ 𝐵
∞

0
(𝑁∗, 𝜉)𝑑𝜉

                                  (3.2.6) 

Тогда легко видеть, что первое приближение задачи (3.2.1)-(3.2.1) имеет вид: 

𝜕𝑀

𝜕𝑡
+
𝜕𝑀

𝜕𝑎
+∑𝑉𝑖

𝜕2𝑀

𝜕𝑥𝑖
= ℱ0(𝑎)𝑀 +∑𝔇𝑖

𝜕2𝑀

𝜕𝑥𝑖2
, 𝑥𝜖𝐺 ̅  0 < 𝑎 < ∞

2

𝑖=1

2

𝑖=1

 𝑀(𝑥, 𝑎, 0) = 𝑀0(𝑥, 𝑎) = 𝑁0(𝑥, 𝑎) − 𝑁
∗,                            (3.2.7)      

𝑀(𝑥, 0, 𝑡) = ∫ 𝐵0

∞

0

(𝜉)𝑀(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉

𝑁∗|𝑆 = 0.

 

где ℱ0(𝑎) =
𝜕ℱ

𝜕𝑁
|𝑁∗(𝑎) ,    𝐵0(𝑎) =

𝜕𝐵

𝜕𝑁
|𝑁∗(𝑎) ,     

𝑁∗(𝑎) – является решением задачи (3.2.7)  (или 𝑁∗(𝑎) = 𝑚𝑎𝑥
𝑥

𝑁∗(𝑥, 𝑎) для 



69 

 

задачи (3.2.5). Используя теорему 3.1.1 из §.1 решение задачи (3.2.7) 

представим в следующем виде: 

𝑀(𝑥, 𝑎, 0) =
2

√𝐿1𝐿2
𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉−∑

𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎

0
+∑

𝑉𝑖𝑥𝑖
2𝔇𝑖

2
𝑖=1 ∑ 𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 −

∞
𝑛1,𝑛2=1

𝑎) 𝑒−𝜆𝑛1𝑛2𝑎𝐶𝑜𝑠
𝜋𝑛1𝑥1

𝐿1
𝐶𝑜𝑠

𝜋𝑛2𝑥2

𝐿2
                                            (3.2.8)               

где λn1n2 = ∑ 𝔇i (
πni

Li
)
2
,2

i=1  μn1n2(t)- удовлетворяет интегральному 

уравнению т.е.  

𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2
∞

0
(𝜉)𝜇𝑛1𝑛2(𝑡 − 𝜉)𝑑𝜉,                               (3.2.9) 

𝐵𝑛1𝑛2(𝑎) = 𝐵0(𝑎)𝑒
∫ ℱ0(𝜉)𝑑𝜉−∑

𝑉𝑖
2𝑎

4𝔇𝑖

2
𝑖=1

𝑎

0
−𝜆𝑛1𝑛2𝑎, 

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑘 ,   0 ≤ 𝑎 < ∞. 

Решение (3.2.9) будем искать в виде 

𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) = С𝑛1𝑛2𝑒
𝛿𝑛1𝑛2𝑡, где С𝑛1𝑛2 ≠ 0. 

Тогда легко видеть, что числа δn1n2 являются корнями следующего 

характеристического уравнения: 

𝑓(𝛿) = ∫ 𝐵𝑛1𝑛2
∞

0
(𝜉)𝑒−𝛿𝜉𝑑𝜉 = 1                                           (3.2.10)         

Известно, что уравнение типа (3.2.10) относительно δ имеет один 

вещественный максимальный корень, а остальные корни комплексно 

сопряженные. 

Так как f(0)>0, f’(0)<0,  f’’(0)>0,  то уравнение (3.2.10) при ∫ Bn1n2
∞

0
(ξ)dξ = 1 

имеет только комплексно-сопряженные корни с отрицательной вещественной 

частью. Если ∫ Bn1n2
∞

0
(ξ)dξ > 1 , то максимальный вещественный корень 

уравнения положителен и при ∫ Bn1n2
∞

0
(ξ)dξ < 1, он отрицателен. 

Следовательно, имеет место: 

𝒍𝒊𝒎
𝒕→∞

𝜇𝑛1𝑛2(𝑡) =

{
 
 

 
 0, при ∫ 𝐵𝑛1𝑛2

∞

0

(𝜉)𝑑𝜉 ≤ 1

∞, при∫ 𝐵𝑛1𝑛2

∞

0

(𝜉)𝑑𝜉 > 1

 

Таким образом однородное по пространственным переменным стационарное 
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решение задачи (3.2.7) 𝑁∗ = 𝑁∗(𝑎) при ∫ 𝐵𝑛1𝑛2
∞

0
(𝜉)𝑑𝜉 ≤ 1 асимптотически 

устойчиво. 

Замечание 3.2.1. Так как 𝑓(𝛿) = 𝑓(0) + 𝛿𝑓′(𝜉), то имеет место неравенство 

полученное профессором Юнуси М.К 

𝑓(0) − 1

∫ 𝑎𝐵(𝑎)𝑑𝑎
∞

0

≤ 𝛿 ≤
𝑓(0) − 1

∫ 𝑎𝐵(𝑎)𝑒−𝛿𝑎𝑑𝑎
∞

0

 

Отсюда следует, что если B(a) – плотность распределения возрастного 

состава популяций, то f(0)=1 и δmax = 0 

Теорема. 3.2.1. Пусть имеет место условия а)-в) из §.1, тогда существует 

единственное решение нелинейной интегро-дифференциальной задачи (3.2.1)-

(3.2.4)  

Доказательство. Существование решения доказывается с помощью теоремы 

Шаудера аналогично работе [134]. Докажем единственность. Пусть 

существует два решения задачи (3.2.1)-(3.2.4), N’ и N’’ Обозначим 

M(x,a,t)=N’(x,a,t)-N’’(x,a,t) легко видеть, что функция M=M(x,a,t) является 

решением следующей интегро-дифференциальной задачи: 

𝜕𝑀

𝜕𝑡
+
𝜕𝑀

𝜕𝑎
+∑𝑉𝑖

𝜕𝑀

𝜕𝑥𝑖

2

𝑖=1

= [ℱ(𝑁′, 𝑎, 𝑡) − ℱ(𝑁′′, 𝑎, 𝑡)]

+∑𝔇𝑖

𝜕2𝑀

𝜕𝑥𝑖2
, 𝑥𝜖𝐺 , 0 < 𝑎 < ∞, 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑘

2

𝑖=1

 

𝑀|𝑡=0 = 𝑀0(𝑥, 𝑎) = 0 

𝑀(𝑥, 0, 𝑡) = ∫ 𝐵
∞

0

(𝑁′(𝑥, 𝜉, 𝑡), 𝜉, 𝑡) − 𝐵(𝑁′′(𝑥, 𝜉, 𝑡), 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 

𝑀|𝑆 = 0 

Возможны три случая: 

1) Функция M не положительна в �̅�, т.е. 

𝑀(𝑥, 𝑎, 𝑡) < 𝑚𝑎𝑥𝑀 ≤ 0 

2) Наибольшее положительное значение функции M принимает в какой-либо 
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внутренней точке (x0,a0,t0), тогда в этой точке имеют место: 

𝜕𝑀

𝜕𝑡
≥ 0,

𝜕𝑀

𝜕𝑎
≥ 0,

𝜕𝑀

𝜕𝑥𝑖
= 0,

𝜕2𝑀

𝜕𝑥𝑖
2 ≤ 0 

И, следовательно, 

[ℱ|𝑁′ − ℱ𝑁′′] ≥ 0 

т.е.  

𝜕ℱ

𝜕𝑁
|�̅�𝑀 ≥ 0   и    𝑀 ≤ 0 

3) Функция M своего наибольшего положительного значения достигает на 

границе Q, т.е.  

0 ≤ 𝑚𝑎𝑥
𝑄

𝑀 ≤ 𝑚𝑎𝑥 {𝑚𝑎𝑥𝑀|𝑡=0,𝑚𝑎𝑥
𝑆
𝑀,  𝑚𝑎𝑥𝑀|𝑎=0} 

Таким образом во всех случаях справедливо неравенство 

𝑀(𝑥, 𝑎, 𝑡) ≤ 𝑚𝑎𝑥 {0,𝑚𝑎𝑥𝑀|𝑎=0} 

Отсюда 

|𝑀(𝑥, 𝑎, 𝑡)| ≤ 𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑡)

∫ |𝐵|𝑁′ − 𝐵|𝑁′′|𝑑𝜉 =
∞

0

𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑎,𝑡)

|𝑀|𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑡)

∫ |
𝜕𝐵

𝜕𝑁
|�̅�|𝑑𝜉

∞

0

 

И следовательно 

(1 −𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑡)

∫ |
𝜕𝐵

𝜕𝑁
|�̅�| 𝑑𝜉

∞

0

) ||𝑀||𝐶(�̅�) ≤ 0 

Так как 𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑡)

∫ |
𝜕𝐵

𝜕𝑁
|�̅�| 𝑑𝜉

∞

0
< 1, то ||𝑀||𝐶(�̅�) = 0 т,е. N’=N’’ 

Теорема доказана. 

Замечание 3.2.2. Теорема справедлива в случае, когда 

𝔇 = 𝔇(𝑁) > 0,   𝑉 = 𝑉(𝑁) > 0. 
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§3.3. Решение интегро-дифференциальных нелинейных систем  

Рассмотрим следующую задачу: 

  
 
















 2

1
2

22

1

,,
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i

i i

i
x

N
DtaNF

x

N
V

a

N

t

N
                                         (3.3.1)                                      

 Gx ,  a0 , ktt 0  

   axNoaxN ,,, 0 , Gx ,  a0                                                    (3.3.2)             

      dttxNBtoxN 



0

,,,,,,                                                             (3.3.3) 

              0SN                                                                                 (3.3.4) 

где ,,1.0),,(,),...,,(
_____

21 mitaxNNNNNN iim   
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im
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V

V

V

...00
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im

j

i

d

d

D

...00

0...01

 ; 

ijV , ijd - заданные постоянные числа, причем 

   aZ :     01

iia VaZVZ 


,     01

iia DaZDZ


,  a0 , 

ijf , ijb , iN 0  - заданные непрерывные функции 

  0lim 


F
a

,   0lim 


B
a

 

Сначала рассмотрим случай, когда: 

   NaFtaNF 0,,  , 
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   NaBtaNB 0,,   

В работе [130-138] доказано, что решение задачи (3.3.1) – (3.3.4) 

представляется в виде: 

        


1,21 21

2121

2
,,

nn

nnnn ataEa
LL

taxN 
 xE

L

xn
Sin

L

xn
Sin DV

2

22

1

11 
,  

nttaGx  0,0,                                                               (3.3.5) 

   





0j

j aZaZ ,        dZFaZ j

a

j 1

0

0  , ,0 IZ   
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e

e
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...00
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1

2

1

2

2

...00

0...0

i ji

iji

i ji

iji

V

V

DV

e

e

xE









              (3.3.6) 

 tnn 21
 - является решением системы интегральных уравнений типа 

восстановления 

       dtBt nnnnnn  


2121

0

21 ,                                                       (3.3.7) 

                     aEaZaBaB nnnn 21021  ,  a0  

Мы докажем справедливость (3.3.5) для случая 3-ой краевой задачи. 

Действительно, вводя замены aa  ,  at  

     aaxNax ,,,,  уравнение (3.3.1) перепишем в виде: 

 
2

22

1

0

2

1 ii

i

ii

i
x

DaF
x

V
a 



















                                              (3.3.8)                             

Предположим, что  aZZ   является решением следующей задачи: 
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 ZaF
a

Z
0




,   IZ 0                                                                (3.3.9) 

Легко видеть, что для решения последней задачи имеет место представление 

(3.3.6) и справедлива оценка: 

  hcEeaZ  ,    dFh 



0

00 , 0h ,  



















1...11

1...11

E  

В самом деле, так как   0lim 0
0




aF
a

, то существует матрица 
0

0F , такая, что 

  0

00 FaF  ,  

Следовательно  
!

...
0

0

0

1

0

0
j

aF
ZFaZ

jja

jj    ,  a0  

,...1,0j , т.е. существует мажорирующий ряд для ряда (3.3.6) и aF
eZ

0
0 . Таким 

образом, ряд (3.3.6) сходится равномерно и его можно дифференцировать, а 

матрица Z, тогда удовлетворяет (3.3.9). Введем замену ZU  тогда функция 

 mUUU ...1 удовлетворяет задаче: 

2

22

1

2

1 k

k

i

ik

i

k

i

ik
k

x

U
D

x

U
V

a

U

















, 




a

Gx

0
 

 

при  условии  0SkU , решения последних уравнений представим в виде: 

     






1

11

121

21

21
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2

,, 21

L

xn
e

LL
axU

nn
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nnk
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Так как функция    21nn
k , произвольные, то их определим так, чтобы имели 

место условия (3.3.2), (3.3.3) Для этого вводя обозначение 

      ttt nn
m

nnnn 2121
1

21 ...,   и учитывая выше введенные замены и обозначения 

в силу последних формул получим (3.3.5), (3.3.6). Интегральное уравнение 

(3.3.7) можно переписать в виде:  

       tfdtBt nn

t

nnnn    21

0

2121  

где  

       dtBtf nn

t

nn  


2121  

В силу условия (3.3.2) является известной функцией. Действительно, при t=0 

из (3.3.5) имеем: 

         


 1

11

1,21

0 cos
2

,
21

2121 L

xn
ataEa

LL
axN

nn

nnnn




 ,cos
2

22 xE
L

xn
DV



 

          21

0

21

1

0

0

11
21

21
21

,, dxxdxxEaxNaaEa

L

DV

L

nnnn 
    

Аналогично, для интегрального уравнения: 

       tfdtBt nn

t

nnnn 121

0

2121 


  ,  

функция         dtBtf nn

t

nn 


 21211

 

становится известной функцией. 

 Решение системы интегральных уравнений (3.3.1) можно представить в 

виде: 
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0

21

21
21

k

t
nn

k

nn

k
nneaCt



  

где  21nn
kC  постоянные вектора, k=1,2…, а k

nn 21  являются решением следующего 

характеристического уравнения:

 

0det
0

21














 



  deBI nn

                                                      

(3.3.10)

 

  

или     0det   AI , 0   

    



0

210 0 nndBeBA 

 

Заметим, что   0

~
FsiqnsiqnA  , где    дополнитьFaF  0

00  

  00000

~
, BFFconscBaB   

Если матрица   021 aB nn ,   121 aB nn  
и   021

1 aB nn , тогда вещественные части 

корней характеристического уравнения (3.3.10) не положительны.  

Замечание 3.3.1. Пусть      ,,,,, 0 aNtaxNtaxM   где  taxNN ,, является 

решением нелинейной задачи (3.3.1) – (3.3.4),  aNN 00   удовлетворяет 

стационарной задаче типа (3.2.7):  

       dNBNaNF
a

N








0

000 ,0,, ,                                     (3.3.11) 

тогда решение задачи первого приближения задачи (3.3.1) – (3.3.4) 

представляется в виде (3.3.5), где     00 00 ,
NN N

B
aB

N

F
aF










 

 
§3.4.Исследование стационарного решения с учётом возраста 

  

 Рассмотрим стационарную численность популяций модельных 

биосистем, описываемых следующей интегро-дифференциальной системой: 
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0

,0

0,,

 dNBN

aaNF
a

N

                                                       (3.4.1)                                                                                     

 

где       aNaNaN m...,1 - стационарная численность возраста а,  a0 :

    BF , -т –мерный вектор функции, характеризующие «смертность» и 

«рождаемость» в биосистеме и являются непрерывными, ограниченными 

функциями.  

Определение. Под решением задачи (3.4.1) будем понимать непрерывную 

функцию N=N(a),  a0 , которая непрерывную производную и 

удовлетворяет условиям (3.4.1) 

Линейная задача. Пусть система (3.4.1) задана в виде: 

   

     





















0

0

0

0

0,





dNBN

aaNaA
a

N

                                           (3.4.2)                                 

где     mmaBaA 00 , - матрицы   ma ,, - мерные вектора, 

   

 

























0

0

00

20

0

,

h
edaB

daahdaaA





                                         (3.4.3)                                      

Рассмотрим однородную задачу (3.4.2), т.е.   0,,0   aa . Легко видеть, 

что функция 

     0NaZaN   , 

 где     IZZaA
da

dz
 0,0 , при любом  0N удовлетворяет уравнению (3.4.2). С 

учетом второго уравнения (3.4.2), имеем: 
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    0)0(
0

0 












 



NdZBI   

Введя обозначения    



0

0  dZBA последнее уравнение перепишем в виде: 

  0)0(  NAI                                                              (3.4.4)                                                                 

  Таким образом, из (3.4.4) следует, что если 1 не является собственным 

значением матрицы живучести биосистемы – А, то  0N и однородная система 

(3.4.2) имеет единственное решение. Если же 1 является собственным 

значением матрица А, то однородная система (3.4.2) имеет бесконечное 

множество решений. Заметим, что если   constAaА  00 , то  





0

0 )(0 daaBeA
aA  

Теперь исследуем неоднородную систему (3.4.2). Легко видеть, что решение 1 

– го уравнения (3.4.2), в данном случае, представляется в виде: 

             dZaZNaZaN

a





0

1
0  

C учетом 2-го уравнения (3.4.2) получим: 

          



0 0

1

0)0( 


ddZZBNAI  

Если I  не является собственным значением матрицы А, т.е.   0det  AI , то 

          







  





0 0

1

0

1
)0( 



ddZZBAIN  

и, следовательно, неоднородная система (3.4.2) имеет единственное решение: 

                


dZaZddZZBAIaZaN  






















0

1

0 0

1

0

1
)()( , (3.4.5) 
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  a0                       

Таким образом справедлива следующая теорема типа Юнуси. 

Теорема 3.4.1. Неоднородная система (3.4.2) имеет и притом единственное 

решение тогда и только тогда, когда однородная система не имеет 

ненулевых решений. 

Нелинейная задача. Исследуем задачу (3.4.1). Пусть имеют место условия: 

а) )()(),(
~

),( aaNaNAaNF   

)()(),(
~

),( 0 aaNaNBaNB  ,  a0  

)(),(
~

0 aAaNA  , )(),(
~

0 aBaNB   

00 , BA - заданные матрицы порядка m ,   ma  -мерный вектор функция 

(см.(3.4.3)). 

б)   0det  AI , 

где  

 
  









0

1 dZ
N

B
A

N
, 

 
  IZdaZ

N

F

da

dZ

aN





 



)0(,
0

1  , 

   aN0 ,  a0  

Теорема 3.4.2. Пусть имеет место условие, а) тогда существует по крайней 

мере одно решение задачи (3.4.1). Если же выполнено и условие б) , то это 

решение единственно. 

Доказательство. Рассмотрим итерационный процесс: 
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)(),(
~ 1

1

aNaNA
da

dN SS
S

 


,  a0 , 

)(),(
~

)0( 11 aNaNAN SSS    

  





 dNNBN SSS )(),(
~

)0( 1

0

1 , 

где 



0

0 )( daa  

Покажем, что последовательность   ...1,0, SN S , удовлетворяющая последней 

задаче равномерно ограничена и равностепенно непрерывна. Так как 

)(),(
~

0 aBaNB S  , )(),(
~

0 aAaNA S  , то 


























 



dNBN

aNaA
da

dN

SS

S
S

)()()0(

)()(

1

0

1

1

0

1

                                           (3.4.6)                                              

отсюда имеем, что  

                


dZaZddZZBAIaZaN

a

S

 




















0

1

0 0

1

0

1
)()( , ...1,0S  

где  

ZaA
da

dZ
)(0 , IZ )0(  

Следовательно, имеем: 

maxNN S  , ...1,0S                                                            (3.4.7)                                              

0max  constN  

Из (3.4.6), (3.4.7) получаем 
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  21

10

max
1

11 )()( aaCCNda
da

dN
aNaN

a

a

S
SS  






  

для любых a’ и a’’ из  ,0  

Таким образом, последовательность функции  SN , ...1,0S равномерно 

ограничена и равно степенно непрерывна. На основании теоремы Арцела из 

последовательности можно выбрать равномерно сходящуюся на каждом 

конечном промежутке последовательность  KS
N , т.е. )()(lim aNaN KS

K



. Легко 

видеть, что предельная функция удовлетворяет задаче (3.4.1). Теперь докажем 

единственность. Предположим методом от противного, т.е. пусть задача 

(3.4.1) имеет по крайней мере два решения N’ и N’’. 

Обозначим ∆N=N’-N’’. Тогда в силу (3.4.1) имеем: 
































dN
N

B
BN

N
N

F

da

Nd

N

aN

)()0(
)(

0

)(

 

для некоторого  N0 . Последняя задача имеет решение: 

)0()()( NaZaN   

где )0(N определяется из уравнения: 

  0)0(  NAI  

так как   0det  AI , то 0)0( N и, следовательно, )()( aNaN  . Теорема 

доказана. 

§3.5. Определение стационарной численности популяции с 

учетом пространственных распределений 

Как следует из (3.2.6) численность популяций в стационарном случае 

удовлетворяет системе интегро-дифференциальных уравнений типа: 
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2

22

1

2

1

~

),,(
~

~~

ii

i

ii

i
x

N
DaaxNF

x

N
V

a

N

















, Gx ,  a0                     (3.5.1) 

     dxNBxN ),,(
~

0,
~

0




 , Gx                                                         (3.5.2)                                                                                    

0
~

SN                                                                                          (3.5.3)                                                        

где        axNaxNaxN m ,
~

...,
~

,
~

1 численность популяций в точке Gx ,  21, xxx , 

2,1,0  iLx ii ; возраст а,  a0 ; ii DV , - постоянные диагональные матрицы 

порядка m с неотрицательными элементами,   FF ,   BB - m – мерные 

вектора, характеризующие смертность и рождаемость популяций. 

Теорема 3.5.1. Пусть   NaAaNF
~

)(,
~

0 ,   NaBaNB
~

)(,
~

0 , где )(0 aA , )(0 aB -

заданные матрицы порядка m определяются как в предыдущем пункте, тогда 

решение задачи (3.5.1), (3.5.2), (3.5.3) определяется следующим образом: 

       





1, 2

22

1

11

21 21

21

2
,

~

nn

DVnn xE
L

xn
Sin

L

xn
Sinaa

LL
axN


 , Gx ,  a0      (3.5.4) 

где 

   
212121 nnnnnn aEa                                                               (3.5.5) 

      0:
2121
 nnnn AI                                                                                                                                

        dEZBA nn 21

0




                                                     

а матрица  aZZ   является решением задачи: 

 ZaA
da

dZ
0 ,  a0  

IZ )0(  
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Следуя  теореме 3.5.1.  мы докажем, что справедливо аналогичная теорема для 

3-ой краевой задачи.  Введем замену   ),()(,
~

axaZaxN  , тогда легче видеть, 

что функция ),( ax  

удовлетворяет задаче: 

2

22

1

2

1 i

k

i

ik

i

k

i

i
k

x
D

x
kV

a 
















, 

0),,( 21 axxk при 2,1,,0  iLxx iii  

Решение последней задачи представляется в виде: 

              


 







2

121
2

2

22

1

11

121

21

21

2
),( i ik

iik

k
nn

D

xV

nn

ak

nn e
L

xn
Cos

L

xn
Cose

LL
ax


 

(3.5.6) 

и с учетом введенного обозначения получим (3.5.5). 

Коэффициент 21nn определим так, чтобы имело место условие (3.5.2). 

Подставляя функцию (3.5.5) в (3.5.2) получим уравнение (3.5.6). 

Следствие 3.5.1.  Если 0)det(  AI , то   0,
~

axN . В самом деле, однородная 

система (3.5.5) имеет только нулевое решение 021 nn  и в силу (3.5.4) 

получим, что   0,
~

txN  

Следствие 3.5.2. Пусть 0)det(  AI , тогда система (3.5.5) кроме нулевого 

решения имеет и ненулевые решения. Например,   i

ii

nn M
1

21 1


 , где iM - 

миноры (m-1)-го порядка матрицы )( AI  (предполагается, что ранг 

1)(  mAI ).  

В этом случае   2

2121 exp i

i

nn nCC , где 0 constCi . 

Теорема 3.5.2. Предположим, что  
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NaNAaNF
~

),(
~

),(


 ,  NaNBaNB
~

),(
~

),(


 ,     aBaNBaAaNA 00 ),(
~

,),(
~




,  a0 , где 

 aA0  ,  aB0 определяются как в теореме 3.4.1 , тогда существует по крайней 

мере одно решение задачи (3.5.1.)-(3.5.3). Если же 1A  




dZ
N

B
A

xN
)(

0

),(





  

IZaZ
N

F

a

Z
axN










)0(),(max

),(
 то это решение единственно. 

Доказательство. Сначала докажем существование решения задачи (3.5.1)-

(3.5.3). 

 Рассмотрим итерационный процесс: 

 
2

122

1

1
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1

1

,
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S
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i

SS
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S
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i
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N
DNaNA
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N
V
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 , 

 dxNNBxN SSS ),(),(
~

)0,( 1

0

1 





 , 

01 

S

SN , ...1,0S  

В силу условий теоремы имеем: 

(3.5.7)

...1,0,0

),()()0,(

)(

1

1

0

0

1

2

122

1

1

0

12

1

1
























































SN

dxNBxN

x

N
DNaA

x

N
V

a

N

S

S

SS

i

S

i

i

S

i

S

i

i

S



                                                             

 

В последней задаче вместо дифференциального неравенства рассмотрим 

дифференциальное уравнение и введя замену: 

),()(),(1 axaZaxN S  , 

где 
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ZaA
da

dZ
)(0 , IZ )0(  

получим формулу: 

       




 
1, 2

22

1

11

21

1

21

21

2
,

nn

DVnn

S xE
L

xn
Sin

L

xn
Sinaa

LL
axN


 , 

где 

   
212121 nnnnnn aEa      ,   a0  

  0:
2121
 nnnn AI    ,  2,1...,2,1  ini        

Легко видеть, что функция ),(1 axN S удовлетворяет задаче (3.5.7). Так как 

0)(lim 0 aA , то найдется постоянная матрица 0A , такая что 00 AA  . 

 


3

0

0 CdAh  . Тогда 

Eh
eaZ 0)(   

4C
da

dz
 , где 0 constCi , 2,1i  

В силу равномерной ограниченности   и 
da

d
получим, что 

последовательность  SN равномерно ограничена и равностепенно 

непрерывна. Тогда по теореме Арцела на каждом конечном промежутке 

последовательность    SS
NN т  равномерно сходится к решению нелинейной 

задачи (3.5.7) – (3.5.7). Теперь докажем единственность. Пусть задача (3.5.7)-

(3.5.3) имеет два решения ),( axN  , ),( axN  легко увидеть, что NNN   

удовлетворяет следующим условиям: 

2

22

1

2

1 ii

i

ii

i
x

N
DF

x

N
V

a

N
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dBxN 



0

)0,(  

0 SN , NN FFF  , 

NN BBB   

 Обозначим через ),(max)( axNaM
x

 , тогда имеем: 

M
N

F

da

dM
Nx 


 max ,  








0

max)0(  dM
N

B
M

Nx
,  a0  

Функция )0()()( MaZaM  , где IZ )0( , 

)(max aZ
N

F

da

dZ
Nx 


 удовлетворяет дифференциальному неравенству. 

Найденное решение подставим в интегральное граничное условие, получим: 

  )0(max)0(
0

MdZ
N

B
M

Nx





   

так как 

 







0

1max  dZ
N

B
Nx

, то 0)0( M и, следовательно, 0)( aM , т.е.  .0),( axN  

Теорема доказана.  

§3.6. Исследования популяционных волн с учетом 

возрастного состава и пространственных распределений 

Пусть численность изолированной популяции описывается при помощи 

следующих уравнений: 

𝜕𝑁

𝜕𝑡
+
𝜕𝑁

𝜕𝑎
+ ∑ 𝑉𝑖

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
= 𝐹(𝑁) + ∑

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝐷𝑖(𝑁)

𝜕𝑁

𝜕𝑥𝑖
) ,2

𝑖=1
2
𝑖=1     (3.6.1) 

𝑁(𝑥, 0, 𝑡) = ∫ 𝐵(𝑁(𝑥, 𝜉, 𝑡))𝑑𝜉
∞

0
,                  (3.6.2) 
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где 𝑁 = 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) - численность популяций в точке 𝑥 ∈ 𝐸2,  

    𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), возраста 𝑎, 0 ≤ 𝑎 в момент времени t, 

    0 ≤ 𝑡 ≤ ∞, 𝑉𝑖, 𝐹(∙), 𝐷𝑖(∙), 𝐵(∙) - биологические характеристики популяций. 

Мы будем рассматривать для популяционной модели (3.6.1)—(3.6.2) 

образования плоских и S-волн. Плоские волны без учета возрастного состава 

изучены в работах [101, 107], а S - волны были введены и изучены для 

нелинейных задач математической физики академиком А.А.Самарским [98-

103], а также работе Ю.М.Свирежева [104-107]. 

Стоячие волны. Рассмотрим нелинейную задачу: 

{
 

 
𝜕𝑁

𝜕𝑡
+
𝜕𝑁

𝜕𝑎
= 𝐾0

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝜎

𝜕𝑁

𝜕𝑥
) + 𝑞0𝑁

𝛽

𝑁(𝑥, 0, 𝑡) = ∫ 𝐵(𝑁(𝑥, 𝑎′, 𝑡))𝑑
∞

0

𝑎′, 𝑥 ∈ 𝐸1, 𝑎 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0,
                                            (3.6.3)  

где 𝛽 > 1,   𝜎 ≥ 0,   𝑘0, 𝑞0 - положительные константы. Введя замены 𝑡 = 𝑎 +

𝜏, 𝑈(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑎 + 𝜏) получим систему S-волн: 

{

𝜕𝑢

𝜕𝑎
= 𝐾0

𝜕

𝜕𝑥
(𝑈𝜎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑞0𝑈

𝛽,

𝑈|𝑎=0 = ∫ 𝐵(𝑈(𝑥, 𝑎′, 𝜏))𝑑𝑎′,
∞

0

                     (3.6.4) 

Следуя [101 ], решение (3.6.4) будем искать в виде:  

𝑈(𝑥, 𝑎, 𝜏) = 𝑔(𝑎, 𝜏)𝑓(𝜉), 𝜉 =
𝑥

𝜑(𝑎, 𝜏)
 

Так как 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑔

𝜕𝑎
𝑓 −

𝜕𝑢

𝜕𝑎

𝑔

𝜑
 𝜉𝑓𝜉 ,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝑔

𝜑
𝑓𝜉 ,  

       
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢𝜎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) =

𝑔𝜎+1

𝜑2
(𝑓𝜎𝑓𝜉)𝜉

, 

то из первого уравнения (3.6.4) получим: 

�̇�𝑓 − 𝑔
�̇�

𝜑
 𝜉𝑓𝜉 = 𝐾0

𝑔𝜎+1

𝜑2
(𝑓𝜎𝑓𝜉)𝜉

+ 𝑞0𝑞
𝛽𝑓𝛽,                 (3.6.5)                     



88 

 

где обозначены: �̇� =
𝜕𝑔

𝜕𝑎
, �̇� =

𝜕𝑢

𝜕𝑎
. 

Потребуем, что 

�̇� = −𝑔
�̇�

𝜑
= 𝐾0

𝑔𝜎+1

𝜑2
= 𝑞0𝑞

𝛽 

или  

�̇� = 𝑞0𝑞
𝛽 , 𝜑2 =

𝐾0
𝑞0
𝑔𝜎+1−𝛽 

Следовательно,  

𝑔(𝑎, 𝜏) = 𝑔(0, 𝜏)[1 − 𝑞0(𝛽 − 1)𝑔
𝛽−1(0, 𝜏)𝑎]

−
1

𝛽−1 

𝜑(𝑎, 𝜏) = √
𝐾0
𝑞0
 𝑔
𝜎+1−𝛽

2 (0, 𝜏) [1 − 𝑞0(𝛽 − 1)𝑔
𝛽−1(0, 𝜏)𝑎]

−
𝜎+1−𝛽
2(𝛽−1) 

И тогда уравнение (3.6.5) принимает следующий вид: 

 (𝑓𝜎𝑓𝜉)𝜉
+
𝜎+1−𝛽

2
 𝜉𝑓𝜉 − 𝑓(1 − 𝑓

𝛽−1) = 0             (3.6.6) 

Таким образом, решение исходной части задачи имеет вид: 

𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) = 𝜇(𝑡 − 𝑎)[1 − 𝑞0(𝛽 − 1)𝜇
𝛽−1(𝑡 − 𝑎)𝑎]

−
1

𝛽−1𝑓(𝜉) (3.7.7) 

𝑀(𝑡) = ∫ 𝐵0(𝑎)
∞

0
[1 − 𝑞0𝜇(𝑡 − 𝑎)𝑎]

−1𝜇(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑎                      (3.6.8) 

Заметим, что если 𝜎 + 1 ≠ 𝛽, то достаточно для определения функции 𝑀(𝑡) 

выполнения условия (3.6.8) в одной точке x (например, x = 0). 

 Стационарные волны.  Рассмотрим задачу (3.6.1) в случае, 

 когда 𝐹(𝑁) = 0,
𝜕𝑁

𝜕𝑡
= 0. 
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{

𝜕𝑁

𝜕𝑎
= 𝐾0

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝛿 𝜕𝑁

𝜕𝑥
) ,−∞ < 𝑥 < ∞,𝑎 > 0

𝑁(𝑥, 0) = ∫ 𝐵
∞

0
(𝑁(𝑥, 𝜉))𝑑𝜉

              (3.6.9) 

Решение уравнения (3.6.9) будем искать в виде: 

𝑁(𝑥, 𝑎) = 𝑔(𝑎)𝑓(𝜉), 𝜉 =
𝑥

𝜑(𝑎)
 

Так как 

 
𝜕𝑁

𝜕𝑎
= �̇�𝑓 −

𝑔�̇�

𝜑
 𝜉𝑓𝜉 ,

𝜕𝑁

𝜕𝑥
=

𝑔

𝜑
𝑓𝜉 

𝜕

𝜕𝑥
𝑁0 𝜕𝑁

𝜕𝑥
=

𝑔𝛿+1

𝜑2
(𝑓𝛿𝑓𝜉)𝜉,  

то уравнение (3.6.9) принимает вид: 

�̇�𝑓 −
𝑔�̇�

𝜑
 𝜉𝑓𝜉 =

𝑔𝛿+1

𝜑2
𝐾0(𝑓

𝛿𝑓𝜉)𝜉 

Потребуем, что 

�̇� = −𝑔
�̇�

𝜑
= 𝐾0

𝑔𝛿+1

𝜑2
 

Отсюда 

𝜑(𝑎) =
𝜑(0)𝑔(0)

𝑔(𝑎)
, 0 ≤ 𝑎 < ∞ 

где 𝜇(𝑡) = 𝑔(0, 𝑡), 𝑓(𝜉) − является решением уравнения (3.6.5),  

𝜉 = 𝑥 𝜑(𝑎, 𝑡 − 𝑎),⁄  

𝜑(𝑎, 𝑡 − 𝑎) = √
𝐾0
𝑞0
[𝜇(𝑡 − 𝑎)]

𝛿+1−𝛽
2 [1 − 𝑞0(𝛽 − 1)𝜇

𝛽−1(𝑡 − 𝑎)𝑎]
𝛿+1−𝛽
2(𝛽−1) 
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Функцию 𝜇 = 𝜇(𝑡) – определим так, чтобы имело место второе уравнение 

(3.6.3). Пусть, например, 𝐵(𝑁) = 𝐵0(𝑎)𝑁, тогда для определения 𝜇 = 𝜇(𝑡) 

получим интегральное уравнение типа: 

𝜇(𝑡) = 𝐵0(𝑎)
𝑓(𝜉)

𝑓(𝜉0)

𝜇(𝑡−𝑎)

[1−𝑞0(𝛽−1)𝜇
𝛽−1(𝑡−𝑎)𝑎]

1
𝛽−1

𝑑𝑎,         (3.6.10) 

где 𝜇(𝑡) = 𝑔(0, 𝑡),    𝜉0 = 𝜉|𝑎=0 

Заметим, что если 𝛿 + 1 = 𝛽, то 𝜑(𝑎, 𝑡 − 𝑎) = √
𝐾0

𝑞0
,  𝜉 = √

𝐾0

𝑞0
𝑥, 𝑓(𝜉) =  𝑓(𝜉0) и 

уравнение(3.6.8)принимает следующий вид: 

𝜇(𝑡) = ∫
𝐵0(𝑎)𝜇(𝑡−𝑎)

[1−𝑞0𝛿𝜇
𝛿(𝑡−𝑎)𝑎]

1
𝛿

𝑑𝑎
∞

0
,                    (3.6.8’) 

В этом случае, волны, порождаемые формулой (3.6.6) по аналогии назовем S-

волнами. Если же 𝛽 > 𝛿 + 1, то соответствующие волны (3.6.6) назовем HS и 

при 𝛽 < 𝛿 + 1 LS волнами. 

Пример 1 . Пусть 𝛿 = 1, 𝛽 = 2, тогда S-волны определяются формулой: 

𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡) = 𝜇(𝑡 − 𝑎)[1 − 𝑞0𝜇(𝑡 − 𝑎)𝑎]
−1𝑓(√

𝐾0

𝑞0
𝑥), 

{
 
 

 
 
𝜑(𝑎) = 𝜑(0) [1 −

𝐾0(𝛿+2)𝑔
𝛿(0)

𝜑2(0)
𝑎]

1

𝛿+2
,

𝑔(𝑎) = 𝑔(0) [1 −
𝐾0(𝛿+2)𝑔

𝛿(0)

𝜑2(0)
𝑎]
−

1

𝛿+2

               (3.6.10) 

Так как −𝑔
�̇�

𝜑
= 𝐾0

𝑔𝛿+1

𝜑2
, то получим 𝜑0

2 = 1 

Таким образом, функция 

𝑁(𝑥, 𝑎) = 𝑔(𝑎)𝑓 (
𝑥

𝜑(𝑎)
), 
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где 𝑔(𝑎) и  𝜑(𝑎) определяются по формулам (3.6.10), а 𝑓(𝜉) является 

решением уравнения 

                                              (𝑓𝛿𝑓𝜉)𝜉 + 𝜉𝑓𝜉 = 𝑓            (3.6.11) 

удовлетворяет первому уравнения (3.6.9) Константы определяются так, чтобы 

эта функция удовлетворяла и второму уравнению (3.6.9): 

         𝑔(0) 𝑓 (
𝑥

𝜑(0)
) = ∫ 𝐵(𝑔(𝑎)𝑓 (

𝑥

𝜑(𝑎)
)

∞

0
)𝑑𝑎      (3.6.12) 

Заметим, что если 𝐹(𝑁) ≠ 0, то задача (3.6.9)исследуется аналогично задаче 

(3.6.1) при 
𝜕𝑁

𝜕𝑡
= 0. 

 Пример 2. Пусть 𝛿 = 1, 𝐵(𝑁) = 𝐵0(𝑎)𝑁, тогда 

𝑔(𝑎) = 𝑔0 [1 −
3𝐾0𝑔0

𝜑0
2 𝑎]

−
1

3
, 

𝜑(𝑎) = 𝜑0 [1 −
3𝐾0𝑔0

𝜑0
2 𝑎]

1

3
, 0 ≤ 𝑎 < ∞ 

Решение (3.6.11) будем искать в виде: 

𝑓(𝜉) = 𝛼0+𝛼1𝜉,          𝑓0 = 𝛼0,     𝑓(∞) = 0 

Тогда легко видеть, что 𝛼1 = ±𝑡√𝑓0 и, следовательно 

𝑁(𝑥, 𝑎)

=

{
 
 

 
 𝑔0

(1 − 3𝐾0𝑔0𝑎)
1
3

[𝑓0 +√𝑓0
|𝑥|

(1 − 3𝐾0𝑔0𝑎)
1
3

] , 𝑎 ≤
1

3𝐾0𝑔0
, |𝑥| ≤ √𝑓0(1 − 3𝐾0𝑔0𝑎)

1
3,

0, 𝑎 ≥
1

3𝐾0𝑔0
, |𝑥| > √𝑓0(1 − 3𝐾0𝑔0𝑎)

1
3

 

Для нахождения константы 𝑔0 потребуем выполнения (3.6.12) 

в точке 𝑥 = 0,т.е. 
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∫ 𝐵0(𝑎)
𝑓0𝑔0

(1 − 3𝐾0𝑔0𝑎)
1
3

𝑑𝑎 = 𝑓0𝑔0

1
3𝐾0𝑔0

0

 

Отсюда 

𝑔0 =
1

3𝐾0
∫ (1 − 𝜏)

1
3

1

0

 �̃�(𝜏)𝑑𝜏, �̃�(𝜏) = 𝐵0(
𝜏

3𝐾0𝑔0
) 

Пусть �̃�(𝜏) = 𝑏0𝜏
𝛿(1 − 𝜏)𝛾, тогда 𝑔0 =

𝑏0

𝑏𝐾0

𝛿!(𝛾−1 3⁄ )!

(𝛿+𝛾+1 3)!⁄
,   𝛿0(𝛾 − 1 3⁄ ) - целые 

положительные числа, причем точка 𝜏 =
𝛿

𝛿+𝛾
 соответствует точке 

максимальной плодовитости. 
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ГЛАВА 4. Алгоритм численного решения нелинейной интегро-

дифференциальной задачи и разработки комплексов 

компьютерных программ 

Настоящая глава диссертационной работы посвящена алгоритму 

численного решения нелинейной интегро-дифференциальной задачи и 

разработки комплекса компьютерных программ для образования 

популяционных волн. 

 B первом параграфе для нелинейной системы интегро-

дифференциальных задачи приведён алгоритм численного решения.   

 Во втором параграфе приведены описания и результаты комплекса 

компьютерных программ.  Для решения нелинейной интегро-

дифференциальной задачи популяционных волн в биосистемах с учетом 

возраста и пространственного распределения разработан комплекс 

компьютерных программ на языке программирования высокого уровня C++. 

§4.1. Алгоритм численного решения нелинейной интегро-

дифференциальной задачи 

Алгоритм численного решения интегро-дифференциальных задач 

включает приближённое решение системы, которая сочетает элементы 

дифференциальных и интегральных уравнений. Обычно задача сводится к 

дискретной форме, где интегралы аппроксимируются методами численного 

интегрирования, а дифференциальная часть решается с использованием 

методов конечных разностей или Эйлера. На каждом шаге времени 

обновляются как интегральные, так и дифференциальные компоненты задачи, 

что требует применения итерационных методов для повышения точности.       

   Рассмотрим задачу в виде [3-А]: 

{
 
 

 
 
𝜕𝑁

𝜕𝑡
+
𝜕𝑁

𝜕𝑎
= 𝐾0

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝛿

𝜕𝑁

𝜕𝑥
) + 𝑞0𝑁

𝛽                                                                             (4.1.1)

𝑁(𝑥, 0, 𝑡) = ∫ 𝐵(𝑁(𝑥, 𝑎, 𝑡))𝑑𝑎, 𝑥 ∈ 𝐸1, 𝑎 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0,

∞

0

                                           (4.1.2)
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где  𝛽 > 1, , 𝛿 ≥ 0, 𝐾0, 𝑞0. − положительные константы 

        Введя замену переменного в задачу (4.1.1), (4.1.2) 𝑡 = 𝛼 + 𝜏 , 𝑢(𝑥, 𝑎, 𝜏) =

𝑁(𝑥, 𝛼, 𝑎 + 𝜏) перепишем в следующем виде: 

{

𝜕𝑢
𝜕𝑎

= 𝐾0
𝜕
𝜕𝑥
(𝑈𝛿

𝜕𝑢
𝜕𝑥
 ) + 𝑞0𝑈

𝛽 ,

𝑈|𝑎=0  =  ∫ 𝐵(𝑈(𝑥, 𝑎, 𝜏))
∞

0
𝑑𝑎
                                                                                     (4.1.3) 

или    

{
 
 

 
 
𝜕𝑁
𝜕𝑡
+
𝜕𝑁
𝜕𝑎

+∑ 𝑣𝑖
2
𝑖=1

𝜕𝑁
𝜕𝑥𝑖

=𝐹(𝑁)+∑ 𝐷1
2
𝑖=1

𝜕2𝑁

𝜕𝑥𝑖
2 ,𝑥∊𝐺  ,0<𝑎<∞   ,0<𝑡≤𝑡𝑘   ,

𝑁(𝑥,𝑎,0)=𝑁0(𝑥,𝑎),   𝑥∈�̅�,   0≤𝑎<∞,                                                                 

𝑁(𝑥,0,𝑡)=∫ 𝐵𝑁(𝑥,𝜉
∞
0 ,𝑡)𝑑𝜉    𝑥∈�̅�,    0≤𝑡<𝑡𝑘,                                               

𝑁|𝑠=0,   (
𝜕𝑁
𝜕𝑛

−𝑎𝑁|𝑠=0),                                                                                        

 

          Соответствующую аппроксимирующую разностную задачу (4.1.1) - 

(4.1.3) перепишем в виде [101]: 

{
�̅�𝑖𝑗 �̅�𝑖+1 − 𝐶�̅�𝑗 �̅�𝑖𝑗 + �̅�𝑖𝑗 �̅�𝑖−1𝑗 = −𝑓�̅�𝑗 ,   𝑡

′ = 𝑡 + 𝜏 2⁄

𝑎𝑖𝑗 𝑌𝑖𝑗+1 − 𝐶𝑖𝑗 𝑌𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 𝑌𝑖+1 = −𝑓𝑖𝑗 ,   𝑡
′ = 𝑡 + 𝜏    

                                                             

(4.1.4) 

где 

 �̅�𝑖𝑗 =
𝜏

2ℎ1
2𝐾 (�̅�𝑖+1 2⁄ ј) , �̅�𝑖𝑗 =

𝜏

2ℎ1
2𝐾 (�̅�𝑖+1 2⁄ ј) , 𝐶�̅�𝑗 = �̅�𝑖𝑗 + �̅�𝑖𝑗 + 1, 

 �̅�𝑖𝑗 = 𝑌𝑖𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 =
𝜏

2ℎ2
2

𝑟ј+1 2⁄

𝑟ј
 𝐾 (�̅�𝑖𝑗+1 2⁄

) , 𝑓𝑖𝑗 = �̅�𝑖𝑗, 

 𝑏𝑖𝑗 =
𝜏

2ℎ2
2

𝑟ј+1 2⁄

𝑟ј
𝐾 (�̅�𝑖𝑗−1 2⁄

) , 𝐶𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 + 1, 

при всех i=1,𝑁1̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑗 = 𝑗0 + 1,𝑁2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , �̅�0𝑗 = 1, �̅�0𝑗 = 1, �̅�𝑁1+1𝑗 = 0, �̅�𝑁1+1𝑗 = 1, 

 �̅�0𝑗 = 1 +
ℎ1
2

2𝜏𝐾(�̅�0𝑗)
, 𝐶�̅�1+1𝑗 = 1 + ℎ1

2/2𝜏𝐾 (�̅�𝑁1+1𝑗), 

𝑓0̅𝑗 =
ℎ1
2

2𝜏𝐾(�̅�0𝑗)
�̅�0𝑗 , 𝑓�̅�1+1𝑗 =

ℎ1
2

2𝜏𝐾 (�̅�𝑁1+1𝑗)
�̅�𝑁1+1𝑗 , 

при всех    𝑗 = 𝑗0, 𝑁2 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑎𝑖𝑗0 ≡ 1, 𝑏𝑖𝑗0 ≡ 1, 𝐶𝑖𝑗0 ≡ 1 +
ℎ2

2𝜏𝐾(�̅�𝑖𝑗0)
+

𝑎ℎ1ℎ2

𝐾(�̅�𝑖𝑗0)
 

𝑎𝑖𝑁2+1 ≡ 0, 𝐶𝑖𝑁2+1 = 1 +
ℎ2
2

2𝜏𝐾(�̅�𝑖𝑁2+1)
, 𝑏𝑖𝑁2+1 = 1, 
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𝑓𝑖𝑁2+1 =
ℎ2
2

2𝜏𝐾(�̅�𝑖𝑁2+1)
�̅�𝑖𝑁2+1, 𝑓𝑖𝑗0 =

ℎ2
2

2𝜏𝐾(�̅�𝑖𝑗0)
�̅�𝑖𝑗0 +

𝑎𝑖
ℎ1ℎ2

𝐾(�̅�𝑖𝑗0)
 �̅� 𝑖
ℎ1 , 

при всех  𝑖 =  0,𝑁1 + 1.̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Решение задачи (4.1.1) будем искать с помощью метода прогонки в виде 

{

�̅�𝑖𝑗 = �̅�𝑖+1𝑗 �̅�𝑖+1𝑗 + �̅�𝑖+1𝑗 ,   𝑡′ = 𝑡 +
𝜏
2⁄ ,

𝑌𝑖𝑗 = 𝜇𝑖+1𝑗 𝑌𝑖+1𝑗 + 𝜕𝑖+1𝑗 ,   𝑡′ = 𝑡 + 𝜏,     

�̅�𝑖𝑗|𝑡=0 = 𝑌0𝑖𝑗 ,                                                

    (4.1.5) 

где  

{
 
 

 
 �̅�𝑖+1𝑗 =

�̅�𝑖𝑗

𝐶�̅�𝑗 − �̅�𝑖𝑗�̅�𝑖𝑗
, �̅�𝑖+1𝑗 =

�̅�𝑖𝑗  �̅�𝑖𝑗 + 𝑓�̅�𝑗

𝐶�̅�𝑗 − �̅�𝑖𝑗�̅�𝑖𝑗
,

𝜇𝑖𝑗+1𝑗 =
𝑏𝑖𝑗

𝐶𝑖𝑗 − 𝜇𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗
,        𝜕𝑖𝑗+1 =

𝑏𝑖𝑗  𝜕𝑖𝑗 + 𝑓𝑖𝑗
𝐶𝑖𝑗 − 𝜇𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗

,

 

при всех 𝑖 =  0, 𝑁1 + 1,̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   𝑗 = 𝑗0, 𝑁2 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Лемма . Расчет по формулам (4.1.5) устойчив.  

Доказательство.  Для этого достаточно показать, что 

1)  0 < 𝜇𝑖𝑗 < 1,   2) 0 < 𝜇𝑖𝑗 < 1, при всех 
𝑖= 1,𝑁1+1,         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑖= 𝑗0+1,𝑁2+1  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅      

     Докажем, например, что 0 < �̅�𝑖𝑗 < 1 . (Второе доказывается аналогично). 

Действуем по индукции. При  𝑖 = 0  из граничных условий находим �̅�0𝑗 = 1. 

Следовательно, 

0 < �̅�1𝑗 =
𝜏

2ℎ1
2𝐾1

2𝑗
⁄
 / ((𝐾3

2𝑗
⁄
+ 𝐾1

2𝑗
⁄
)
𝜏

2ℎ1
2 + 1 −

𝜏

2ℎ1
2𝐾3

2𝑗
⁄
�̅�0𝑗) = 

=
𝜏

2ℎ1
2𝐾1

2𝑗
⁄
 / [(1 − �̅�0𝑗)

𝜏

2ℎ1
2𝐾3

2𝑗
⁄
+ 1 +

𝜏

2ℎ1
2𝐾(𝑌1

2𝑗
⁄
)] > 1. 

Предположим, что 0 < 𝜇𝑖𝑗 < 1  при всех 𝑖 =  1, 𝑁1̅̅ ̅̅ ̅̅ ,   𝑖 =  𝑗0, 𝑁2 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  тогда  

0 < �̅�𝑁1+1𝑗 =

𝜏

2ℎ1
2𝐾(�̅�𝑁1+1 2⁄ ј)

𝜏

2ℎ1
2(1−�̅�𝑁1ј)𝐾(𝑌𝑁1+3 2⁄ ј)+1+

𝜏

2ℎ1
2𝐾(𝑌𝑁1+1 2⁄ ј)

< 1. 

 

Следовательно, расчет по формулам (4.1.5) будет устойчивым (см. [124]).  

        Заметим, что так как коэффициенты задачи (4.1.1) – (4.1.3) зависят от 

решений, то в формулах (4.1.5) при каждом моменте времени t следует делать 
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итерации. Следовательно, итерационный процесс сходится. Итерационный 

процесс продолжается до тех пор, пока не выполняется одно из следующих 

условий 

‖𝑌𝑆+1 − 𝑌𝑆‖𝐶(𝑄ℎ) ≤ ɛ0, ‖𝑌𝑆+1 − 𝑌𝑆‖𝑊2′(𝑄ℎ) ≤ ɛ1, 

где 𝜀0, 𝜀1  − некоторые заданные положительные числа.  

Следует отметить, что полученные результаты являются обобщением 

некоторых результатов работы Юнуси [122-130]. 

 §4.2. Результаты комплекса компьютерных программ 

 

  Для решения нелинейной интегро-дифференциальной задачи разработан 

комплекс компьютерных программ на языке программирования высокого 

уровня С++, которые широко используются в инженерных, математических и 

компьютерных областях. 

 Описание программ.  

Программа «Стоячие волны» 

Данная программа разработана для численного моделирования 

нелинейных процессов распространения популяционных волн в 

динамических системах с учетом временных и пространственных изменений. 

Она предназначена для анализа сложных волновых явлений, возникающих 

при взаимодействии факторов рождаемости, смертности и пространственной 

диффузии особей.   

Программа реализована на языке C++ с использованием современных 

вычислительных методов, что обеспечивает высокую производительность при 

работе с большими массивами данных. В основе алгоритма лежит численное 

решение нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, 

описывающих эволюцию популяционной плотности во времени. Для 

аппроксимации производных применяются методы конечных разностей, а для 

решения возникающих систем уравнений — итерационные алгоритмы, 

оптимизированные под специфику задачи. На вход программа принимает 

начальные параметры системы, включая распределение популяции в 
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пространстве, коэффициенты, характеризующие скорость размножения и 

гибели особей, а также параметры, определяющие интенсивность их 

пространственного перемещения. В процессе работы программа вычисляет 

изменение плотности популяции на каждом временном шаге, учитывая 

нелинейные эффекты, такие как конкуренция за ресурсы или ограниченность 

ареала обитания.   

Результаты моделирования представляются в виде графиков и 

анимаций, наглядно демонстрирующих динамику волновых процессов. 

Пользователь может анализировать различные сценарии развития системы, 

варьируя входные параметры и наблюдая за изменением поведения 

популяции. Программа также позволяет выявлять критические точки, в 

которых система переходит от одного режима к другому, например, от 

равномерного распределения к образованию устойчивых волновых структур.   

Программа «Стационарные волны» 

Эта программа предназначена для исследования устойчивых 

(стационарных) состояний популяционных волн, при которых плотность 

распределения особей не изменяется со временем. Она является важным 

инструментом для изучения долгосрочных сценариев развития популяций, 

когда система достигает равновесия между процессами рождаемости, 

смертности и пространственного перемещения. Программа написана на языке 

C++ и использует эффективные численные методы для поиска стационарных 

решений нелинейных уравнений. В основе алгоритма лежит комбинация 

методов и итерационных подходов, позволяющая находить устойчивые 

состояния даже в сложных нелинейных системах. На вход программа 

принимает параметры среды, такие как коэффициенты скорости размножения 

и гибели, а также граничные условия, определяющие поведение системы на 

краях ареала. В процессе работы программа решает уравнения, описывающие 

стационарное распределение популяции, и определяет условия, при которых 

возникают различные типы волн, включая периодические и локализованные 

структуры.   
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Результаты работы программы включают графики стационарных 

распределений, карты пространственных структур и анализ их устойчивости. 

Пользователь может исследовать, как изменение параметров системы влияет 

на формирование и стабильность волновых паттернов. Программа также 

позволяет сравнивать различные сценарии и выявлять ключевые факторы, 

определяющие долгосрочное поведение популяции.   

Программа «Динамика популяции с учётом временно-возрастной 

структуры»  

Программа представляет собой специализированный вычислительный 

инструмент, разработанный для комплексного моделирования 

популяционных систем с учетом их возрастной структуры и временной 

динамики. Написанная на языке C++ с использованием современных 

численных методов, программа обеспечивает высокоточное моделирование 

сложных биологических процессов. В основе программы лежит 

математическая модель, описывающая изменение численности популяции в 

зависимости от возраста особей и временного фактора, учитывающая 

возрастные зависимые показатели рождаемости и смертности, а также 

миграционные процессы. 

Для численного решения используются методы конечных разностей, 

позволяющие проводить дискретизацию по временной и возрастной осям, 

итерационные алгоритмы для решения сложных систем уравнений, а также 

оптимизированные вычислительные процедуры, обеспечивающие 

эффективную работу с большими массивами данных. Программа принимает 

на вход начальное распределение популяции по возрастам, возрастные 

зависимые функции рождаемости и смертности, параметры миграции и 

пространственного распределения, а также временные границы 

моделирования. 

Ключевой особенностью программы является ее способность 

анализировать динамику возрастной пирамиды популяции, оценивать влияние 

различных факторов смертности на отдельные возрастные группы, 
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исследовать эффекты миграции на возрастную структуру и прогнозировать 

долгосрочные демографические тенденции. Результаты моделирования 

включают графики изменения численности по возрастным группам, 

визуализацию эволюции возрастной структуры, точные прогнозы 

демографического развития и детальный анализ устойчивости популяционной 

системы.  

Связь между программами.    

Программы являются взаимодополняющими инструментами для 

изучения популяционной динамики.  

Использование языка C++ обеспечивает высокую производительность и 

точность вычислений, что особенно важно при работе с большими и 

сложными моделями. Программы могут применяться как для теоретических 

исследований, так и для решения прикладных задач, таких как 

прогнозирование распространения вредителей или управление природными 

ресурсами. Их совместное использование позволяет получить полную картину 

динамики популяций, начиная от краткосрочных изменений и заканчивая 

долгосрочными прогнозами. 

Скриншоты программ “Стоячие волны”, “Стационарные волны”  и 

“Динамика популяции с учётом временно-возрастной структуры” 
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Рис. 1. Скриншот программы “Стоячие волны” 

 

Рис. 2. Скриншот программы “Стоячие волны” 

 

 

Рис. 3. Скриншот программы “Стоячие волны” 
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Рис. 4. Скриншот программы “Стационарные волны” 

 

 

Рис. 5. Скриншот программы “Стационарные волны” 
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Рис. 6. Скриншот программы “Стационарные волны” 

 

 

Рис. 7. Скриншот программы “Стационарные волны” 
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Рис. 8. Скриншот программы “Стационарные волны” 
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Рис. 9. Скриншот программы “Стационарные волны” 

 

 

Рис. 10. Скриншот программы “Стационарные волны” 
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Рис. 11. Скриншот программы “Стационарные волны” 

 

Рис. 12. Скриншот программы “Стационарные волны” 
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Рис. 13. Скриншот программы “Стационарные волны” 

 

Рис. 14. Скриншот программы “Стационарные волны” 
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Рис. 15. Скриншот программы «Динамика популяции с учётом временно-

возрастной структуры» 

 

 

 

Рис. 16. Скриншот программы «Динамика популяции с учётом временно-

возрастной структуры» 
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ГЛАВА 5.    Обсуждение результатов исследования 

§5.1. Обзор полученных результатов о теоретических и 

методологических основах математического моделирования 

популяционных волн и решения дифференциальных задач в 

частных производных с функциальными начальными и 

краевыми условиями   

В первой главе диссертационной работы проведён подробный анализ 

существующих исследований, посвящённых математическому 

моделированию популяционных волн. Основное внимание уделено 

дифференциальным уравнениям в частных производных, которые широко 

применяются для описания динамики популяций в различных областях 

биологии, экологии и медицины. 

Особое внимание было уделено функциональным начальными и 

краевым условиям, которые играют ключевую роль в корректности и 

универсальности моделей. В отличие от стандартных задач в математической 

биологии, где условия часто принимаются постоянными или зависят только от 

времени, в данной работе акцент сделан на условии, которое может изменяться 

не только во времени, но и в пространстве. Это даёт более точные и 

комплексные описания эволюции популяций в условиях различных внешних 

воздействий, таких как миграция, экосистемные колебания и т.д. 

Проведённый обзор позволил выявить несколько ключевых 

направлений в научных исследованиях: 

 1. Моделирование волновых процессов в экосистемах: Многие 

исследователи сосредоточены на изучении пространственно-временной 

динамики популяций с учётом миграций и пространственного 

распространения, что позволяет создать более точные предсказания для 

устойчивости экосистем. 
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 2. Использование функциональных условий в задачах 

моделирования: Основные работы, анализируемые в главе, подчёркивают 

важность введения функциональных зависимостей на границах и в начальных 

условиях, которые позволяют более гибко моделировать влияние внешних 

факторов и адаптивные реакции популяций на эти воздействия. 

 3. Дифференциальные уравнения с функциональными начальными и 

краевыми условиями: Одним из важных выводов является необходимость 

интеграции теоретических подходов в области функционального анализа и 

математической физики для решения задач с функциональными граничными 

условиями. Это открывает новые горизонты для точных решений сложных 

биологических моделей. 

Во второй главе работы было приведено решение дифференциальных 

задач в частных производных, в которых начальные и краевые условия могут 

быть заданы функционально. В отличие от традиционных задач, где значения 

на границах или во времени фиксированы, в рассматриваемых задачах эти 

значения могут быть произвольными функциями, зависящими от 

пространственных и временных переменных. Такой подход значительно 

усложняет методы решения и требует более сложных математических 

инструментов. 

В первом параграфе для интегро-дифференциальной задачи в линейном 

случае доказана теорема об абсолютной равномерной сходимости рядов 

Фурье для 3-крайвой задачи, где коэффициенты ряда Фурье удовлетворяют 

интегральному уравнению типа восстановления. Во втором параграфе  для 

неоднородной задачи с функциональными условиями получено и обосновано  

решение в виде рядов Фурье. В третьем параграфе доказан принципа 

максимума для линейных интегро-дифференциальных задач, из которого 

следует не отрицательность и ограниченность решений рассматриваемых 

задач. В четвертом параграфе приведено исследование пространственно-
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одномерной линейной системы с функциональными начальными условиями, 

описывающих состояние биологических систем.  

Теоретическая часть. 

Для теоретического анализа использованы методы теории 

дифференциальных уравнений в частных производных, функционального 

анализа и теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Были 

рассмотрены как линейные, так и нелинейные задачи, что позволило 

установить определённые условия существования и единственности решений 

для задач с функциональными начальными и краевыми условиями. В ходе 

решения были получены условия для различных типов популяционных волн, 

которые могут описывать не только процессы распространения, но и 

взаимодействия между отдельными частями популяции. 

Результаты показали высокую точность и эффективность предложенных 

методов, что подтверждается рядом примеров, где удалось моделировать 

сложные динамики популяционных волн с учётом изменения внешних 

условий. Особенно интересным является применение этих методов в задачах 

с временно-зависимыми краевыми условиями, где решение задачи требует 

учёта различных параметров, изменяющихся в процессе времени. 

Важность функциональных условий 

Решения, полученные для дифференциальных задач с 

функциональными начальными и краевыми условиями, показали, что эти 

условия играют ключевую роль в определении долгосрочной динамики 

популяций. Например, если начальные условия зависят от времени или 

внешней среды, это может приводить к совершенно различным результатам, 

таким как изменение скорости распространения волны или появление новых 

стационарных состояний, что критически важно для моделей устойчивости 

экосистем. 

Обсуждение полученных результатов 
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Основные результаты исследования позволяют сделать несколько 

важных выводов: 

 1. Роль функциональных условий: Введение функциональных 

начальных и краевых условий значительно расширяет возможности 

математического моделирования популяционных процессов. Эти условия 

позволяют учесть более широкий спектр факторов, влияющих на динамику 

популяций, таких как изменение окружающей среды, миграция или 

взаимодействие между различными видами. 

 2. Новые подходы к решению задач: Разработанные методы решения 

дифференциальных задач с функциональными начальными и краевыми 

условиями дают возможность не только моделировать более сложные 

популяционные процессы, но и применять эти методы к реальным 

экологическим и биологическим данным. Применение численных методов 

позволяет с высокой точностью моделировать такие процессы, что имеет 

важное значение для предсказания устойчивости экосистем и управления 

природными ресурсами. 

 3. Перспективы дальнейших исследований: В дальнейших 

исследованиях предстоит развивать предложенные методы для более сложных 

и многогранных моделей, в которых функциональные условия могут быть не 

только временно-зависимыми, но и нелинейными, что требует разработки 

новых теоретических и численных подходов. Также важно исследовать 

влияние взаимодействующих факторов на устойчивость популяций и 

экосистем. 

§5.2. Результаты исследований нелинейных моделей и 

разработка численных методов для их решения  

В третьей главе работы было проведено исследование нелинейных 

задач, включающих временно-возрастные и пространственные распределения 
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популяций, что является важным шагом в расширении теории 

математического моделирования популяционных волн. В отличие от 

линейных моделей, где популяция рассматривается как однородная, 

нелинейные модели позволяют учитывать сложные взаимодействия, такие как 

конкуренция между особями, воздействие внешней среды, миграцию и 

динамику возрастных структур. Эти факторы могут существенно изменять 

картину эволюции популяции и привести к появлению различных устойчивых 

состояний, включая бифуркации и хаотические колебания. 

 В первом параграфе рассматривается математическая модель 

популяционных волн в нелинейных системах с учётом временно-возрастных 

и пространственных распределений. Во втором параграфе приводится 

решение нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных 

с функциальными начальными условиями. В третьем параграфе решена 

интегро-дифференциальная нелинейная система и доказано справедливость 

решения в случаи для 3-ей краевой задачи. Исследование стационарной 

численности популяций с учетом возраста и пространственного 

распределения приведено соответственно в четвёртом и пятом параграфе. В 

шестом параграфе приведено исследование численности изолированной 

популяции описываемой интегро-дифференциальной задачей для образования 

плоских, стоячих и стационарных волн с учётом возрастного состава и 

пространственных распределений.  

Временные и возрастные распределения 

Для изучения нелинейных популяционных волн в данной главе введены 

дополнительные параметры, характеризующие возрастную структуру 

популяции. Временные и возрастные распределения позволяют более точно 

описывать динамику популяции, где каждый возрастной класс влияет на 

поведение всей популяции, а возрастная структура сама по себе меняется со 

временем. В частности, для возрастных моделей использовались уравнения с 



113 

 

разделением переменных, учитывающие взаимодействие между разными 

возрастными классами. 

Пространственное распределение 

Пространственная компонента задачи также играет важную роль в 

описании процессов распространения популяций, особенно в условиях 

миграции и адаптации к различным условиям окружающей среды. В данной 

работе для моделирования пространственного распределения популяций 

использовались нелинейные уравнения в частных производных. Оказалось, 

что пространственное распределение сильно влияет на устойчивость 

популяции, её способность к адаптации и выживанию в меняющихся 

условиях. 

Нелинейность моделей 

Нелинейные уравнения, описывающие взаимодействие популяций, 

могут приводить к сложным явлениям, таким как многократные бифуркации, 

когда небольшие изменения в параметрах модели могут кардинально 

изменить поведение популяции. Например, в зависимости от значений 

коэффициентов взаимодействия между возрастными классами или 

пространственных параметров, популяция может быть устойчива, колебаться 

или даже вымирать. Моделирование таких явлений требует использования 

более сложных численных методов и теоретических инструментов.   

Таким образом, исследование нелинейных задач с учётом временно-

возрастных и пространственных распределений позволяет глубже понять 

динамику популяций и экосистем, что имеет важное значение для создания 

более точных и гибких моделей для предсказания изменений в биологических 

системах. Важным результатом работы является установление связи между 

нелинейностью взаимодействий и различными типами динамики популяций, 

что открывает новые горизонты для практического применения моделей в 

области экологии и биологии. 
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В четвёртой главе диссертационной работы представлен алгоритм 

численного решения нелинейных интегро-дифференциальных задач, 

связанных с моделированием популяционных волн, и разработан комплекс 

компьютерных программ для решения таких задач. Эта часть работы является 

важным шагом в практическом применении теоретических моделей, так как 

численные методы и программные комплексы позволяют решать задачи, 

которые невозможно решить аналитически или для которых аналитические 

решения слишком сложны или не существуют. 

Интегро-дифференциальные задачи 

Интегро-дифференциальные задачи, рассматриваемые в данной главе, 

включают как дифференциальные уравнения в частных производных, так и 

интегральные компоненты, которые отражают различные формы 

взаимодействия между частями популяции. Например, интегральные 

уравнения могут использоваться для моделирования влияния взаимодействий 

между разными частями популяции (например, межвидовой конкуренции) или 

для учёта запаздываний в реакции популяции на изменения внешней среды. 

Включение интегральных членов делает задачи существенно сложнее с точки 

зрения численного решения. 

В рамках данного исследования была проведена работа по разработке 

численных методов для решения сложных интегро-дифференциальных 

уравнений, возникающих при математическом моделировании 

популяционных процессов. Основным результатом стало создание 

вычислительного алгоритма, сочетающего современные подходы разностных 

схем с инновационными методами численного интегрирования. 

Особенностью разработанного алгоритма является его способность 

эффективно учитывать интегральные члены взаимодействия, играющие 

ключевую роль в динамике биологических систем, что достигается за счет 

специальной параметризации и адаптивного выбора шагов дискретизации. 
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Важным достижением исследования стало создание численного метода, 

обладающего исключительной устойчивостью при работе с большими 

временными шагами, что особенно ценно для долгосрочного прогнозирования 

популяционной динамики. Этот результат был получен благодаря введению 

новых процедур и разработке специальных критериев контроля точности. 

Метод демонстрирует высокую эффективность при моделировании 

нелинейных систем с пространственной неоднородностью и сложными 

взаимодействиями, включая случаи с пороговыми эффектами и явлениями 

насыщения. 

Значительная часть работы посвящена созданию комплексного 

программного обеспечения, реализующего предложенные численные методы. 

Разработанный программный комплекс отличается модульной архитектурой, 

включающей специализированные блоки для предварительной обработки 

данных, численного решения уравнений, визуализации и анализа результатов. 

Особое внимание уделено оптимизации вычислительных процедур, что 

позволяет эффективно решать задачи высокой размерности. Программная 

реализация поддерживает возможности параллельных вычислений, 

существенно расширяя диапазон решаемых прикладных задач. 

Проведенные вычислительные эксперименты продемонстрировали 

высокую надежность и точность разработанного программного комплекса. 

Тестирование проводилось на широком классе задач, включая как тестовые 

примеры с известными аналитическими решениями, так и новые сложные 

случаи, представляющие практический интерес для математической 

биологии. Особо следует отметить устойчивую работу алгоритмов в условиях 

сильной нелинейности и при наличии особенностей в решениях, что 

подтверждает универсальность и практическую ценность разработанных 

методов. 

Разработаны строгие математические формулировки для классов 

интегро-дифференциальных уравнений, описывающих такие системы, с 
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обоснованием корректности постановок соответствующих краевых задач. 

Особое внимание уделено учету функциональных зависимостей и 

нелокальных взаимодействий, характерных для биологических систем. 

Полученные результаты создают прочную основу для дальнейшего 

развития методов математического моделирования в экологии и смежных 

областях, предлагая новые перспективные инструменты для анализа и 

прогнозирования сложных биологических систем. 
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ВЫВОДЫ 

 для интегро-дифференциальной задачи с переменными 

коэффициентами в линейном случае доказана теорема об абсолютной 

равномерной сходимости рядов Фурье для 3-крайвой задачи, где 

коэффициенты ряда Фурье удовлетворяют интегральному уравнению 

типа восстановления, найдено и обосновано решение в виде рядов 

Фурье для неоднородной задачи с функциональными условиями[1-А, 

6-A, 8-А, 11-А]; 

 доказан принцип максимума для линейных интегро-

дифференциальных задач с функциональными условиями и найдены 

априорные оценки, так же найдено решение пространственно-

одномерных линейных задач с функциональными условиями[5-А, 9-

А, 12-A]; 

 создана математическая модель интегро-дифференциальной задачи 

популяционных волн в нелинейных системах с учётом временно-

возрастной структуры и пространственных распределений и доказано 

её решение[4-A, 7-А]; 

 доказано и обосновано стационарное решение нелинейной интегро-

дифференциальной задачи, предложено определение стационарной 

численности с учетом возраста и пространственных распределений[2-

A, 7-А];  

  найдено решение интегро-дифференциальной задачи численности 

изолированной популяции в частных производных с функциальными 

начальными условиями для образования плоских, S-волн, стоячих и 

стационарных волн с учётом возрастного состава и пространственных 

распределений[7-A, 8-А]; 

 разработан алгоритм численного решения нелинейной интегро-

дифференциальной задачи и приведены результаты комплекса 

компьютерных программ[2-A, 3-А]. 
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РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПРАКТИЧЕСКОМУ ИСПОЛЬЗОВАНИЮ 

РЕЗУЛЬТАТОВ 

 Результаты данного исследования представляют собой значительный 

вклад в развитие современной математической теории, существенно расширяя 

методологические возможности анализа нелинейных дифференциальных 

уравнений в частных производных с функциональными начальными 

условиями и их приложений в области математической биологии и 

экологического моделирования. Разработанный в ходе работы комплексный 

математический аппарат позволяет принципиально по-новому подойти к 

исследованию сложных пространственно-временных процессов в 

биологических системах, открывая перспективы для решения целого класса 

ранее недоступных для анализа теоретических и прикладных задач. 

Особую научную и практическую ценность представляет созданная в 

ходе исследования методика численного решения, которая позволяет 

эффективно учитывать как специфику функциональных начальных условий, 

так и сложную нелинейную структуру рассматриваемых уравнений. 

Реализованный в виде высокоэффективного программного комплекса, этот 

метод демонстрирует исключительную вычислительную устойчивость и 

точность, что было подтверждено серией контрольных расчетов и сравнений 

с известными аналитическими решениями. Универсальность данного 

инструментария позволяет с одинаковой эффективностью применять его как 

для фундаментальных исследований волновых процессов в распределенных 

биологических системах, так и для решения конкретных прикладных задач 

экологического мониторинга и управления природными ресурсами. 

Разработанные в исследовании методы существенно расширяют 

возможности математического моделирования биологических процессов, 

преодолевая принципиальные ограничения традиционных подходов. Они 

позволяют с высокой точностью учитывать пространственную 
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неоднородность среды, временные запаздывания в динамике популяций, а 

также сложные нелинейные эффекты межвидового взаимодействия. Это дает 

возможность более адекватно описывать реальные биологические системы, 

где классические модели часто оказываются недостаточно точными, особенно 

при анализе критических режимов развития популяций под воздействием 

внешних факторов. 

Практическая значимость полученных результатов проявляется в 

широких возможностях их применения для решения актуальных задач 

современной экологии. Разработанные подходы могут быть успешно 

использованы для прогнозирования динамики численности видов, 

оптимизации стратегий, оценки последствий климатических изменений для 

экосистем, а также для разработки мер по контролю инвазивных видов и 

сохранению биоразнообразия. Особенно перспективным представляется 

применение этих методов при создании систем поддержки принятия решений 

в области управления биологическими ресурсами. 

Теоретическая ценность работы заключается в создании прочного фундамента 

для дальнейших исследований в области математического моделирования 

биологических процессов. Разработанный программный комплекс может 

служить эффективной платформой для создания специализированных 

модулей, адаптированных под конкретные прикладные задачи. 

Междисциплинарный характер исследования, объединяющий 

передовые достижения современной математики с актуальными проблемами 

теоретической и прикладной биологии, значительно расширяет область 

потенциального применения полученных результатов. Они представляют 

существенный интерес не только для специалистов по дифференциальным 

уравнениям и математическому моделированию, но и для широкого круга 

исследователей в области экологии, популяционной генетики и управления 

природными ресурсами. Это создает уникальные возможности для научного 

сотрудничества и практической реализации разработанных методов, 
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способствуя прогрессу в понимании сложных биологических систем и 

совершенствовании подходов к их изучению и устойчивому управлению. 
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