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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Çà ïîñëåäíèå 10-20 ëåò òåîðèÿ

íå÷åòêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è åå ïðèëîæåíèÿ â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè ñòàëà ïðèâëåêàòü âíèìàíèå ìàòåìàòè-

êîâ ðàçëè÷íûõ ñòðàí. Âàæíåéøèìè ðàáîòàìè â ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ñòàòüè

M. Puri, D. Raleski [121], G. B. Price [119], M. Hukuhara [79], H. Radstrom

[126], A. Ichikawa [80], G. Da Prato, J. Zabczyk [54], I. V. Melnikova [113], A. V.

Balakrishnan [38], Â. Í. Àôàíàñüåâà, Â. Á. Êîëìàíîâñêîãî, Â. Ð. Íîñîâà [1], À.

Â. Ïëîòíèêîâà, Í. Â. Ñêðèïíèêà [9] è ìíîãèõ äðóãèõ.

Àêòóàëüíûìè â òåîðèè íå÷åòêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèé, óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ðåøåíèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåî-

ðåì íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç íå÷åòêîçíà÷íûõ è ìíîæå-

ñòâîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ êëàññîâ

íå÷åòêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ñëó÷àå íå÷åòêèõ óðàâíåíèé ðàññìàòðè-

âàþòñÿ ëèøü ñêàëÿðíûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå æå ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

èçó÷àþòñÿ ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé

ëèíåéíîé ÷àñòè. Â êà÷åñòâå ñòîõàñòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ áå-

ëûé øóì â ñìûñëå Áàëàêðèøíàíà. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

áåðåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé.

Ñòåïåíü íàó÷íîé ðàçðàáîòàííîñòè èçó÷àåìîé ïðîáëåìû. Òåîðå-

ìû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé

íå÷åòêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ è èõ ïðèëîæåíèÿ áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé â íàó÷íûõ òðóäàõ

T. Abdeljawad [15], A. V. Balakrishnan [38], O. Kaleva [89], À. Â. Ïëîòíèêîâà,

Í. Â. Ñêðèïíèêà [9], M. Ilolov, K. S. Kuchakshoev, J. Sh. Rahmatov [85], M.

Ilolov, K. Kuchakshoev, M. Mirshahi, J. Sh. Rahmatov [87], Ì. Èëîëîâà, Äæ.

Ø. Ðàõìàòîâà [6] è äð.
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Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè (ïðîåêòàìè), òåìàìè.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïåðñïåêòèâíûõ ïëà-

íîâ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Òàäæèêñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà íà

2016-2020 ãã. ïî òåìå ¾Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è åå ïðèëîæåíèé¿ è íà 2021-2025 ãã. ïî òåìå

¾Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è åå ïðè-

ëîæåíèÿ¿.

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Öåëü èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂ΨΦ(ν, τ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ(ν, τ)

∂τ δ
= F (ν, τ,Φ(ν, τ)),

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Φ(ν, 0) = g(ν),Φ(0, τ) = h(τ),

ãäå α -íå÷åòêîå ÷èñëî è àáñòðàêòíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äðîáíîå äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå
cDα

t u(t) + Au(t) = f(u(t)) +Bω(t),

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0) = u0,

ãäå cDα
t - äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 , A - ïî÷òè

ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , f :

H → H - íåëèíåéíîå çàäàííîå îòîáðàæåíèå, ω(t) - àáñîëþòíûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ (áåëûé øóì â ñìûñëå Áàëàêðèøèàíà) â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå Hn , B - ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â H ñî çíà÷åíèÿìè

â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ èç Hn â H , u0 - çàäàííûé ýëåìåíò â H .

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ íåîáõîäè-

ìî äàòü àíàëèç ðåøåíèé ñëåäóþùèõ çàäà÷:
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1. Äàòü îïðåäåëåíèå íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ è èõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèå îæèäàíèÿ, è èçó÷èòü èõ ñâîéñòâà.

2. Äàòü êîíöåïöèþ îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèàëà íå÷åòêîé ôóíêöèè è

óñòàíîâèòü àíàëîã òåîðåìû Ðàäñòðåìà.

3. Äîêàçàòü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íå÷åòêèõ

äðîáíîïîäîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà

îñíîâå äðîáíîïîäîáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

4. Äîêàçàòü òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íå÷åòêîãî

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Óðûñîíà.

5. Íàéòè ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è

Êîøè ñ ïî÷òè ñåêòîðèàëüíûì íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè.

6. Äîêàçàòü îñíîâíûå òåîðåìû âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà äëÿ óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîïîäîáíûìè

ïðîèçâîäíûìè.

7. Äàòü ïîäðîáíûé àíàëèç îäíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêèîé ýïè-

äåìèîëîãèè âîçíèêàþùåé ïðè èçó÷åíèè ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäåìèè

COVID-19.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå÷åòêèå

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîïîäîáíûìè ïðîèçâîäíûìè è äðîáíûå

ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîêàçà-

òåëüñòà òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé

ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è íåêîòîðûå èõ ïðèëî-

æåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè è çàêëþ÷àòñÿ â ñëåäóþùåì:

� îïðåäåëåíû íå÷åòêèå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà;

� äàíà êîíöåïöèÿ îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèàëà íå÷åòêîé ôóíêöèè è óñòà-

íîâëåí àíàëîã òåîðåìû Ðàäñòðåìà;
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� äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íå÷åòêèõ

äðîáíîïîäîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

íà îñíîâå äâîéíîãî äðîáíîïîäîáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà;

� äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íå÷åòêîãî èíòåãðî - äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Óðûñîíà;

� íàéäåíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è

Êîøè ñ ïî÷òè ñåêòîðèàëüíûì íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷à-

ñòè;

� äîêàçàíû îñíîâíûå òåîðåìû âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîïîäîáíûì ïðîèçâîäíûì;

� ïðèâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ýïèäå-

ìèîëîãèè âîçíèêàþùåé ïðè èçó÷åíèè ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäå-

ìèè COVID-19.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

� ëåììû è òåîðåìû î ñâîéñòâàõ íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (âåëè÷èí)

è èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå;

� àíàëîã òåîðåìû Ðàäñòðåìà íà ñëó÷àé îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèàëà íå÷åò-

êîé ôóíêöèè;

� òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íå÷åòêèõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîïîäîáíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè;

� òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íå÷åòêîãî èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Óðûñîíà;

� ôîðìóëà ÿâíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì è ñ ïî÷òè ñåêòîðèàëüíûì íåîãðàíè÷åí-

íûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè;
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� òåîðåìà âòîðîãî (ïðÿìîãî) ìåòîäà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé

ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé;

� ðåøåíèå îäíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ýïèäåìèîëîãèè âîçíè-

êàþùåé ïðè àíàëèçå ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäåìèè COVID-19.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà

íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû ðàçâèòûå â äèññåðòàöèè è ïîëó÷åííûå

çäåñü ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè íîâûõ è áîëåå

îáùèõ íå÷åòêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðè-

íàäëåæèò íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ. Âñå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåííûå â ðàçäåëå

¾Íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèÿ¿ ïîëó÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëåì.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ. Âñå òåîðåìû, óòâåðæäåíèÿ è

ôîðìóëû â äèññåðòàöèè îáåñïå÷åíû ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ðÿä âûâî-

äîâ ñîãëàñóþòñÿ ñ èññëåäîâàíèÿìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Ñîîòâåòñòâèÿ äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïî ñïåöèàëüíîñòè 6D060102 � äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Âñå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ñîñòàâíîé ÷àñòè ýòîé ñïåöèàëüíîñòè � íå÷åòêèå

è ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò

ôîðìóëå ñïåöèàëüíîñòè è ïóíêòó ¾Îáùàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé è ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ.

Àïðîáàöèÿ è ðåàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôå-

ðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòå-

ìàòèêè è å¼ ïðèëîæåíèé¿, ïîñâÿùåííîé 70 � ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäå-

ìèêà ÀÍ ÐÒ, äîêòîðà ôèçèêî � ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Èëîëîâà

Ìàìàäøî, Äóøàíáå, 14-15 ìàðòà 2018ã.

� Ðåñïóáëèêàíñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è åãî

ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ âèäíîãî òàäæèêñêîãî ìàòåìàòèêà, ïðî-

ôåññîðà Áåêíàçàðà Èìîìíàçàðîâà, Òàäæèêèñòàí, Äóøàíáå, 10-11 èþíÿ 2019ã.
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� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå

óðàâíåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè¿, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ïðîôåññîðà Äæàíãèáåêîâà Ãóëõîäæà, Äóøàíáå,

30-31 ÿíâàðÿ 2020 ã.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

øêîëà¿, Âîðîíåæ, 28 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ 2021 ã.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòèêè¿, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ äîêòîðà ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðà Òåìóðà Ñîáèðîâà, Äóøàíáå, 25-26 èþíÿ

2021 ã.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåíÿÿ, ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ øêîëà¿, Óôà, 6-9 îêòÿáðÿ 2021 ã.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì, Ãåëåíäæèê,

2�9 èþíÿ 2022 ã.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé¿, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ àêàäåìèêà

ÍÀÍ Òàäæèêèñòàíà Øàáîçîâà Ìèðãàíäà Øàáîçîâè÷à, Äóøàíáå, 24-25 èþíÿ

2022 ã.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

øêîëà¿, Âîðîíåæ, 27 ÿíâàðÿ - 1 ôåâðàëÿ 2023 ã.

� Íàó÷íûé ñåìèíàð ¾Äðîáíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ¿ ïðè Öåíòðå

èííîâàöèîííîãî ðàçâèòèÿ íàóêè è íîâûõ òåõíîëîãèé ÍÀÍÒ (ðóêîâîäèòåëü

àêàäåìèê ÍÀÍÒ Èëîëîâ Ì., 2018-2023 ãã.)

Ðÿä ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóð-

ñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è ìàãèñòðàíòîâ.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

îïóáëèêîâàíû â 19 ñòàòüÿõ è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé [1�A] � [19�A]. Ðàáî-

òû [1�A] � [10�A] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íà-

ó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé ðåêîìåíäóåìûõ ÂÀÊ ïðè Ïðåçèäåíòå Ðåñïóáëèêè

Òàäæèêèñòàí è æóðíàëû âõîäÿùèå â Scopus â 2021-2023 ãîäàõ. Èç ñîâìåñòíûõ

ðàáîò ñ ñîàâòîðàìè íà çàùèòó âíîñÿòñÿ ëèøü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ëè÷íî

àâòîðîì äèññåðòàöèè.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, âûâîäîâ, ðåêîìåíäàöèé ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ

ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ñïèñêà ëèòåðàòóðû, â êîòîðûé âêëþ÷åíû 150 íàèìåíî-

âàíèé. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ òðîéíàÿ íóìåðàöèÿ. Ïåðâûé íîìåð óêà-

çûâàåò íà íîìåð ãëàâû, âòîðîé íîìåð ïàðàãðàôà è òðåòèé íîìåð îòíîñèòñÿ ê

îïðåäåëåíèÿì, òåîðåìàì è äðóãèì óòâåðæäåíèÿì â äàííîì ïàðàãðàôå. Àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì âåäåòñÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 242

ñòðàíèöû.
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ÃËÀÂÀ 1. ÁÈÁËÈÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÁÇÎÐ ÏÎ

ÈÑÑËÅÄÓÅÌÎÉ ÒÅÌÅ

Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îáçîð è àíàëèç èñïîëüçîâàííûõ â äèññåðòàöèè

ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ. Ãëàâà ñîñòîèò èç äâóõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðà-

ãðàôå äàåòñÿ îáçîð ðàáîò îòíîñèòåëüíî íå÷åòêîãî àíàëèçà è íå÷åòêèõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Âî âòîðîì ïàðàãðà-

ôå ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðàáîò ïîñâÿùåííûõ ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì ñ áåëûì øóìîì. Â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâî-

âàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé, à òàêæå ïðèëîæåíèÿ ýòèõ

ðåçóëüòàòîâ â ýïèäåìèîëîãèè.

1.1. Îáçîð ëèòåðàòóðû ïî íå÷åòêîìó àíàëèçó è íå÷åòêèì

äèôôåðåíöèàëüíûì è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèÿì

Ýëåìåíòû íå÷åòêîãî àíàëèçà è òåîðèÿ íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ðàçðàáîòàíû â ðàáîòàõ ìàòåìàòèêîâ ðàçëè÷íûõ ñòðàí.

Ðàçâèòèå òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ êàê ÷àñòü òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîá-

ðàæåíèé áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò L. A. Zadeh [147, 148]. Â ðàáîòå M. L. Puri,

D. Ralescu [123] îïóáëèêîâàííîé â 1983 ã. ââåäåíî ïîíÿòèå H -ïðîèçâîäíîé

íà îñíîâå H -ðàçíîñòè Õóêóõàðà, M. Hukuhara [79] è èíòåãðàëà äëÿ íå÷åò-

êèõ îòîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà R. J. Aumann at all. [34, 35] äëÿ

α -cðåçîê íå÷åòêèõ îòîáðàæåíèé.

Ôèíñêèé ìàòåìàòèê Î.Êàëåâà â ðàáîòå O. Kaleva [89] ââåë â ðàññìîòðå-

íèå íå÷åòêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â Rn íà îñíîâå H -ïðîèçâîäíîé.

Â ðàáîòå [89] èçó÷àëèñü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íå÷åòêîçíà÷íûõ

îòîáðàæåíèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Äîïîëíèòåëüíî îò íå÷åòêèõ îòîá-

ðàæåíèé ïîòðåáîâàëîñü âûïîëíåíèå ðÿäà ñâîéñòâ: íîðìàëüíîñòü, âûïóêëîñòü,

ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó, êîìïàêòíîñòü íîñèòåëÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ â Rn .

Áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà èçìåðèìîñòè íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Áûëî îïðå-

äåëåíî ïîíÿòèå èíòåãðàëà íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè è óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå
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åãî ñâîéñòâà. Ïðèâåäåííûå â [34] îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòâåò-

ñòóþùèõ ïîíÿòèé äëÿ èíòåãðàëà Àóìàííà äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Äëÿ êîíöåïöèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè áûëè àäàïòèðîâàíû ïîíÿòèÿ H -

äèôôåðåíöèðóåìîñòè èç [120], êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-

åì ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ñìûñëå Õóêóõàðà äëÿ ìíîæåñòâîçíà÷íûõ

ôóíêöèé. Â [89] äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé

äëÿ íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x′(t) = f(t, x(t)), (1.1.1)

ãäå îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f òðåáóþòñÿ óñëîâèÿ Ëèïùèöà. Â ðàáîòå

Î.Êàëåâà [90] äëÿ íå÷åòêîãî óðàâíåíèÿ (1.1.1) ñòàâèòñÿ çàäà÷à Êîøè âèäà

x(t0) = x0, (1.1.2)

ãäå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà-

÷à Êîøè (1.1.1)-(1.1.2) äëÿ íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðå-

ðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ f : [t0, t0 + φ]U → U èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî U ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì. Íàïîìíèì,

÷òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷-

êà èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü.

Âñêîðå âûÿñíèëîñü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ H -ïðîèçâîäíîé Ïóðè-

Ðàëåñêó èìååò ñåðåçíûé íåäîñòàòîê. À èìåííî. ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíî ñòà-

íîâèòñÿ áîëåå íå÷åòêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåäåíèå íå÷åòêîãî ðåøåíèÿ êàðäè-

íàëüíûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò ÷åòêîãî ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé è òðåáóåò äðóãèõ ìåòîäîâ àíàëèçà. ×òîáû ïðåîäîëåòü

âîçíèêøóþ ñèòóàöèþ, E. Huellermeier [78] èíòåðïðåòèðîâàë íå÷åòêîå äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1.1) â âèäå ñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàáîòû [78] çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå íà ýòîò ñëó÷àé òåîðåìû îá óêëàäêå äîêàçàíèé C. V. Negoita D.

A. Ralescu â [114].

Â äàëüíåéøåì â ðàáîòàõ Î. Kaleva [89, 90, 91], S. Seikkala [133], Ñ. Wu

at all. [146], J. Park [118], À. Â. Ïëîòíèêîâà, Í. Â. Ñêðèïíèêà [9] áûëè ïî-
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ëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ, à òàêæå ðàññìîòðèì è äðóãèå ñâîéñòâà ðåøåíèé.

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íå÷åòêèì äèôôåðåíöèàëüíûì

è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ýëåìåíòàì íå÷åòêîãî àíàëèçà, â ïà-

ðàãðàôå 2.1 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà, íå÷åòêîãî ÷èñëà,

íå÷åòêîé ïåðåìåííîé, íå÷åòêîé ôóíêöèè, íå÷åòêîãî îïåðàòîðà, íå÷åòêîãî îò-

íîøåíèÿ è íå÷åòêîãî îòîáðàæåíèÿ. Âñå îïðåäåëåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ êîí-

êðåòíûìè ïðèìåðàìè. Ïåðâîèñòî÷íèêîì ýòèõ ïîíÿòèé ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ àìå-

ðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà L. A. Zadeh [147] âûøåäøàÿ â ñâåò â 1965 ãîäó. Îñíîâ-

íûìè ðåçóëüòàòàìè íå÷åòêîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ îá α -ñðåçêàõ

è âûïóêëûõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâàõ.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâåäåíû îñíîâíûå òåîðåìû

íå÷åòêîãî àíàëèçà ñ äîêàçàòåëüñòâàìè. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î ðàçëîæåíèè,

ïðèíöèïà ðàñøèðåíèÿ Çàäå, òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ïðèâåäåíû â óäîáíîé

äëÿ íàñ ôîðìå, à èõ äîêàçàòåëüñòâà íîñÿò òåîðåòèêî-ôóíêöèîíàëüíûé õàðàê-

òåð. Ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ íå÷åòêîãî àíàëèçà áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ

ìàòåìàòèêîâ ðàçëè÷íûõ ñòðàí.

Â ïàðàãðàôå 2.2 íå÷åòêèå âåëè÷èíû èçó÷àþòñÿ ñ ïîçèöèè òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòè è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íå÷åòêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (èëè íå÷åòêèå

ïåðåìåííûå) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì íà íå÷åòêèé ñëó÷àé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

âåêòîðîâ è ïðîöåññîâ (ñì. íàïð. [5]). Â ïàðàãðàôå 2.2 èçëîæåíî èíòåãðàëüíîå

èñ÷èñëåíèå äëÿ ìíîæåñòâîçíà÷íûõ (â ÷àñòíîñòè íå÷åòêîçíà÷íûõ) ôóíêöèé.

Â ðàáîòàõ M. Puri, D. Raleski [121, 122] ïðèâåäåíû äâà ðàçëè÷íûõ òèïà ñõîäè-

ìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ (ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Õàóñäîðôà è

Êóðàòîâñêîãî), êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå òåîðèè èíòåãðàëà äëÿ íå÷åòêîçíà÷íûõ

ôóíêöèé. Èäåéíîé îñíîâîé èíòåãðàëà îò íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðàë Àóìàííà [34, 35]. Â ïàðàãðàôå 2.1 îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå÷åòêîé ïåðåìåííîé è èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ¾Äèôôåðåíöèàëû íå÷åòêèõ ôóíêöèé¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ

êîíöåïöèÿ äèôôåðåíöèàëà íå÷åòêèõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì äèô-

ôåðåíöèàëà ìíîæåñòâîçíà÷íûõ ôóíêöèé ââåäåííûé âïåðâûå â ðàáîòàõ ÿïîí-
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ñêîãî ìàòåìàòèêà M. Hukuhara [79]. Ïîíÿòèÿ íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ðàññìîòðåííûå â ïàðàãðàôå 2.1 ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ

è ó÷èòûâàþò íåîïðåäåëåííîñòè êàê íå÷åòêîãî òàê è ñëó÷àéíîãî õàðàêòåî-

ðà. Â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèàëà ìíîæåñòâîçíà÷íûõ ôóíêöèé êëþ÷åâûì

ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà ðàçëîæåíèÿ H. Radstrom [126]. Â ýòîé òåîðå-

ìå óñòàíîâëåíî, ÷òî íàáîð íåïóñòûõ, çàìêíóòûõ, îãðàíè÷åííûõ è âûïóêëûõ

ïîäìíîæåñòâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü âëîæåíî â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå. Èìåííî ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàë

ìíîæåñòâîçíà÷íûõ ôóíêöèé, êàê äèôôåðåíöèàë ôóíêöèé äåéñòâóþùèõ â

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñïðîñòðàíèòü äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòü íà íå÷åòêèõ ôóíêöèÿõ, íåîáõîäèìî îáîáùèòü òåîðåìó Ðàäñòðåìà

ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ

áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Òàêîå ðàñøèðåíèå ïðåäëîæåíî â ïóíêòå 2.2.1 ñ ïîìî-

ùüþ óäîáíîãî îáîáùåíèÿ ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

Â ïàðàãðàôå 2.4 îáñóæäàþòñÿ ïîíÿòèÿ îáîáùåííîé íå÷åòêîé ðàçíîñòè è

îáîáùåííîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ñìûñëå Õóêóõàðà äëÿ íå÷åòêîçíà÷íûõ

ôóíêöèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîíöåïöèÿ îáîáùåííîé äèôôåðåíöèðóåìî-

ñòè ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàëàñü äëÿ èíòåðâàëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé â ðàáîòàõ S.

Markov [105, 106, 107, 108, 109]. Â äàëüíåéøåì äàííîå íàïðàâëåíèå ïîëó÷èëî

ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [3, 26, 46] è äðóãèõ, êàê äëÿ èíòåðâàëüíîçíà÷íûõ òàê è

äëÿ áîëåå îáùèõ íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ìîòèâàöèÿ ââîäà íîâûõ îáîáùåí-

íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñëåäóåò èç èõ ïðèëîæåíèÿ â

òåîðèè íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Çäåñü óêàæåì ñëåäóþùèå ïóáëèêàöèè: T. Abdeljawad [15], N. Aguila-

Camacho at all. [18], Ò. Allahveranloo, Ahmadi M. Barkhordari [22], R. J. Aumann

[34, 35], A. Alderremy at all. [27, 28], A. Ali at all. [29], O. A. Arqub, M. Al-Smadi

[31], Ò. Allahveranloo at all. [23, 24], L. Ahmad at all. [20, 21], B. Bede, S. G. Gal

[44, 45], B. Bede [43], A. M. Bica [46].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå àâòîðîì è èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè

îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ M. Ilolov, J. Rahmatov [5, 6, 7], Ðàõìàòîâà Äæ.Ø.

[11].

Åñòåñòâåííûé ïóòü ìîäåëèðîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîèò â íàïèñàíèè

16



ñîîòâåòñòâóþùåãî íå÷åòêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Áîëåå ñëîæíûå

ïðîöåññû ïðåäïîëàãàþò ââåäåíèå äðîáíîïîäîáíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èìåííî òàê

ïîñòóïàþò â ðàáîòàõ A. Alderremy at all. [27, 28], A. Younus at all. [150].

Çà ïîñëåäíèå ãîäû, â ñâÿçè ñ íîâûìè ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè íå÷åòêèõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. èññëåäîâàòåëè ñòàëè óäåëÿòü âíèìàíèå íå÷åòêèì

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ýòîì íàïðàâëå-

íèè îòìåòèì D. Afariogun at all. [19], D. J. Hashim at all. [75], A. Jameel at

all. [88], A. Kilicman at all. [96], L. Stefanini [135, 136, 137], L. Stefanini B. Bede

[138, 139], L. Stefanini M., L. Guerra [140], L. Stefanini L. Sorini M. L. Guerra [141]

â êîòîðûõ ïðåäëîæåíû òî÷íûå èëè ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ íå÷åòêèõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàçíîîáðàçíûå àíàëèòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå ìå-

òîäû ïîçâîëÿþò íàéòè ðåøåíèÿ íå÷åòêèõ Ó×Ï (ñì. íàïðèìåð ïóáëèêàöèè A.

Ali at all. [29], O. A. Arqub at all. [31], Ò. Allahveranloo at all. [24], Chermahini S.

Rahimi at all. [128], Z. Gouyandeh at all. [72]) è äð. Î÷åíü óäîáíûì è ïîëåçíûì

èíñòóìåíòîì äëÿ ðåøåíèÿ íå÷åòêèõ Ó×Ï ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ óçêèõ êëàññîâ Ó×Ï ïðåäëîæåíû â ðàáîòå

R. R. Dhunde, G. Waghmare [58].

Íå÷åòêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà âïåðâûå áûëî ââåäåíî â ñòàòüå Ò.

Allahveranloo at all. [24] è äàëåå ïîäðîáíî èçó÷åíî òàêèìè àâòîðàìè, êàê

L. Ahmad at all. [20, 21], S. Salahshour at all. [130, 131], T. Abdeljawad [15],

H. Eltayeb [63], F. S. Silva at all. [134].

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà íå÷åòêèì äèôôåðåíöèàëüíûì è

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíèìè èç

ïåðâûõ ïóáëèêàöèé ïî íå÷åòêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ ñòàòüè D. Galvez and J. L. Pino [69], S. Seikkala [133].

Â ðàáîòå [69] íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íå÷åòêèõ ðåøå-

íèé. Òàì æå ïðèâåäåíû ïðèìåðû íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

∂2u

∂y2
= k1x

2 cos y + k2, (1.1.3)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
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u(x, 0) = c1, u(x, π/2) = c2, (1.1.4)

ãäå x ∈ [0,M ], y ∈ [0, π/2],M > 0 , k1, k2, c1, c2 ∈ [0,Mi], 2 ≤ i ≤ 5 .

Â [69] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (1.1.3)-(1.1.4) íå èìååò ðåøåíèÿ Áàãëè-Ôåóðèíã,

íî èìååò ðåøåíèå Ñåéêàëà.

Â ïàðàãðàôå 3.1 ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ äâîéíîå íå÷åòêîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà. Óñòàíîâëåíû òåîðåìà î ïåðåíîñå, ïåðâûå ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ èç-

ëîæåíû â ðàáîòàõ [15]. Äàëåå èçó÷àþòñÿ ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [110]. Àíàëîãè ðàçíîñòè è

äðîáíîïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé Õóêóõàðà è èõ îáîáùåíèÿ èçó÷àþòñÿ ïîäðîá-

íûì îáðàçîì. Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå ýòè ïîíÿòèÿ âîçíèêëè â ðàáîòàõ [111].

Â ïàðàãðàôå 3.3 ¾Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è åãî

ïðèëîæåíèÿ ê äðîáíîïîäîáíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿ äà¼ò-

ñÿ îáîáùåíèå íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íà ñëó÷àé äðîá-

íîïîäîáíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ââåäåíî òàêæå íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ïðèâåäåí ðÿä òåîðåì î ñâîéñòâàõ òàêèõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Îïðåäåëåíà ñâåðòêà â íå÷åòêîì äðîáíîïîäáíîì ñìûñëå è

óñòàíîâëåíà òåîðåìà î ñâåðòêå. Äàëåå èçó÷àþòñÿ íå÷åòêèå äðîáíîïîäîáíûå

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà Ψ è ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ðå-

øåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî íå÷åòêîãî äðîáíî-

ïîäîáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ðàññìîòðåíû ÷åòûðå âîçìîæíûå ñëó÷àÿ.

Ïðèâåäåíû äâà ïðèìåðà íå÷åòêèõ äðîáíîïîäîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ íà÷àëüíûìè èëè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Çäåñü

óêàæåì îäèí èç íèõ.

Ðàññìîòðèì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå Ó×Ï

∂ΨΦ(v, τ, γ)

∂vΨ
= 3

∂δΨ(v, τ, γ)

∂τ δ
+ v (1.1.5)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Φ(v, 0, γ) = 3v[γ − 1, 1− γ] + v2

2
(1.1.6)
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Φ(0, τ, γ) = τ [γ − 1, 1− γ]. (1.1.7)

äëÿ çàäà÷è (1.1.5), (1.1.6), (1.1.7) èçó÷åíû ÷åòûðå âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ïðèâîäèòñÿ ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå 1-ãî ñëó÷àÿ.

Ðàññìîòðåíû òàêæå íå÷åòêèå äðîáíîïîäîáíûå îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè è âîëíîâîå óðàâíåíèå. Äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîäðîáíûì îáðàçîì

ïðèâîäèòñÿ îïåðàöèîííûé àíàëèç äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.

Ïàðàãðàô 3.3 ïîñâÿùåí íå÷åòêîìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ Óðûñîíà. Àíàëèç óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ìîòèâèðóåòñÿ çàäà÷àìè íà-

áëþäåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé è

íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ðàç-

ðåøèìîñòè è èññëåäóþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ Óðûñîíà.

Âïåðâûå, â ìîíîãðàôèè À. Â. Ïëîòíèêîâ, Í. Â. Ñêðèïíèê [9] áûëè ïî-

ñòàâëåíû çàäà÷è íàáëþäåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ñ íå÷åò-

êîé èíôîðìàöèåé è íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Òàì æå â [9] ââåäåíû

íå÷åòêèå ëèíåéíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Äàííîìó íàïðàâ-

ëåíèþ òàêæå ïîñâÿùåíû ïóáëèêàöèè Î. Kaleva [91], M. Fechkan at all. [65], M.

Kisilewicz [97], K. Deimling [57].

Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âèäà

ẋ(t) = F (t, x(t), (Kx)(t)), x(0) = x0, t ∈ I = [0, T ], (1.1.8)

ãäå (Kx)(t) =
t∫
0

K(t, s, x(s))ds íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Óðûñîíà.

Ñ ïîìîùüþ îáîáùåíèÿ ïðèíöèïà íåïîäâèæíîé òî÷êè Êðàñíîñåëüñêîãî

Ì.À. è èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà B. Pachpatte [117] íà íå÷åòêèé ñëó÷àé, äî-

êàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1.8).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå Ðàõìàòîâà Äæ.Ø. [11].

Â ïàðàãðàôå 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ íå÷åòêî-

ãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Íà îñíîâå ïðèíöèïà ðàñøèðåíèÿ L. A. Zadeh

[147] è êîíöåïöèè íå÷åòêèõ èíòåãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ è ðàçëè÷íûå èõ îáîá-

ùåíèÿ ïðåäëîæåíû â ðàáîòå Î. Kaleva [90] èçó÷åíû âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè è
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êîððåêòíîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïðîñòåéøèõ îáûêíîâåííûõ íå÷åò-

êèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. íàïð.

ïóáëèêàöèè B. Bede, S. G. Gal [44], Ò. Allahveranloo, Ahmadi M. Barkhordari

[22]). Íå÷åòêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ðàññìàòðèâàëîñü ñ ïîìîùüþ îïå-

ðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ íå÷åòêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà â ðàáîòå Èëîëîâà

Ì., Ðàõìàòîâà Äæ.Ø. [5]. Îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòå Èëîëîâà Ì., Ðàõìàòîâà Äæ.Ø. [6].
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1.2. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè

ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà

Ñòîõàñòè÷åñêèå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ ïîëó÷èëè ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå çà ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ. Ýòî

ñâÿçàíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ ðàçâèòèåì íîâûõ ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî è

ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñ äðóãîé ñòîðîíû ñ ïîòðåáíîñòÿìè òàêèõ íàïðàâëå-

íèé íàóêè è òåõíèêè, êàê êâàíòîâîé ôèçèêè, õèìè÷åñêîé êèíåòèêè âûñîêîìî-

ëåêóëÿðíûõ ñîåäèíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè è ìåäèöèíû, ôèíàíñîâîé

ìàòåìàòèêè è äð. Îáîáùåíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé Èòî-Ñòðàòàíîâè÷à

è Ñêîðîõîäà-Áàëàêðèøíàíà íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå áåðåò ñâîå íà÷àëî

â ðàáîòàõ ÿïîíñêîãî ìàòåìàòèêà A. Ichikawa [80, 81], â êîòîðûõ óñòàíîâëåíû

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëóëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-

íèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ìîíîãðàôèè G. Da Prato, J. Zabczyk

¾Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ¿ [54] âûøåä-

øåé â ñâåò â 2014 ã. ïîäèòîæåíû îñíîâíûå äîñòèæåíèÿ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ

ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî íîâûì ðåçóëüòàòàì ïî

ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, â [54] î÷åíü

ìàëî óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå èíòåãðàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ Ñêîðîõîäà è Áàëàêðèø-

íàíà. Óêàçàííûé ïðîáåë óñïåøíî âîñïîëíÿåòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ L. Gawarecki,

V. Mandrekar [70], I. V. Melnikova [113], è ñòàòüè A. Filinkov, J. Sorensen [67].

Â ðàáîòàõ Yu. E. Gliklich [71], E. Nelson [115], M. Kovach and S. Larsson [98],

G.A. Sviridyuk at all. [142] ïðåäëîæåí èíîé ïîäõîä ê àíàëèçó ñòîõàñòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé íà îñíîâå ïðîèçâîäíîé Íåëüñîíà-Ãëèêëèõà. Â ðàáîòå [142] óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Íåëüñîíà-Ãëèêëèõà îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà õîðîøî

ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèÿìè Òåîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ðàçðàáîòàííîé

â ñàìîì íà÷àëå 20-ãî ñòîëåòèÿ À. Ýéíøòåéíîì è Þ. Ñìîëóõîâñêèì. Èìåííî

ýòî ïîäñêàçàëî äàòü ýòîìó ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó íàçâàíèå ¾áåëûé øóì¿.

Ãëàâà 4 äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà àíàëèçó çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ âèäà

cDα
t u(t) + Au(t) = f(x(t)) +Bω(t), u(0) = u0, (1.2.1)
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ãäå cDα
t -äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 H -çíà÷íîé ôóíê-

öèè u(t) , A -ïî÷òè ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

H, f : H → H -íåëèíåéíîå çàäàííîå îòîáîðàæåíèå, ω(t) -àáñîëþòíûé ïðîöåññ

(áåëûé øóì â ñìûñëå Áàëàêðèøíàíà) ñî çíà÷åíèÿìè â äðóãîì ñåïàðàáåëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå Hn , B -ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð îïðåäåëåííûé â

H ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ Z(Hn, H) . Â ðàìêàõ

ôóíêöèîíàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî â ðàáîòå R. N. Wang at al. [145]

äëÿ ïî÷òè ñåêòîðèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ðåçîëüâåíòíûå

ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ {Sα(t)}t≤0 è {Zα(t)}t≤0 . Íàëè÷èå ýòèõ ñåìåéñòâ îïåðà-
òîðîâ ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî (1.2.1)

îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

cDα
t u(t) + Au(t) = 0.

Îò íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f(·) ïîòðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé òè-

ïà Ëèïùèöà. Íà îïåðàòîð B íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ òåñíî ñâÿçàííûå ñî

ñâîéñòâàìè àáñîëþòíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ áå-

ëûì øóìîì ω(t) ñ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé. ýòî ïîíÿòèå, âïåðâûå, ââåäåíî

â ìîíîãðàôèè A. V. Balakrishnan [38]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå ïðî-

ñòðàíñòâî W = L2((0, T );H) , ãäå 0 < T ≤ ∞ , êîòîðîå áóäåò ñåïàðàáåëüíûì

ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî H . ×åðåç

ω è µ îáîçíà÷àþòñÿ ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà W è ñòàíäàðòíàÿ ãàóññîâàÿ ìåðà

íà W ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì ââåäåííîå ïðîñòðàíñòâî W íàçûâàåòñÿ

áåëûì øóìîì, à êàæäûé åãî ýëåìåíò ω ∈ W ðåàëèçàöèåé áåëîãî øóìà.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

W (t, ω) =

t∫
0

ω(s)ds

íåïðåðûâíàÿ ïî t ïðè ôèêñèðîâàííîì ω , è ïðè t > s ðàçíîñòü |W (t, ω) −
W (s, ω)| ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé (t− s)∥h∥2 ãäå h ∈ W = L2((0, T );H) . Îò-

ìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ [W (t, ω), h] íå áóäåò ðåàëèçàöèåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà
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èç-çà òîãî, ÷òî îíà èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà êàæäîì êîíå÷íîì

èíòåðâàëå ïðè ôèêñèðîâàííîì ω .

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîððåëÿöèè Áà-

ëàêðèøíàíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ìîäåëåé îñíîâàííîé íà äåëüòà-

ôóíêöèè Äèðàêà. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä îñíîâàí íà òåîðèè ìàðòèíãàëîâ è

âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ. Åñëè â ëèíåéíîì ñëó÷àå îáà ïîäõîäà äàþò îäèíàêî-

âûå ðåçóëüòàòû, òî â íåëèíåéíîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ãëóáîêîå ðàçëè÷èå ìåæäó

íèìè.

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè âîçíèêàþùèå íà ýòîì ïóòè èññëåäîâàíû â ðà-

áîòàõ A. V. Balakrishnan [36], Yu. V. Prokhorov [10], F. Cacase at all. [51], A.

A. Kilbas at all. [95].

Ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ ïðèìûêàþò ðàáîòû Ì. Èëîëîâà, Â. Í. Êîçîáðîäà

[82, 83], Ì. Èëîëîâà, Ê. Ñ. Êó÷àêøîåâà, Äæ. Ø. Ðàõìàòîâà [84, 85, 86]. Â ïà-

ðàãðàôå 4.1 äèññåðòàöèè èçëîæåíû íîâûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè äðîáíûõ ñòî-

õàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áåëûì øóìîì Áàëàêðèøíàíà

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïîäñ÷èòàíû åãî âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå

õàðàêòåðèñòèêè.

Ïàðàãðàô 4.2 ïîñâÿùåí àíàëèçó óñòîé÷èâûõ äðîáíî-ïîäîáíûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â íåì èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè íàâåðíîå è

p -ìîìåíòíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äðîáíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ôóíê-

öèé Ëÿïóíîâà è äðîáíî-ïîäîáíàÿ âåðñèÿ ôîðìóëû Èòî.

Çà ïîñëåäíèå ãîäû íàøëè âñåñòîðîííåå ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûå âàðèàíòû

äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ íàñëåäñòâåííûõ ñâîéñòâ ïà-

ìÿòè äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîãî õàðàêòåðà (ñì. íàïð. B. Bayor, D. F. M.

Torres [42], A. Chadha, S. M. Boca [52]). Â ðàáîòàõ T. Abdeljawad [15], R. Khalil

at all. [93] ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå � äðîáíî-ïîäîáíîå ïðîèçâîäíîå, à â ðàáîòàõ

A.A. Martinyuk [110], A.A. Martinyuk, I.M. Stamova [111] ðàññìîòðåíû ñèñòå-

ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òàêèìè ïðîèçâîäíûìè. Â ìîíîãðàôèè

V. Lakshmikantham, S. Leela, A. A. Martinyuk [102] èçëîæåíû íîâûå ðåçóëü-

òàòû äëÿ íåéðîííûõ ñåòåé ñ ïîçèöèè òåîðèè íå÷åòêèõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Ñ
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äðóãîé ñòîðîíû â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷èëà íîâûé èìïóëüñ â ñâîåì ðàçâèòèè

òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äðîáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

È ýòî íåóäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé

ÿâëÿþòñÿ âàæíåéøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðåàëüíîãî ìèðà, à óñòîé÷èâîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ âûñøèì ïðèîðèòåòîì ïðè àíàëèçå ïðèêëàäíûõ ñëîæíûõ ñèñòåì.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ ôóíêöèé ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé. Ïåðâîå íàïðàâ-

ëåíèå, ýòî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðÿìîãî (èëè âòîðîãî) ìåòîäà Ëÿïóíîâà (ñì.

íàïð. õîðîøî èçâåñòíóþ ìîíîãðàôèþ Â. È. Àôàíàñüåâà, Â. Á. Êàëìàíîâñêî-

ãî, Â. Ð. Íîñîâà [1], ñòàòüè N. Aguila-Camacho at all. [18], Ð. Ç. Õàñüìèíñêîãî

[13]). Âòîðîå íàïðàâëåíèå � ìåòîä íåïîäâèæíûõ òî÷åê Áàðòîíà, ýòî ðàáîòû

T.A. Burton [48], T. A. Burton, T. Furumoohi [49], è T. Burton, B. Zhang [50].

Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûëè ïðåäìåòîì

àíàëèçà â ðàáîòàõ M. Ilolov, K. S. Kuchakshoev, J. Sh. Rahmatov [84], Ì. Èëî-

ëîâà, Â. Í. Êîçîáðîäà [83], S. Salahshour at all. [130]. Íîâûå ðåçóëüòàòû ïî

ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì èçëîæåíû â ðàáî-

òàõ Yu. E. Gliklich [71], J. S. Trigeasson at all. [143], B. Oksendal [116], A. Yu.

Veretennikov [144].

Â ïàðàãðàôå 4.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

Dα
t0
X(t) = b(t,X(t)) + σ(t,X(t))dW (t)

dt , t > 0, 0 < α ≤ 1

X(0) = X0

(1.2.2)

ãäå ÷åðåç Dα
t0
îáîçíà÷åíà äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, b, σ : [0,+∞)×R→

R -èçìåðèìûå ôóíêöèè, {W (t), t ∈ [0,+∞)} -ñêàëÿðíîå áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå çàäàííîå íà ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,F = {Ft}t≥0,P)
òàêîå, ÷òî

E{W (0)} = 0, E((W (t)− EW (t))(W (s)EW (s))) = t− s.

Äëÿ êàæäîãî t ≥ 0 ÷åðåç Lt = L2(Ω,F ,P) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî Ft -
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èçìåðèìûõ, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé u : Ω → R òàêèõ, ÷òî

∥u∥2 = E{|u|2} . Ïðåäåë X : [0,+∞) → Lt íàçûâàåòñÿ F -àäàïòèðîâàííûé,
åñëè X(t) ∈ Lt, t ∈ [0,+∞) .

Â ðàáîòå V. Lakshmikantham, S. Leela, M. Sambandham [101] â ñëó÷àå äðîá-

íîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ìåòîäîì ñæàòûõ îòîáðàæåíèé äîêàçàíà òåîðåìà ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè óðàâíåíèÿ äëÿ çàäà÷è (1.2.2). Ïðè ýòîì îò

ôóíêöèé b è σ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé ðîñòà è Ëèïùèöà.

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ôóíêöèé Ëÿïóíî-

âà, äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòíîé äëÿ äðîáíîé ïðîèç-

âîäíîé Êàïóòî îò ýòèõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíà äðîáíî-ïîäîáíàÿ

âåðñèÿ ôîðìóëû Èòî. Íà îñíîâå íàçâàííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ, íàéäåíû äî-

ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (èëè óñòîé÷èâîñòè ïî âåðî-

ÿòíîñòè), àñèìïòîòè÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ýêñïîíåíöèàëüíîé

óñòîé÷èâîñòè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 4.2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå M.

Ilolov, K.S. Kuchakshoev, J.Sh. Rahmatov [86].

Â ïàðàãðàôå 4.3 èçó÷àåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþùåéñÿ äåòåðìèíèðî-

âàííîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè. Â ÷àñòíîñòè,

òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè àíàëèçå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäåìèè COVID-19.

Çäåñü ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ýïèäåìèé, êîòîðûå íå ðåàëèçóþòñÿ â äåòåðìèíèðîâàííûõ ñëó÷àÿõ. Âàæíûìè

ñâîéñòâàìè äðîáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòü âñïûøêè

ïàíäåìèè, êâàçèñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîíå÷íàÿ ðàçìåð-

íîñòü ïëîùàäè ðàñïðîñòðàíåíèÿ è îæèäàåìàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýïèäåìèè.

Ïåðå÷èñëåííûå çäåñü ñâîéñòâà îáóñëîâëåíû ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäîé ïðîöåñ-

ñà. Ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îöåíêè íàëè÷èÿ, ñòàáèëüíîñòè è ëå÷åíèÿ èíôåêöè-

îííûõ çàáîëåâàíèé, ìîæíî äîáèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýïè-

äåìèé. Ê ñîæàëåíèþ, óïîìÿíóòûå çäåñü êëàññè÷åñêèå ìîäåëè îïèñûâàåìèûå

äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè öåëîãî ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé íåäîñòàòî÷-

íû äëÿ àäåêâàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýòèõ áîëåçíåé. Â ýòîé ñâÿçè âàæíî ïðè-

âëå÷ü äðîáíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêîé áàçîé èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
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âàíèÿ ýïèäåìèé ïîñëóæèëà ñòàòüÿ W.O. Kermack, A.G. McKendrick [94] âû-

øåäøàÿ â ñâåò åùå â 1927 ãîäó. Â ýòîé ðàáîòå, âïåðâûå, â ëèòåðàòóðíûé îáîðîò

áûë ââåäåí òàê íàçûâàåìûé ¾çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ¿ ñîãëàñíî êîòîðîìó êî-

ëè÷åñòâî âíîâü èíôèöèðîâàííûõ â ïîïóëÿöèè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèç-

âåäåíèþ òåêóùèõ ÷èñëåííîñòåé âîñïðèèì÷èâûõ è èíôèöèðîâàííûõ èíäèâè-

äîâ. Ýòà ìîäåëü äàëà ñòàðò øèðîêîìó ðàñïðîñòðàíåíèþ äåòåðìèíèðîâàííûõ

SIR-ìîäåëåé (Susceptible-Infected-Recovered), â êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïèñûâàåòñÿ âçàèìíàÿ äèíàìèêà ãðóïï âîñ-

ïðèèì÷èâûõ (S), èíôèöèðîâàííûõ (I) è óäàëåííûõ (R) èíäèâèäîâ.

Â ðàáîòàõ Í. Áåéëè [2], M.S. Baltbett [40] áåðåò íà÷àëî àíàëèç ñòîõàñòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé ýïèäåìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

T. Elveback at all. [64] îïóáëèêîâàëè ðåçóëüòàòû î ïåðâîé èíäèâèäèóì-

îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ áîëåçíè.

Ïîñëåäíèå ãîäû íàáëþäàåòñÿ íîâûé ðîñò êîëè÷åñòâà ïóáëèêàöèé ïî ìî-

äåëÿì ýïèäåìèé â ñâÿçè ñ ïàíäåìèåé COVID-19. Âèðóñ SARS-COV-2 ñòàë

èñòî÷íèêîì èíôåêöèè COVID-19. Ïåðâûå ñëó÷àè áûëè äîêóìåíòèðîâàíû â

äåêàáðå 2019 ã. â ïðîâèíöèè Âóõàí, ÊÍÐ [61] è â äàëüíåéøåì âèðóñ ðàñïðî-

ñòðàíèëñÿ íà âñå êîíòèíåíòû è ïðèâåë ê âñïûøêå ïàíäåìèè. Îáùåå ÷èñëî

ñòðàí ïîäâåðãøèõñÿ ýòîìó ãëîáàëüíîìó âûçîâó ñîñòàâëÿåò 212. Â ðàáîòå B.

Basti [41] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ëó÷øåå ïîíèìàíèå è îöåíèâàíèå íàëè÷èÿ è ðàçìå-

ðîâ ýïèäåìèé (â òîì ÷èñëå, ïàíäåìèè COVID-19) ìîæíî äîñòè÷ü ñ ïîìîùüþ

ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýïèäåìèé. Ê ñîæàëåíèþ, óïîìÿíóòûå

ðàíåå êëàññ÷åñêèå ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèé íå ÿâëÿþòñÿ â íóæíîé

ñòåïåíè àêêóðàòíûìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýòèõ ñëîæíûõ ýïèäåìè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ. Â ýòîé ñâÿçè âàæíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìåòîäû äðîáíîãî ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî àíàëèçà. Àäàïòàöèÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñìûñëå Êàïóòî ê îïèñàíèþ

èíôåêöèîííûõ áîëåçíåé â áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèÿõ è â îáùåñòâå ÿâëÿåòñÿ

íîâûì ýòàïîì â àíàëèçå ìîäåëåé ýïèäåìèé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýôôåê-

òèâíîñòü ìåòîäà äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîä÷åðêíóëè ó÷åíûå-ñïåöèàëèñòû è â

äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè � àêóñòèêè, ðåîëîãèè, õèìèè ïîëèìåðîâ è äð. (ñì. J.

Luchko è äð. [104]).

Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåí àíàëèç ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-
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öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòàâëÿþùåé ïðîñòåéùóþ ìîäåëü êëàññà SIRD-à. Îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíèû â ðàáîòå M. Ilolov, K.S. Kuchakshoev, M.

Mirshahi, J.Sh. Rahmatov [87].
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ÃËÀÂÀ 2. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÍÅ×ÅÒÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû îïðåäåëåíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, è îïåðàöèè

íàä íèìè è èõ ñâîéñòâà, α -ìíîæåñòâ ñå÷åíèÿ è âûïóêëûå íå÷åòêèå ìíî-

æåñòâà. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå óòî÷íÿþùåãî íå÷åòêîãî îòíîøåíèÿ ââîäèòñÿ

íå÷åòêèé îïåðàòîð, è äàåòñÿ îïðåäåëåíèå íå÷åòêîé ôóíêöèè. Â òî æå âðåìÿ îí

îïèñûâàþò òðè îñíîâíûå òåîðåìû íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè � ïðèíöèï ðàñøèðå-

íèÿ, òåîðåìà î ðàçëîæåíèè è òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè. Íàêîíåö, èññëåäóåòñÿ

íå÷åòêèå ÷èñëà ïÿòè òèïîâ è îïåðàöèè íàä íèìè.

2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû íå÷åòêîãî àíàëèçà

2.1.1. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà

×òîáû äàòü ïîíÿòèå íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà, ñíà÷àëà îïèñûâàåòñÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíîå ïîíÿòèå òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ � óíèâåðñóì. Òàê íàçûâà-

åìûé óíèâåðñóì îçíà÷àåò, ÷òî âñå çàäåéñòâîâàííûå îáúåêòû ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé íàáîðû, îáû÷íî îáîçíà÷àåìûå áóêâàìè àíãëèéñêîãî àëôàâèòà X, Y, Z

è ò. ä. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà îòëè÷àþòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ ñòðîãèì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì. Ìû äàåì åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî Ã â óíèâåðñàëüíîì ìíî-

æåñòâå X � ýòî ìíîæåñòâî ïàð

Ã = {(µÃ(x), x)|x ∈ X},

ãäå µÃ(x) - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå â èíòåðâàëå [0, 1] ,

íàçûâàåìîå ñòåïåíüþ ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè x â A . Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà

íà ìíîæåñòâå X ñî çíà÷åíèÿìè Ã â èíòåðâàëå [0, 1]

µÃ : X → [0, 1]

x 7→ µÃ(x)
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íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Ã .

Íå÷åòêèå ïîäìíîæåñòâà òàêæå ÷àñòî íàçûâàþò íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè.

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.1 íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, î÷åâèäíî, ñëåäóåò íåñêîëüêî ñëåäó-

þùèõ óòâåðæäåíèÿ:

(1) Ïîíÿòèå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ êëàññè÷å-

ñêîãî ìíîæåñòâà.

Åñëè F(X) îçíà÷àåò âñå íå÷åòêèå ìíîæåñòâà íà X , ò. å.

F (X) = {A|Ã− íå÷åòêîå ìíîæåñòâî íà X},

òîãäà P (X) ⊂ F(X) , ãäå P (X) � îáû÷íûå ìíîæåñòâà íà X , ò. å.

P (X) = A|A− íå÷åòêîå ìíîæåñòâî íà X.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Ã

ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, 0 è 1, òî Ã âûðîæäàåòñÿ â êëàññè÷åñêèå

ìíîæåñòâà X .

(2) Ïîíÿòèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîíÿòèÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Êîãäà A ∈ P (X) � îáû÷íîå ïîäìíîæåñòâî â X , òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ A èìååò âèä

χA(x) =

1, ∈ ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè x äëÿ À ðàâíà 1,

0, ∈ , ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè x äëÿ À ðàâíà 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â íå÷åòêèõ ìíîæåñòâàõ ÷åì áëèæå ñòåïåíü ïðèíàäëåæ-

íîñòè µÃ(x) íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A ê 1 , òåì áîëüøå x , ïðèíàäëåæàùèé

Ã ; òîãäà êàê ÷åì áëèæå µÃ(x) ê 0 , òåì ìåíüøå x , ïðèíàäëåæàùèé Ã . Åñ-

ëè îáëàñòü çíà÷åíèé µÃ(x) ðàâíà {0, 1} , òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ

îáû÷íûì ìíîæåñòâîì A , è ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè µÃ(x) ÿâëÿåòñÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé χA(x) .

(3) Ìû íàçûâàåì íå÷åòêèå ìíîæåñòâà èç F(X)\ (X) èñòèííûìè íå÷åòêè-

ìè ìíîæåñòâàìè.
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, êîòî-

ðûå ïîêàçàíû íèæå.

10 Ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà â ñìûñëå Ë. Çàäå.

Ïóñòü ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, ò.å. ïóñòü X =

x1, x2, . . . , xn . Íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì áóäåò

Ã =
µÃ(x1)

x1
+
µÃ(x2)

x2
+ . . .

µÃ(xn)

xn
=

n∑
i=1

µÃ(xi)

xi
,

ãäå ñèìâîë
∑

íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ñóììîé,
µÃ(xi)
xi

íå ÿâëÿåòñÿ äðîáüþ; îíî

èìååò òîëüêî çíàêîâîå çíà÷åíèå, ò. å. ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè xi íå÷åò-

êîìó ìíîæåñòâó Ã òî ìåñòü µÃ(xi) .

Åñëè X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî Ã íà X � ýòî

Ã =

∫
x∈X

µÃ(x)

x
.

Òî÷íî òàê æå çíàê
∫
çäåñü íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, à îçíà÷àåò òîëüêî áåñêî-

íå÷íóþ ëîãè÷åñêóþ ñóììó, à çíà÷åíèå
µÃ(x)
x ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó ñëó÷àþ.

20 Êîãäà óíèâåðñóì X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, íå÷åòêîå ìíîæå-

ñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â îïðåäåëåíèè 2.1.1 èìååò âèä

Ã = {(µÃ(x1)x1), (µÃ(x2)x2)}, . . . , (µÃ(xn)xn).

30 Êîãäà óíèâåðñóì X ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, íå÷åòêîå ìíîæå-

ñòâî, ïðåäñòàâëåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðíîé ôîðìîé èìååò âèä

Ã = (µÃ(x1), µÃ(x2), . . . , µÃ(xn)).

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî X è ∅ òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íå÷åòêîå

ìíîæåñòâî â X , åñëè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè µÃ(x) = 1 è µÃ(x) ≡ 0 , òî

Ã - ïîëíîå ìíîæåñòâî X è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ñîîòâåòñòâåííî.
Ýëåìåíò, ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðîãî ðàâíà 1 , îïðåäåëåííî ïðèíàä-

ëåæèò ýòîìó íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó; ýëåìåíò, ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè êîòî-

ðîãî ðàâíà 0 , îïðåäåëåííî íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó. Íî
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çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè â (0, 1) îáðàçóåò òî÷íóþ ãðàíèöó, òàêæå

íàçûâàÿ ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè.

Êîãäà íå÷åòêèé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà, âû-

áîð åãî ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì. Òåïåðü ìû äàåì òðè

îñíîâíûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè:

1. ×àñòíûé ìèíèòèï (âûïóêëûé ââåðõ, ðèñ. 2.1.1)

µÃ(x) =

[1 + (a(x− c))b]−1, êîãäà x ≥ c,

1, êîãäà x < c.

ãäå c ∈ X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, a > 0, b > 0 - äâà ïàðàìåòðà.

Ðèñ. 2.1.1

Ðèñ. 2.1.2

2. ×àñòíûé êðóïíûé òèï (ìàñøòàáíûé âûïóêëûé âíèç, ðèñ. 2.1.2)

µÃ(x) =

0, êîãäà x ≤ c,

[1 + (a(x− c))b]−1, êîãäà x > c.

ãäå x ∈ X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, a > 0, b > 0 � äâà ïàðàìåòðà.
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Ðèñ. 2.1.3

3. Íîðìàëüíûé òèï (ñðåäíèé òèï, ðèñ. 2.1.3)

µÃ(x) = e−(
x−a
b

2

,

ãäå a ∈ X � ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå, b > 0 ïàðàìåòð.

Î÷åâèäíî, ÷òî Òèïû 1 è 2 äâîéñòâåííû, è èõ ñìûñë ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì

ñ ïåðâîãî âçãëÿäà. Òèï 3 � ýòî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî Ã , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

¾äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ÷èñëîâîìó ìíîæåñòâó a¿, òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàä-

ëåæíîñòè â Ã îïðåäåëÿåòñÿ íà öåíòðàëüíîì òèïå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ.

Ïðèìåð 2.1.2. Ïóñòü X ⊆ R+ (R+ - ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë). Ðàññìàòðèâàÿ âîçðàñò êàê óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî

è ïðèíèìàÿ X = [0, 100] . Ë.Çàäå ââåë ïîíÿòèå ¾ñòàðîñòü¿ Õ è ¾ìîëî-

äîñòü¿ Ỹ , äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

µÕ(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 50,

[1 + (x−505 )−2]−1, 50 < x ≤ 100,

1, x > 100,

è

µỸ (x) =


0, 0 ≤ x ≤ 25,

[1 + (x−255 )2]−1, 25 < x ≤ 100,

1, x > 100.

Åñëè êîìó-òî 28 ëåò, òî ñòåïåíü åãî ïðèíàäëåæíîñòè ê ¾ìîëîäîñòè¿ èëè

¾ñòàðîñòè¿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà
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[1 + (
28− 25

5
)2]−1 = 0.735,

à ñòåïåíü åãî ïðèíàäëåæíîñòè ê ¾ñòàðîñòè¿ ðàâíà 0.

Åñëè âîçðàñò êàêîãî-òî ÷åëîâåêà 55 ëåò, òî ñòåïåíü åãî ïðèíàäëåæíîñòè ê

¾ìîëîäîñòè¿ èëè ¾ñòàðîñòè¿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà

[1 + (
55− 25

5
)2]−1 = 0.027

è

[1 + (
28− 50

5
)−2]−1 = 0.5.

Ñîãëàñíî óïîìÿíóòûì âûøå òðåì òèïàì ôóíêöèé ïðèíàäëåæíîñòè ìû ìî-

æåì ñ îïðåäåëåííîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëèòü ñòåïåíü åãî ïðèíàäëåæíîñòè êîí-

êðåòíîìó îáúåêòó x . Êîãäà íå òðåáóåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü, òî äëÿ ïðîñòîãî

ó÷åòà ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè, ïðèíÿâ íåêîòîðóþ åå

îöåíêó.

Ïðèìåð 2.1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X = 1, 2, 3, 4 , ýòè ÷åòûðå ýëåìåí-

òà ñîñòàâëÿþò íåáîëüøîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíò

1 � ýòî ñòàíäàðòíî ìàëîå ÷èñëî, îí äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíî-

æåñòâó, è åãî ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ðàâíà 1 ; ýëåìåíò 4 íå ÿâëÿåòñÿ

ìàëûì ÷èñëîì è íå äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíîæåñòâó, åãî ñòåïåíü

ïðèíàäëåæíîñòè ðàâíà 0 . Ýëåìåíò 2 ¾òîæå ñòàíîâèòñÿ ìàëûì¿ èëè äå-

ëàåòñÿ ¾íà âîñåìüäåñÿò ïðîöåíòîâ ìåíüøå¿, åãî ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè

ðàâíà 0, 8 ; ýëåìåíò 3 , âåðîÿòíî, ¾óìåíüøàåò ñèëó¿ èëè ¾óìåíüøàåò íà äâà

ïðîöåíòà¿; åãî ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè 0, 2 . Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà çàïè-

ñûâàþòñÿ ìàëåíüêèìè öèôðàìè êàê Ã , èõ ýëåìåíòû ïî-ïðåæíåìó ðàâíû

1, 2, 3, 4 , â òî æå âðåìÿ è çàäàíà ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ê A ,

îáîçíà÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ Çàäå, Ã = 1
1 +

0.8
2 + 0.2

3 + 0
4 , ïîðÿäêî-

âîå äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå − ýòî Ã = {(1, 1), (0.8, 2), (0.2, 3), (0, 4)} ,
âåêòîðíûé ìåòîä ïðîñòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê Ã = (1, 0.8, 0.2, 0) .
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2.1.2. Îïåðàöèè ñ íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè

Ïîñêîëüêó îáëàñòü çíà÷åíèé äëÿ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêèõ ìíî-

æåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ÷åòêîãî ïîäìíîæå-

ñòâà, ðàñøèðÿåòñÿ îò {0, 1} äî [0, 1] . Ïîäîáíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè,

äåìîíñòðèðóþùåé ñâÿçü ìåæäó îòëè÷èòåëüíûì ïîäìíîæåñòâîì, ìû èìååì

ñëåäóþùåå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Ïóñòü Ã, B ∈ F(X) . Ïðè ïðîèçâîëüíîì x ∈ X

èìååì âêëþ÷åíèå: Ã ⊆ B̃ ⇔ µÃ(x) ≤ µB̃(x) , ðàâåíñòâî: Ã = B̃ ⇔ µÃ(x) =

µB̃(x) .

Èç îïðåäåëåíèÿ 2.1.4 ñëåäóåò, ÷òîÃ = B̃ ⇔ Ã ⊆ B̃ è B̃ ⊆ Ã . Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå íà íå÷åòêîì

ñòåïåííîì ìíîæåñòâå F(X) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) Ã ⊆ Ã (îòðàæåíèå).

(2) Ã ⊆ B̃ è B̃ ⊆ Ã⇒ Ã = B̃ (ñèììåòðèÿ).

(3) Ã ⊆ B̃ è B̃ ⊆ C̃ ⇒ Ã ⊆ C̃ (òðàíçèòèâíîñòü)

Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ⊆ ñîñòàâëÿåò îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà F(X) ,òî

(F(X),⊆) îáîçíà÷àåò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Îïÿòü æå, ïî-

ñêîëüêó ∅, X ∈ F(X) , ñëåäîâàòåëüíî, F(X) ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëå-

ìåíò X è ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ∅ .

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Òîãäà Ã, B̃ ∈ F(x) . Çàòåì ìû îïðåäåëÿåì

Îáúåäèíåíèå:Ã ∪ B̃ , ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðîãî

µ(Ã∪B̃)(x) = µÃ(x)
∨

µB̃(x) = max{µÃ(x), µB̃(x)}.

Ïåðåñå÷åíèå:Ã ∩ B̃ , ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðîãî

µ(Ã∩B̃)(x) = µÃ(x)
∧

µB̃(x) = min{µÃ(x), µB̃(x)}.

Äîïîëíåíèå:ÃC , ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðîãî

µÃC = 1− µÃ(x).
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Èõ èçîáðàæåíèÿ âûãëÿäÿò êàê íà ðèñ. 2.1.4-2.1.6:

Ðèñ. 2.1.4. Ã ∪ B̃

Ðèñ. 2.1.5. Ã ∩ B̃

Ñðàâíèâàÿ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ â îòëè÷è-

òåëüíîì ìíîæåñòâå, ìû íåìåäëåííî îáíàðóæèâàåì, ÷òî îïåðàöèÿ íå÷åòêèõ

ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ïàðàëëåëüíûì îïðåäåëåíèåì îïåðàöèè îò-

äåëüíîãî ìíîæåñòâà, Ã ∪ B̃ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì,

âêëþ÷àþùèì Ã è ñíîâà âêëþ÷àþùèì â B̃ . Ã ∩ B̃ - ìàêñèìàëüíîå íå÷åòêîå

ìíîæåñòâî, âêëþ÷àþùåå Ã è ñíîâà âêëþ÷àþùåå â B̃ .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äâóìÿ òèïàìè ñëó÷àåâ, êîãäà óíèâåðñóì X êîíå÷íî èëè

áåñêîíå÷íî, ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ â

íå÷åòêèõ ìíîæåñòâàõ Ã è B̃ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà, ñîîòâåòñòâåííî, ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

(1) Óíèâåðñóì åñòü X = {x1, x2, . . . , xn} è Ã =
n∑
i=1

µÃ(xi)
xi

, B̃ =
n∑
i=1

µB̃(xi)
xi

,

òîãäà
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Ðèñ. 2.1.6. ÃC

Ã
⋃

B̃ =
n∑
i=1

µÃ(xi) ∨ µB̃(xi)
xi

,

Ã
⋂

B̃ =
n∑
i=1

µÃ(xi) ∧ µB̃(xi)
xi

,

ÃC =
n∑
i=1

1− µÃ(xi)
xi

.

(2) X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è Ã =
∫

x∈X

µÃ(x)
x , B̃ =

∫
x∈X

µB̃(x)
x , òîãäà

Ã
⋃

B̃ =

∫
x∈X

µÃ(x) ∨ µB̃(x)
x

,

Ã
⋂

B̃ =

∫
x∈X

µÃ(x) ∧ µB̃(x)
x

,

ÃC = (1−
∫

x∈X

µÃ(x)

x
).

Ïðèìåð 2.1.6. Ïðåäïîëîæèì X = {x1, x2, x3, x4} ; Ã = 1
x1
+ 0.8

x2
+ 0.2

x3
+ 0

x4
;

B̃ = 0
x1

+ 0.2
x2

+ 0.8
x3

+ 0
x4
, òîãäà

Ã
⋃

B̃ =
1 ∨ 0

x1
+

0.8 ∨ 0.2

x2
+

0.2 ∨ 0.8

x3
+

0 ∨ 0

x4
=

1

x1
+

0.8

x2
+

0.8

x3
+

0

x4
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Ã
⋂

B̃ =
1 ∧ 0

x1
+

0.8 ∧ 0.2

x2
+

0.2 ∧ 0.8

x3
+

0 ∧ 0

x4
=

0

x1
+

0.2

x2
+

0.2

x3
+

0

x4
.

ÃC =
1− 1

x1
+

1− 0.8

x2
+

1− 0.2

x3
+

1− 0

x4
=

0

x1
+

0.2

x2
+

0.8

x3
+

0

x4
.

Ïðèìåð 2.1.7. Âû÷èñëèòü îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è äîïîëíåíèå íå÷åò-

êèõ ìíîæåñòâ Ỹ è Õ â ïðèìåðå 2.1.3 â ðàçäåëå 2.1.1

Èç îïðåäåëåíèÿ èìååì

Ỹ
⋃

Õ =

∫
x∈X

µỸ (x) ∨ µÕ(x)
x

=

∫
0≤x≤25

1
x +

∫
25<x≤x∗

[1 + (x−255 )2]−1

x

+

∫
x∗<x≤100

[1 + (x−505 )−2]−1

x
+

∫
x>100

1

x
,

ãäå x∗ ≈ 51 ;

Ỹ
⋂

Õ =

∫
50<x≤x∗

[1 + (x−505 )−2]−1

x

+

∫
x∗<x≤100

[1 + (x−255 )2]−1

x
;

ÕC =

∫
0≤x≤50

1

x
+

∫
50<x≤100

1− [1 + (x−505 )−2]−1

x
;
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Ỹ C =

∫
25≤x≤100

1− [1 + (x−255 )−2]−1

x
+

∫
x>100

1

x
.

Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ â íå÷åòêîì ìíîæåñòâå

ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà íåñêîëüêî íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ At ∈
F(X)(t ∈ T ) , òîãäà

µ ⋃
t∈T

Ãt
(x) =

∨
t∈T

µÃt
(x) = sup

t∈T
µÃt

(x), x ∈ X,

µ ⋂
t∈T

Ãt
(x) =

∧
t∈T

µÃt
(x) = inf

t∈T
µÃt

(x), x ∈ X.

Î÷åâèäíî,

⋃
t∈T

Ãt,
⋂
t∈T

Ãt ∈ F(X).

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà T èçàôèíèòíîå ìíîæåñòâî,

µ ⋃
t∈T

Ãt
(x) = max

t∈T
µÃt

(x), x ∈ X,

µ ⋂
t∈T

Ãt
(x) = min

t∈T
µÃt

(x), x ∈ X.

Òåîðåìà 2.1.9. (F(X),∪,∩, c) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(1) Çàêîí èäåìïîòåíòà Ã ∪ Ã = Ã , Ã ∩ Ã = Ã .

(2) Êîììóòàòèâíûé çàêîí Ã ∪ B̃ = B̃ ∪ Ã, Ã ∩ B̃ = B̃ ∩ Ã .
(3) Àññîöèàòèâíûé çàêîí

(Ã ∪ B̃) ∪ C̃ = Ã ∪ (B̃ ∪ C̃)

(4) Çàêîí àáñîðáöèè (Ã ∪ B̃) ∩ Ã = Ã , (Ã ∩ B̃) ∪ Ã = Ã
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(5) Ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí

(Ã ∪ B̃) ∩ C̃ = (Ã ∩ (C̃) ∪ (B̃ ∩ C̃),

(Ã ∩ B̃) ∪ C̃ = (Ã ∪ (C̃) ∩ (B̃ ∪ C̃).

(6) 0-1 çàêîí

Ã ∩X = Ã.Ã ∩ φ = φ,

Ã ∪X = X.Ã ∪ φ = Ã.

(7) Çàêîí îòðèöàíèå îòðèöàíèÿ (ÃC)C = Ã

(8) Äâîéñòâåííûé çàêîí (Ã ∪ B̃)C = ÃC ∩ B̃C , (Ã ∩ B̃)C = ÃC ∪ B̃C

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñâîéñòâà (8), îñòàëüíîå ìîæíî

ïðîâåðèòü íàïðÿìóþ.

Èç ∀x ∈ X èìååì

µ(Ã∪B̃)C = 1− µÃ∪B̃(x)
= 1−max{µÃ(x), µB̃(x)} = min{1− µÃ(x), 1− µB̃(x)}
= min{µÃC(x), µB̃C(x)} = µÃC∩B̃C(x).

Ñëåäîâàòåëüíî

(Ã
⋃

B̃)C = ÃC
⋂

B̃C .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü

(Ã
⋂

B̃)C = ÃC
⋃

B̃C .

Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ íà íå÷åòêîì ìíîæåñòâå óæå íå óäîâëåòâîðÿåò

çàêîíó èñêëþ÷åííîãî ñðåäíåãî. À èìåííî, â îáùåì ñëó÷àå ìû èìååì

39



Ã
⋃

ÃC ̸= X, Ã
⋂

ÃC ≤ 1

2
.

Ïðèìåð 2.1.10. Åñëè µÃ ≡ 0.5 , µÃC ≡ 0.5 , òî

µÃ∪ÃC(x) = max{0.5, 0.5} = 0.5 ̸= 1,

µÃ∩ÃC(x) = min{0.5, 0.5} = 0.5 ̸= 0.

2.1.3. α-ñðåçêè è âûïóêëûå íå÷åòêèå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.1.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ã ∈ F(X),∀α ∈ [0, 1] çàïè-

øåì

(Ã)α = Aα = {x|µÃ(x) ≥ α}.

Òîãäà Aα íàçûâàåòñÿ α -ñðåçêîé íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Ã . Äàëåå çàïè-

øåì

(Ã)α· = Aα
· = {x|µÃ(x) > α},

òîãäà Aα
· íàçûâàåòñÿ ñèëüíîé α -ñðåçêîé íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Ã , è

Ã 0
·
= A 0

·
= {x|µÃ(x) > α} = suppÃ.

A0 íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Ã .

Åñëè íîñèòåëü suppÃ = {x} ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì, òî Ã

íàçûâàåòñÿ íå÷åòêîé òî÷êîé íà X .

Ïðèìåð 2.1.12. Ïóñòü

Ã =
0.5

x1
+

0.7

x2
+

0

x3
+

0.9

x4
+

1

x5
,

òîãäà

ïðè α = 1, A1 = {x5}, A1 = ∅ ,
ïðè α = 0.9, A0.9 = {x4, x5}, A0.9 = {x5} ,
ïðè α = 0.7, A0.7 = {x2, x4, x5}, A0.7 = {x4, x5} ,
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ïðè α = 0.5, A0.5 = {x1, x2, x4, x5}, A0.5 = {x2, x4, x5} ,
ïðè α = 0, A0 = X,A0 = {x1, x2, x4, x5} .

Ìíîæåñòâî α -ñðåçîê èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

Ñâîéñòâî 2.3.3

(1) (Ã
⋃
B̃)α = Aα

⋃
Bα, (Ã

⋂
B̃)α = Aα

⋂
Bα

(2) (Ã
⋃
B̃)α

i·
= Aα

i·

⋃
Bα
i·
, (Ã

⋂
B̃)α

i·
= Aα

i·

⋂
Bα
i·

2.1.4. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè

Îïðåäåëåíèå 2.1.13. Åñëè α ∈ [0, 1], Ã ∈ F(X) òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà

α íà íå÷åòêîå ìíîæåñòâî Ã îïðåäåëÿåòñÿ êàê

µα,Ã(x) = α
∧

µÃ(x) = min{α, µÃ(x)}.

Òåîðåìà 2.1.14. (Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè I). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Ã ∈
F(X) èìååì

Ã =
⋃

α∈[0,1]

αAα, (2.1.1)

Ã =
⋃

α∈[0,1]

αAα
· , (2.1.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

µAα
(x) =

1, x ∈ Aα

0, x /∈ Aα,

òî

µ(
⋃

α∈[0,1]

αAα)(x) = sup
0≤α≤1

αµAα
(x) = sup

x∈Aα

= sup
α≤µÃ(x)

α = µÃ(x).

Òàêèì îáðàçîì, (2.1.1) äîêàçàíî.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ôîðìóëó (2.1.2).
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Ïðèìåð 2.1.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óíèâåðñóì X = 2, 1, 7, 6, 9 , ïîïðî-

áóéòå ðàçëîæèòü íå÷åòêîå ìíîæåñòâî

Ã =
0.1

2
+

0.3

1
+

0.5

7
+

0.9

6
+

1

9

ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ðàçëîæåíèè.

Ðåøåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåçêè â íå÷åòêèõ ìíîæåñòâàõ ðàâíû

A0,1 = X, 0 < α ≤ 0.1,

A0,3 = {1, 7, 6, 9}, 0.1 < α ≤ 0.3,

A0,5 = {7, 6, 9}, 0.3 < α ≤ 0.5,

A0,9 = {6, 9}, 0.5 < α ≤ 0.9,

A1 = {9}, 0.9 < α ≤ 1,

Ã =
⋃

α∈[0,1]

αAα =

=
⋃

0<α≤0.1
α(

1

2
+

1

1
+

1

7
+

1

6
+

1

9
)

⋃
0.1<α≤0.3

α(
1

1
+

1

7
+

1

6
+

1

9
)

=
⋃

0.3<α≤0.5
α(

1

7
+

1

6
+

1

9
)

⋃
0.5<α≤0.9

α(
1

6
+

1

9
)
⋃

0.9<α≤1
α(

1

9
)

= 0.1A0,1

⋃
0.3A0,3

⋃
0.5A0,5

⋃
0.9A0,9

⋃
A1.

Îïðåäåëåíèå 2.1.16. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ýòî óíèâåðñóì äèñêóðñà.

Ïóñòü íå÷åòêîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå H : [0, 1] → P (X), α 7→ H(α)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

α1 < α2 ⇒ H(α1) ⊇ H(α2),∀α1, α2 ∈ [0, 1],

òîãäà H íàçûâàåòñÿ ðóêàâ-íàáîðîì íà X è çàïèñûâàåòñÿ êàê H(X) .
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Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü áîëåå îáùóþ òåîðåìó î ðàçëîæåíèè, èñïîëüçóÿ îïðå-

äåëåíèå (2.1.16)

Òåîðåìà 2.1.17. (Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè II). Ïóñòü Ã ∈ F(X) . Åñëè

ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

H : [0, 1]⇒ F(X),

α 7→ H(α),

òàêîå, ÷òî ∀a ∈ [0, 1], α ⊆ (α) ⊆ α , òî

(1) Ã =
⋃

α∈[0,1]
αH(α) .

(2) α1 < α2 ⇒ H(α1) ⊃ H(α2) .

(3) Aα =
⋂
λ<α

H(λ), α ̸= 0, Aα =
⋃
λ>α

H(λ), α ̸= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî:

(1) Ïîñêîëüêó Aα ⊆ (α) ⊆ Aα , òî

αAα ⊆ αH(α) ⊆ αAα

⇒ Ã =
⋃

α∈[0,1]

αAα ⊆
⋃

α∈[0,1]

αH(α) ⊆
⋃

α∈[0,1]

αAα = Ã

⇒ Ã =
⋃

α∈[0,1]

αH(α).

Ñëåäîâàòåëüíî, (1) äîêàçàíî.

(2) Òàê êàê ∀x ∈ X , òî

x ∈ Aα2
⇒ µÃ(x) ≥ α2 > α1 ⇒ x ∈ Aα1

,

ïîýòîìó

α1 < α2 ⇒ H(α1) ⊇ Aα1·
⊇ Aα2

⊇ H(α2).
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(3) Òàê êàê

∀λ < α,H(λ) ⊇ Aλ
·
⊇ Aα ⇒

⋂
λ<α

H(λ) ⊇ Aα, α ̸= 0.

Ñíîâà

⋂
λ<α

H(λ) ⊇
⋂
λ<α

Aλ = A(
∨

λ<α

λ) = Aα, α ̸= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì

Aα =
⋂
λ<α

H(λ).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ôîðìóëà. Çíàÿ òåîðåìó î ðàçëîæåíèè II,

íå÷åòêèå ìíîæåñòâà Ã ìîãóò áûòü íàãëÿäíî ïðåäñòàâëåíû íàáîðîì ìíîæå-

ñòâà H(Aα ⊆ H(α) ⊆ Aα) , ïîýòîìó H(α) íà ñàìîì äåëå èìååò áîëåå øèðîêîå

ïðèìåíåíèå.

2.1.5. Ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ

Òåîðåìà 2.1.18. (Ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ I, Ëîòôè À. Çàäå) [148] Ïóñòü

f : X → Y � îáû÷íàÿ òî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ è Ã ∈ F(X) . Äâà îòîáðàæåíèÿ

ìîãóò áûòü èíäóöèðîâàíû ÷åðåç f è f−1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f : F(X)→ F(Y ), f−1 : F(Y )→ F(X),

Ã 7→ f(Ã) ∈ F(Y ), B̃ 7→ f−1(B̃) ∈ F(X),

ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè êîòîðûõ îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç

µf(Ã)(y) ≜


∨

f(x)=y

µf(Ã)(x), f−1(y) ̸= ϕ,

0, f−1(y) = ϕ,

µf−1(B̃)(x) ≜ B̃(f(x)), y = f(x),

44



ñîîòâåòñòâåííî. f(Ã) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì Ã îòíîñèòåëüíî f è f−1(B̃) �

ïðîîáðàçîì B̃ .

Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà α � ñðåçêè â ïðèíöèïå ðàñøèðåíèÿ èìååò âèä.

Òåîðåìà 2.1.19. (Ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ II). Ïóñòü îòîáðàæåíèå f :

X → Y ðàñøèðÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå f : F(X) → F(Y ) è f−1 : F(Y ) →
F(X) . Òîãäà ∀α ∈ [0, 1], Ã ∈ F(X), B̃ ∈ F(Y ) , èìååì

10f(Ã)α· = f(Aα
· )

20f−1(B̃)α· = f−1(Bα
· )

30f−1(B̃)α = f−1(Bα)

Çäåñü f(Ã)α � óïðîùåíèå (f(Ã))α .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî 10 , îñòàëüíûå ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òàê êàê

y ∈ f(Ã)α ⇔ µf(Ã)(y) > α

⇔
∨

f(x)=y

µÃ(x) > α

⇔ ∃x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèé f(x) = x, òàêîé, ÷òî µÃ(x) > α

⇔ ∃x ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèé f(x) = x, òàêîé, ÷òî x ∈ Aα

⇔ y ∈ f(Aα),

òî, 10 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2.1.20. (Ïðèíöèï ðàñøèðåíèÿ III). Ïóñòü f : X → Y, Ã ∈
F(X), B̃ ∈ F(Y ) è f ( − 1) . Òîãäà
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f(Ã) =
⋃

α∈[0,1)

αf(Aα),

f−1(B̃) =
⋃

α∈[0,1)

αf−1(Bα),

f−1(B̃) =
⋃

α∈[0,1)

αf−1(Bα
· ).

Àëãåáðàè÷åñêè ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîñèòñÿ ê îáû÷íîìó íå÷åòêîìó

ìíîæåñòâó, îí ñâÿçàí ñ ðàñøèðåíèåì íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ÷åðåç êëàññè÷å-

ñêîå ìíîæåñòâî. Ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, âûäâèãàåòñÿ òåîðåìà î

ïðåäñòàâëåíèè. Áîëåå íàãëÿäíûé ìåòîä ¾êîëëåêòîðíûõ ðóêàâîâ¿ äàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

2.1.6. Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè

Îïðåäåëåíèå 2.1.21. Äëÿ çàäàííûõ H1, H2 ∈ H(X) , åñëè ∀α ∈ [0, 1] ,

èìååì
⋂
λ<αH1(λ) =

⋂
λ<αH2(λ) , òî ýêâèâàëåíòíîñòü H1 è H2 çàïèñûâà-

åòñÿ êàê H1 ∼ H2 .

Î÷åâèäíî, ñîîòíîøåíèå ¾∼¿ óäîâëåòâîðÿåò (1) H ∼ H,∀H ∈ H(X) (îò-

ðàæåíèå); (2) H1 ∼ H2 ⇒ H2 ∼ H1 (ñèììåòðèÿ); (3) H1 ∼ H2 è ñíîâà

H2 ∼ H3 ⇒ H1 ∼ H3 (òðàíçèòèâíîñòü); êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ êàê H′(X) =

{|H||H ∈ H(X)} = H/ ∼ , ãäå êëàññîì ÿâëÿåòñÿ |H| = {H ′|H ′ ∼ H} .

Îïðåäåëåíèå 2.1.22. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H,H1, H2 ∈ H(X) è Ht ∈
H(X)(∀t ∈ T ) ñ ∀α ∈ [0, 1] , òîãäà

(1) Âêëþ÷åíèå ⊆: H1 ⊆ H2 ⇔ H1(α) ⊆ H2(α) ;

(2) Îáúåäèíåíèå
⋃
t∈T Ht : (

⋃
t∈T

Ht)(α) ≜
⋃
t∈T

Ht(α) ;

(3) Ïåðåñå÷åíèå
⋂
t∈T

Ht : (
⋂
t∈T

Ht)(α) ≜
⋂
t∈T

Ht(α) ;

(4) Äîïîëíåíèå HC : HC(α) ≜ (H(1− α))C .
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Òåîðåìà 2.1.23. (Òåîðåìà î ïðåäñòàâëåíèè). Ïóñòü H ∈ H(X) . Òîãäà⋃
α∈[0,1]

αH(α) � íå÷åòêîå ìíîæåñòâî íà X , çàïèñûâàþùåå Ã è ∀λ, α ∈ [0, 1] :

(1)Aα =
⋂
λ<α

H(α), α ̸= 0.

(2)Aα
· =

⋂
λ>α

H(α), α ̸= 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë ∀α ∈
[0, 1], H(α) ∈ P (X) , òîãäà αH(α) ∈ H(X) , òàê ÷òî⋃

α∈[0,1]

αH(α) ∈ H(X),

çàïèñûâàåòñÿ êàê Ã =
⋃

α∈[0,1]
αH(α) .

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ðàçëîæåíèè II, åñëè óñëîâèå Aα
· ⊆ H(α) ⊆ Aα âûïîë-

íÿåòñÿ, òî (1) è (2) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû. Äîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîë-

íåíî.

∀α[0, 1] : x ∈ Aα
· ⇒ µÃ(x) > α

⇒ [
⋃

λ∈[0,1]

λH(λ)](x) > α

⇒
∨

λ∈[0,1]

λ
∧

H(λ)(x)] > α

⇒ ∃α0 ∈ [0, 1], òàêîå, ÷òî α0

∧
H(α0)(x) > α

⇒ α0 > α è H(α0)(x) = 1

⇒ x ∈ H(α0) ⊆ H(α), (α ̸= 1);
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x ∈ H(α) ⇒ H(α)(x) = 1

⇒
∨

λ∈[0,1]

λ
∧

H(λ)(x)] ≥ α
∧

H(α)(x) = α

⇒ µ(Ã(x) ≥ α⇒ x ∈ Aα.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå Aα ⊆ H(α) ⊆ Aα .

Ñëåäñòâèå 2.1.24. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ∈ H(X) , åñëè ìû ïèøåì, òî

(1) ∀α ∈ [0, 1], Aα
· ⊆ H(α) ⊆ Aα ,

(2) µ(Ã(x)
∨

x∈H(α)

α.

Ýòî ïðîùå ïîëó÷èòü ïî òåîðåìå (2.1.23).

Ïðèìåð 2.1.25. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X = [−1, 1] , íàáîð ìíîæåñòâ â X

åñòü

H(α) = [α2 − 1, 1− α2], α ∈ [0, 1],

âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà A, îïðåäåëÿå-

ìóþ H.

Åãî ðèñóíîê âûãëÿäèò òàê:

Ðèñ. 2.1.7. µ(Ã(x)

Ðåøåíèå: ïîòîìó ÷òî

µ(Ã(x) =
∨

x∈H(α)

, α ∈ [0, 1],
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êîãäà −1 ≤ ≤ 0 , ò. å. = α2¯1 ,

µ(Ã(x) =
∨

α=
√
1+x

α
√
1 + x;

êîãäà 0 < ≤ 1 , ò. å. = 1− α2 ,

µ(Ã(x) =
∨

α=
√
1−x

α
√
1− x.

Ïîýòîìó

µ(Ã(x) =


√
1 + x, −1 ≤ x ≤ 0
√
1− x, 0 < x ≤ 1.

2.1.7. Íå÷åòêèå ÷èñëà ïÿòè òèïîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ñâîéñòâà ïÿòè òèïîâ íå÷åòêèõ ÷èñåë, âêëþ÷àÿ

íå÷åòêèå ÷èñëà èíòåðâàëüíîãî òèïà, (·, c) , T -òèïà, L − R -òèïà è ïëîñêîãî

òèïà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ïðèìåðîì èíòåðâàëüíîãî ÷èñëà 0

è íå÷åòêîãî ÷èñëà 0̃ , â ýòîé êíèãå 0 îáîçíà÷àåò èõ îäíèì è òåì æå çíàêîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1.26. Ïóñòü R îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë, íàçîâåì c, d èíòåðâàëüíûìè ÷èñëàìè, çàïèñàííûìè êàê c, d ∈
IR , ãäå IR{[ci, di] < di, ci, di ∈ R, (i = 1, 2)} ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ

èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë.

Åñëè c = [c1, c2], d = [d1, d2] , òî äåéñòâèå ñ îïðåäåëåííûìè èíòåðâàëüíûìè

÷èñëàìè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c+ d = [c1 + d1, c2 + d2],

c− d = [(c1 − d1) ∧ (c2 − d2), (c1 − d1) ∨ (c2 − d2)],
c · d = [c1d1 ∧ c1d2 ∧ c2d1 ∧ c2d2, c1d1 ∨ c1d2 ∨ c2d1 ∨ c2d2],
c÷ d = [

c1
d1
∧ c1
d2
∧ c2
d1
∧ c2
d2
,
c1
d1
∨ c1
d2
∨ c2
d1
∨ c2
d2
],

c ∨ d = [c1 ∨ d1, c2 ∨ d2],
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c ∧ d = [c1 ∧ d1, c2 ∧ d2]

Çäåñü a ∨ b = max{a, b}, a ∧ b = min{a, b} .

Òåîðåìà 2.1.27. Åñëè çàäàíû c, d ∈ IR , òî c∗d ∈ IR , ãäå ¾∗¿ îáîçíà÷àåò
àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè +, ¯, ·,÷,∨,∧ íà R .

Íå÷åòêèå ÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ðàñøèðåíèÿ. Ñ

ýòîãî ìîìåíòà F(R) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ íå÷åòêèõ
÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2.1.28. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c̃, d̃ îáîçíà÷àþò íå÷åòêèå ÷èñëà,

çàïèñàííûå êàê c̃, d̃ ∈ F(R) , ãäå α -ñðåçêà c̃ è d̃ ðàâíà

c̃α = [c1(α), c2(α)], d̃1 = [d1(α), d2], α ∈ [0, 1],

ñîîòâåòñòâåííî, òî îïåðàöèè íàä íå÷åòêèìè ÷èñëàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

c̃+ d̃ =
⋃

α∈[0,1]

α(c̃α + d̃α) =
⋃

α∈[0,1]

α[c1(α) + d1(α), c2(α) + d2(α)];

c̃− d̃ =
⋃

α∈[0,1]

α(c̃α − d̃α)

=
⋃

α∈[0,1]

α[(c1(α)− d1(α) ∧ c2(α)− d2(α)), (c1(α)− d1(α) ∨ c2(α)− d2(α))]

c̃ · d̃ =
⋃

α∈[0,1]

α(c̃α · d̃α)

=
⋃

α∈[0,1]

α[c1(α)d1(α) ∧ c1(α)d2(α) ∧ c2(α)d1(α) ∧ c2(α)d2(α),

c1(α)d1(α) ∨ c1(α)d2(α) ∨ c2(α)d1(α) ∨ c2(α)d2(α)];
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c̃÷ d̃ =
⋃

α∈[0,1]

α(c̃α ÷ d̃α)

=
⋃

α∈[0,1]

α[
c1(α)

d1(α)
∧ c1(α)
d2(α)

∧ c2(α)
d1(α)

∧ c2(α)
d2(α)

,
c1(α)

d1(α)
∨ c1(α)
d2(α)

∨ c2(α)
d1(α)

∨ c2(α)
d2(α)

];

c̃ ∨ d̃ =
⋃

α∈[0,1]

α(c̃α ∨ d̃α) =
⋃

α∈[0,1]

α[c1(α) ∨ d1(α), c2(α) ∨ d2(α)];

c̃ ∧ d̃ =
⋃

α∈[0,1]

α(c̃α ∧ d̃α) =
⋃

α∈[0,1]

α[c1(α) ∧ d1(α), c2(α) ∧ d2(α)].

Òåîðåìà 2.1.29. Ïóñòü c̃, d̃ ∈ F(R) . Òîãäà c̃ ∗ d̃ ∈ F(R) .

Îïðåäåëåíèå 2.1.30. c̃ ∈ F(R íàçûâàåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì, ãäå R
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî öåëûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, åñëè

i) c̃ íîðìàëüíî, ò. å. ñóùåñòâóåò x0 ∈ F(R òàêîå, ÷òî µc̃(x0) = 1 .

ii) ∀α ∈ (0, 1], c̃α � îòðåçîê.

Òåîðåìà 2.1.31. Ïóñòü c̃ ∈ F(R � íå÷åòêîå ÷èñëî. Òîãäà

i) c̃ íå÷åòêî âûïóêëî.

ii) Åñëè µc̃(x0) = 1 , òî µc̃(x) íå óáûâàåò äëÿ x ≤ x0 è µc̃(x) íå âîçðàñ-

òàåò äëÿ x ≥ x0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó c̃α(α ∈ (0, 1]) � çàìêíóòûé èíòåðâàë, c0 = R ,
ò. å. ∀α[0, 1] , ìíîæåñòâî c̃α � âûïóêëîå. Ñîãëàñíî òåîðåìå (2.1.14) ìîæíî

äîêàçàòü, ÷òî c̃ íå÷åòêî âûïóêëî.

Òåïåðü âîçüìåì x1 < x2 ≤ x0 è ïóñòü α = µc̃(x1) . Òàê êàê µc̃(x0) = 1 ,

òî [x1, x0] ⊂ c̃α , ñëåäîâàòåëüíî, x2 ∈ c̃α , òàêîå, ÷òî µc̃(x) ≥ α , ò. å. µc̃(x1) ≤
µc̃(x2) . Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî µc̃(x2) ≤ µc̃(x1) , åñëè x0 ≤ x1 < x2 .

Â öåëîì òåîðåìà âåðíà.
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Òåîðåìà 2.1.32. Ïóñòü c̃ ∈ F(R) è supc̃ îãðàíè÷åíû. Òîãäà c̃ � íå÷åò-

êîå ÷èñëî ⇔ ñóùåñòâóåò èíòåðâàë [c1, c2] , òàêîé ÷òî

µc̃(x) =


1, x ∈ [c1, c2] ̸= ϕ,

L(x), x < c1,

R(x), x > c2.

(2.1.3)

ãäå L(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ñïðàâà âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ

íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà (0 ≤ L(x) < 1);R(X) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâ-

íóþ ñëåâà óáûâàþùóþ ôóíêöèþ (0 ≤ R(X) < 1) .

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü c̃ ∈ F(R) . Òîãäà
(1) Ïîñêîëüêó c̃ � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, c̃ = [c1, c2] è µc̃(x) = 1

íà [c1, c2] . Î÷åâèäíî, ÷òî µc̃(x) < 1 äëÿ x ̸= [c1, c2] .

(2) Òàê êàê c̃ ∈ F(R,∀α ∈ [0, 1], c̃α � îòðåçîê, òî ñ÷èòàåì, ÷òî c̃α =

[c1α, c2α] ⊂ [0, 1] , òîãäà

c̃ =
⋃

α∈[0,1]

αc̃α =
⋃

α∈[0,1]

α[c̃1α, c̃2α].

×òî êàñàåòñÿ x < c1

Lx = µc̃(x) =
∨

α∈[0,1]

α ∧ χ[c1α ,c2α ]
(x)

ãäå χ ïðåäñòàâëÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≤
L(x) < 1 . Åñëè x1 < x2 ≤ c1 , òî µc(x1) ≤ µc̃(x2) , èíà÷å µc(x1) > µc̃(x2) .

Ñíîâà x1 < x2 ≤ c1 ⇒ x2 ∈ (x1, c1 + ε)⇒ ∃λ ∈ [0, 1] , òàêîå, ÷òî

x2 = λx1 + (1− λ)(c1 + ε), c1 + ε ∈ (c1, c2).

Ïîñêîëüêó c̃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëîå íå÷åòêîå ìíîæåñòâî íà [c1, c2] ,

µc̃(x2) = µc̃(λx1 + (1− λ)(c1 + ε)) ≥ µc̃(x1) ∧ µc̃(c1 + ε),

≥ µc̃(x1) > µc̃(x2),
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÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Ñëåäîâàòåëüíî, L(x) � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

(3) L(x) ïðîäîëæàåòñÿ ñïðàâà, èíà÷å ñóùåñòâóåò x < c1, xn → x , òîãäà

lim
xn→x

L(xn) = α > L(x),

Òàê êàê xn ∈ c̃α è cα çàìêíóòî, òî x ∈ cα òàêîå, ÷òî µc̃(x1) = L(x) ≥ α .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòèâîðå÷èå.

Ïî òîé æå ïðè÷èíå µc̃(x) = R(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî óáûâàþùåé ñëåâà

ôóíêöèåé ïðè x > c2 , ïðè÷åì 0 ≤ R(x) < 1 .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü c̃ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû. Çàòåì

(1) c̃ , î÷åâèäíî, íîðìàëüíûé.

(2) Äîêàæèòå, ÷òî c̃α = [c1α, c2α],∀α ∈ (0, 1] .

µc̃(x) = L(x) äëÿ x < c2 , ïîýòîìó ìû âûáèðàåì c1α = min{xL(x) ≥ α} è
µc̃(x) = R(x) äëÿ x > c2 , òàê ÷òî ìû âûáèðàåì c1α = max{xL(x) ≥ α} .

Î÷åâèäíî, c̃α = [c1α, c2α] . Òåïåðü äîêàæåì [c1α, c2α] ⊂ c̃α , è ìû äîêàæåì

òîëüêî [c1α, c1 ⊂ c̃α (ïîñêîëüêó ìû ìîæåì äîêàçàòü (c2, c2α] ⊂ c̃α ïî òîé æå

ïðè÷èíå). Îïÿòü æå, ìû äîêàæåì òîëüêî c1α ∈ c̃α èç-çà ìîíîòîííîñòè L(x) .

Âûáåðèòå xn ↪→ c1α , çàòåì L(c1α) = lim
xn→c1α

xn ≥ α , òàê ÷òî c1α ∈ c̃α .

2.1.8. Òèï (·, c), T, L−R è ïëîñêèå íå÷åòêèå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 2.1.33. c̃ = (α, c) îïðåäåëÿåòñÿ êàê (·, c) íå÷åòêîå ÷èñëî
íà ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâåäåíèÿ α1, α2, . . . , αj ; åãî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

µc̃(α) = min
j
[µc̃j(αj)]

µc̃(αj) =

1− |αj−αj |
cj

, αj − cj ≤ αj ≤ αj + cj,

0, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ,
(2.1.4)

ãäå α = (α1, α2, . . . , αj)
T , c = (c1, c2, . . . , cj)

T ; α - îáîçíà÷àåò öåíòð c̃ , c-

ðàñøèðåíèå c̃ , ãäå cj > 0 .

Äàëåå èäóò ÷àñòíûå ñëó÷àè
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Îïðåäåëåíèå 2.1.34. L íàçûâàåòñÿ ýòàëîííîé ôóíêöèåé íå÷åòêèõ ÷è-

ñåë, åñëè L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ:

(i) L(x) = L(−x) ;
(ii) L(0) = 1 ;

(iii) L(x) � íåâîçðàñòàþùàÿ è êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞) .

Îïðåäåëåíèå 2.1.35. Ïóñòü L,R � ýòàëîííûå ôóíêöèè íå÷åòêîãî

÷èñëà c̃ , íàçûâàåìîãî íå÷åòêèì ÷èñëîì L−R . Åñëè

µc̃(x) =

L(c−xc ), x ≤ c, c > 0

R(x−cc ), x ≤ c, c > 0,
(2.1.5)

ïèøåì c̃ = (c, c, c)LR , ãäå c � ñðåäíåå çíà÷åíèå; c è c íàçûâàþòñÿ ëåâûì

è ïðàâûì êîíöàìè c̃ ñîîòâåòñòâåííî. L íàçûâàåòñÿ ëåâîé ññûëêîé, à R

� ïðàâîé ññûëêîé. Åñëè ïðèíÿòü c̃ çà ïåðåìåííóþ x̃ , òî x̃ = (x, ξ, ξ)LR

ïðåäñòàâëÿåò T -íå÷åòêóþ ïåðåìåííóþ.

Îïðåäåëåíèå 2.1.36. Åñëè L è R � ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå

T (x) =

1− |x|, åñëè − 1 ≤ x ≤ 1

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
(2.1.6)

òîãäà ìû íàçûâàåì c̃ = (c, c, c)T T -íå÷åòêèìè ÷èñëàìè, T (R) ïðåäñòàâëÿ-
åò T -íå÷åòêèå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Åñëè âçÿòü c̃ çà ïåðåìåííóþ x̃ , òî

x̃ = (x, ξ, ξ)T ïðåäñòàâëÿåò T -íå÷åòêèå ïåðåìåííûå.

Îïðåäåëåíèå 2.1.37. Ïóñòü L,R � ýòàëîííûå ôóíêöèè, à ÷åòâåðêà

c = (c−, c+, σ−c , σ
+
c )LR íàçûâàåòñÿ L−R ïëîñêèì íå÷åòêèì ÷èñëîì. Òîãäà

µc̃(x) =


L(c

−−x
σ−
c
), x ≤ c−, σ−c > 0

R(x−c
+

σ+
c
), x ≥ c+, σ+c > 0

1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

(2.1.7)

óäîâëåòâîðÿþùåå, ∃(c−, c+) ∈ R, c− < c+ ãäå µc̃(x1) = 1 .
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Â ÷àñòíîñòè, c = (c−, c+, σ−c , σ
+
c ) íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì íå÷åòêèì ÷èñëîì,

ãäå

µc̃(x) =



1− c−−x
x , åñëè c− − σ−c ≤ x ≤ c−

1, åñëè c− < x < c+

1− x−c+
σ+
c
, åñëè c+ ≤ x ≤ c+ + σ+c ,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(2.1.8)

Åñëè ìû âîçüìåì èíòåðâàë (c−, c+) ðàâíûì (x−, x+) , òî x̃ = (x−, x+, ξ, ξ)LR

è x̃ = (x−, x+, ξ, ξ) ïðåäñòàâëÿþò íå÷åòêóþ ïåðåìåííóþ è ïëîñêóþ íå÷åòêóþ

L−R ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2.1.38. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¾∗¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-

èçâîëüíóþ îáû÷íóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ â R òàêóþ, ÷òî ∀c̃, d̃ ∈ F(R) , ìû
îïðåäåëÿåì

c̃ ∗ d̃ =

∫
x,y∈R

µc̃(x) ∧ µd̃(y)
x ∗ y

,

òî åñòü ∀z ∈ R ,
µc̃∗d̃(z) =

∨
x∗y=z

(µc̃(x) ∧ d̃(y)),

ãäå ¾∗¿ ïðåäñòàâëÿåò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè +,−, ·,÷ .

Ñîîòâåòñòâåííî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îïåðàöèè òèïà L−R, T è ïëîñêèå

íå÷åòêèå ÷èñëà.

A. Ñâîéñòâà îïåðàöèé äëÿ íå÷åòêîãî ÷èñëà L−R
Ïóñòü c̃ = (c, c, c)LR, d̃ = (d, d, d)LR è p̃ = (p, p, p)LR � íå÷åòêîå L − R

÷èñëî. Òîãäà

1) c̃+ d̃ = (c+ d, c+ d, c+ d)LR

2) k · c̃ =

(kc, kc, kc)LR, êîãäà k ≥ 0

(kc,−kc,−kc)LR, êîãäà k < 0
(k ∈ R) .

Ïóñòü (1c̃ = −c äëÿ k = −1 . Òîãäà −c̃ = −(c, c, c)LR .
3) c̃− p̃ = (c− p, c+ p, c+ p)LR ïðè L = R .
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4) c̃ · d̃ ≈ (cd, cd̃+ dc, cd+ dc)LR .

5) c̃÷ p̃ ≈ ( cp ,
pc+cp
p2 ,

pc+cp

p2 )LR, p ̸= 0 c̃ è p̃ íå äåëÿòñÿ íà L ̸= R .

6) m̃ax(c̃, d̃) ≈ (c ∨ d, c ∧ d, c ∨ d)LR , m̃in(c̃, d̃) ≈ (c ∧ d, c ∨ d, c ∧ d)LR .
7) c̃ ≤ d̃⇔ c ≤ d, c ≥ d, c ≤ d; c̃ ⊆ d̃⇔ c+ c ≤ d− d , èëè c̃ = d̃ .

B. Ñâîéñòâà îïåðàöèé äëÿ T -íå÷åòêèõ ÷èñåë

Åñëè c̃1 = (c1, c1, c1)T , c̃2 = (c2, c2, c2)T , òî

(1) c̃1 + c̃2 = (c1 + c2, c1 + c2, c1 + c2)T ;

(2) c̃1 − c̃2 = (c1 + c2, c1 + c2, c1 + c2) ;

(3) λc̃ = λ(c, c, c)T =

(λc, λc, λc), ∀λ > 0

(λc,−λc,−λc)T , ∀λ < 0.

(4) c̃−1 = (c, c, c)−1T ≈ (1c , cc
−2, cc−2)T .

C. Ñâîéñòâà îïåðàöèè äëÿ ïëîñêèõ íå÷åòêèõ ÷èñåë

Ïóñòü c̃ = (c−, c+, σ−c , σ
+
c ) è d = (d−, d+, σ−d , σ

+
d ) � ïëîñêèå íå÷åòêèå ÷èñ-

ëà. Òîãäà

1) c̃+ d̃ = (c− + d−, c+ + d+, σ−c + σ−d , σ
+
c + σ+d ) .

2) k · c̃ =

(kc−, kc+, kσ−c , kσ
+
c ), äëÿ k > 0,

(kc+, kc−, kσ−c ,−kσ+c ), äëÿ k ≤ 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ òèïîâ L−R, T èëè ïëîñêèõ íå÷åòêèõ ÷èñåë ëåãêî äîêà-

çàòü èõ îïåðàöèîííûå ñâîéñòâà.

Ìû ìîæåì âûâåñòè îïåðàöèîííûå ñâîéñòâà (·, c) íå÷åòêèõ ÷èñåë, ïîñêîëü-
êó îíè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ïëîñêèå íå÷åòêèå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 2.1.39. Ïóñòü x0 ∈ (a, b) è h òàêîé, ÷òî x0+ h ∈ (a, b) ,

òîãäà óðîâíåïîäîáíàÿ gH -ïðîèçâîäíàÿ (LgH -äëÿ êðàòêîñòè) ôóíêöèè f :

(a, .b) → RF â x0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî èíòåðâàëîçíà÷íûõ gH -

ïðîèçâîäíûõ

f ′LgH(x0)α = lim
h→0

1

n
[f(x0 + h)]α ⊖gH [f(x0)]α. (2.1.9)

Åñëè f ′LgH(x0)α ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì èíòåðâàëîì äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1] ,

òî áóäåì ãîâîðèòü ÷òî f ÿâëÿåòñÿ óðîâíåïîäîáíîé îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé

Õóêóõàðà (LgH -äèôôåðåíöèðóåìîé äëÿ êðàòêîñòè) â x0 è ñåìåéñòâî èíòåð-

âàëîâ {f ′LgH(x0)α|α ∈ [0, 1]} ÿâëÿåòñÿ gH -ïðîèçâîäíîé f â x0 , îáîçíà÷àåìîé

êàê f ′LgH(x0) .
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ßñíåå, LgH -äèôôåðåíöèðóåìîñòü, è äàëåå óðîâíåïîäîáíàÿ íåïðåðûâ-

íîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ LgH -äèôôåðåíöèðóåìîñòè, íî íå

äîñòàòî÷íûì.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèòå äëÿ íå÷åòêîé gH -

ïðîèçâîäíîé â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ â êîíöåâûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâàõ óðîâíÿ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèåé gH -äèôôåðåíöèðóåìîñòè âàæíîãî

êëàññà íå÷åòêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2.1.40. Ïóñòü f : (a, .b)→ RF òàêàÿ, ÷òî

[f(x)]α = [f−α (x), f
+
α (x)].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f−α (x) è f+α (x)] äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå

ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìûå ïî x ðàâíîìåðíî ïî α ∈ [0, 1] . Òîãäà ôóíê-

öèÿ f(x) , gH -äèôôåðåíöèðóåìà â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ (a, b) , åñëè è

òîëüêî åñëè îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî

à) (f−α )
′ âîçðàñòàþùàÿ, (f+α )

′ óáûâàþùàÿ êàê ôóíêöèè α è (f−1 )
′(x) ≤

(f+1 )
′(x) , èëè

á) (f−α )
′ óáûâàþùàÿ, (f+α )

′ âîçðàñòàþùàÿ êàê ôóíêöèè α è (f+1 )
′(x) ≤

(f−1 )
′(x) .

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] èìååì

[f ′gH(x)]α = [min{(f−α )′(x), (f+α )′(x)},max{(f−α )′(x), (f+α )′(x)}].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âêëþ÷àåò ïîäðîáíûé îáçîð âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ

è íîñèò ýëåìåíòàðíûé õàðàêòåð. Ìû åãî îïóñêàåì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2.1.40 äëÿ îïðåäåëåíèÿ gH -äèôôåðåíöèðóåìîñòè,

êîãäà îáå ôóíêöèè f−α (x) è f
+
α (x) äèôôåðåíöèðóåìûå, ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà

ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå (i) è (ii) â 2.1.34.

Îïðåäåëåíèå 2.1.41. Ïóñòü f : [a, b]→ RF è x0 ∈ [a, b] ñ äèôôåðåíöè-

ðóåìûìè ôóíêöèÿìè f−α (x) è f+α (x) â x0 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
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1) f ÿâëÿåòñÿ (i)-äèôôåðåíöèðóåìîé â x0 åñëè

(i)[f ′gH(x)]α = [(f−α )
′(x0), (f

+
α )
′(x0)], α ∈ [0, 1].

2) f ÿâëÿåòñÿ (ii)-äèôôåðåíöèðóåìîé â x0 åñëè

(ii)[f ′gH(x)]α = [(f+α )
′(x0), (f

−
α )
′(x0)], α ∈ [0, 1].

Âîçìîæíî, ÷òî f : [a, b] → RF ÿâëÿåòñÿ gH -äèôôåðåíöèðóåìîé â x0 íî

íå ÿâëÿåòñÿ (i)-gH -äèôôåðåíöèðóåìîé â x0 èëè (ii)-gH -äèôôåðåíöèðóåìîé

â x0 , êàê èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.1.42. Ðàññìîòðèì f : (−1, 1) → RF îïðåäåëåííîé ÷åðåç α -

ñðåçîê

[f(x)]α = [− 1

(1 + |x|)(1 + α)
,

1

(1 + |x|)(1 + α)
],

òî åñòü

f−α (x) =
1

(1 + |x|)(1 + α)
, è f+α (x) =

1

(1 + |x|)(1 + α)
.

Ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíèè â ðèñ.1.

Äëÿ âñåõ x ̸= è âñåõ α ∈ [0, 1] , îáå ôóíêöèè f−α (x) è f+α (x) äèôôåðåí-

öèðóåìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 2.1.40; â íà÷àëå x = 0 ôóíê-

öèè f−α (x) è f+α (x) íå äèôôåðåíöèðóåìûå; Ýòè ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî,

íåïðåðûâíûå ñëåâà è ñïðàâà, íî ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ è ïðàâàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ðàçëè÷íûå, ôàêòè÷åñêè

f−α (x) =


− 1

(1−x)2(1+α) , x < 0

íå ñóùåñòâóåò, x = 0

1
(1+x)2(1+α) , x > 0,
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è

f+α (x) =


− 1

(1−x)2(1+α) , x < 0

íå ñóùåñòâóåò, x = 0

1
(1+x)2(1+α) , x > 0

Òåïåðü, äëÿ gH -ðàçíîñòè è h ̸= 0 ïîëó÷èì

|f(h)⊖gH f(0)|
h

=
1

h
[− 1

(1 + |h|)(1 + α)
,

1

(1 + |h|)(1 + α)
]⊖gH [−

1

1 + α
,

1

1 + α
] =

=
1

h(1 + α)
[min{ |h|

(1 + |h|)
,
−|h|

(1 + |h|)
},max{idem}] =

= frac1h(1 + α)[
−|h|

(1 + |h|)
,
|h|

(1 + |h|)
] = frac1(1 + α)[

−1
(1 + |h|)

,
1

(1 + |h|)
].

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

f ′gH(0) = lim
[f(h)⊖gH f(0)]α

h
= [

−1
(1 + α)

,
1

(1 + α)
]

è f ÿâëÿåòñÿ gH -äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè x = 0 íî f−α (x) è f+α (x) íå äèô-

ôåðåíöèðóåìûå ïðè x = 0 äëÿ âñåõ α ; çàìåòèì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ (i)-gH -

äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè x < 0 (ii)-gH -äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè x > 0 .
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2.2. Íå÷åòêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íå÷åòêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (èëè íå÷åòêèå ïåðåìåííûå) îáîáùàþò ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå âåêòîðû; îíè òàêæå îáîáùàþò ñëó÷àéíûå ìíî-

æåñòâà [53]. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå÷åòêèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì îáîáùåíèåì èíòåãðàëà ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé [55]. Ìû äàäèì îïðåäå-

ëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóÿ ðàáîòå [56]. Ñíà÷àëà â ïóíêòå 2.2.1

êîðîòêî ïðèâîäèì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû êàñàþùèåñÿ èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-

ëåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâåííûõ ôóíêöèé. Äàëåå â ïóíêòå 2.2.2 ââîäèì ïîíÿòèå

íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Íàêîíåö â ïóíêòå 2.2.3 ïðè-

âîäÿòñÿ ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

2.2.1. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ ìíîæåñòâîçíà÷íûõ ôóíêöèé

Êîíöåïöèÿ èíòåãðàëà ìíîæåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè âïåðâûå âñòðå÷àåò-

ñÿ â ðàáîòå H. Kudo [99] â ñâÿçè ñ òåîðèåé ýêñïåðèìåíòà â ñòàòèñòèêå. Ïîçæå,

èñïîëüçóÿ ðàáîòû [66] è [68] äàííàÿ êîíöåïöèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷èëà ðàçâèòèå

â ðàáîòå [73], â êîòîðîé äîêàçàíû íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè.

Ïðèëîæåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ìîæíî íàéòè â ýêîíîìèêå [76], òåîðèè óïðàâ-

ëåíèÿ [99], è ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà [100].

Â ðàáîòå M.L. Puri, D. Ralescu [120] - [125] ïðèâîäÿòñÿ äâà ðàçëè÷íûõ òèïà

ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ (ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Õàóñäîð-

ôà è Êóðàòîâñêîãî).

Ïóñòü A è B äâå íåïóñòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â Rn . Ðàññòîÿíèå

ìåæäó A è B îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùóþ ìåòðèêó Õàóñäîðôà

dH(A,B) = max
[
sup
a∈A

inf
b∈B
∥a− b∥, sup

b∈B
inf
a∈A
∥a− b∥

]
(2.2.1)

ãäå ÷åðåç ∥ · ∥ îáîçíà÷åíà íîðìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn .

Îáîçíà÷èì ïîëóìåòðèêó Õàóñäîðôà ÷åðåç

ρ(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B
∥a− b∥.
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ßñíî, ÷òî

ρ(A,B) = 0⇔ A ⊂ B̄ (2.2.2)

è

ρ(A,C) = ρ(A,B) + ρ(B,C), (2.2.3)

ãäå A,B,C íåïóñòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â Rn , B̄ - çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà B .

Êðîìå òîãî,

dH(A,B) = max[ρ(A,B), ρ(B,A)]

è

dH(A,B) = 0⇔ Ā = B̄. (2.2.4)

Åñëè ÷åðåç Q(Rn) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ Rn ,

òî ÿñíî, ÷òî (Q(Rn), dh) ñòàíîâèòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Èìååò ìåñòî

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.2.1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Q(Rn), dh) ïîëíîå è ñåïà-

ðàáåëüíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â [121].

Äðóãîé òèï ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ äàí Êóðàòîâ-

ñêèì [112].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {CK}, CKRn ñõîäèòñÿ

ê ìíîæåñòâó C ⊂ Rn îáîçíà÷àåìîìó êàê C = lim
k
CK , åñëè

C = lim inf CK = lim supCK , (2.2.5)

ãäå

lim inf CK = {x ∈ Rn, x = lim
k→∞

xK , xK ∈ CK}, (2.2.6)
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lim supCK =
∞∏
K=1

( ∞⋃
m=k

Cm
)
. (2.2.7)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, èç ñõîäèìî-

ñòè ïî ìåòðèêå Õàóñäîðôà, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Êóðàòîâñêîãî íà

Q(Rn) îáà òèïà ñõîäèìîñòè ýêâèâàëåíòíûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíîå

ìíîæåñòâî íåïóñòîå è òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííàÿ.

Òåïåðü, ïðåäïîëîæèì, ÷òî (Ω,A, P ) âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî â êîòî-
ðîì, âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P ñ÷èòàåòñÿ íåàíàòîìè÷åñêîé ìåðîé.

Ìíîæåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ýòî ôóíêöèÿ F : Ω → Q(Rn) òàêàÿ, ÷òî

F (ω ̸= ∅) äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω . ×åðåç L1(P ) (èëè L1(P,Rn)) îáîçíà÷èì ïðî-

ñòðàíñòâî P - èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé f : Ω → Rn . Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(F )

ìíîæåñòâî âñåõ L1(P ) ñåëåêòîðîâ ôóíêöèè F òàê, ÷òî

S(F ) = {f ∈ L1(P ) : f(ω) ∈ F (ω) ïî÷òè âåçäå}. (2.2.8)

Èíòåãðàë Àóìàíà îò F îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàâåíñòâà

(A)

∫
F
{∫

Ω

fdp : f ∈ S(F )
}
. (2.2.9)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò R. J. Aumann [34, 35].

Òåîðåìà 2.2.2. Åñëè F : Ω → Q(Rn) ìíîæåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ,

òî (A)
∫
F ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì Rn .

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, (A)
∫
F ìîæåò áûòü ïóñòûì ìíî-

æåñòâîì.

Ôóíêöèÿ F : Ω→ Q(Rn) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè

graph{(ω, x) : x ∈ F (ω)}

ïðèíàäëåæèò A×B (ãäå ÷åðåç B îáîçíà÷åíû áîðåëåâñêèå ïîäìíîæåñòâà Rn ).

Ôóíêöèÿ F : Ω → Q(Rn) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ h : Ω→ R, h ∈ L1(P,R) òàêàÿ, ÷òî ∥x∥ ≤ h(ω) äëÿ âñåõ x, ω

x ∈ F (ω) .
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Òåîðåìà 2.2.3. [119]. Åñëè F : Ω → Q(Rn) èçìåðèìà è èíòåãðàëüíî

îãðàíè÷åíà, òî

(A)

∫
F ̸= ∅.

Îòìåòèì åùå îäíî ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî (A)
∫
F .

Òåîðåìà 2.2.4. [119]. Åñëè F : Ω→ Q(Rn), F (ω) çàìêíóòî äëÿ êàæäîãî

ω ∈ Ω, è åñëè F èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà, òî

(A)

∫
F

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì Rn .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îñíîâíîé òåîðåìû Ëåáåãà î

ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 2.2.5. [119]. Åñëè FK : Ω → Q(Rn) èçìåðèìàÿ è åñëè ñóùå-

ñòâóåò h ∈ L1(P,R) òàêàÿ, ÷òî

sup
k≥1
∥fK(ω)∥ ≤ h(ω)

äëÿ êàæäîãî fK ∈
∫
(FK) , è åñëè FK(ω) → F (ω) (â ñìûñëå Êóðàòîâñêîãî),

òî

A

∫
FK → A

∫
F.

2.2.2. Íå÷åòêèå ïåðåìåííûå è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ïóñòü (Ω,A, P ) âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå P âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.

Ïóñòü ÷åðåç F0(Rn) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ïîäìíîæåñòâ u : Rn →
[0, 1] ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

{x ∈ Rn : u(x) ≥ x} êîìïàêòíî äëÿ êàæäîãî (2.2.10)

{x ∈ Rn : u(x) ≥ x} ≠ ∅. (2.2.11)
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Îïðåäåëåíèå 2.2.6. Íå÷åòêàÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ (èëè íå÷åòêàÿ

ïåðåìåííàÿ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ X : Ω→ F0(Rn) òàêàÿ, ÷òî

{(ω, x) : x ∈ Xα(ω)} ∈ A × B (2.2.12)

äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1] , ãäå Xα(ω) : Ω→ P(Rn) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

Xα(ω) = {x ∈ Rn : X(ω)(x) ≥ α}. (2.2.13)

Íå÷åòêàÿ ïåðåìåííàÿ X íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé åñëè Xα

èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíà äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1] . Èíûìè ñëîâàìè, åñëè äëÿ ëþáîãî

α ∈ (0, 1] ñóùåñòâóåò hα ∈ L1(Ω) òàêàÿ, ÷òî ∥x∥ ≤ hα(ω) äëÿ êàæäûõ x, ω ⫅

x ∈ Xα(ω) .

Çäåñü ÷åðåç L1(Ω) îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé h : Ω → R
èíòåãðèðóåìûõ îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P .

Ìîòèâèðóåìûé ïðèìåðàìè ïîäðîáíî ïðèâåäåííûìè âî ââåäåíèè, îïðåäå-

ëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X) íå÷åòêîé ïåðåìåííîé X : Ω → F0(Rn)

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ:

E(X) ∈ F0(Rn), (2.2.14)

{x ∈ Rn : (E(X)(x) ≥ α)} =
∫
Xα äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1]. (2.2.15)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íå÷åòêîå ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿþùåå ýòèì òðåáî-

âàíèÿì.

Ñíà÷àëà ïðèâîäèì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.2.7. Ïóñòü M íåêîòîðîå ìíîæåñòâî è ïóñòü {Mα : α ∈ [0, 1]}
ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ M òàêîå, ÷òî

(1) M0 =M

(2) Èç α ≤ β ñëåäóåò Mβ ⊆Mα ,
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(3) Èç α1 ≤ α2 ≤ ..., lim
n→∞

αn → α ñëåäóåò Mα =
∞⋂
n=1

Mαn
.

Òîãäà ôóíêöèÿ φ :M → [0, 1] îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

φ(x) = sup{α ∈ [0, 1] : x ∈Mα}

îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî {x ∈ M : φ(x ≥ α)} = Mα äëÿ êàæäîãî

α ∈ [0, 1] .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæíî íàéòè â [119].

Òåîðåìà 2.2.8. Åñëè X : Ω → F0(Rn) èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííàÿ

íå÷åòêàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íå÷åòêîå ìíîæåñòâî

v ∈ F0(Rn) òàêîå, ÷òî

{x ∈ Rn : v(x) ≥ α} =
∫
Xα äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1]. (2.2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Mα =
∫
Xα, α ∈ [0, 1] . Ïîñêîëüêó Xα èçìåðèìàÿ

è èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííàÿ òî èç òåîðåìû 2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî Mα ̸= ∅ . Äàëåå
ïîñêîëüêó Xα(ω) = {x : X(ω)x ≥ α} çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Rn äëÿ âñåõ

ω ∈ Ω , òî èç òåîðåìû 2.2.4 ñëåäóåò, ÷òî Mα =
∫
Xα êîìïàêòíîå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî {Mα : α ∈ [0, 1]} âñåõ ïîäìíîæåñòâ Rn .

Çàìåòèì, ÷òî

X0(ω) = {x : X(ω)(x) ≥ 0} = Rn äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Òàêèì îáðàçîì,
∫
X0 = Rn . Åñëè α ≤ β , òî ÿñíî, ÷òî

Xα(ω) ⊇ Xβ(ω) äëÿ ω ∈ Ω.

È, òîãäà, Mα ⊇Mβ .

Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììó 2.2.7. Òîãäà óâèäèì, ÷òî èç α1 ≤ α2 ≤ ... ñëåäóåò,

÷òî Mα =
∞⋂
n=1

Mαn
.

Î÷åâèäíî, ÷òî
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∞⋂
n=1

Xαn
(ω) = X0(ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Ïîñêîëüêó Xα0
(ω) êîìïàêòíîå, òî äëÿ n ∈ N ïîëó÷èì

Xαn
(ω)→ Xα0

(ω), (2.2.17)

ãäå ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

Òåïåðü Xα1
(ω) ≥ Xα2

(ω) ≥ ... è ïîñêîëüêó Xα1
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëü-

íî îãðàíè÷åííîé, òî íàéäåòñÿ h ∈ L1(Ω) òàêîé, ÷òî ∥f(ω)∥ ≤ h(ω) äëÿ

êàæäîãî f ∈ S(Xα1
) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ∥g(ω)∥ ≤ h(ω) äëÿ êàæäîãî

f ∈ S(Xαn
), n ∈ N . Èòàê {Xαn

, n ≥ 1} îãðàíè÷åííî òîé æå èíòåãðèðóåìîé

ôóíêöèåé, è ïîñêîëüêó Xαn
òàêæå èçìåðèìîå, òî èç òåîðåìû 2.2.5 cëåäóåò,

÷òî ∫
Xαn
→
∫
Xα0

â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Çàìåòèì, ÷òî {Xαn
, n ≥ 1} ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ è ïîýòîìó îíî äîëæíî ñõîäèòñÿ ê

èõ ïåðåñå÷åíèþ. Èòàê ïîëó÷èì

∞⋂
n=1

∫
Xαn

=

∫
Xα0

. (2.2.18)

Èç ëåììû 2.2.7 ñëåäóåò, ÷òî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåííîå êàê

v(x) = sup{α ∈ [0, 1], x ∈Mα}

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèå

{x ∈ R : v(x) ≥ α} =Mα = Xα, α ∈ [0, 1]. (2.2.19)

Åäèíñòâåííîñòü v î÷åâèäíîå, ïîñêîëüêó åñëè äâà íå÷åòêèõ ìíîæåñòâà u

è v óäîâëåòâîðÿþò (2.2.19), òî {x, v(x) ≥ α} = {x : ω(x) ≥ α} äëÿ êàæäîãî

α è òîãäà u = v .
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Íàêîíåö, v ∈ F0(Rn) ïîñêîëüêó {x : v(x) ≥ α} = Mα ÿâëÿåòñÿ êîìïàêò-

íûì ìíîæåñòâîì è

{x : v(x) = 1} =M1 =

∫
X1 ̸= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ìû èñïîëüçóåì äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ íå÷åòêîé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé X : Ω → F0(Rn) , êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííîé.

Îïðåäåëåíèå 2.2.9. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå X îáîçíà÷åííîå ÷åðåç

E(X) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ìíîæåñòâîì v ∈ F0(Rn) òàêîå, ÷òî {x ∈ Rn :

v(x) ≥ α} =
∫
Xα äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1] .

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü v(x) óñòàíîâëåíî â òåîðåìå

2.2.8.

Èòàê

(E(X))(x) = sup{α ∈ [0, 1] : x ∈
∫
Xα} (2.2.20)

è åãî ìíîæåñòâî óðîâíÿ çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

{x : (E(X))(x) ≥ α} =
∫
Xα, α ∈ [0, 1]. (2.2.21)

2.2.3. Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå îñíîâíîé òåîðåìû Ëåáåãà î ñõîäè-

ìîñòè íà ñëó÷àé íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì

ìåòðèêó â F0(Rn) , êîòîðàÿ îáîáùàåò ìåòðèêó Õàóñäîðôà

Ïóñòü u, v ∈ F0(Rn) è ââåäåì ÷èñëî

d(u, v) = sup
α>0

dH(Lα(u), Lα(v)), (2.2.22)

ãäå dH -ìåòðèêà Õàóñäîðôà, à
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Lα(u) = {x : u(x) ≥ α}, Lα(v) = {x : v(x) ≥ α}.

Ëåììà 2.2.10. (F0(Rn), d) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì àêñèîìû ìåòðèêè.

(1) Èç d(u, v) = 0 ñëåäóåò, ÷òî dH(Lα(u), Lα(v)) = 0 äëÿ êàæäîãî α > 0 ,

è, ïîýòîìó Lα(u) = Lα(v), α > 0 , è, îòñþäà ñëåäóåò u = v . Íàïîìíèì, ÷òî

Lα(u) è Lα(v) êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà.

(2) Î÷åâèäíî, ÷òî d(u, v) = d(v, u) .

(3) Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà d(u, v) ≤ d(u, ω) + d(ω, v) âûòåêàåò èç ñî-

îòâåòñòâóþùåãî íåðàâåíñòâà äëÿ dH .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè A è B êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà Rn , è xA è xB è x

ñîîòâåòñòóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè, òî d(xA, xB) = dH(A,B) .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îáîáùàåò òåîðåìó 2.2.1.

Òåîðåìà 2.2.11. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (F0(Rn), d) ïîëíîå ïðî-

ñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {un, n ≥ 1} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â F0(Rn) .

Ðàññìîòðèì ôèêñèðîâàííîå α > 0 . Òîãäà {Lα(un), n ≥ 1} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ Êîøè â (Q(Rn)dH) , ãäå ÷åðåç Q(Rn) îáîçíà÷åíû âñå íåïóñòûå

êîìïàêòíûå ïîäïíîæåñòâà Rn .

Ïîñêîëüêó (Q(Rn)dH) ïîëíîå â ñèëó òåîðåìû 2.2.1, òî ïîëó÷èì, ÷òî

Lα(un)
dh−→Mα ∈ Q(Rn).

Â ñàìîì äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ 2.2.9 ìåòðèêè d èç íåïðåðûâíîñòè dH ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî Lα(un)
dh−→Mα ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà [0, 1] .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî {Mα : α ∈ [0, 1]} ãäå M0 = Rn . Âçÿâ α ≤ β

è îáîçíà÷èâ ÷åðåç M ïîëóìåòðèêó Õàóñäîðôà â Q(Rn) , ïîëó÷èì

ρ(Mβ,Mα) ≤ ρ(Mβ, Lβ(un)) + ρ(Lβ(un), Lα(un)) + ρ(Lα(un),Mα).
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Ïîñêîëüêó Lβ(un) ⊆ Lα(un) , òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ρ(Lβ(un), Lα(un)) = 0 .

Òîãäà

ρ(Mβ,Mα) ≤ ρ(Mβ, Lβ(un)) + ρ(Lβ(un),Mα) < ε,

åñëè N äîñòàòî÷íî áîëüøå. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Mβ,Mα) = 0 è ïîñêîëüêó

Mβ,Mα çàìêíóòûå, òî èìååì Mβ ⊆Mα .

Òåïåðü âîçüìåì α > 0 òàêîå, ÷òî lim
n→∞

αn = α . Ïîêàæåì, ÷òî

Mα =
∞⋂
n=1

Mαn
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

Mα ⊆
∞⋃
n=1

Mαn
. (2.2.23)

Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ ïîëóìåòðèêîé Õàóñäîðôà è ïîëó÷èì

ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,Mα

)
≤ ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,

∞⋂
n=1

(Lαn
(uj))

)
+ ρ

( ∞⋂
n=1

Lαn
(uj),Mα

)

äëÿ ôèêñèðîâàííîãî j .

Íî

ρ

( ∞⋂
n=1

(Lαn
(uj)(Lα(uj)

)
= 0.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò j òàêîé, ÷òî

ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,Mα

)
≤ ε+ ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,

∞⋂
n=1

Lαn
(uj)

)
äëÿ j ≥ jε , ïîñêîëüêó Lα(uj)→Mα .

Òåïåðü
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ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,
∞⋂
n=1

(Lαn
(uj))

)
≤ ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,Mαp

)
+ ρ(Mαp

, Lαp
(uj))+

+ρ

(
Lαp

(uj),
∞⋂
n=1

(Lαn
(uj))

)
äëÿ ëþáîãî p ≥ 1 .

Ïîñêîëüêó
∞⋂
n=1

Mαn
⊆Mp òî ïîëó÷èì

ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,

∞⋂
n=1

(Lαn
(uj))

)
≤ ρ(Mαn

, Lαp
(uj)) + ρ

(
Lαp

(uj),
∞⋂
n=1

(Lαn
(uj))

)

Òåïåðü ρ(Mαn
, Lαp

(uj)) < ε äëÿ i ≥ j0 . Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìî-

ñòè Lα(uj) → Mα, j0 íå çàâèñèò îò p . Ïîñêîëüêó {Lαp
, p ≥ 1} óáûâàåò ê

∞⋂
n=1

(Lαn
(uj)) , òî ρ

(
Lαp0

(uj),
∞⋂
n=1

(Lαn
(uj))

)
< ε äëÿ íåêîòîðîãî p0 çàâèñÿùåãî

îò j . Òàêèì îáðàçîì, ρ

(
∞⋂
n=1

Mαn
,
∞⋂
n=1

(Lαn
(uj))

)
< 2ε , åñëè j áîëüøîå.

Íàêîíåö, âûáèðàÿ j äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ïîëó÷èì

ρ

( ∞⋂
n=1

Mαn
,Mαn

)
≤ 3ε, ò.å.

∞⋂
n=1

Mαn
⊆Mα. (2.2.24)

Èç óðàâíåíèÿ (2.2.22) è (2.2.23) ñëåäóåò, ÷òî

∞⋂
n=1

Mαn
=Mα.

Òîãäà ñ ïðèìåíåíèåì ëåììû 2.2.10 è ñ ó÷åòîì ñóùåñòâîâàíèÿ u ∈ F(Rn)

òàêîå, ÷òî Lα(u) =Mα äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1] ïîëó÷èì, ÷òî

Lα(un)
dH−→ L(u).
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Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî un → u â (F0(Rn), d) .

Ïóñòü ε > 0 . Òîãäà, ïîñêîëüêó {un} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî ñóùå-
ñòâóåò nε òàêîé, ÷òî äëÿ n,m > nε âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà d(un, um) < ε .

Ïóñòü n(> nε) ôèêñèðîâàííîå. Òîãäà

dH(Lα(un), Lα(u)) = lim
m→∞

dH(Lα(un), Lα(u)) ≤
≤ lim

m→∞
sup
α>0

dH(Lα(un), Lα(u)) =

= lim
m→∞

d(un, um) < ε.

Èòàê sup
α>0

dH(Lα(un), Lα(u)) ≤ ε , ò.å. d(un, u) ≤ ε äëÿ n > n0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî un → u â ìåòðèêå d .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìó 2.2.2 ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé íå÷åòêèõ âåëè÷èí ñ ïîìî-

ùüþ êîíöåïöèè íå÷åòêîé âûïóêëîñòè.

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî u : Rn → [0, 1] íàçûâàåòñÿ íå÷åòêèì âûïóêëûì ìíî-

æåñòâîì, åñëè

u(λx+(1−λ)y) ≥ min{u(x), u(y)} äëÿ êàæäîãî x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1]. (2.2.25)

Òåîðåìà 2.2.12. Åñëè âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íåàòîìè÷åñêàÿ, è åñëè

X : Ω → F(Rn) îãðàíè÷åííî èíòåãðèðóåìàÿ íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà, òî E(X)

ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü v = E(X) . Ïîñêîëüêó {v ≥ α} =
∫
Xα , òî èç

òåîðåìû 2.2.2 ñëåäóåò, ÷òî {v ≥ α} âûïóêëîå ìíîæåñòâî α ∈ [0, 1] . Òåïåðü

äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî (2.2.25) ýêâèâàëåíòíî âûïóêëîñòè

{v ≥ α} äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1] .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ðåçóëüòàò ðàñøèðåíèÿ òåîðåìû 2.2.5 ñõîäèìîñòü â

ñìûñëå Ëåáåãà íà ñëó÷àé âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2.2.13. Ïóñòü {XK , k ≥ 1} è X èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííûå

íå÷åòêèå âåëè÷èíû, òàêèå ÷òî XK(ω)
d−→ X(ω) äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h ∈ L1(Ω) èàêàÿ, ÷òî

sup
x∈Xk,α(ω)

∥x∥ ≤ h(ω)

äëÿ âñåõ k ≥ 1 è α > 0 ,

Xα,k(ω) = Lα(Xk(ω)) = {Xk(ω) ≥ α}.

Òîãäà

E(Xk)
d−→ E(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî Xk, X òàêèå, ÷òî Lα(Xk(ω))

è Lα(X(ω)) âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà Rn äëÿ êàæäîãî α ≥ 0 .

Òîãäà äëÿ êàæäîãî α > 0 èç

dH(Lα(E(Xk)), Lα(E(X))) = dH(

∫
Lα(Xk),

∫
Lα(X)) ≤

≤
∫
dH(Lα(Xk), Lα(X)) ≤

∫
d(Xk(ω), X(ω)dP (ω) (2.2.26)

ñëåäóåò, ÷òî

d(E(Xk), E(X)) ≤
∫
d(Xk(ω), X(ω))dP (ω).

Òåïåðü

d(Xk(ω), X(ω))→ 0 ïî÷òè âåçäå

è, êðîìå òîãî

d(Xk(ω), Xk(ω)) ≤ d(Xk(ω), 0) + d(0, X(ω)),

÷åðåç 0 îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî {0} .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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d(Xk(ω), 0) = sup
α>0

dH(Lα(Xk(ω), 0)) =

= sup
α>0

sup
x∈Xk,α(ω)

∥x∥ ≤ h(ω), h(ω) ∈ L1(Ω).

Èñïîëüçóÿ òåïåðü êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ëåáåãà î ñõîäèìîñòè ïîëó÷èì

d(E(Xk), E(X))→ 0 .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Xk , X òàê êàê â óñëîâèÿõ òåîðåìû. Äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà A èç Rn ÷åðåç c ◦A îáîçíà÷èì åãî âûïóêëîå. Äëÿ ñëó÷àéíîãî

ìíîæåñòâà F : Ω→ PRn ââåäåì îáîçíà÷åíèå (C ◦F )(ω) = C ◦ (F (ω)), ω ∈ Ω .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó P íåàòîìè÷åñêàÿ ìåðà, òî∫
F =

∫
C ◦ F,

åñëè èíòåðâàë ñóùåñòâóåò.

Êðîìå òîãî, åñëè F è G ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà (íåò íåîáõîäèìîñòè äëÿ

âûïóêëîñòè) òî èìååì

dH(

∫
F,

∫
G) = dH(

∫
C ◦ F,

∫
c ◦G) ≤

≤ dH(C ◦ F,C ◦G) ≤ dH(F,G).

Òåïåðü èç (2.2.26) ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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2.3. Äèôôåðåíöèàëû íå÷åòêèõ ôóíêöèé

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíöåïöèÿ äèôôåðåíöèàëà íå÷åò-

êèõ ôóíêöèé ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì äèôôåðåíöèàëà ìíîæåñòâîçíà÷íûõ

ôóíêöèé ââåäåííîãî âïåðâûå Õóêóõàðîé, M. Hukuhara [79]. Ïîíÿòèå íå÷åò-

êîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èçó÷åííîé íàìè â �2.1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñëó÷àé-

íûõ ìíîæåñòâ è ó÷èòûâàåò íåîïðåäåëåííîñòè êàê íå÷åòêîãî òàê è ñëó÷àéíîãî

õàðàêòåðà.

Â îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèàëà ìíîæåñòâîçíà÷íûõ ôóíêöèé [92] êëþ÷å-

âûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà âëîæåíèÿ H. Radstrom [126]. Â ýòîé òåîðå-

ìå óñòàíîâëåíî, ÷òî íàáîð íåïóñòûõ çàìêíóòûõ, îãðàíè÷åííûõ è âûïóêëûõ

ïîäìíîæåñòâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü âëîæåíî â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå. Èìåííî ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàë

ìíîæåñòâîçíà÷íûõ ôóíêöèé êàê äèôôåðåíöèàë ôóíêöèé äåéñòâóþùèõ â

íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. ×òîáû ðàñïðîñòðàíèòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü

íà íå÷åòêèå ôóíêöèè, ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, âî-ïåðâûõ, îáîáùèòü òåîðå-

ìó Ðàäñòð¼ìà ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà íå÷åòêèõ

ïîäìíîæåñòâ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà. Òàêîå ðàñøèðåíèå èçó÷àåòñÿ â ïóíêòå

2.3.1 ÷åðåç èñïîëüçîâàíèå óäîáíîãî îáîáùåíèÿ ìåòðèêè Õàóñäîðôà. Êàê ïðè-

ëîæåíèå ýòîé òåîðåìû âëîæåíèÿ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà íå÷åòêèõ

ôóíêöèé â ïóíêòå 2.3.2. Íàêîíåö, â ïóíêòå 2.3.3 èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå åãî

ñâîéñòâà.

2.3.1. Îá îäíîé òåîðåìå âëîæåíèÿ

Ïóñòü X ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü A,B äâà íåïó-

ñòûõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâà â X . Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà ìåæäó A è

B îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

dH(A,B) = max
[
sup
a∈A

inf
b∈B
∥a− b∥, sup

b∈B
inf
a∈A
∥a− b∥

]
, (2.3.1)

ãäå ∥ · ∥ íîðìà â X .
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Åñëè ÷åðåç Q(X) îáîçíà÷èòü ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ è âû-

ïóêëûõ X , òî õîðîøî èçâåñòíî (ñì.íàïð. [126]), ÷òî (Q(X), dH) ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Åñëè M ìíîæåñòâî, òî íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî M ýòî ôóíêöèÿ u :M →
[0, 1] . ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ M ýòî F(M) âïîëíå äèñòðèáó-

òèâíàÿ ðåøåòêà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáûêíîâåííîå ïîäìíîæåñòâî M ,

õàðàêòåðèçóåìîå ôóíêöèåé M → {0, 1} .
Äëÿ ëþáîãî íå÷åòêîãî ïîäìíîæåñòâà u :M → [0, 1] ÷åðåç

Lα(u) = {m ∈M : u(m) ≥ α}, α ∈ [0, 1]

îáîçíà÷èì α -ñðåçêó ìíîæåñòâà u .

Åñëè M âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî u ∈ F(M)

íàçûâàåòñÿ íå÷åòêî êîìïàêòíûì (ñì. [129]), åñëè

u(λm1 + (1− λ)m2) ≥ min[u(m1), u(m2)] (2.3.2)

äëÿ ëþáûõ m1,m2 ∈M,λ ∈ [0, 1] .

Åñëè X ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî â ïîðÿäêå ðàñøèðåíèÿ

õàóñäîðôîãî ðàññòîÿíèÿ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâî F0(X) ìíî-

æåñòâà F(X) ñîäåðæàùåå âñå íå÷åòêèå ìíîæåñòâà u : X → [0, 1] è îáëàäàþ-

ùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) u ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðûâíûì ñâåðõó;

(2) u ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêî âûïóêëûì;

(3) Åñëè u, v ∈ F0(X) òî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó u è v ÷åðåç

ðàâåíñòâà

(.u, v) = sup
α>0

dH(Lα(u), Lα(v)), (2.3.3)

ãäå ÷åðåç dH îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà.

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2.3.1. (F0(X), d) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â �2.1 äëÿ ñëó÷àÿ X = Rn , íåïîñðåäñòâåííî

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé è ïîýòîìó ìû åãî îïóñêàåì.

Òåîðåìà âëîæåíèÿ Ðàäñòð¼ìà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà F0(X) . ×òî-

áû ýòî ñäåëàòü îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà íà F0(X) ÷åðåç ñîîòíîøå-

íèÿ

(u+ v)(x) = sup
d∈[0,1]

{x ∈ Lα(u) + Lα(v)}, (2.3.4)

(λu)(x) =


u(λ−1x), åñëè λλ ̸= 0,

0, åñëè λ+ 0, x ̸= 0,

sup
y∈X

u(y), åñëè λ+ 0, x = 0,

äëÿ u, v ∈ F0(X), λ ∈ R .
ßñíî, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè â

Q(X) , à èìåííî, ñëîæåíèå ìíîæåñòâ è èõ óìíîæåíèå íà ñêàëÿð.

×òîáû îáîáùèòü òåîðåìó âëîæåíèÿ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 2.3.2. Ïóñòü M ìíîæåñòâî è ïóñòü {Mα

∣∣α ∈ [0, 1]} ñåìåéñòâî
ïîäìíîæåñòâ M òàêîå, ÷òî:

(1) M0 =M ,

(2) Èç α ≤ β ñëåäóåò, ÷òî Mβ ⊆Mα ,

(3) Èç α1 ≤ α2 ≤ ... , lim
n→∞

αn = α ñëåäóåò Mα =
∞⋂
n=1

Mα .

Òîãäà íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî φ :M → [0, 1] îïðåäåëåííîå ÷åðåç φ(m) =

sup{α ∈ [0, 1]
∣∣x ∈ Mα} îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî Lα(φ) = Mα äëÿ

êàæäîãî α ∈ [0, 1] .

Íèæåñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ëåæàò â îñíîâå Òåîðåìû 2.3.6, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðàôà.

Ëåììà 2.3.3. Åñëè u, v ∈ F0(X) , òî Lα(u + v) = Lα(u) + Lα(v) äëÿ

êàæäîãî α ∈ [0, 1] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Xα = Lα(u) + Lα(v) . Î÷åâèäíî, ÷òî

X0 = X è èç α ≤ β ñëåäóåò Xβ ⊆ Xα . Ïðèìåíÿÿ ëåììó 2.3.2 ìû ïîëó÷èì,
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÷òî èç α1 ≤ α2 ≤ ... , lim
n→∞

αn = α0 ñëåäóåò, ÷òî Xα0
=
∞⋂
n=1

Xαn
. Âîçüìåì x ∈

∞⋂
n=1

Xαn
; òîãäà x = xn+ yn , ãäå xn ∈ Lαn

(u), yn ∈ Lαn
(v) . Ïîñêîëüêó Lα1

(u) ⊃

Lα2
(u) ⊃ ... , òî {xn}n ⊂ Lα1

(u) ; àíàëîãè÷íî {yn}n ⊂ Lα1
(v) . Äàëåå ïîñêîëüêó

Lα1
(u), Lα1

(v) êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, òî ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

òàêèå, ÷òî xnk → x0 , ynk → y0 . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïîëóíåïðåðûâíîñòè u è

v è u(xn) ≥ αn , v(yn) ≥ αn ïîëó÷èì, ÷òî u(x0) ≥ α0 , v(y0) ≥ α0 . Îòñþäà è

èç òîãî, ÷òî x = xn + yn ñëåäóåò, ÷òî x = x0 + y0 ∈ Xα0
.

Èç òåîðåìû 2.3.1 ñëåäóåò, ÷òî u + v îïðåäåëåííûé â 2.3.4 óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâà

Lα(u+ v) = Lα(u) + Lα(v) äëÿ êàæäîãî α ∈ [0, 1].

Ëåììà 2.3.4. Åñëè u, v, ω ∈ F è u+ ω = v + ω òî u = v .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 2.3.3. Â ñëó÷àå óìíîæå-

íèÿ íà ñêàëÿð, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî Lα(λu) = λLα(u) äëÿ u ∈ F0(X), λ ∈ R è

êàæäîãî α ∈ [0, 1] . Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî (F0(X),+, ·) íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ëåììà 2.3.5. Åñëè u, v, ω ∈ F , òî d(u+ ω, v + ω) = d(u, v) .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.3.

Òåïåðü ïðèâåäåì îæèäàåìûé ðåçóëüòàò âëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 2.3.6. Ñóùåñòâóåò íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X òàêîå,

÷òî F0(X) ìîæåò áûòü èçîìåòðè÷åñêè âëîæåííûì â X .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåìì 2.3.4 è 2.3.5.

Çàìå÷àíèå 2.3.7. Çíàíèå ñòðóêòóðû íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X

áóäåò íåîáõîäèìûì â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Ýòî ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëèì â F0(X)×F0(X) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
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(u, v) ∼ (u′, v′)⇔ u+ v′ = v + u′. (2.3.5)

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè (u, v) áóäåò îáîçíà÷åí êàê < u, v > . Ïðîñòðàí-

ñòâî X áóäåò ìíîæåñòâîì ýêâèâàëåíòíûõ êëàññîâ. Ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíà â X ÷åðåç

< u, v > + < u′, v′ >=< u+ u′, v + v′ >, (2.3.6)

λ < u, v >

< λu, λv >, åñëè λ ≥ 0

< (−λ)u, (−λ)v >, åñëè λ < 0.
(2.3.7)

Âëîæåíèå J : F(X)→ X îïðåäåëÿåòñÿ êàê

j(u) < u, 0 > (2.3.8)

ãäå 0 - íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî 0(x) = 0 .

Íàêîíåö, íîðìà â X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥ < u, v > ∥ = d(u, v). (2.3.9)

2.3.2. Äèôôåðåíöèàë íå÷åòêîé ôóíêöèè

Ïóñòü X íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è U îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X .

Ïóñòü Y ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïîä íå÷åòêîé ôóíêöèåé áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ F : U → F(Y ) . Òàêàÿ

ôóíêöèÿ ñâÿçûâàåò ñ êàæäîé òî÷êîé x ∈ U íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî F (x) èç

Y (ñî ñâîéñòâàìè (1)-(3) îïèñàííûìè â ïóíêòå 2.2.1). ßñíî, ÷òî òàêèå ôóíêöèè

ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìíîæåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé èç U â Q(Y ) . ×òîáû

îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàë íå÷åòêîé ôóíêöèè èñïîëüçóåì òåîðåìó âëîæåíèÿ

2.3.6 è êëàññè÷åñêîå ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ. Ïî òåîðåìå 2.3.6 F0(Y ) ìîæåò áûòü âëîæåíî èçîìåòðè÷åñêè â íîð-

ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y ; ïóñòü F0(Y )→ Y îçíà÷àåò òàêîå âëîæåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 2.3.8. Íå÷åòêàÿ ôóíêöèÿ F : U → F0(Y ) íàçûâàåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0 ∈ U , åñëè îòîáðàæåíèå F̂ = j ◦F äèôôåðåí-

öèðóåìî â x0 .

Áîëåå òî÷íî, F äèôôåðåíöèðóåìà â x0 ∈ U , åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé

îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð F̂ ′(x0) : X → Y òàêîé, ÷òî

lim
x→x0

[∥F̂ (x)− F̂ (x0)− F̂ ′(x0)(x− x0)∥]
∣∣∣∣∥x− x0∥ = 0 (2.3.10)

Òàêîå ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà îáîáùàþùåå äèôôåðåíöèàë ìíîæåñòâî-

çíà÷íûõ ôóíêöèé èç U â Q(Y ) èçó÷åíî â ðàáîòå [120].

Äðóãèìè ñëîâàìè, H - äèôôåðåíöèðóåìîñòü Ïóðè è Ðàëåñêó [121] îáîá-

ùàåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü Õóêóõàðû ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé íà ñëó÷àé

íå÷åòêèõ ôóíêöèé.

Åñëè X êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì e1, e2, ..., en è

åñëè F̂ ′(x0)(ek) ∈ j(F(Y )) ⊆ Y äëÿ k = 1, 2, ..., n , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

íå÷åòêàÿ ôóíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêè äèôôåðåíöèðóåìûì â x0 ∈ U .
Ýòî ïîíÿòèå èìååò ñâÿçü ñ äèôôåðåíöèàëîì Õóêóõàðû [122]. ×òîáû îïðå-

äåëèòü äèôôåðåíöèàë Õóêóõàðû íå÷åòêèõ ôóíêöèé ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà X = R è Y = Rn , è ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì èíòåð-

âàëîì äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Íå÷åòêàÿ ôóíêöèÿ â ýòîì êîíòåêñòå áóäåò

F : u→ F0(Rn) .

Åñëè u, v ∈ F0(Rn) , è åñëè ñóùåñòâóåò íå÷åòêîå ïîäìíîæåñòâî ξ ∈ F0(Rn)

òàêîå, ÷òî ξ + u = v , òî ξ åäèíñòâåííîå â ñèëó ëåììû 2.3.4. Â ýòîì ñëó÷àå, ξ

íàçûâààåòñÿ ðàçíîñòüþ Õóêóõàðû u è v è îáîçíà÷àåòñÿ êàê v − u .

Îïðåäåëåíèå 2.3.9. Íå÷åòêàÿ ôóíêöèÿ F : U → F0(Rn) íàçûâàåòñÿ

H - äèôôåðåíöèðóåìîé â x0 ∈ U åñëè ñóùåñòâóåò DF (x0) ∈ F0(Rn) òà-

êîé, ÷òî ïðåäåëû lim
h→0+

[(F (x0 + h)− F (x0))/h] è lim
h→0+

[(F (x0 + h)− F (x0))/h]
ñóùåñòâóþò è ðàâíû DF (x0) .

Çäåñü ïðåäåë áåðåòñÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (F0(Rn), d) . Â êîíå÷íûõ

òî÷êàõ U ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëêî îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå.
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Çàìå÷àíèå 2.3.10. Èç îïðåäåëåíèÿ 2.3.9 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî,

åñëè F H -äèôôåðåíöèðóåìî, òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Lα(F ) äèôôå-

ðåíöèðóåìî ïî Õóêóõàðå äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1] è

Lα(DF )(x) = Lα(F
′)(x). (2.3.11)

Çäåñü Lα(DF ) îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ Õóêóõàðû.

Îáðàòíûé ðåçóëüòàò íåâåðåí, òàê êàê ñóùåñòâîâàíèå ðàçíîñòåé Õóêóõàðû

Lα(u)− Lα(v), α ∈ [0, 1] íå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèÿ H - ðàçíîñòåé x− y .
Îäíàêî äëÿ îáðàòíîãî ðåçóëüòàòà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 2.3.11. Ïóñòü F : U → F0(Rn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(à) äëÿ êàæäîãî U ñóùåñòâóåò òàêîå β > 0 , ÷òî ðàçíîñòè F (x+ h)−
F (x) è F (x)− F (x− h) ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ 0 ≤ h < β ;

(á) ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Lα(F ), α ∈ [0, 1] ðàâíîìåðíî äèôôåðåí-

öèðóåìû ïî Õóêóõàðå ñ ïðîèçâîäíîé Lα(DF ) , ò.å. äëÿ êàæäîãî x ∈ U è

ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

d(Lα(F (x+ h))− Lα(x))/h,Lα(DF (t)) < ε

d(Lα(F (x))− Lα(F (x− h)))/h,Lα(DF (t)) < ε

äëÿ âñåõ 0 ≤ h ≤ δ è α ∈ [0, 1] .

Òîãäà F - äèôôåðåíöèðóåìà, è ïðîèçâîäíàÿ äàåòñÿ óðàâíåíèåì 2.3.11.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíè÷åñêîé äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è H - äèôôåðåí-

öèðóåìîñòüþ íå÷åòêèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êî-

òîðîå îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò èç [138].

Òåîðåìà 2.3.12. Åñëè íå÷åòêàÿ ôóíêöèÿ F : U → F0(Rn) H äèôôåðåí-

öèðóåìà â x0 ∈ U , òî F êîíè÷åñêè äèôôåðåíöèðóåìà â x0 è

F̂ ′x0(h) = h < DF (x0), 0 > . (2.3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè v − u ñóùåñòâóåò äëÿ u, v ∈ F0(Rn) ,

òî < v, 0 > − < u, 0 >=< u− v, 0 > .
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Èìååì

∥∥∥∥F̂ (x0 +△x)− F̂ (x0)△x
− < DF (x0) >

∥∥∥∥ = d

(
F (x0 +△x)− F (x0)

△x
,DF (x0)

)
è ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç [138].

Âûøåïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñìûñ-

ëå îïðåäåëåíèÿ 2.3.8 áîëåå îáùåå ïîíÿòèå H -äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

2.3.3. Îáîáùåííàÿ íå÷åòêàÿ ðàçíîñòü

Öåëüþ íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íå÷åòêîé gH - ðàç-

íîñòè ââåäåííîé â [40], [41] äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâûõ îáîùåíèé äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòè íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé è èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ. Ïðèâåäåíû íåêî-

òîðûå íîâûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïðîëèâàþò ñâåò íà íîâûå êîíöåïöèè äèô-

ôåðåíöèðóåìîñòè íå÷åòêèõ ôóíêöèé. Ìîòèâàöèÿ ââîäà íîâûõ îáîáùåííûõ

ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò èç èõ ïîëåçíîñòè â î÷åíü áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëà-

ñòè íå÷åòêîãî àíàëèçà è íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. íàïð.

[1], [5], [6], [7], [9], [15], [26], [33], [32], [29], [23], [24], [15], [17], [30], [39] è òä.).

Îñíîâíîé èäååé íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíöåïöèÿ ðàçíîñòè äëÿ

íå÷åòêèõ ÷èñåë, à èìåííî êîíöåïöèÿ - ðàçíîñòè ïðåäëîæåííîé â [40], [41].

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ðàçíîñòü èìååò áîëüøèå ïðåèìóùåñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ

èçâåñòíûìè ðàíåå ïîíÿòèÿìè. Íàì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå

âûðàæåíèÿ, ïðîàíàëèçèðîâàòü ñâîéñòâà è îõàðàêòåðèçîâàòü g -ðàçíîñòè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáû÷íàÿ ðàçíîñòü Õóêóõàðà ìåæäó äâóìÿ íå÷åò-

êèìè ÷èñëàìè ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè î÷åíü æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ [10], [25],

[26]. Îäíàêî gH -ðàçíîñòü äâóõ íå÷åòêèõ ÷èñåë ñóùåñòóåò ïðè ìåíåå æåñò-

êèõ îãðàíè÷åíèÿõ, íî îíà òàêæå íå âñåãäà ñóùåñòâóåò [2], [41]. Êîíöåïöèÿ

g -ðàçíîñòè ïðåäëîæåííîé â [45] ïðåîäîëåâàåò íåäîñòàòêè óêàçàííûå âûøå è

ñóùåñòâóåò âñåãäà, êàê äëÿ íå÷åòêèõ ÷èñåë òàê è íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Òàêîå æå çàìå÷àíèå âåðíî è äëÿ êîíöåïöèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Îñíîâàííûå íà gH -ðàçíîñòè íîâûå êîíöåïöèè gH -ïðîèçâîäíûõ ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ â [3]. Îñíîâàííîå æå íà g -ðàçíîñòè íîâàÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùàÿ
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êîíöåïöèÿ íå÷åòêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè g -ïðîèçâîäíóþ.

Èçó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íîâîé íå÷åòêîé ïðîèçâîäíîé è íå÷åòêèì èí-

òåãðàëîì, íàéäåíû ôîðìóëû òèïà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîé íå÷åòêîé ðàçíîñòè è ïðèâåäåíû íåêîòîðûå

íîâûå ðåçóëüòàòû, äàëåå óñòàíîâëåíû íîâûå ñâîéñòâà îáîáùåííîé ïðîèçâîä-

íîé Õóêóõàðà (gH -ïðîèçâîäíîé) äëÿ íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé, è ââîäèòñÿ

íîâàÿ êîíöåïöèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé (g -ïðîèçâîäíîé).

Îäíî èç ïåðâûõ îïðåäåëåíèé ðàçíîñòè è ïðîèçâîäíîé äëÿ ìíîæåñòâîçíà÷-

íûõ ôóíêöèé áûëî äàíî ÿïîíñêèì ìàòåìàòèêîì Õóêóõàðà [18] (H -ðàçíîñòü è

H -ïðîèçâîäíàÿ). Äàëåå ýòè îïðåäåëåíèÿ áûëè îáîáùåíû íà íå÷åòêîì ñëó÷àå

â [21] è ïîëó÷èëè ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â ðàáîòàõ [12], [22], [33], [32], [23]. Îäíàêî ïîíÿòèå H -ïðîèçâîäíîé â

íå÷åòêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåêîòîðûìè íåäî-

ñòàòêàìè (ñì. [3], [4], [6], [7], [10], [13], [2]) ñâÿçàííûìè ñî ñâîéñòâàìè ïðî-

ñòðàíñòâà Kn -âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ n -ìåðíîãî âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà Rn , â ÷àñòíîñòè, ñ òåì ôàêòîðîì, ÷òî ñóììà Ìèíêîâñêîãî íå ñî-

õðàíÿåòñÿ â îáðàòíîì âû÷èòàíèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå

âû÷èòàíèÿ äëÿ êîìïàêòíûõ èíòåðâàëîâ, áûëî ââåäåíî íåñêîëüêèìè àâòîðà-

ìè. Ìàðêîâ [34], [35], [19] îïðåäåëÿåò íåñòàíäàðòíóþ ðàçíîñòü (âíóòðåííþþ

ðàçíîñòü) è ðàñïðîñòðàíÿåò åå â èíòåðâàëüíûé àíàëèç, âêþ÷àÿ èíòåðâàëü-

íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ñì. [27], [28]). Â ïîñòàíîâêå ðàçíîñòè Õó-

êóõàðà, èíòåðâàëüíàÿ ðàçíîñòü è íå÷åòêàÿ ðàçíîñòü è íå÷åòêàÿ îáîùåííàÿ

ðàçíîñòü Õóêóõàðà ââåäåíà â [43], [44].

Ìû íà÷èíàåì ñ êðàòêîãî èçëîæåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé.

Ïóñòü Kn
C ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ è âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ Rn . H -ðàçíîñòü Õóêóõàðà áûëà ïðåäñòàâëåíà êàê ìíîæåñòâà C ,

äëÿ êîòîðîé ñîîòíîøåíèÿ A ⊖H B = C ýêâèâàëåíòíî (⇔)A = B + C . Âàæ-

íûì ñâîéñòâîì ⊖H ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî A ⊖H A = {0} äëÿ ëþáîãî A ∈ Kn
C è

(A+B)⊖H B = A äëÿ ëþáîãî A,B ∈ Kn
C .

H -ðàçíîñòü åäèíñòâåííàÿ, íî îíà ñóùåñòâóåò íå âñåãäà (íåîáõîäèìûì

óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ A⊖H B ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî A ñîäåðæèò ñäâèã{C}+B
ìíîæåñòâà B . Îáîáùåíèå ðàçíîñòè Õóêóõàðà ïðåñëåäóåò öåëè ïðåîäîëåíèÿ
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ýòîé ñèòóàöèè. Îáîáùåííàÿ ðàçíîñòü Õóêóõàðà äâóõ ìíîæåñòâ A,B ∈ Kn
C

(gH -ðàçíîñòü) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

A⊖gH B = C ⇔


(a)A = B +

èëè

(b)B = A+ (−1)C.

(2.3.13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç RF ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë, ò.å. íîðìàëüíûõ, íå÷åò-

êî âûïóêëûõ, ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó è êîìïàêòíûõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ

îïðåäåëåííûõ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè

íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ íîñèòåëü, ìíîæåñòâà-óðîâíåé (èëè ìíîæåñòâà

ñðåçîê) è ÿäðî íå÷åòêîãî ÷èñëà.

×åðåç cl(x) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X .

Îïðåäåëåíèå 2.3.13. Ïóñòü u ∈ RF íå÷åòêîå ÷èñëî. Äëÿ α ∈ [0, 1]

ìíîæåñòâî α -óðîâíÿ è (èëè ïðîñòî α -ñðåçêà) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

[u]α = {x|x ∈ R, u(x) ≥ α}

è äëÿ α = 0 ÷åðåç çàìûêàíèå íîñèòåëÿ

[u]0 = cl{x|x ∈ R, u(x) > α}.

ßäðî u ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ R èìåþùèõ ñòåïåíü ïðèíàäëåæ-

íîñòè 1, ò.å.

[u]1 = {x|x ∈ R, u(x) = 1}.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâà-óðîâíåé ÿâëÿþòñÿ ¾âëîæåííûìè¿, ò.å.

[u]α ⊆ [u]β äëÿ α > β.

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî u ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà α -ñðåçêè íåïóñòûå êîìïàêòíûå èíòåðâàëû âèäà

[uα] = [u−α , u
+
α ] ⊂ R.
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Ñâîéñòâî ¾âëîæåíèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ LU -ïðåäñòàâëåíèé (L íèæ-

íèé, U âåðõíèé) (ñì. [14], [38]).

Çàìå÷àíèå 2.3.14. Íå÷åòêîå ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííîå ÷å-

ðåç ëþáîé ïàðû u = (u+, u−) ôóíêöèè u−, u+ : [0, 1] → R îïðåäåëÿþùèå

êîíöåâûå òî÷êè α -ñðåçîê è óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) u− : α → u−α ∈ R ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ìîíîòîííîé íåóáûâàþùåé

íåïðåðûâíîé ñëåâà ôóíêöèåé äëÿ ëþáîãî α = 0 ;

(ii) u+ : α → u∗α ∈ R ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ìîíîòîííîé íåâîçâðàùàþ-

ùåé íåïðåðûâíîé ñëåâà ôóíêöèåé äëÿ ëþáîé α ∈ [0, 1] è íåïðåðûâíîé ñïðàâà

ïðè α = 0 ;

(iii) u−1 ≤ u+1 äëÿ α = 1 èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî u−α ≤ u+α äëÿ ëþáîé

α ∈ [0, 1] .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [31]:

Çàìå÷àíèå 2.3.15. Ïóñòü {Uα|α ∈ [0, 1]} ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ èíòåðâàëîâ òàêèõ, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ èìåþò ìåñòî:

1. uα ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì êîìïàêòíûì èíòåðâàëîì äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1] ;

2. Åñëè 0 < α < β ≤ 1 òî Uβ ⊆ Uα ;

3. Çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn ∈ [0, 1] ñ

lim
n→∞

αn = α > 0 è Uα =
∞⋂
n=1

Uαn
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ LU íå÷åòêàÿ âåëè÷èíà è òàêàÿ ÷òî [u]α =

Uα äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1] è [u]◦ = cl(
⋃

α∈[0,1]
Uα).

Áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèè u−(◦) è u+(◦) íèæíåé è âåðõíåé âåòâÿìè ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Òðàïåöåâèäíîå íå÷åòêîå ÷èñëî îáîçíà÷åííîå êàê (a, b, c, d) , ãäå a ≤ b ≤
c ≤ d èìååò α -ñðåçêè

[u]α = [a+ α(b− a), d− α(b− c)], α ∈ [0, 1].

Â ñëó÷àå b = c ïîëó÷èì òðèàíãóëÿðíîå íå÷åòêîå ÷èñëî.
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Ñëîæåíèå u + v è ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ku îïðåäåëÿþò ÷åðåç óðîâíè

ñðåçîê, à èìåííî

[u+ v]α = [u]α + [v]α = {x+ y|x ∈ [u]α, y ∈ [v]α}

[ku]α = k[uα] = {kx|x ∈ [u]α, [0]α = {0} äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1]}.

Âû÷èòàíèå íå÷åòêèõ ÷èñåë u−v îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå u+(−v) , ãäå
−v = (−1)v .

Ñòàíäàðòíàÿ ðàçíîñòü Õóêóõàðà (H -ðàçíîñòü ⊖H ) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

u ⊖H v = ω ⇔ u = v + ω áóäó÷è + ñòàíäàðòíûì íå÷åòêèì ñëîæåíèåì.

Åñëè u⊖H v ñóùåñòâóåò, òî åãî α -ñðåçêàìè ÿâëÿåòñÿ

[u⊖H v]α = [u−α − v−α , u+α − vvα].

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî u ⊖H u = 0 (çäåñü ÷åðåç 0 îáîçíà÷åí îäíîçíà÷íûé

íàáîð {0}) äëÿ âñåõ íå÷åòêèõ ÷èñåë u , îäíàêî u− u ̸= 0 .

Ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà íà RF îïðåäåëÿåòñÿ òàê

D(u, v) = sup
α∈[0,1]

{∥[u]α ⊖gH [v]α∥∗},

ãäå äëÿ èíòåðâàëà [a, b] íîðìà îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥[a, b]∥∗ = max{|a|, |b|}.

Ìåòðèêà D êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó gH -ðàçíîñòü èíòåðâàëîâ

[u]α⊖gH [v]α ñóùåñòâóåò âñåãäà. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïàðà

(RF , D) ñîñòàâëÿåò ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òàêîå îïðåäåëåíèå ñ ýê-

âèâàëåíòíîñòüþ çàäàåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë (ñì. íàïð.

[12], [26], [14]).

Äàëåå ïðèâîäèì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.3.16. Ïóñòü f : R → RF ôóíêöèÿ ñ íå÷åòêî÷èñëåííûìè çíà-

÷åíèÿìè. Ïóñòü x0 ∈ R . Òîãäà åñëè
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(i) lim
x→x0

[f(x)]α = Uα = [u−α , u
+
α ] ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî α ∈ [0, 1] ;

(ii) äëÿ u−α , u
+
α âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ çàìå÷àíèÿ 2.3.14 èëè ýêâèâàëåíòíî

Uα óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ çàìå÷àíèÿ 2.3.15, òî

lim
x→x0

f(x) = uc[u]α = Uα = [u−α , u
+
α ].

Îïðåäåëåíèå 2.3.17. Äëÿ çàäàííûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë u, v ∈ RF , îáîá-
ùåííàÿ ðàçíîñòü Õóêóõàðà (gH -ðàçíîñòü) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì ω

òàêîå, ÷òî

u⊖gH v = ω ⇔


(i)u = v + ω

èëè

(ii)v = u− ω.

(2.3.14)

Ëåãêî ïîêàçàòü, (i) è (iii) îáà áóäóò âåðíûìè åñëè è òîëüêî åñëè ω áóäåò

÷åòêèì ÷èñëîì.

Â òåðìèíàõ α -ñðåçîê èìååì

[u⊖gH v]α = [min{u−α − v−α , u+α − v+α }],

max{u−α−v−α , u+α−v+α } è åñëè H -ðàçíîñòè ñóùåñòâóþò, òî è u⊖H v = u⊖gH v ;
óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ω = u⊖gH v ∈ RF cëåäóþùèå

ñëó÷àé (i)

ω−α = u−α − v−α , è ω+
α = u+α − v+α

ñ ω−α ðàñòóùèé, ω+
α óáûâàþùèé, ω−α ≤ ω+

α , α ∈ [0, 1].
(2.3.15)

ñëó÷àé (ii)

ω−α = u+α − v+α , è ω+
α = u−α − v−α , α ∈ [0, 1]

ñ ω−α ðàñòóùèé, ω−α óáûâàþùèé, ω−α ≤ ω+
α .

(2.3.16)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà óñòàíîâëåíû â [40].

Çàìå÷àíèå 2.3.18. Ïóñòü u, v ∈ RF -íå÷åòêèå ÷èñëà; Òîãäà
i) åñëè gH -ðàçíîñòü ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííàÿ;
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ii) u ⊖gH v = u ⊖H v èëè u ⊖gH v = −(v ⊖gH u) êîãäà ñóùåñòâóþò

âûðàæåíèÿ ñïðàâà; â ÷àñòíîñòè u⊖gH u = u⊖H u = 0 ;

iii) åñëè u ⊖gH v ñóùåñòâóåò â ñìûñëå (i), òî v ⊖gH u ñóùåñòâóåò â

ñìûñëå (ii) è íàîáîðîò;

iv) (u+ v)⊖gH v ;
v) 0⊖gH (u⊖gH v = v ⊖gH u ;
vi) u⊖gH v = v ⊖gH u = ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = v .

Â íå÷åòêîì ñëó÷àå, âîçìîæíî íåñóùåñòâîâàíèÿ gH -ðàçíîñòè äâóõ íå÷åò-

êèõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿðíîå è òðàïåöåâèäíîå íå÷åòêîå

÷èñëî u = (0, 1, 2, 4) è v = (0, 1, 2, 3) ; ïî óðàâíåíèþ gH -ðàçíîñòü ñóùåñòâóåò

è îíà äëÿ ìíîæåñòâà óðîâíåé 0 è 1 îäèíàêîâà [0, 1] , îäíàêî gH -ðàçíîñòü è

u ⊖gH v íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìû ïðîäîëæèì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà

ñóùåñòâóåò, òî êàê â ñëó÷àå (i) òàê è â (ii) óñëîâèÿ 2.3.18 èìåþò ìåñòî äëÿ

âñåõ α ∈ [0, 1] . Îäíàêî

ω−0 = u−0 − v−0 = 0 < ω+
0 = u+0 − v+0 = 1

õîòÿ ω−1 = 1 > ω+
1 = 0 . Èòàê íè ñëó÷àé (i) è íè ñëó÷àé (ii) íå âåðíû èç

(2.3.16).

Îïðåäåëåíèå 2.3.19. Îáîáùåííàÿ ðàçíîñòü (g -ðàçíîñòü äëÿ êðàòêî-

ñòè) äâóõ íå÷åòêèõ ÷èñåë u, v ∈ RF çàäàåòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâà óðîâíÿ

[u⊖g v]α = cl
⋃
β≥α

([u]β ⊖gH [v]β) äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] (2.3.17)

ãäå gH -ðàçíîñòü ⊖gH îïðåäåëåíà ÷åðåç èíòåðâàëüíûå îïåðàòîðû [u]β è [v]β .

Çàìå÷àíèå 2.3.20. H -ðàçíîñòü (2.3.17) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

[u⊖g v]α = [inf
β≥α

min{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β }, sup

β≥α
max{u−β − v

−
β , u

+
β − v

+
β }].

Îïðåäåëåíèå 2.3.21. Îáîáùåííàÿ ðàçíîñòü (g -ðàçíîñòü äëÿ êðàòêî-

ñòè) äâóõ íå÷åòêèõ ÷èñåë u, v ∈ RF ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü èõ ìíîæåñòâ
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óðîâíÿ â âèäå

[u⊖g v]α = cl
⋃
β≥α

([u]β ⊖gH [v]β) äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] (2.3.18)

ãäå gH -ðàçíîñòü ⊖gH -ðàçíîñòü Õóêóõàðà ñ èíòåðâàëüíûìè îïåðàíäàìè [u]β

è [v]β .

Çàìå÷àíèå 2.3.22. g -ðàçíîñòü (2.3.18) çàäàåòñÿ ÷åðåç ñëåäóþùåå âûðà-

æåíèå

[u⊖g v]α = [inf
β≥α

min{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β }, sup

β≥α
max{u−β − v

−
β , u

+
β − v

+
β }].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ [0, 1] ôèêñèðîâàí. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

β ≥ α ìû èìååì

[u]β ⊖gH [v]β = [min]{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β } ≤

≤ [ inf
λ≥β

min{u−λ − v
−
λ , u

+
λ − v

+
λ }, sup

λ≥β
max{u−λ − v

−
λ , u

+
λ − v

+
λ }]

è îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

cl
⋃
β≥0

([u]β⊖gH [v]β) ⊆ [ inf
β≥α

min{uβ = v−β , u
+
β −v

+
β }, sup

β≥α
max{uβ = v−β , u

+
β −v

+
β }].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàâåíñòâà

cl
⋃
β≥α

([u]β ⊖gH [v]β) = cl
⋃
β≥α

[min{uβ − v−β , u
+
β − v

+
β },max{uβ − v

−
β , u

+
β − v

+
β }].

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 , ñóùåñòâóþò an ∈ {uβ − v−β , u
+
β − v

+
β } : β ≥ α òàêèå,

÷òî

inf
β≥α

min{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β } > an − 1/2.
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Òàêæå ñóùåñòâóþò bn ∈ {uβ − v−β , u
+
β − v

+
β } òàêèå, ÷òî

sup
β≥α

max{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β } < bn + 1/n.

Òîãäà èìååì

cl
⋃
β≥α

([u]β ⊖gH [v]β) ≥ [an, bn], n ≥ 1.

è ìû ïîëó÷èì

cl
⋃
β≥α

([u]β ⊖gH [v]β) ≥
⋃
β≥α

[an, bn] ⊇ ( lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn).

è íàêîíåö

cl
⋃
β≥α

([u]β ⊖gH [v]β = [inf
β≥α

min{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β }, sup

β≥α
max{u−β − v

−
β , u

+
β − v

+
β }].

Èòàê, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ

[ inf
β≥α

min{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β }, sup

β≥α
max{u−β − v

−
β , u

+
β − v

+
β }] =

= cl
⋃
β≥α

([u]β ⊖gH [v]β

è çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.3.23. Ñâîéñòâî óñòàíîâëåííîå â ïðåäûäóùåì çàìåí÷àíèè

èìååò ìåñòî â ÷àñòíîñòè äëÿ α > 0 . Ýòîò ñëó÷àé ïîêðûâàåòñÿ èç-çà

òîãî, ÷òî ôóíêöèè u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β íåïðåðûâíûå ñïðàâà.

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå äàåò ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ u⊖g v è v ⊖g u .

Çàìå÷àíèå 2.3.24. Äëÿ ëþáûõ äâóõ íå÷åòêèõ ÷èñåë u, v ∈ RF ñóùå-

ñòâóþò îáå g -ðàçíîñòè u⊖g v è v ⊖g u è äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, 1] èìååì

u⊖g v = −(v ⊖g u)
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ñî ñâîéñòâàìè

[u⊖g v]α = [d−α , d
+
α ]

è

[v ⊖g u]α = [−d+α , d−α ]

ãäå

d+α = inf(Dα), d
−
α = sup(Dα)

è ìíîæåñòâà Dα èìåþò âèä

dα = {u−β − v
−
β |β ≥ α}

⋃
{u+β − v

+
β |β ≥ α}.

Çàìå÷àíèå 2.3.25. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äðóãèå âîçìîæíûå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ g -ðàçíîñòè òàêèå êàê

[u⊖gv]α = [min{ inf
β≥α

(u−β −v
−
β ), inf

β≥α
(u+β −v

+
β )},max{sup

β≥α
(u−β −v

−
β ), sup

β≥α
(u+β −v

+
β )}].

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå óñòàíàâëèâàåò, ÷òî g -ðàçíîñòü êîððåêòíî îïðåäå-

ëåíà äëÿ ëþáîé ïàðû íå÷åòêèõ ÷èñåë u, v ∈ RF .

Çàìå÷àíèå 2.3.26. Äëÿ ëþáûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë u, v ∈ RF g -ðàçíîñòü

u⊖g v ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì.

Ñâÿçü ìåæäó gH -ðàçíîñòüþ, g -ðàçíîñòüþ è ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà äî-

ïóñêàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîñòðîåííûõ âûøå ðàçíîñòåé.

Çàìå÷àíèå 2.3.27. Äëÿ âñåõ u, v ∈ RF

D(u, v) = sup
α∈[0,1]

∥[u]α ⊖gH [v]α∥∗ = ∥u⊖g v∥, ãäå ∥ · ∥ = D(·, 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî ω = u ⊖g v ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì ÷èñëîì,

òîãäà

∥ω∥ = sup
α∈[0,1]

max{|ω−α |, |ω+
α |} = max{|ω−0 |, |ω+

0 |}
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è

sup
α∈[0,1]

∥[u]α ⊖gH [v]α∥∗ =

= sup
α∈[0,1]

∥[min{u−α − v−α , u+α − v+α },max{u−α − v−α , u+α − v+α }]∥∗ =

= sup
α∈[0,1]

max{|min{u−α − v−α , u+α − v+α }|, |max{u−α − v−α , u+α − v+α }| =

= sup
α∈[0,1]

max{|u−α − v−α |, |u+α − v+α |} = D(u, v).

Òåïåðü, ïîñêîëüêó max è sup ÿâëÿþòñÿ èäåìïàòåíòíûìè îïåðàòîðàìè,

òî ìû ïîëó÷èì

∥u⊖g v∥ = sup
α∈[0,1]

∥[u⊖g v]∗∥ =

= sup
[0,1]

∥[ inf
β≥α

min{u−β − v
−
β , u

+
β − v

+
β }, sup

β≥α
max{u−β − v

−
β , u

+
β − v

+
β }]∥∗ =

= sup
α∈[0,1]

{sup
β≥α

max{|u−β − v
−
β |, |u

+
β − v

+
β |}} =

= sup
α∈[0,1]

max{|u−β − v
−
β |, |u

+
β − v

+
β |} = D(u, v).

2.3.4. Îáîáùåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñìûñëå Õóêóõàðà

(gH -äèôôåðåíöèðóåìîñòü)

Êîíöåïöèè îáîáùåííîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàëàñü

äëÿ èíòåãðàëüíî-çíà÷íûõ ôóíêöèé â ðàáîòàõ S. Markov ([107], [108]). Äàí-

íîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé áûëî ïðîäîëæåíî äàëåå â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ

[3], [8], [20], [46] è äðóãèõ, êàê äëÿ èíòåãðàëüíî-çíà÷íûõ òàê è äëÿ áîëåå îáùèõ

íå÷åòêî-çíà÷íûõ ôóíêöèé.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ñîñðåäîòà÷èâàåì ñâîå âíèìàíèå íà íå÷åòêîì

ñëó÷àå. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü è ñðàâíèâàòü àëüòåðíàòèâíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ

ïðîèçâîäíîé íå÷åòêî-çíà÷íîé ôóíêöèè.

Ïåðâûå äâå êîíöåïöèè áûëè ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [3], [46], [36] äëÿ íå÷åòêî-

ãî ñëó÷àÿ. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå ðàçíîñòè

Õóêóõàðà, à èìåííî ⊖H .
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Îïðåäåëåíèå 2.3.28. ([3]). Ïóñòü f : (a, b) → RF è x0 ∈ (a, b) . Áó-

äåì ãîâîðèòü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî îáîáùåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî

Õóêóõàðà ôóíêöèÿ â x0 (GH -äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ êðàòêîñòè), åñëè ñóùå-

ñòâóåò ýëåìåíò f ′(x0) ∈ RF òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ h ≥ 0 äîñòàòî÷íî ìàëîå

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(i) ñóùåñòâóåò f(x0 + h)⊖H f(x0), f(x0)⊖H f(x0 − h) è

lim
h↘0

f(x0 + h)⊖H f(x0)
h

= lim
h↘0

f(x0)⊖H f(x0 − h)
h

= f ′G(x0)

èëè (ii) ñóùåñòâóþò f(x0)⊖H f(x0 + h), f(x0 − h)⊖H f(x0) è

lim
h↘0

f(x0)⊖H f(x0 + h)

h
= lim

h↘0

f(x0 − h)⊖H f(x0)
h

= f ′G(x0)

èëè (iii) ñóùåñòâóþò f(x0 + h)⊖H f(x0), f(x0 − h)⊖H f(x0) è

lim
h↘0

f(x0 + h)⊖H f(x0)
h

= lim
h↘0

f(x0 − h)⊖H f(x0)
h

= f ′G(x0)

èëè (iv) ñóùåñòâóþò f(x0)⊖H f(x0 + h), f(x0)⊖H f(x0 − h) è

lim
h↘0

f(x0)⊖H f(x0 + h)

h
= lim

h↘0

f(x0)⊖H f(x0 − h)
h

= f ′G(x0).

Îïðåäåëåíèå 2.3.29. ([3]). Ïóñòü f : (a, b) → RF è x0 ← (a, b) . Äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h↘ 0 è n0 ∈ N ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ

A(1)
n0

= {n ≥ n0; ñóùåñòâóåò E(1)
n = f(x0 + h)⊖H f(x0)},

A(2)
n0

= {n ≥ n0; ñóùåñòâóåò E(2)
n = f(x0 + h)⊖H f(x0)},

A(3)
n0

= {n ≥ n0; ñóùåñòâóåò E(3)
n = f(x0 + h)⊖H f(x0)},

A(4)
n0

= {n ≥ n0; ñóùåñòâóåò E(4)
n = f(x0 + h)⊖H f(x0)},

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ñëàáî îáîáùåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî Õóêóõà-

ðà ôóíêöèÿ íà x0 , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h↘ 0 è ñóùåñòâóåò
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n0 ∈ N òàêîé, ÷òî

A(1)
n0

⋃
A(2)
n0

⋃
A(3)
n0

⋃
A(4)
n0

= {n ∈ N;n ≥ n0}

è áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò â RF îáîçíà÷åííûé ÷åðåç f
′

ω(x0) òàêîé

÷òî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ (1, 2, 3, 4) èìååì card(A
(j)
n0 ) = +∞ , òî

lim
n→∞
n∈A(j)

n0

D(
E

(j)
n

(−1)j+1hn
f ′ω(x0)) = 0.

Îïðåäåëåíèå 2.3.30. Ïóñòü x0 ∈ (a, b) è h òàêîé, ÷òî x0+ h ∈ (a, b) ,

òîãäà gH -ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f ∈ (a, b)→ FF â x0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

f ′gH(x0) = lim
h→0

1

h
[f(x0 + h)⊖H f(x0)]. (2.3.19)

Åñëè f ′gH(x0) ∈ FF óäîâëåòâîðÿþùèé (2.3.19) ñóùåñòâóåò, òî áóäåì ãî-

âîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îáîáùåííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî Õóêóõàðà (gH -

äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ êðàòêîñòè) â x0 .

Òåîðåìà 2.3.31. Êîíöåïöèÿ gH -äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ñëàáàÿ îáîáùåí-

íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî Õóêóõàðà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3.29 ñîâïàäà-

þò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f gH -äèôôåðåíöèðóåìà (ñì. îïð.

2.3.30). Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hn ↘ 0 äëÿ n äîñòàòî÷íî áîëü-

øîå ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðàçíîñòè Õóêóõàðà èç f(x0 + hn) ⊖H
f(x0), f(x0) ⊖H f(x0 + hn) , f(x0) ⊖H f(x0 + hn), f(x0 − hn) ⊖H f(x0) . Êàê

çàêëþ÷åíèå ïîëó÷èì

A(1)
n0

⋃
A(2)
n0

⋃
A(3)
n0

⋃
A(4)
n0

= {n ∈ N, n ≥ n0}

äëÿ ëþáîãî n ∈ N . Îáðàòíîå, åñëè ïðåäïîëîæèòü ñëàáóþ îáîáùåííóþ ïî

Õóêóõàðà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f , òî ïîñêîëüêó, ïî êðàéíåé ìåðå,

äâà ìíîæåñòâà èç A
(1)
n0 , A

(2)
n0 , A

(3)
n0 , A

(4)
n0 áóäóò áåñêîíå÷íûìè è
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lim
h→0

1

h
[f(x0 + h)⊖gH f(x0)] = lim

h>0

Ej
n

(−1)j+1hn

äëÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ èíäåêñîâ èç j = {1, 2, 3, 4} , òàê ÷òî f ÿâëÿåòñÿ

gH -äèôôåðåíöèðóåìîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëàáàÿ îáîáùåííàÿ ïî Õóêóõàðà

äèôôåðåíöèðóåìîñòü ýêâèâàëåíòíà gH -äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ïðèìåð 2.3.13. Ïóñòü f(x) = p(x)a ãäå p -÷åòêàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ è a ∈ RF . òíîñèòåëüíî ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò gH -

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f ′gH(x) òàêàÿ, ÷òî

f ′gH = p1(x)a.
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ÃËÀÂÀ 3. ÍÅ×ÅÒÊÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ È

ÈÍÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

3.1. Äâîéíîå íå÷åòêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

3.1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âñïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûìè íàì ïðåäñòîèò

ïîëüçîâàòüñÿ â áîëüøåé ÷àñòè ýòîé ãëàâû [16].

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî � ýòî îòîáðàæåíèå η : R[0, 1] , êîòîðîå îáîáùàåò êëàñ-
ñè÷åñêèî ìíîæåñòâî {0, 1} íà ñëó÷àé èíòåðâàëà [0, 1] . Íå÷åòêîå ÷èñëî η �

ýòî íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì

ñâîéñòâàì âûïóêëîñòè, íîðìàëüíîñòè, ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó è êîìïàêò-

íîñòè. Ìû èñïîëüçóåì RΦ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâà âñåõ äåéñòâèòåëü-

íûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë [11]. Äëÿ 0 ≤ γ < 1 , γ -ñðåçû äëÿ íå÷åòêîãî ÷èñëà η

îïðåäåëÿþòñÿ êàê ìíîæåñòâà (η, γ) = {ν ∈ R : η(ν) ≥ γ} . Â ôîðìå γ -ñðåçîâ

íå÷åòêîå ÷èñëî η ïðåäñòàâèìî â âèäå èíòåðâàëà (η, γ) = [(η∗, γ), (η
∗, γ)] . Òðè-

àíãóëÿðíîå íå÷åòêîå ÷èñëî η , çàäàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé òðîéêîé ÷èñåë (a, b, c) ,

ñ óñëîâèåì a ≤ b ≤ c . γ - ñðåçû, ñâÿçàííûå ñ òðèàíãóëÿðíûì íå÷åòêèì ÷èñëîì

η èìåþò âèä [a+ (b− a)γ, c− (c− b)γ] .
Åñëè η, v ∈ RΦ , òî ñëîæåíèå íà ïðîñòðàíñòâå íå÷åòêèõ ÷èñåë ïî γ -ñðåçàì

îïðåäåëÿåòñÿ êàê [(η+ v), γ] = [(η∗, γ) + (v∗, γ), (η
∗, γ) + (v∗, γ)] . H -ðàçíîñòü

äëÿ äâóõ íå÷åòêèõ ÷èñåë η è v , îáîçíà÷àåìàÿ êàê η⊖ v îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

íå÷åòêîãî ÷èñëà ω òàêîå, ÷òî ω = η + v . Â ôîðìå γ -cðåçîâ H -ðàçíîñòü äëÿ

äâóõ íå÷åòêèõ ÷èñåë η è v èìååò âèä [(η ⊖ v), γ] = [(η∗, γ)− (v∗, γ), (η∗, γ)−
(v∗, γ)] . Íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè ν è τ ñîïîñòàâëÿåò

óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (ν, τ) íå÷åòêîìó ÷èñëó Φ(ν, τ) . Â ôîðìå γ -ñðåçà Φ(ν, τ)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] [6].

Íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ(ν, τ) íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå (ν0, τ0) , åñëè

∥(ν, τ)− (ν0, τ0)∥ < δ , òî Φ(ν, τ)−L < ϵ . Ìàòåìàòè÷åñêè ìû ìîæåì çàïèñàòü

ýòî â âèäå lim
(ν,τ)→(ν0,τ0)

Φ(ν, τ) = L .

Ïðåæäå ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà-

ñà, ñôîðìóëèðóåì íå÷åòêîå îäèíàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è âûÿñíèì
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íåêîòîðûå ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè äâóõ ïå-

ðåìåííûõ.

Íå÷åòêîå îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ Φ(ν, τ) ïî ν îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê

Lτv[Φ(ν, τ)] = ϕ(r1, τ) =

∞∫
0

e−r1ν ⊙ Φ(ν, τ)dν.

Íå÷åòêîå îäíîêðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ Φ(ν, τ) ïî τ îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê

Lτ [Φ(ν, τ)] = ϕ(ν, r2) =

∞∫
0

e−r2τ ⊙ Φ(ν, τ)dτ.

Êîãäà íå÷åòêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî τ ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèëüíî îáîá-

ùåííîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îòíîñèòåëüíî ν , òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò

Lτ [∂Φ(ν, τ)
∂ν

] =
∂

∂ν
[(ϕ(ν, r2))].

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìû ïåðåíîñà äëÿ íå÷åòêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

Òåîðåìà 3.1.1. [27] (Ïåðâàÿ òåîðåìà î ïåðåíîñå.) Åñëè Φ íå÷åòêî ïðå-

îáðàçóåìà ïî Ëàïëàñó, òî

Lτ(e−ατΦ(ν, τ)) = ϕ(ν, r2 + a).

Òåîðåìà 3.1.2. (Âòîðàÿ òåîðåìà î ïåðåíîñå.) Åñëè Φ íå÷åòêî ïðåîáðà-

çóåìà ïî Ëàïëàñó, òî

Lτ [U(ν, τ − α)⊙ Φ(ν, τ − α)] = e−αr2 ⊙ ϕ(ν, r2),

ãäå U � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Òåîðåìà 3.1.3. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ(ν, τ) èìååì

(

∞∫
0

e−r1ν ⊙ ∂Φ

∂ν
(ν, τ)dν) = r1 ⊙ φ(r1, τ)⊖ Φ(0, τ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðî-

âàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè [6]. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå

ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ íåêîòîðûõ

ôóíêöèé:

Ôóíêöèÿ Φ(ν, τ) Ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà ϕ(r1, r2)

αβ = αβ
r1r2

.

ντ = δ
1
δΨ

1
Ψ
γ(1+ 1

δ )γ(1+
1
Ψ )

r
1+1

δ
1 r

1+ 1
Ψ

2

.

νΨ

Ψ
τ δ

δ = 1
r21r

2
2
.

νp
Ψ

Ψ
τ q

δ

δ = p!q!

r
(p+1)
1 r

(q+1)
2

.

e
νΨ

Ψ
τδ

δ = 1
(r1−1)(r2−1) .

e
νΨ

Ψ
τδ

δ
νp

Ψ

Ψ
τ q

δ

δ p, q ∈ N = p!q!
(r1−1)(p+1)(r2−1)(q+1) .

cos(λν
Ψ

Ψ )cos(λτ
δ

δ ) = r1r2
(λ2+r21)(λ

2+r22)
.

sin(λν
Ψ

Ψ )sin(λτ
δ

δ ) = λ2

(λ2+r21)(λ
2+r22)

.

e
νΨ

Ψ
τδ

δ sinh(λν
Ψ

Ψ )sinh(λτ
δ

δ ) = 1
(r1−2)r1(r2−2)r2 .

e
νΨ

Ψ
τδ

δ cosh(λν
Ψ

Ψ )cosh(λτ
δ

δ ) = (r1−1)(r2−1)
(r1−2)r1(r2−2)r2 .

3.1.2. Ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû îïðåäåëÿåì ñèëüíî îáîáùåííóþ äðîáíîïîäîáíóþ

÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ äëÿ ðåøåíèÿ íå÷åòêèõ äðîáíîïîäîáíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ(ν, τ) ñèëüíî îáîá-

ùåííàÿ äðîáíîïîäîáíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ν èìååò ïîðÿäîê Ψ è îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê íå÷åòêîå ÷èñëî ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ òàêîå, ÷òî

1. ∀θ > 0 , H -ðàçíîñòè Φ(ν0 + θν1−Ψ, τ) ⊖ Φ(ν0, τ) è Φ(ν0, τ) ⊖ Φ(ν0 −
θν1−Ψ, τ) ñóùåñòâóþò è ìû èìååì ñëåäóþùåå

lim
θ→0

Φ(ν0 + θν1−Ψ, τ)⊖ Φ(ν0, τ)

θ
= lim

θ→0

Φ(ν0, τ)⊖ Φ(ν0 − θν1−Ψ, τ)
θ

.
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2. ∀θ > 0 , H -ðàçíîñòè Φ(ν0, τ) ⊖ Φ(ν0 + θν1−Ψ, τ) è Φ(ν0 − θν1−Ψ, τ) ⊖
Φ(ν0, τ) ñóùåñòâóþò è ìû èìååì ñëåäóþùåå

lim
θ→0

Φ(ν0, τ)⊖ ΦΨ(ν0 + θν1−Ψ, τ)

−θ
= lim

θ→0

Φ(ν0 − θν1−Ψ, τ)⊖ Φ(ν0, τ)

−θ
.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.5. Íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ(ν, τ) íàçûâàåòñÿ äèô-

ôåðåíöèàëîì òèïà (Ψ−1) , åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà â ïåðâîé ôîðìå äàííîãî

îïðåäåëåíèÿ, è äèôôåðåíöèàë òèïà (Ψ−2) , åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà âî âòî-

ðîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå 3.1.6. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ(ν, τ) ñèëüíî îáîá-

ùåííàÿ äðîáíîïîäîáíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà δ ïî τ îïðåäåëÿåòñÿ

êàê íå÷åòêîå ÷èñëî ∂δΦ(ν,τ)
∂τ δ

òàêîå, ÷òî

1. ∀θ > 0 , H -ðàçíîñòè Φ(ν, τ0+θτ
1−δ)⊖Φ(ν, τ0) è Φ(ν, τ0)⊖Φ(ν, τ0−θτ 1−δ)

ñóùåñòâóþò è ìû èìååì ñëåäóþùåå

lim
θ→0

Φ(ν, τ0 + θτ 1−δ)⊖ Φ(ν, τ0)

θ
= lim

θ→0

Φ(ν, τ0)⊖ Φ(ν, τ0 − θτ 1−δ)
θ

.

2. ∀θ > 0 , H -ðàçíîñòè Φ(ν, τ0)⊖Φ(ν, τ0+θτ 1−δ) è Φ(ν, τ0−θτ 1−δ)⊖Φ(ν, τ0)
ñóùåñòâóþò è ìû èìååì ñëåäóþùåå

lim
θ→0

Φ(ν, τ0)⊖ Φ(ν, τ0 + θτ 1−δ)

−θ
= lim

θ→0

Φ(ντ0 − θτ 1−δ)⊖ Φ(ν, τ0)

−θ
.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.7. Φ íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì òèïà (δ− 1) , åñëè

Φ äèôôåðåíöèðóåìî â ïåðâîé ôîðìå, è äèôôåðåíöèàëîì òèïà (δ − 2) , åñëè

Φ äèôôåðåíöèðóåìî âî âòîðîé ôîðìå.

Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ íå÷åòêèé äðîáíîïîäîáíûé èíòåãðàë Ψ -ãî

ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

IψΦ(ν) =

ν∫
0

Φ(µ)µΨ−1dµ,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñìûñëå íå÷åòêîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.
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Ëåììà 3.1.8. Åñëè íåïðåðûâíàÿ íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ(ν, τ) ÿâëÿ-

åòñÿ ñèëüíî îáîáùåííî äðîáíîïîäîáíî ÷àñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî τ ,

òî
b∫

0

∂δΦ(ν, τ)

∂τ δ
τ δ−1dτ = Φ(ν, b)⊖ Φ(ν, a).

Ëåììà 3.1.9. Äëÿ íåïðåðûâíîé íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ(ν, τ) , ÿâëÿ-

þùåéñÿ ñèëüíî îáîáùåííî äðîáíîïîäîáíîé ÷àñòè÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîé ïî

v , èìååì
b∫

0

∂ΨΦ(ν, τ)

∂νΨ
νΨ−1dν = Φ(b, τ)⊖ Φ(a, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Φ(ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (Ψ−1) , òî èìååì

b∫
0

∂ΨΦ(ν, τ, γ)

∂νΨ
νΨ−1dν =

b∫
0

[
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
,
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
]νΨ−1dν,

= [Φ∗(b, τ, γ)− Φ∗(a, τ, γ),Φ
∗(b, τ, γ)− Φ∗(a, τ, γ)] = v.

= Φ(b, τ)⊖ Φ(a, τ).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

3.1.3. Äâîéíîå íå÷åòêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå íå÷åòêîìó äâîéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëà-

ñà è íåêîòîðûì ñâÿçàííûì ñ íèì ñâîéñòâàì.

Íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè

Φ(ν, τ) åñòü

LνLτ [Φ(ν, τ)] = ϕ(r1, r2) =

∞∫
0

∞∫
0

e−r2τ ⊙ e−r2ν ⊙ Φ(ν, τ)dνdτ, (3.1.1)

ãäå èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè äîëæåí ñõîäèòüñÿ.
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Ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå â âèäå

LνLτ [Φ(ν, τ)] = [LνLτ [Φ∗(ν, τ, γ)],LνLτ [Φ∗(ν, τ, γ)]].

Îïðåäåëåíèå 3.1.10. Íå÷åòêîå äâîéíîå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-

ïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L−1ν L−1τ [ϕ(r1, r2)] = Φ(ν, τ) =
1

4π2

α+∞∫
α−i∞

β+∞∫
β−i∞

e−r2τe−r1τ ⊙ ϕ(r1, r2)dr1dr2.

Íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ëèíåéíî, ò. å. åñëè LνLτ [Φ(ν, τ)] =
ϕ(r1, r2) , òî äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò α, β è íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé Φ è Ψ , èìå-

åì

LνLτ [α⊙ Φ(ν, τ) + β ⊙Ψ(ν, τ)] = α⊙ LνLτ [Φ(ν, τ)] + β ⊙ LνLτ [Ψ(ν, τ)].

Òî÷íî òàê æå íå÷åòêîå îáðàòíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Ïðè èçó÷åíèè òåîðèè íå÷åòêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íàì ïðèõîäèòñÿ

èçó÷àòü àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.1.11. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ àáñîëþòíîå çíà-

÷åíèå íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè â γ -cðåçàõ èìååò âèä

|Φ(ν, τ, γ)| = [|Φ∗(ν, τ, γ)|, |Φ∗(ν, τ, γ)|].

Îïðåäåëåíèå 3.1.12. Íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ íàçûâàåòñÿ ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà â íå÷åòêîì ñìûñëå, åñëè

Φ(ν, τ) ≤Meαν+βτ , (∀)α, β,M ∈ R+.

Çàìå÷àíèå 3.1.13. Íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñóùåñòâó-

åò íå äëÿ âñåõ íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, Φ(ν, τ) = ντ ⊙ η èëè

100



ν2+ τ 2⊙ η íå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêèì äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà êàêîé-

ëèáî íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ(ν, τ) , òàê êàê Φ(ν, τ) íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ

ïðè ν →∞, τ →∞ . Êðîìå òîãî, íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

äëÿ Φ(ν, τ) = exp(αν2 + βτ 2) ⊙ η ñ α, β > 0 íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê îí íå

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà, ïîòîìó ÷òî

lim
ν→∞,τ→∞

exp(αν2 + βτ 2 − r1ν2 + r2τ
2)⊙ τ =∞.

Äàëåå äàäèì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 3.1.14. Åñëè íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ óäîâëåòâîðÿåò äâóì

óñëîâèÿì:

1. Φ èìååò íå÷åòêèé ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê.

2. Φ îãðàíè÷åíî è êóñî÷íî-íåïðåðûâíî, òî íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå Ëàïëàñà ñóùåñòâóåò è òàêæå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíî, ÷òî Φ îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó èìååì Φ(ν, τ) < 1 .

Êðîìå òîãî, Φ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê, ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà â íå÷åòêîì ñìûñëå ìû èìååì

|Φ(ν, τ)| ≤M2e
αν+βτ , (∀)M2, α, β ∈ R+.

Ïîëîæèâ M = max{M1,M2} , ïîëó÷èì

|Φ(ν, τ)| ≤Meαν+βτ , (∀)α, β,M ∈ R+.

Ýòî äàåò

∞∫
0

∞∫
0

e−r1ν−r2τ ⊙ Φ(ν, τ)dνdτ ≤M

∞∫
0

∞∫
0

e−ν(r1−α)e−τ(r2−β)dνdτ.

Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì
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lim
r1→∞,r2→∞

ϕ(r1, r2) =
M

(r1 − α)(r2 − β)
, äëÿ r1 > α, r2 > β.

Òåîðåìà 3.1.15. Íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ íå÷åò-

êîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ , äèôôåðåíöèðóåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà, èìååò âèä

Ñëó÷àé 1: êîãäà Φ ñèëüíî îáîáùåííî ÷àñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìî ïî ν ,

ìû èìååì

1. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (1), òî

LνLτ [∂Φ
∂ν

(ν, τ)] = r1 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(0, r2)

2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (2), òî

LνLτ [∂Φ
∂ν

(ν, τ)] = ⊖[ϕ(0, r2)− r1 ⊙ ϕ(r1, r2).

Ñëó÷àé 2: êîãäà Φ ñèëüíî îáîáùåííî ÷àñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìî ïî τ ,

ìû èìååì

1. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (1), òî

LνLτ [∂Φ
∂τ

(ν, τ)] = r2 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(r1, 0)

2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (2), òî

LνLτ [∂Φ
∂τ

(ν, τ)] = ⊖[ϕ(r1, 0)− r1 ⊙ ϕ(r1, r2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ëàïëàñà, ìû èìååì

LνLτ [∂Φ
∂τ

(ν, τ)] =

∞∫
0

e−r2τ ⊙ (

∞∫
0

e−r2τ ⊙ ∂Φ

∂τ
(ν, τ)dν)dτ. (3.1.2)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 3.1.3, èìååì
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(

∞∫
0

e−r2τ ⊙ ∂Φ

∂τ
(ν, τ)dν) = r1 ⊙ ϕ(r1, τ)⊖ Φ(0, τ). (3.1.3)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.1.3) â óðàâíåíèè (3.1.2), ïîëó÷èì

LνLτ [∂Φ
∂τ

(ν, τ)] = r1 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(0, r2).

Ýòî çàâåðøàåò íàøå äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 3.1.16. Äëÿ íå÷åòêîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà

ïî ν íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååò âèä

Ñëó÷àé 1: êîãäà Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî v, ìû èìååì

1. Åñëè Φ è ∂Φ(ν,τ)
∂ν äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (1), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = r21 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r1 ⊙ ϕ(0, r2)⊖

∂ϕ(0, r2)

∂ν
.

2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (1) Φ è ∂Φ(ν,τ)
∂ν äèôôåðåíöèðóåìà ïî

òèïó (2), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = −∂Φ(0, r2)

∂ν
⊖ (−r21 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖ r1 ⊙ ϕ(0, r2).

3. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (2) Φ è ∂Φ(ν,τ)
∂ν äèôôåðåíöèðóåìà ïî

òèïó (1), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = −r1 ⊙ ϕ(0, r2)⊖ (−r21 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖

∂Φ(0, r2)

∂ν
.

4. Åñëè îáà Φ è ∂Φ(ν,τ)
∂ν äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (2), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = r21 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r1 ⊙ ϕ(0, r2)−

∂ϕ(0, r2)

∂ν
.

Ñëó÷àé 2: äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî τ äâîéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëàïëàñà
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1. Åñëè Φ è ∂Φ
∂ν (ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (1), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = r22 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r2 ⊙ ϕ(r1, 0)⊖

∂ϕ(r1, 0)

∂τ
.

2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (1) Φ è ∂Φ
∂ν (ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìà

ïî òèïó (2), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = −∂ϕ(r1, 0)

∂τ
⊖ (−r22 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖ r2 ⊙ ϕ(r1, 0).

3. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (2) Φ è ∂Φ
∂ν (ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìà

ïî òèïó (1), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = −r2 ⊙ ϕ(r1, 0)⊖ (−r22 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖

∂Φ(r1, 0)

∂τ
.

4. Åñëè îáà Φ è ∂Φ
∂ν (ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (2), òî

LνLτ [∂
2Φ

∂τ 2
(ν, τ)] = r22 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r2 ⊙ ϕ(0, r2)−

∂ϕ(r1, 0)

∂τ
.

Òåîðåìà 3.1.17. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ν

è τ , íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååò ñëåäóþùèé âèä

1. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè Φ(ν, τ) ïî òèïó (1) ïî ν è τ èìååì

LνLτ [ ∂
2Φ

∂ν∂τ
(ν, τ)] = r1r2 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r1 ⊙ ϕ(r1, 0)⊖ r2 ⊙ ϕ(0, r2) + Φ(0, 0).

2. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè Φ(ν, τ) ïî òèïó (2) ïî ν è τ èìååì

LνLτ [ ∂
2Φ

∂ν∂τ
(ν, τ)] = Φ(0, 0)⊖r2⊙ϕ(0, r2)−⊖[(−r2⊙ϕ(r1, 0)−⊖r1, r2⊙ϕ(r1, r2))].

3. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè Φ(ν, τ) ïî òèïó (1) ïî ν è äèôôåðåí-

öèðóåìîñòè ïî òèïó (2) ïî τ èìååì

LνLτ [ ∂
2Φ

∂ν∂τ
(ν, τ)] = [−⊖r1r2⊙ϕ(r1, r2)−r1⊙ϕ(r1, 0)]⊖−r2⊙ϕ(0, r2)−⊖Φ(0, 0).
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4. Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè Φ(ν, τ) ïî òèïó (2) ïî ν è äèôôåðåí-

öèðóåìîñòè ïî òèïó (1) ïî τ èìååì

LνLτ [ ∂
2Φ

∂ν∂τ
(ν, τ)] = −⊖[r1r2⊙ϕ(r1, r2)⊖r1⊙ϕ(r1, 0)]−[r2⊙ϕ(0, r2)−⊖Φ(0, 0)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ (2). Äðóãèå ñëó÷àè

àíàëîãè÷íû.

Òàê êàê Φ äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (2) ïî ν , òî

Lν[∂Φ
∂ν

(ν, τ)] = −Φ(0, τ)−⊖r1 ⊙ ϕ(r1, τ). (3.1.4)

Åñëè ∂Φ
∂ν äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (2) ïî τ , òî

LνLτ [ ∂
2Φ

∂ν∂τ
(ν, τ)] = lτ [

∂

∂τ
(Φ(0, τ))−⊖ ∂

∂τ
(r1 ⊙ ϕ(r1, τ))]. (3.1.5)

Òåïåðü ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ τ , è ïîëó÷àåì

LνLτ [ ∂
2Φ

∂ν∂τ
(ν, τ)] = Φ(0, 0)⊖r2⊙ϕ(0, r2)−⊖[(−r2⊙ϕ(r1, 0)−⊖r1, r2⊙ϕ(r1, r2))].

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 3.1.18. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò

íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èì

LνLτ [eαν+βτ ⊙ Φ(ν, τ)] = ϕ(r1 − α, r2 − β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ëàïëàñà, ïîëó÷èì

LνLτ [eαν+βτ ⊙ Φ(ν, τ)] =

∞∫
0

∞∫
0

e−r2τe−r1νeαν+βτ ⊙ Φ(ν, τ)dνdτ.

Ýòî ïðèâîäèò ê
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LνLτ [eαν+βτ ⊙ Φ(ν, τ)] =

∞∫
0

∞∫
0

e−(r2−β)τe−(r1−α)τeαν+βτ ⊙ Φ(ν, τ)dνdτ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì èñêîìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1.19. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò

íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, èìååì

LνLτ [ντ ⊙ Φ(ν, τ)] = (−1)1+1 ⊙ ∂2ϕ(r1, r2)

∂r1∂r2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìû âîçüìåì ñèëüíî îáîáùåííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîä-

íóþ ïî r1 è r2 , òî ïîëó÷èì

∂2ϕ(r1, r2)

∂r1∂r2
= (−1)(−1)

∞∫
0

∞∫
0

e−r2τe−r1ν ⊙ Φ(ντ)dνdτ.

Ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê

∂2ϕ(r1, r2)

∂r1∂r2
= (−1)1+1 ⊙ LνLτ [ντΦ(ν, τ)],

èëè ìîæåì çàïèñàòü

LνLτ [ντΦ(ν, τ)] = (−1)1+1 ⊙ ∂2ϕ(r1, r2)

∂r1∂r2
.

Â îáùåì, ó íàñ åñòü

LνLτ [νpτ qΦ(ν, τ)] = (−1)p+q ⊙ ∂p+qϕ(r1, r2)

∂rp1∂r
q
2

.

Òåîðåìà 3.1.20. (Âòîðàÿ òåîðåìà î ïåðåíîñå). Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé

ôóíêöèè, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëà-

106



ñà, âòîðàÿ òåîðåìà î ïåðåíîñå â íå÷åòêîì ñìûñëå èìååò âèä

LνLτ [Φ(ν − η, τ − µ)⊙ U(ν − η, τ − µ)] = e−r1ηe−r2µ ⊙ ϕ(r1, r2),

ãäå U(ν, τ) � åäèíè÷íàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, îïðåäåëÿåìàÿ

ôîðìóëîé

U(ν − η, τ − µ) = 1 , êîãäà ν > η , è τ > µ ,

U(ν − η, τ − µ) = 0 , êîãäà ν < η , è τ < µ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì

LνLτ [Φ(ν − η, τ − µ)⊙ U(ν − η, τ − µ)] =

∞∫
0

∞∫
0

e−r1νe−r2τ ⊙ Φ(ν − η, τ − µ)⊙

⊙U(ν − η, τ − µ)dνdτ,

=

∞∫
0

∞∫
0

e−r1νe−r2τ ⊙

⊙Φ(ν − η, τ − µ)dνdτ.

Ïîëîæèì ν − η = a, τ − µ = b , ïîëó÷èì

LνLτ [Φ(ν − η, τ − µ)⊙ U(ν − η, τ − µ)] = e−r1νe−r2τ ⊙
∞∫
0

∞∫
0

e−r1νe−r2τ ⊙

⊙Φ(a, b)⊙ dadb
= e−r1νe−r2τ ⊙ ϕ(r1, r2).

Îïðåäåëåíèå 3.1.21. Åñëè Φ(ν, τ) � íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, à

Ψ(ν, τ) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ñâåðòêà â íå÷åòêîì ñìûñëå

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(Φ ◦ ◦Ψ)(ν, τ) =

∞∫
0

∞∫
0

Φ(q, r)⊙Ψ(ν − q, τ − r)dqdr.
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Òåîðåìà 3.1.22. Äëÿ íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà òåî-

ðåìà î ñâåðòêå äàåòñÿ ôîðìóëîé

LνLτ [(Φ ◦ ◦Ψ)(ν, τ)] = LνLτ [Φ(ν, τ)]⊙ LνLτ [Ψ(ν, τ)].

108



3.2. Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

Òåïåðü ìû îáîáùèì ïîíÿòèå íå÷åòêîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

äî íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ(ν, τ) åñòü

LνLτ [Φ(ν, τ)] = ϕ(r1, r2) =

∞∫
0

∞∫
0

e−r2
τδ

δ e−r1
νΨ

Ψ ⊙ Φ(ν, τ)νΨ−1τ δ−1dνdτ,

ãäå èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè äîëæåí ñõîäèòüñÿ.

Ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå â âèäå

LνΨLτδ [Φ(ν, τ)] = [LνΨLτδ [Φ∗(ν, τ)],LνΨLτδ [Φ∗(ν, τ)]].

Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì. ò. å. äëÿ êîíñòàíò α è β è íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé Φ(ν, τ) è Ψ(ν, τ)

èìååì

LνΨLτδ [α⊙ Φ(ν, τ) + β ⊙Ψ(ν, τ)] = α⊙ LνΨLτδ [Φ(ν, τ)] + β ⊙ LνΨLτδ [Ψ(ν, τ)].

Îïðåäåëåíèå 3.2.2. Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå îáðàòíîå äâîéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Lν−1Ψ L
τ−1
δ [ϕ(r1, r2)] = Φ(ν, τ) =

1

4π2

α+i∞∫
α−i∞

β+i∞∫
β−i∞

e−r1
νΨ

Ψ ⊙e−r2
τδ

δ ⊙ϕ(r1, r2)νΨ−1τ δ−1dr1dr2.

Õîòÿ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñóùåñòâó-

åò äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà íå÷åòêîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îíî ñóùåñòâóåò íå âñåãäà.

Íàïðèìåð, íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà äëÿ

Φ(ν, τ) = η ⊙ eν2Ψ

2Ψ + τ2δ

2δ íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó èíòåãðàë íå ñõîäèòñÿ.

Çäåñü ìû äàåì êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî äâîé-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.3. Íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ(ν, τ) èìååò ýêñïîíåí-

öèàëüíûé ïîðÿäîê, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ êîíñòàíò α, β ïîëó-

÷àåì supν,τ>0 |Φ(ν, τ)| ≤Meα
νΨ

Ψ +β τδ

δ .

Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü Φ(ν, τ) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê è

íåïðåðûâåí íà îòðåçêå [0,∞) , òîãäà íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà Φ ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Φ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê, ìû èìå-

åì

|Φ(ν, τ)| ≤Meα
νΨ

Ψ +β τδ

δ ,

Òåïåðü ó íàñ åñòü

∞∫
0

∞∫
0

e−r2
τδ

δ e−r1
νΨ

Ψ ⊙ |Φ(ν, τ)|νΨ−1τ δ−1dνdτ ≤

≤M

∞∫
0

∞∫
0

e−
νΨ

Ψ (r1−α)e−
τδ

δ (r2−β)νΨ−1τ δ−1dνdτ

Òåïåðü, âûïîëíèâ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå èíòåãðèðîâàíèå è âçÿâ limr1→∞,r2→∞ ,

ìû èìååì ∞∫
0

∞∫
0

e−r1
νΨ

Ψ e−r2
τδ

δ ⊙ |Φ(ν, τ)|νΨ−1τ δ−1dνdτ ≤

M

(r1 − α)(r2 − β)
, äëÿ r1 > α, r2 > β.

Èòàê ìû èìååì

lim
r1→∞,r2→∞

φ(r1, r2) = 0.

Äîêàçàíî.

Ñâÿçü ìåæäó íå÷åòêèì äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà è íå÷åòêèì

äðîáíîïîäîáíûì äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà.

Ëåììà 3.2.5. LνΨLτδ [Φ(ν, τ)] = LνLτ [ϕ((Ψν)
1
Ψ , (δτ)

1
δ )(r1, r2)].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ 3.2.1 èìååì

LνΨLτδ [Φ(ν, τ)] =
∞∫
0

∞∫
0

e−r2
τδ

δ e−r1
νΨ

Ψ ⊙ Φ(ν, τ)νΨ−1τ δ−1dνdτ

Ïîäñòàâëÿÿ τ δ

δ = t, ν
Ψ

Ψ = u ìû èìååì

LνΨLτδ [Φ(ν, τ)] =

∞∫
0

∞∫
0

e−r2te−r1u ⊙ Φ((uΨ)
1
Ψ , (tδ)

1
δ )dtdu,

= LνLτ [ϕ((Ψν)
1
Ψ , (δτ)

1
δ )(r1, r2)].

Òåîðåìà 3.2.6. Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëà-

ñà, ïðèìåíÿåìîå ê ñèëüíî îáîáùåííîé äðîáíîïîäîáíîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè Φ(ν, τ) îïðåäåëÿåòñÿ â ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ.

Ñëó÷àé 1: Îòíîñèòåëüíî ν , èìååì äâà ñëó÷àÿ:

1. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (Ψ− 1) , òî

LνLτ [∂
ΨΦ

∂νΨ
(ν, τ)] = r1 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(0, r2).

2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (Ψ− 2) , òî

LνLτ [∂
ΨΦ

∂νΨ
(ν, τ)] = ⊖[ϕ(0, r2)− r1 ⊙ ϕ(r1, r2).

Ñëó÷àé 2: Îòíîñèòåëüíî τ , èìååì òàêæå äâà ñëó÷àÿ:

1. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (δ − 1) , òî

LνLτ [∂
ΨΦ

∂τΨ
(ν, τ)] = r2 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(r1, 0).

2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (δ − 2) , òî

LνLτ [∂
ΨΦ

∂τΨ
(ν, τ)] = ⊖[ϕ(r1, 0)− r2 ⊙ ϕ(r1, r2).
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Òåîðåìà 3.2.7. Êîãäà ìû ïðèìåíÿåì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëü-

íî îáîáùåííîé äðîáíîïîäîáíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ÷àñòÿì, òî ìû èìååì

äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: êîãäà ìû ïðèìåíÿåì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê ñèëüíî îáîáùåííîìó äðîáíîïîäîáíîìó ÷àñòíîìó äèôôå-

ðåíöèðóåìîìó ïîðÿäêà 2Ψ ïî ν , ìû èìååì ÷åòûðå ñëó÷àÿ, êîòîðûå

1. Åñëè è Φ , è ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (Ψ− 1) , òî èìååì

LνΨLτδ [
∂2ΨΦ

∂ν2Ψ
(ν, τ)] = r21 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r1 ⊙ ϕ(0, r2)⊖

∂Ψϕ(0, r2)

∂νΨ
.

2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (Ψ−1) è ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìû ïî

òèïó (Ψ− 2) , òî

LνΨLτδ [
∂2ΨΦ

∂ν2Ψ
(ν, τ)] = −∂

Ψϕ(0, r2)

∂νΨ
⊖ (−r21 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖ r1 ⊙ ϕ(0, r2).

3. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (Ψ−2) è ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìû ïî

òèïó (Ψ− 1) , òî

LνΨLτδ [
∂2ΨΦ

∂ν2Ψ
(ν, τ)] = −r1 ⊙ ϕ(0, r2)⊖ (−r21 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖

∂Ψϕ(0, r2)

∂νΨ
.

4. Åñëè è Φ , è ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (Ψ− 2) , òî

LνΨLτδ [
∂2ΨΦ

∂ν2Ψ
(ν, τ)] = −r21 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r1 ⊙ ϕ(0, r2)−

∂Ψϕ(0, r2)

∂νΨ
.

Ñëó÷àé 2. Êîãäà ìû ïðèìåíÿåì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê ñèëüíî îáîáùåííîìó äðîáíîïîäîáíîìó ÷àñòíîìó äèôôå-

ðåíöèðóåìîìó ïîðÿäêà 2Ψ ïî ν , ìû èìååì ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1. Åñëè è Φ , è ∂δΦ
∂τ δ

äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (δ − 1) , òî èìååì

LνΨLτδ [
∂2δΦ

∂τ 2δ
(ν, τ)] = r22 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r2 ⊙ ϕ(r1, 0)⊖

∂δϕ(r1, 0)

∂νδ
.
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2. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (δ − 1) è ∂δΦ
∂τ δ

äèôôåðåíöèðóåìû ïî

òèïó (δ − 2) , òî

LνΨLτδ [
∂2δΦ

∂τ 2δ
(ν, τ)] = −∂

δϕ(r1, 0)

∂τ δ
⊖ (−r22 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖ r2 ⊙ ϕ(r1, 0).

3. Åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìà ïî òèïó (δ − 2) è ∂δΦ
∂τ δ

äèôôåðåíöèðóåìû ïî

òèïó (δ − 1) , òî

LνΨLτδ [
∂2δΦ

∂τ 2δ
(ν, τ)] = −r2 ⊙ ϕ(r1, 0)⊖ (−r22 ⊙ ϕ(r1, r2))⊖

∂δϕ(r1, 0)

∂τ δ
.

4. Åñëè è Φ , è ∂δΦ
∂τ δ

äèôôåðåíöèðóåìû ïî òèïó (δ − 2) , òî

LνΨLτδ [
∂2δΦ

∂τ 2δ
(ν, τ)] = −r22 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ r2 ⊙ ϕ(r1, 0)−

∂δϕ(r1, 0)

∂τ δ
.

Òåîðåìà 3.2.8. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò

íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïåðâàÿ òåîðåìà î

ïåðåíîñå â íå÷åòêîì äðîáíîïîäîáíîì ñìûñëå èìååò ñëåäóþùèé âèä

LνΨLτδ [eα
νΨ

Ψ +β τδ

δ ⊙ Φ(ν, τ)] = ϕ(r1 − α, r2 − β).

Òåîðåìà 3.2.9. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè, ó êîòîðîé ñóùåñòâóåò

íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, âòîðàÿ òåîðåìà

î ïåðåíîñå â íå÷åòêîì äðîáíîïîäîáíîì ñìûñëå èìååò ñëåäóþùèé âèä

LνΨLτδ [Φ(ν − η, τ − µ)⊙ U(ν − η, τ − µ)] = e−r1
ηΨ

Ψ −r2
µδ

δ ⊙ ϕ(r1, r2),

ãäå U(ν, τ) - åäèíè÷íàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, îïðåäåëÿåìàÿ ôîð-

ìóëîé

U(ν − η, τ − µ) = 1 , êîãäà ν > η , è τ > µ ,

U(ν − η, τ − µ) = 0 , êîãäà ν < η , è τ < µ ,

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ñâåðòêó â íå÷åòêîì äðîáíîïîäîáíîì ñìûñëå, à çàòåì

ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ñâåðòêå.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.10. Äëÿ íå÷åòêîçíà÷íîé ôóíêöèè Φ è âåùåñòâåí-

íîçíà÷íîé ôóíêöèè Ψ ñâåðòêà â íå÷åòêîì äðîáíîïîäîáíîì ñìûñëå îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê

(Φ ◦ ◦Ψ)(ν, τ) =

ν∫
0

τ∫
0

Φ(q, r)⊙Ψ(ν − q, τ − r)qΨ−1dqrδ−1dr.

Çàìå÷àíèå 3.2.11. Åñëè ìû ïîäñòàâèì w = ν− q, u = τ − r â âûøåïðè-

âåäåííîå îïðåäåëåíèå 3.2.10, òî ïîëó÷èì

(Φ ◦ ◦Ψ)(ν, τ) =

ν∫
0

τ∫
0

Ψ(w, u)⊙ Φ(ν − w, τ − u)wΨ−1dwuδ−1du,

= (ΨφΦ)(ν, τ)

Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòêàÿ äðîáíîïîäîáíàÿ ñâåðòêà îáëàäàåò êîììóòàòèâ-

íûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 3.2.12. Òåîðåìà ñâåðòêè â íå÷åòêîì äðîáíîïîäîáíîì ñìûñëå

äàåòñÿ ôîðìóëîé

LνΨLτδ [Φ◦◦Ψ(ν, τ)] = LνΨLτδ [Φ(ν, τ)]⊙ LνΨLτδ [Ψ(ν, τ)].

3.2.1. Íå÷åòêèå äðîáíîïîäîáíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà Ψ

Ñíà÷àëà ìû ðåøàåì íå÷åòêèå äðîáíîïîäîáíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ Ψ -ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå èìåþò îáùèé âèä, çàäàííûé ôîðìóëîé

∂ΨΦ(ν, τ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ(ν, τ)

∂τ δ
=

= F (ν, τ,Φ(ν, τ)),Φ(ν, 0) = g(ν),Φ(0, τ) = h(τ), (3.2.1)

ãäå α ∈ R,Φ(ν, τ) � íå÷åòêîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, h(τ) è g(ν) � íå÷åòêèå ÷èñëà,

F �íå÷åòêîçíà÷íàÿ ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî Φ(ν, τ) ôóíêöèÿ.

114



Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.2.1) ñ íå÷åòêèì äðîáíîïîäîáíûì äâîéíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïðîöåäóðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Âî-ïåðâûõ, âîçüìåì íå÷åòêèå äðîáíîïîäîáíûå äâîéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (3.2.1), ïîëó÷àåì

LνΨLτδ [
∂ΨΦ(ν, τ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ(ν, τ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F (ν, τ,Φ)].

Òåïåðü ó íàñ åñòü ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (δ− 1) ïî τ è äèôôåðåíöè-

ðóåìî òèïà (Ψ− 1) , îáà îòíîñèòåëüíî ν , òî

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)],

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r1ϕ∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)],

r1ϕ
∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ

∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)].

Ñëó÷àé 2: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (Ψ − 2) ïî ν è äèôôåðåí-

öèðóåìî ïî òèïó (δ − 1) ïî τ , òî

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)],

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r1ϕ
∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)],

r1ϕ∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ
∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)].
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Ñëó÷àé 3: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (δ− 2) ïî τ è äèôôåðåíöè-

ðóåìî ïî òèïó (Ψ− 1) ïî ν , òî

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)],

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r1ϕ
∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ

∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)],

r1ϕ
∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)].

Ñëó÷àé 4: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî ïî òèïó (Ψ− 2) ïî îáåèì τ è ν , òî

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)],

LνΨLτδ [
∂ΨΦ∗(ν, τ, γ)

∂νΨ
+ α⊙ ∂δΦ∗(ν, τ, γ)

∂τ δ
] = LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

r1ϕ
∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ

∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F ∗(ν, τ,Φ)],

r1ϕ∗(r1, r2, γ) + α(r2ϕ∗(r1, r2, γ)) = G∗(r1) + αH∗(r2) + LνΨLτδ [F∗(ν, τ,Φ)].

Ðåøàÿ ïðèâåäåííóþ âûøå ñèñòåìó óðàâíåíèé è áåðÿ íå÷åòêîå äðîá-

íîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå

Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] .

Òåïåðü ìû ïðèâåäåì ïðèìåð, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îñóùåñòâèìîñòü

íàøåãî ìåòîäà.

Ïðèìåð 3.2.13. Ðàññìîòðèì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà Ψ
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∂ΨΦ(ν, τ)

∂νΨ
=
∂δΦ(ν, τ)

∂τΨ
,

Φ(ν, 0) = (1, 2, 3),Φ(0, τ) = (−1, 0, 1)

Ïðèìåíÿÿ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìû

ïîëó÷èì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (δ−1) ïî τ è äèôôåðåíöèðóåìà
òèïà (Ψ− 1) ïî ν , òî

r2 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(r1, 0) = r1 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(0, r2).

Òåïåðü ó íàñ åñòü

r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ),

r2ϕ
∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ).

Òåïåðü, ïîñëå ðåøåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî è íà÷àëüíîãî óñëîâèé,

ìû èìååì

ϕ∗(r1, r2, γ) =
(1 + γ)

r1(r1 − r2)
− γ − 1

r2(r1 − r2)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
3− γ

r1(r1 − r2)
− 1− γ
r2(r1 − r2)

.

Ñëó÷àé 2: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (δ−1) ïî τ è äèôôåðåíöèðóåìà
òèïà (Ψ− 2) ïî ν , òî

−ϕ(r1, 0)⊖ (−r2 ⊙ ϕ(r1, r2)) = −ϕ(0, r2)⊖ (−r1 ⊙ ϕ(r1, r2)).

Òåïåðü ó íàñ åñòü

r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ
∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ),

r2ϕ
∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ).

Òåïåðü, ïîñëå ðåøåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî è íà÷àëüíîãî óñëîâèé,
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ìû èìååì

ϕ∗(r1, r2, γ) =
r2(1 + γ)

r1(r22 − r21)
− (γ − 1)

r22 − r21
+

(3− γ)
r22 − r21

− r1(γ − 1)

r2(r22 − r21)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
1 + γ

r22 − r21
− r21(1− γ)
r2(r22 − r21)

+
r2(3− γ)
r1(r22 − r21)

− r2(γ − 1)

(r22 − r21)
.

Ñëó÷àé 3: êîãäà Φ(ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (Ψ − 1) ïî ν è äèôôå-

ðåíöèðóåìî òèïà (δ − 2) ïî τ , òî

−ϕ(r1, 0)⊖ (−r2 ⊙ ϕ(r1, r2)) = r1 ⊙ ϕ(r1, r2)⊖ ϕ(0, r2).

Òåïåðü ó íàñ åñòü

r2ϕ
∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ),

r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ
∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ).

Òåïåðü, ïîñëå ðåøåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî è íà÷àëüíîãî óñëîâèé,

ìû èìååì

ϕ∗(r1, r2, γ) =
(3− γ)
r22 − r21

− r1(γ − 1)

r2(r22 − r21)
+ r2

(1 + γ)

r22 − r21
− r1(γ − 1)

r2(r22 − r21)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
1 + γ

r22 − r21
− r21(1− γ)
r2(r22 − r21)

+
r2(3− γ)
r1(r22 − r21)

− (1− γ)
r22 − r21

.

Ñëó÷àé 4: êîãäà Φ(ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (Ψ − 2) ïî ν è äèôôå-

ðåíöèðóåìî òèïà (δ − 2) ïî τ , òî

−ϕ(r1, 0)⊖ (−r2 ⊙ ϕ(r1, r2)) = −ϕ(0, r2)⊖ (−r1 ⊙ ϕ(r1, r2)).

Òåïåðü ó íàñ åñòü

r2ϕ
∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ),

r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ) = r1ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(0, r2, γ).

118



Òåïåðü, ïîñëå ðåøåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî è íà÷àëüíîãî óñëîâèé,

ìû èìååì

ϕ∗(r1, r2, γ) =
(1 + γ)

r1(r1 − r2
− γ − 1

r2(r1 − r2)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
3− γ

r1(r1 − r2
− 1− γ
r2(r1 − r2)

.

Òåïåðü, ðåøèâ ïðèâåäåííûå âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïðèìåíèâ îáðàò-

íîå íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìû ïîëó÷èì

ðåøåíèå.

Ïðèìåð 3.2.14. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äèôôå-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:
∂ΨΦ(ν,τ,γ)

∂νΨ = 3∂
δΦ(ν,τ,γ)
∂τ δ

+ ν,

Φ(ν, 0, γ) = 3ν[γ − 1, 1− γ] + ν2

2 ,

Φ(0, τ, γ) = τ [γ − 1, 1− γ].

Ó íàñ ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (δ−1) ïî τ è äèôôåðåíöèðóåìî
òèïà (Ψ− 1) ïî ν .

Ñëó÷àé 2: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (δ−1) ïî τ è äèôôåðåíöèðóåìî
òèïà (Ψ− 2) ïî ν .

Ñëó÷àé 3: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (Ψ− 1) îòíîñèòåëüíî ν è äèô-

ôåðåíöèðóåìî òèïà (δ − 2) îòíîñèòåëüíî τ .

Ñëó÷àé 4: åñëè Φ äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (Ψ− 2) îòíîñèòåëüíî ν è äèô-

ôåðåíöèðóåìî òèïà (δ − 2) îòíîñèòåëüíî τ .

Èç íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìû ìî-

æåì ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷à-

åâ, êàê ïîêàçàíî â ïîñëåäíåì ïðèìåðå. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ãðàôè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå ñëó÷àÿ 1, îñòàëüíîå òî æå ñàìîå. Ïðè δ = Ψ = 1 ïîëó÷àåìΦ∗(ν, τ, γ) =
ν2

2 + 3(γ − 1)ν + (γ − 1)τ,

Φ∗(ν, τ, γ) = ν2

2 + 3(1− γ)ν + (1− γ)τ.
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Òîãäà Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] äëÿ âñåõ 0 ≤ γ ≤ 1 . Äëÿ γ = 0

èìååì ñëåäóþùåå:

Φ(ν, τ, γ) = [
ν2

2
− 3ν − τ, ν

2

2
+ 3ν + τ ]

à åãî ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.2.1.

Ðèñ. 3.2.1 Ãðàôèê Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] ñ γ = 0

Äëÿ γ = 0.5 èìååì ñëåäóþùåå:

Φ(ν, τ, γ) = [
ν2

2
+ 3(−0.5)ν + (−0.5)τ, ν

2

2
+ 3(0.5)ν + (0.5)τ ]

à åãî ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.2.2.

Ðèñ. 3.2.2 Ãðàôèê Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] ñ g = 0.5

Äëÿ γ = 0.7 èìååì ñëåäóþùåå:

Φ(ν, τ, γ) = [
ν2

2
+ 3(−0.3)ν + (−0.3)τ, ν

2

2
+ 3(0.3)ν + (0.3)τ ]
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à åãî ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.2.3.

Ðèñ. 3.2.3 Ãðàôèê Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] ñ g = 0.7

Äëÿ γ = 1 èìååì ñëåäóþùåå:

Φ(ν, τ, γ) = [
ν2

2
,
ν2

2
]

à åãî ãðàôèê ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.2.4.

Ðèñ. 3.2.4 Ãðàôèê Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] ñ g = 0.7

3.2.2. Íå÷åòêèå äðîáíîïîäîáíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà 2Ψ

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ðåøàåì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå óðàâíåíèå òåïëî-

ïðîâîäíîñòè è íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ íå÷åò-

êîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.
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Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â îäíîì èçìåðåíèè

èìååò ìíîæåñòâî ôîðì, òàêèõ êàê

∂δ

∂τ δ
(
∂δΦ

∂τ δ
) = α

∂2Φ

∂ν2
.

Òàêæå ýòà ôîðìà èñïîëüçîâàëàñü íåêîòîðûìè èññëåäîâàòåëÿìè.

∂δΦ

∂τ δ
=
∂2Φ

∂ν2
.

À ìû èñïîëüçóåì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â

ñëåäóþùåì âèäå
∂δΦ

∂τ δ
= α⊙ ∂2Φ

∂ν2
,

Φ(ν, 0) = F (ν),Φ(0, τ) = h(τ),Φ(a, τ) = g(τ),

ãäå Φ - òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ è îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà,

ëåæàùåãî âäîëü îñè, à α � êîíñòàíòà äèôôóçèè. Ìû ïðèíÿëè íà÷àëüíûå è

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ êàê íå÷åòêèå ÷èñëà. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì α = 1 .

Äëÿ ðåøåíèÿ íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ

íå÷åòêèì äðîáíîïîäîáíûì äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïðîöåäóðà âû-

ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñíà÷àëà ïðèìåíèì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-

ïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-

ñòè.

LνΨLτδ [
∂2ΨΦ(ν, τ)

∂ν2Ψ
] = LνΨLτδ [

∂2Φ(ν, τ)

∂τ δ
].

Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðåîáðàçóåòñÿ â

äðîáíîïîäîáíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó.

1. Êîãäà Φ(ν, τ) äèôôåðåíöèðóåìî òèïà (δ−1) , ìû èìååì ÷åòûðå ñëó÷àÿ,

ñâÿçàííûõ ñ ÷åòûðüìÿ òèïàìè ïðîèçâîäíûõ ïî ïîðÿäêó 2Ψ .

Ñëó÷àé 1. Åñëè Φ è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 1) , òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
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óðàâíåíèé

r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

Ñëó÷àé 2: Åñëè Φ è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ - ñèëüíî îáîáùåííûé êîíôîðìíûé ÷àñòè÷íûé

äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ−2) , òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

Ñëó÷àé 3: Åñëè Φ ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 2) è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 1) ,

òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêèé äðîáíîïîäîáíûé äâîéíîé äèôôåðåíöèðóåìûé ìåòîä

Ëàïëàñà ïðåîáðàçóÿ îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

Ñëó÷àé 4: Åñëè Φ ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 1) è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 2) ,

òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêèé äðîáíîïîäîáíûé äâîéíîé äèôôåðåíöèðóåìûé ìåòîä

Ëàïëàñà ïðåîáðàçóÿ îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

2. Êîãäà Φ(ν, τ) - ñèëüíî îáîáùåííàÿ êîíôîðìíàÿ ÷àñòè÷íàÿ äèôôåðåí-
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öèðóåìàÿ ñèñòåìà òèïà (δ − 2) , ìû ñíîâà èìååì ÷åòûðå ñëó÷àÿ, ñâÿçàííûå ñ

÷åòûðüìÿ òèïàìè ïðîèçâîäíûõ ïî ïîðÿäêó 2Ψ .

Ñëó÷àé 1. Åñëè Φ è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 1) , òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé

r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

Ñëó÷àé 2: Åñëè Φ è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷-

íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ− 2) , òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé

r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

Ñëó÷àé 3: Åñëè Φ ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 2) è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 1) ,

òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêèé äðîáíîïîäîáíûé äâîéíîé äèôôåðåíöèðóåìûé ìåòîä

Ëàïëàñà ïðåîáðàçóÿ îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

Ñëó÷àé 4: Åñëè Φ ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 1) è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 2) ,

òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêèé äðîáíîïîäîáíûé äâîéíîé äèôôåðåíöèðóåìûé ìåòîä

Ëàïëàñà ïðåîáðàçóÿ îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
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r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ),

r21ϕ
∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
= r2ϕ

∗(r1, r2, γ)− ϕ∗(r1, 0, γ).

Òåïåðü, ðåøèâ ïðèâåäåííûå âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïðèìåíèâ ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ, à çàòåì ðåàëèçîâàâ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå îá-

ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå Φ(ν, τ, γ) =

[Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] .

Òåïåðü ìû îáúÿñíèì ïðåèìóùåñòâà íàøåãî ìåòîäà íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4.3. Ðàññìîòðèì äðîáíîïîäîáíîå íå÷åòêîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-

íîñòè
∂δΦ

∂τ δ
=
∂2ΨΦ

∂ν2Ψ
,

Φ(ν, 0) = 0,Φ(0, τ) = (−1, 0, 1),

∂ΨΦ(0, τ)

∂νΨ
= (1, 2, 3).

Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîäðàçóìåâà-

åò âîñåìü ñëó÷àåâ îïèñàííîé âûøå ñèñòåìû. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå

íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ.

Ñëó÷àé 1: Åñëè Φ è ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìû òèïà (Ψ−1) ïî ν è Φ äèôôå-

ðåíöèðóåìà òèïà (δ−1) ïî τ , òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íà îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r1

r2(r2 − r21)
(γ − 1)− (1 + γ)

r2(r2 − r21)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r1

r2(r2 − r21)
(1− γ)− 3− γ

r2(r2 − r21)
.

Ñëó÷àé 2: Åñëè Φ è ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìû òèïà (Ψ−1) ïî ν è Φ äèôôå-

ðåíöèðóåìû òèïà (δ−2) ïî τ , òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íà îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì
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ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r31

r2(r22 − r41)
(γ − 1)− r21(1 + γ)

r2(r22 − r41)
− r1(1− γ)

(r22 − r41)
− (3− γ)

(r22 − r41)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r1

r22 − r41
(γ − 1)− r2(1 + γ)

r1(r22 − r41)
− r31(1− γ)
r2(r22 − r41)

− r21(3− γ)
r2(r22 − r41)

.

Ñëó÷àé 3: Êîãäà Φ è ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìû òèïà (Ψ − 2) ïî ν è Φ

äèôôåðåíöèðóåìû òèïà (δ− 1) ïî τ , òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå

äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íà îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r1(1− γ)
r2(r22 − r41)

− 1 + γ

r22 − r41
− r31(γ − 1)

r2(r22 − r41)
− r21(3− γ)

(r22 − r41)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r31(1− γ)
r2(r22 − r41)

− r21(1 + γ)

r2(r22 − r41)
− r1(γ − 1)

r22 − r41
− (3− γ)
r22 − r41

.

Ñëó÷àé 4: Êîãäà Φ äèôôåðåíöèðóåìû òèïà (Ψ − 1) ïî ν è ∂ΨΦ
∂νΨ Φ äèô-

ôåðåíöèðóåìû òèïà (Ψ− 2) ïî ν è Φ äèôôåðåíöèðóåìû òèïà (δ − 1) ïî τ ,

òî, ïðèìåíÿÿ íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íà

îáå ñòîðîíû, ïîëó÷èì

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r31(γ − 1)

r2(r22 − r41)
− r21(1 + γ)

r2(r22 − r41)
− r1(γ − 1)

(r22 − r41)
− 3− γ

(r22 − r41)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r1(1− γ)
r22 − r41

− 1 + γ

r22 − r41
− r31(1− γ)
r2(r22 − r41)

− r21(3− γ)
r2(r22 − r41)

.

Âîëíîâîå óðàâíåíèå

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âîëíîâîå äðîáíîïîäîáíîå îäíîìåðíîå

íå÷åòêîå óðàâíåíèå
∂2δΦ

∂τ 2δ
= α2 ⊙ ∂2ΨΦ

∂ν2Ψ
,

Φ(ν, 0) = ψ(ν),
∂δΦ(ν, 0)

∂τ δ
= F (ν),
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Φ(0, τ) = g(τ),
∂ΨΦ(0, τ)

∂νΨ
= h(τ).

Äëÿ ðåøåíèÿ íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íå÷åò-

êèì äðîáíîïîäîáíûì äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïðîöåäóðà âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñíà÷àëà ïðèìåíèì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-

ïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Â ðå-

çóëüòàòå ìû èìååì øåñòíàäöàòü âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.

1. Ñíà÷àëà âîçüìåì Φ(ν, τ) è ∂Ψ(ν,τ)
∂νΨ êàê äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (Ψ− 1)

ïî ν . Îòñþäà ñëåäóåò ÷åòûðå àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

Ñëó÷àé 2: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

Ñëó÷àé 3: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 1) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.
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Ñëó÷àé 4: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 2) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

2. Òåïåðü âîçüìåì Φ(ν, τ) è ∂ΨΦ(ν,τ)
∂νΨ êàê äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (Ψ−2) .

Îòñþäà ñëåäóåò ÷åòûðå àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

Ñëó÷àé 2: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

Ñëó÷àé 3: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 1) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.
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Ñëó÷àé 4: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 2) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

3. Â êà÷åñòâå òðåòüåãî âàðèàíòà âîçüìåì Φ â êà÷åñòâå ñèëüíî îáîáùåí-

íîãî äðîáíîïîäîáíîãî ÷àñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìîãî òèïà (Ψ − 2) è ∂ΨΦ
∂νΨ â

êà÷åñòâå ñèëüíî îáîáùåííîãî äðîáíîïîäîáíîãî ÷àñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìîãî

òèïà (Ψ−1) , ÷òî ïîçâîëÿåò íàì èìåþò ÷åòûðå ñëó÷àÿ, ñâÿçàííûõ ñ ÷åòûðüìÿ

òèïàìè ïðîèçâîäíîé äëÿ τ , êîòîðûå çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñëó÷àé 1: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

Ñëó÷àé 2: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

Ñëó÷àé 3: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 1) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,
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r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

Ñëó÷àé 4: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 2) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

4. Â ÷åòâåðòîì ñëó÷àå ìû âîçüìåì Φ êàê ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíî-

ïîäîáíûé ÷àñòè÷íûé äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 1) , à ∂ΨΦ
∂νΨ êàê ñèëüíî

îáîáùåííûé êîíôîðìíûé ÷àñòè÷íûé äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (Ψ − 2) , ÷òî

ïîçâîëèò íàì èìåòü ÷åòûðå ñëó÷àÿ, ñâÿçàííûõ ñ ÷åòûðüìÿ òèïàìè ïðîèçâîä-

íîé äëÿ τ , êîòîðûå çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

Ñëó÷àé 1: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

Ñëó÷àé 2: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

� ñèëüíî îáîáùåííûå äðîáíîïîäîáíûå ÷àñòè÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûå òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

Ñëó÷àé 3: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 2) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-
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ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 1) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

Ñëó÷àé 4: Êîãäà Φ - ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷àñòè÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ− 1) è ∂δΦ
∂τ δ

- ñèëüíî îáîáùåííûé äðîáíîïîäîáíûé ÷à-

ñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûé òèïà (δ − 2) , òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä

r22ϕ∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−
∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−

∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
,

r22ϕ
∗(r1, r2)− r2ϕ∗(r1, 0)−

∂δϕ∗(r1, 0)

∂τ δ
= r21ϕ

∗(r1, r2)− r1ϕ∗(0, r2)−
∂Ψϕ∗(0, r2)

∂νΨ
.

Ðåøàÿ ïðèâåäåííûå âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïðèìåíÿÿ íå÷åòêîå äðîá-

íîïîäîáíîå äâîéíîå îáðàòíîå óðàâíåíèå Ëàïëàñà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðåøå-

íèå â âèäå Φ(ν, τ, γ) = [Φ∗(ν, τ, γ),Φ
∗(ν, τ, γ)] .

Òåïåðü ìû ïðåäñòàâëÿåì ïðèìåð íå÷åòêîãî äðîáíîïîäîáíîãî âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îáîñíîâàííîñòü íàøèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå â îä-

íîì èçìåðåíèè:
∂2δΦ

∂τ 2δ
=
∂2ΨΦ

∂ν2Ψ
,

Φ(0, τ) = (0, 1, 2),
∂ΨΦ(0, τ)

∂νΨ
= (1, 2, 3),

∂δΦ

∂τ δ
(ν, 0) = 0,Φ(ν, 0) = 0.

Íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîäðàçóìåâàåò

øåñòíàäöàòü âîçìîæíîñòåé. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ÷åòûðå íåòðè-

âèàëüíûõ ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ.

Ñëó÷àé 1: Êîãäà îáà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî îáîáùåííûì äðîáíîïîäîá-

íûìè ÷àñòè÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè òèïà (δ − 1) è Φ(ν, τ) , ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåí-

öèðóåìà òèïà (Ψ− 1) , òî, ïîëó÷èì
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ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r2

r1(r21 − r22)
(γ)− (1 + γ)

r1(r21 − r22)
,

ϕ∗(r1, r2, γ) =
−r2

r1(r21 − r22)
(2− γ)− 3− γ

r1(r21 − r22)
.

Ñëó÷àé 2: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

äèôôåðåíöèðóåìûìè òèïà (δ−1) ïî τ è Φ(ν, τ) ,
∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìà òèïà (Ψ− 2) , òî, ïîëó÷èì

ϕ∗(r1, r2, γ) = −(γ)
−r22

r1(r41 − r42)
−(1+γ)− r22

r1(r41 − r42)
− r1r2
r41 − r42

(2−γ)+ r1
r41 − r42

(3−γ),

ϕ∗(r1, r2, γ) = −γ
r1

r41 − r42
−(1+γ) r1

r41 − r42
+

r32
r1(r41 − r42)

(2−γ)− r22
r1(r41 − r42)

(3−γ).

Ñëó÷àé 3: Êîãäà Φ è ∂δΦ
∂τ δ

äèôôåðåíöèðóåìûìè òèïà (δ − 2) è Φ(ν, τ) ,
∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìà òèïà (Ψ− 1) , òî, ïîëó÷èì

ϕ∗(r1, r2, γ) = −(2−γ)
r1r2

r41 − r42
−(3−γ) r1

r41 − r42
− r32
r1(r41 − r42)

(γ)− r22
r1(r41 − r42)

(1+γ),

ϕ∗(r1, r2, γ) = −(2−γ)
r22

r1(r41 − r42)
−(3−γ) r22

r1(r41 − r42)
r1r2

r41 − r42
(1+γ)− r1

r41 − r42
(1+γ).

Ñëó÷àé 4: Êîãäà Φ äèôôåðåíöèðóåìûìè òèïà (δ − 1) è ∂δΦ
∂τ δ

äèôôåðåí-

öèðóåìûìè òèïà (δ − 2) è Φ(ν, τ) , ∂ΨΦ
∂νΨ äèôôåðåíöèðóåìà òèïà (Ψ− 1) , òî,

ïîëó÷èì

ϕ∗(r1, r2, γ) = −(2−γ)
r22

r1(r41 − r42)
−(3−γ) r22

r1(r41 − r42)
− r1r2
r41 − r42

(γ)+
r1

r41 − r42
(1+γ),

ϕ∗(r1, r2, γ) = (2−γ) r1
r41 − r42

−(3−γ) r1
r41 − r42

+
r32

r1(r41 − r42)
(γ)− r22

r1(r41 − r42)
(1+γ).

Ðåøèâ âûøåóêàçàííóþ ñèñòåìó è ïðèìåíèâ íå÷åòêîå äâîéíîå îáðàòíîå

Ëàïëàñà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðåøåíèå.
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Çàêëþ÷åíèå

Ìû ââåëè íå÷åòêîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è íå÷åòêîå äðîáíî-

ïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Òàêæå ïðåäñòàâëåíû ñâÿçàííûå

ñâîéñòâà è òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â ýòîé

ãëàâå ìû ïðèìåíèëè íå÷åòêîå äðîáíîïîäîáíîå äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-

ïëàñà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé íå÷åòêèõ äðîáíîïîäîáíûõ Ó×Ï (êàê â 1D, òàê

è â 2D). Íå÷åòêèå äðîáíîïîäîáíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøà-

þòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ïîäõîäà áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ â äðîáíîïîäîáíûå

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîýòîìó íå âàæíî íàõîäèòü ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî ñàìîå áîëüøîå ïðåèìóùåñòâî ýòîé ñèñòå-

ìû. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà î÷åíü óäîáåí è

ýôôåêòèâåí. Îäíàêî ÿâíûå ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîé ñèñòåìû òðåáóþò îáðàòíîãî

äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, êîòîðîå ñëîæíî ðåøèòü.
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3.3. Íå÷åòêîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà

Óðûñîíà

Çàäà÷è íàáëþäåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ñ íåïîëíîé

èíôîðìàöèåé è íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè îïèñûâàþòñÿ íå÷åòêèìè

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ñèñòåìàìè òàêèõ óðàâíåíèé. Â

ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ðàçðåøèìîñòè è èññëåäîâàíèå êà÷å-

ñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé íå÷åòêèõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåò-

ñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà íå÷åòêèõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

íåëèíåéíûì îïåðàòîðîì Óðûñîíà.

Çàäà÷è íàáëþäåíèÿ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ ñ íåïîëíîé

èíôîðìàöèåé è íåîïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè îïèñûâàþòñÿ íå÷åòêèìè

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è ñèñòåìàìè òàêèõ óðàâíåíèé

[9]. Â ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ðàçðåøèìîñòè è èññëåäîâà-

íèå êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé íå÷åòêèõ óðàâíåíèé. Ýòîìó íàïðàâëåíèþ

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ, ôóíêöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è åå ïðèëîæåíèÿìè â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåõ-

íèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî îïóáëèêîâàííûõ ðà-

áîò. Â ÷àñòíîñòè, â [90] ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íå÷åòêèõ

ìíîæåñòâ. Â ðàáîòå [65] äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íåëèíåé-

íûõ èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà-Ôðåäãîëüìà. Â

[97] ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà

â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà îñíîâå òåîðèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Â [57] ââîäÿòñÿ ìåðû íåêîìïàêòíîñòè Õà-

óñäîðôà è Êóðàòîâñêîãî äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ óïëîòíÿþùèõ îïåðàòîðîâ è ñ èõ

ïîìîùüþ óñòàíîâëåíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé íå÷åòêèõ àáñòðàêò-

íûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ íå÷åòêîå íåëèíåéíîå èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òèïà Êàðàòåîäîðè è íåêîòîðûì óñëîâèÿì ðîñòà â òåðìèíàõ ôóíê-

öèé îò ìåð íåêîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà è Êóðàòîâñêîãî. Â íàñòîÿùåé ðàáî-

òå èçó÷àåòñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ ñèñòåìà íå÷åòêèõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé âèäà

ẋ(t) = F (t, x(t), (Kx)(t)), x(0) = x0, t ∈ I = [0, T ], (3.3.1)

ãäå (Kx)(t) =
∫ t
0 −K(t, s, x(s))ds � íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Óðû-

ñîíà.

3.3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðå-

çóëüòàòû, íóæíûå íàì â äàëüíåéøåì.

Ïóñòü Rn � n -ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ∥ · ∥ .
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî En îòîáðàæåíèé u : Rn → [0, 1] ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) u � ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî åñòü ñóùåñòâóåò âåêòîð x0Rn òàêîé, ÷òî

u(x0) = 1 ;

2) u � íå÷åòêîå âûïóêëîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü

u(λx+ (1− y)y) ≥ min{u(x), u(y)}

âñÿêèé ðàç, êîãäà x, y ∈ Rn è λ ∈ [0, 1] ;

3) u � ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó îòîáðàæåíèåì, òî åñòü äëÿ ëþ-

áîãî x0 ∈ Rn è ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(x0, ε) > 0 òàêîé, ÷òî u(x) < u(x0) + ε

âñÿêèé ðàç, êîãäà |x− x0| < δ è x ∈ Rn ;

4) çàìûêàíèå ìíîæåñòâà {xRn, u(x) > 0} êîìïàêòíîå.
Ìíîæåñòâî [u]α = {x ∈ Rn : u(x) ≥ α} íàçûâàþò ìíîæåñòâîì α -óðîâíÿ

äëÿ îòîáðàæåíèÿ u .

Èç 1) - 4) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà α -óðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè êîì-

ïàêòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè Rn äëÿ âñåõ α ∈ [0, 1] .

Íóëåâûì ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà En íàçûâàåòñÿ

0̃(x) =

0, åñëè x ̸= 0,

1, åñëè x = 0,
(3.3.2)
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî En ÿâëÿåòñÿ ïîëóëèíåéíûì ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé

D(u, v) = sup
α∈[0,1]

DH([u]
α, [v]α),

ãäå

DH(A,B) = max{max
α∈A

min
b∈B
|a− b|,max

b∈B
min
α∈A
|a− b|

ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè ïîäìíî-

æåñòâàìè Rn . Èç òåîðåìû 2.1 ðàáîòû [90] ñëåäóåò, ÷òî E ìîæåò áûòü âëîæåíî

êàê çàìêíóòûé âûïóêëûé êîíóñ â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X . Îòîáðàæåíèå

âëîæåíèÿ J : En → X ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì.

Ôóíêöèÿ g : I → En íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ I1, . . . , In ìíîæåñòâà

I(I =
⋃n
k=1−IK òàêèõ, ÷òî g(·) ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà êàæäîì IK .

Îòîáðàæåíèå f : I → En íàçûâàåòñÿ ñèëüíî èçìåðèìûì, åñëè ñóùåñòâó-

åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fm}∞m−1 ïðîñòûõ ôóíêöèé fm : I → En òàêèõ, ÷òî

limD(fm(t), f(t)) = 0 äëÿ ïî÷òè âåçäå t ∈ I .
Ñëåäóÿ ðàáîòå [121], îïðåäåëèì èíòåãðàë îò íå÷åòêèõ ôóíêöèé ïî óðîâ-

íÿì, òî åñòü ñóùåñòâóåò g(t) ∈ En òàêàÿ, ÷òî

[g]α(t) =

t∫
0

[f ]α(s)ds.

Äàëåå, åñëè g(·) : I → En ñèëüíî èçìåðèìà è èíòåãðèðóåìà, òî j(g)(·)
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî èçìåðèìîé è èíòåãðèðóåìîé â ñìûñëå Áîõíåðà è

J

( t∫
0

g(s)ds

)
=

t∫
0

J(g)(s)ds äëÿ âñåõ t ∈ I. (3.3.3)

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíòåãðèðóåìûõ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé, óñòàíîâëåííûõ â [97].
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Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü G,K : I → En èíòåãðèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ è

ïóñòü λ ∈ R . Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

i.
∫ T
0 (G(t) +K(t))dt =

∫ T
0 G(t)dt+

∫ T
0 K(t)dt ;

ii.
∫ T
0 λG(t)dt = λ

∫ T
0 G(t)dt ;

iii. D(G,K) èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ;

iv. D(
∫ T
0 G(t)dt,

∫ T
0 K(t)dt) =

∫ T
0 D(G(t), K(t))dt .

Îòîáðàæåíèå F : I → En íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïðè t ∈ I åñëè

ñóùåñòâóåò F (t) ∈ En òàêîå, ÷òî ïðåäåëû

lim
h→0

F (t+ h)− F (t)
h

è lim
h→0+

F (t)− F (t− h)
h

ñóùåñòâóþò è ðàâíû Ḟ (t) . Â êîíå÷íîé òî÷êå èíòåðâàëà I ðàññìàòðèâàåòñÿ

ëèøü îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Ïóñòü Y � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρy(·, ·) . Ìåðà

íåêîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà β : Y → R äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ A

ïðîñòðàíñòâà Y îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

β(A) = inf{d > o : A ìîæåò áûòü ïîêðûòî êîíå÷íûì

êîëè÷åñòâîì øàðîâ ðàäèóñà ≤ d.}

Ìåðà íåêîìïàêòíîñòè Êóðàòîâñêîãî ρ : Y → R äëÿ îãðàíè÷åííûõ ïîä-

ìíîæåñòâ A ïðîñòðàíñòâà Y îïðåäåëÿåòñÿ äðóãèì ðàâåíñòâîì

ρ(A) = inf{d > o : A ìîæåò áûòü ïîêðûòî êîíå÷íûì

êîëè÷åñòâîì ìíîæåñòâ äèàìåòðà ≤ d}.

Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ââåäåì îáîçíà÷åíèå

diam(A) = sup
a,b∈A

ρY (a, b).
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

ρ(A) ≤ β(A) ≤ 2ρ(A). (3.3.4)

Ïî ïîâîäó äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (3.3.2) (ñì. íàïðèìåð [97]).

Ââåäåì îáùåå îáîçíà÷åíèå γ(t) äëÿ β(t) è ρ(t) è ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà

ôóíêöèè γ(t) :

i. γ(A) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì, òî

åñòü çàìûêàíèå Ā ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì;

ii. γ(A+B) = γ(A) + γ(B) è γ( ¯c0A) = γ(A) ;

iii. åñëè A ⊂ B òî γ(A) ≤ γ(B) ;

iv. γ(A ∪B) = max(γ(A), γ(B)) ;

v. γ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ Õàóñäîðôà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [118].

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è

ïóñòü {gn}∞n=1 � èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ

ôóíêöèé èç I â X . Òîãäà îòîáðàæåíèå

t→ {gn(t), n ≥ 1}

èçìåðèìî è

β

( t+h∫
t

{ ∞⋃
i=1

gi(s)

}
ds

)
≤

t+h∫
t

{ ∞⋃
i=1

gi(s)

}
ds, (3.3.5)

ãäå t, t+ h ∈ I .

Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå t → {
∞⋃
i=1

gi(t)} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâåííîçíà÷-

íûì. Ïî-äðóãîìó, òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ìóëüòèôóíêöèÿìè. Èíòå-

ãðàë â (3.3.3) îïðåäåëåí â ñìûñëå Àóìàíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ çíà÷åíèé âñåõ

èíòåãðàëîâ îò ñèëüíî èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Çàìå÷àíèå 3.3.3. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ J : En → X èçî-

ìåòðè÷åñêîå è èçîìîðôíîå, òî îíî ñîõðàíÿåò äèàìåòð ëþáîãî çàìêíóòîãî
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ïîäìíîæåñòâà, òî åñòü ρ(A) = ρ(J(A)) äëÿ çàìêíóòîãî è îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà A ∈ Rn .

Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü {fn(·)}∞n=1 � èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñèëüíî èçìåðèìûõ íå÷åòêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà I ñî

çíà÷åíèÿìè â En . Òîãäà ôóíêöèÿ t → ρ({fm(t),m ≥ 1}) ÿâëÿåòñÿ èçìåðè-

ìîé è

ρ

( b∫
a

∞⋃
m=1

fm(s)ds

)
≤

b∫
a

ρ

( ∞⋃
m=1

fm(s)

)
ds. (3.3.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó fm ñèëüíî èçìåðèìà, òî èìååòñÿ J(fm)(·) òàê-
æå ñèëüíî èçìåðèìàÿ, è ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âåçäå ñåïàðàáåëüíîçíà÷íàÿ. Òà-

êèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ñåïàðàáåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X òàêîå,

÷òî

J(fm)(IN) ⊂ Y,

ãäå N ⊂ I � ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

Äàëåå áåç ïîòåðè îáùíîñòè, èç òåîðåìû 2 è çàìå÷àíèÿ 1 èìååì

ρ

( b∫
a

( ∞⋃
m=1

fm(s)

)
ds

)
= ρ

( b∫
a

( ∞⋃
m=1

J(fm(s))

)
ds

)
≤

≤ β

( b∫
a

( ∞⋃
m=1

J(fm(s))

)
ds

)
=

b∫
a

β

( ∞⋃
m=1

J(fm(s))

)
ds <

< 2

b∫
a

ρ

( ∞⋃
m=1

J(fm(s))

)
ds = 2

b∫
a

ρ

( ∞⋃
m=1

fm(s)

)
ds.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè (3.3.4).

Çàìå÷àíèå 3.3.5. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ρ(·) è β(·)
â (3.3.4). Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ÷òî ìîæíî ëè çàìåíèòü 2 â ïðàâîé

÷àñòè (3.3.4) íà ìåíüøóþ êîíñòàíòó, èñïîëüçóÿ ñïåöèôèêó ïðîñòðàíñòâà

íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ.
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3.3.2. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå óðàâíåíèé âèäà

ẋ(t) = F (t, x(t), (Kx)(t)), x(0) = x0, t ∈ [0, T ], (3.3.7)

ãäå

(Kx)(t) = −
t∫

0

K(t, s, x(s))ds.

Ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ (3.3.7).

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(À1) F : I × En × En → En òàêîå, ÷òî

1) t→ F (t, x, y) � ñèëüíî èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå äëÿ âñåõ x, y ∈ En ;
2) (x, y)→ F (t, x, y) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ I .
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè

a(·), b(·) ∈ L1(I,R+)

òàêèå, ÷òî

(A2) ρ(F (t, A,B)) ≤ λ(t)(ρ(A) + ρ(B)) äëÿ âñåõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ

ïîäìíîæåñòâ A,B ∈ En è λ(·) ∈ L1(I,R+), ρ � ìåðà íåêîìïàêòíîñòè Êóðà-

òîâñêîãî;

(À3) D(F (t, x, y), ô) ≤ a(t) + b(t)[D(x, ô) +D(y, ô)] ;

(A4) Îïåðàòîð

(Ax)(t) = −
t∫

0

K(t, s, x(s))ds

äåéñòâóåò èç I â L1(I,Rn) è âïîëíå íåïðåðûâåí.

Òåîðåìà 3.3.6. Åñëè (À1) - (À4) èìååò ìåñòî, òî çàäà÷à (3.3.7) èìååò,

ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå íà [0, T ] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå (3.3.7) îãðàíè÷åíî. Â ñà-

ìîì äåëå, èìååì
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D(x(t), ô) = D(x0, ô) +D

( t∫
o

F (s, x(s), (Kx)(s))ds, 0̂

)
≤

≤ D(x0, ô) +

t∫
0

D(F (s, x(s), (Kx)(s)), ô)ds ≤

≤ D(x0, ô) +

t∫
0

(
a(s) + b(s)

[
D(x(s), ô) +D

( t∫
0

K(s, τ, x(τ))dτ, ô

)])
ds ≤

≤ D(x0, ô) +

t∫
0

(
a(s) + b(s)D(x(s), ô) +Mb(s)

t∫
0

d(x(τ)dτ, 0)

)
ds,

ãäå M = max
t,s∈I,−∞<x<∞

|K0(s, t, x)| , ãäå ôóíêöèÿ K0(s, t, x) íåïðåðûâíî îïðå-

äåëåíà íà I× I× (−∞,∞) è ðàâíà K(s, t, x) íà I× I× (−a, a) è ðàâíà íóëþ
ïðè |x| ≥ a .

Äàëåå îáîçíà÷èì

m(t) = D(x(t), ô)

è ïîëó÷èì

m(t) = m(0) +

t∫
0

(
a(s) + b(s) +m(s) +Mb(s)

s∫
0

m(τ)dτ

)
ds.

Èç íåðàâåíñòâà B. Pachpatte (ñì., íàïðèìåð [117]) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

÷èñëî M0 > 0 òàêîå, ÷òî

m(t) = D(x(t), ô) ≤M0 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].

Áîëåå òîãî, ìû ïîëó÷èì, ÷òî

D((Kx)(t), ô) = D

( t∫
0

K(t, s, x(s))ds, ô

)
≤

t∫
0

D(K(t, s, x(s), ô))ds ≤
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≤M

t∫
0

D(x(s), ô)ds ≤MM0T =M1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

D(F (t, x(t), (Kx)(t)), ô) ≤ a(t) +M2b(t) =M(t),

ãäå M2 = M0 +M1 . Ïîñêîëüêó a(·), b(·) ∈ L1(I,R+) , òî ïîëó÷èì, ÷òî µ(·) ∈
L1(I,R+) . Ïóñòü c =

∫ T
0 µ(s)ds+ 1 . Îïðåäåëèì

Ω =
{
x(·) ∈ C([0, T ],En) : sup

t∈[0,T ]
D(x(t), x0) ≤ c

}
. (3.3.8)

ßñíî, ÷òî Ω çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Äàëåå îïðå-

äåëèì îïåðàòîð P : C([0, T ],En)→ C([0, T ],En ñ ïîìîùüþ ðàâåñòâà

(Px)(t) = x0 +

t∫
0

F (s, x(s), (Kx)(s))ds, t ∈ [0, T ].

Òîãäà

D((Px)(t), x0) = D

( t∫
0

F (s, x(s), (Kx)(s))ds, ô

)
≤

≤
t∫

0

−D(F (s, x(s), (Kx)(s), ô))ds ≤
T∫

0

µ(s)ds ≤ ε

äëÿ x ∈ Ω è t ∈ [0, T ] .

Òàêèì îáðàçîì, P (Ω) ⊂ Ω è P (Ω) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííû íà [0, T ] .

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì íà Ω . Äëÿ ýòî-

ãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(·) ∈ Ω ñõîäèòñÿ ê x(·) .
Òîãäà

D((Pxn)(t), (Px)(t)) =
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= D

( t∫
0

F (s, xn(s), (Kxn)(s))ds,

t∫
0

F (s, x(s), (Kx)(s))ds

)
≤

≤
t∫

0

D(F (s, xn(s), (Kxn)(s))), F (s, x(s), (Kx)(s))ds.

Êðîìå òîãî, íàì èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð (Kx)(t) =
∫ t
0 −K(t, s, x(s))ds ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Òîãäà èç (À1) ñëåäóåò, ÷òî

D((Pxn)(t), (Px)(t))→ 0 ïðè n→∞

ðàâíîìåðíî íà [0, T ] . Èòàê, P � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð íà [0, T ] .

Äàëåå äëÿ ìåðû íåêîìïàêòíîñòè Êóðàòîâñêîãî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

ρ(A(t)) ≤ R

t∫
0

ρ(A(s))ds, (3.3.9)

ãäå R = e2(2+MT )
∫ T

0
λ(t)dt , à A(t) � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Ω (3.3.8).

Èç (3.3.9) ñëåäóåò, ÷òî

ρ(A(t)) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, A(t) ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì äëÿ êàæäîãî

t ∈ [0, T ] . Ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûì ìíîæåñòâîì,

òî òåîðåìà Àðöåëà-Àñêîëè ñïðàâåäëèâà â äàííîì ñëó÷àå. Èòàê, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xn(t)}∞n=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, T ] ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

x(·) ∈ Ω . Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

D((Px)(t), x(t)) ≤ D((Px)(t), (Pxn)(t))+

+D((Pxn)(t), xn(t)) +D(xn(t), x(t))→ 0

ïîëó÷èì, ÷òî

(Px)(t) = x(t) äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ],
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òî åñòü x(·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (3.3.3).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÃËÀÂÀ 4. ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÅ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

4.1. Äðîáíûå ýâîëþöèîííûå ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ

Äàííûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí òåîðèè ðàçðåøèìîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ýâî-

ëþöèîííûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà âîçìóùåííûå àääèòèâíûì ñëàãàå-

ìûì "áåëîãî øóìà". Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå

ïðè àíàëèçå ðàçíîîáðàçíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåëàêñàöèîííûõ è äèôôóçèîí-

íûõ ïðîöåññîâ â ïîðèñòûõ è ôðàêòàëüíûõ ñëåäàõ.

Ñòîõàñòè÷åñêèå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷èëè ñóùåñòâåííîå ðàçâè-

òèå çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èõ êîíå÷íîìåðíûå

ðåàëèçàöèè ÷àñòî âîçíèêàþò â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ôèçèêå,

òåõíèêå, õèìèè, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå è äðóãèõ

îáëàòÿõ çíàíèé. Îáîáùåíèå òåîðèè Èòî-Ñòðàòàíîâè÷à-Ñêîðîõîäà íà áåñêî-

íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå áåðåò ñâîé íà÷àëî â ðàáîòàõ [80], [81]. Â ðàìêàõ ýòîé

òåîðèè, â ÷àñòíîñòè, áûëî èññëåäîâàíî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå Èòî ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì øóìîì [54], [70], [113], [67]. Â ðàáîòàõ [71], [115],

[98], [142] áûë ïðåäëîæåí èíîé ïîäõîä ê àíàëèçó ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà

îñíîâå ïðîèçâîäíîé Íåëüñîíà-Ãëèêëèõà. Â ðàáîòå [142] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðî-

èçâîäíàÿ Íåëüñîíà-Ãëèêëèõà îò âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ

ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ Ýéíøòåéíà-Ñìîëóõîâñêîãî,

ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ áûë íàçâàí "áåëûì øó-

ìîì".

Ðàññìîòèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ àáñòðàêíîãî óðàâíåíèÿ

cDα
t u(t) + Au(t) = f(u(t)) +Bω(t), u(0) = u0 (4.1.1)

ãäå cDα
t - äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 , A - ïî÷òè

ñåêòîðèàëüíûé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , f :

H → H - íåëèíåéíîå çàäàííîå îòîáðàæåíèå, ω(t) - àáñîëþòíûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ (áåëûé øóì â ñìûñëå Áàëàêðèøíàíà) â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì
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ïðîñòðàíñòâå Hn , B - ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â H ñî çíà÷åíèÿìè

â ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðîâ èç Hn â H .

Ïðè àíàëèçå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (4.1.1) ñòàíäàðòíûì òðåáîâàíè-

åì ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåíèå îïåðàòîðîì À ðåçîëüâåíòíûõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ

{Sα(t)}t≥0 è {Zα(t)}t≥0 . Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü çàäà÷è Êîøè
äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî, íåâîçìóùåííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

cDα
t + A(t)u(t) = 0.

Äàëåå íóæíî ïîòðåáîâàòü îò íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ f(·) óñëîâèÿ òèïà
Ëèïùèöà. Óñëîâèÿ íàêëàäûâàåìûå íà îïåðàòîð Â, òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîé-

ñòâàìè àáñîëþòíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (áåëîãî øóìà). Äàëåå, â äàííîé ðà-

áîòå, ïîä ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ω(t) áóäåì ïîíèìàòü áåëûé øóì â ñìûñëå

Áàëàêðèøíàíà. Òàêîå ïîíÿòèå âïåðâûå ââåäåíî â ìîíîãðàôèè [38]. Ðàññìàò-

ðèâàåìîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ W = L2((0, T ), H) , ãäå

0 < T ≤ ∞ , êîòîðîå áóäåò ñåïàðàáåëüíûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì,

åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ H . Äàëåå ÷åðåç ω è µ îáîçíà÷èì ýëåìåíò ïðîñòðàí-

ñòâà W è ñòàíäàðòíóþ ãàóññîâó ìåðó íà W ñîîòâåòñòâåííî. Òàê îïðåäåëåííîå

ïðîñòðàíñòâî W íàçûâàåòñÿ áåëûì øóìîì, à êàæäûé åãî ýëåìåíò ω ∈ W ðå-

àëèçàöèåé áåëîãî øóìà.

Ïîëîæèì äàëåå

W (t, ω) =

t∫
0

ω(s)ds.

Ôóíêöèÿ W (t, ω) íåïðåðûâíà ïî t ïðè ôèêñèðîâàííîì ω , è ïðè t > s ðàç-

íîñòü [W (t, ω)−W (s, ω)] ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íóëåâûì

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé (t − s)∥h∥2 , ãäå h ∈ W .

Òåì íå ìåíåå, ôóíêöèÿ [W (t, ω), h] íå ìîæåò áûòü ðåàëèçàöèåé âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà, ââèäó òîãî, ÷òî òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ

íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå ïðè ôèêñèðîâàííîì ω .

Ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîððåëÿöèè Áàëàêðèøíàíà ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç âîçìîæíûõ ìîäåëåé îñíîâàííîé íà äåëüòà-ôóíêöèè. Äðóãîé ïîäõîä

îñíîâàí íà òåîðèè ìàðòèíãàëîâ è âåíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ
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ðàññìîòðåíèåì ëèøü ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, òî îáà ïîäõîäà ïðèâîäÿò ê îäèíà-

êîâûì ðåçóëüòàòàì. Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïîÿâëÿåòñÿ

ãëóáîêîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè ïîäõîäàìè (ñì.íàïð.[36], [37], [51], [95]).

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå 1 èçëîæåíû îñ-

íîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè èíòåãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ äðîáíî-

ãî ïîðÿäêà. Ðàçäåë 2 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ðåçîëüâåíòíûõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ

Sα(t) è Zα(t) . Â ðàçäåëå 3 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà áåëîãî øóìà Áà-

ëàêðèøíàíà è ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë. Ëèíåéíûé ñëó÷àé

çàäà÷è Êîøè èçó÷àåòñÿ â ðàçäåëå 4, à íåëèíåéíûé â ðàçäåëå 5.

4.1.1. Èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå äðîáíîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü J = [0, T ]CR , X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, N - ìíîæåñòâî íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë, R - äåéñòâèòåëüíàÿ îáëàñòü, L(J,X) - ïðîñòðàíñòâî èíòå-

ãðèðóåìûõ â ñìûñëå Ëåáåãà ôóíêöèé îïðåäåëåííûõ íà J ñî çíà÷åíèÿìè â

X,ACm(J,X) - ïðîñòðàíñòâî (m− 1) - ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ

íà J,X - çíà÷íûõ ôóíêöèé ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà

m , Wm.1(J,X) ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Èíòåãðàë äðîáíîãî ïîðÿäêà α > 0 îò ôóíêöèè

f ∈ L1(J,X) èìååò âèä

Iαt f(t) =
1

Γ(α)

t∫
0

f(s)ds

(t− s)1−α
, t > 0 (4.1.2)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîòî÷å÷íî îïðåäåëåíà íà J , ãäå Γ(·) -ãàììà-
ôóíêöèÿ Ýéëåðà âòîðîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà

α > 0 îò ôóíêöèè f èìååò âèä

RLDα
t f(t) =

1

Γ(n− α)
dn

dtn

t∫
0

f(s)ds

(t− s)(α + 1− n)
, t > 0, n− 1 < α < n (4.1.3)

147



Èíòåãðàë (4.1.2) äëÿ óäîáñòâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Iαt f()t = (gα ∗ f)(t)

äëÿ ôóíêöèè

gα(t) =


tα−1

Γ(α)
, åñëè t > 0,

0 åñëè t ≤ 0.

Ïðèâåäåì êðàòêóþ ñâîäêó îñíîâíûõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà (4.1.2) è ïðîèçâîä-

íîé (4.1.3) äðîáíîãî ïîðÿäêà â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ (ñì. íàïð. [67],

[115]).

Ëåììà 4.1.3. Ïóñòü β > 0 è m = [β] .

(1) Åñëè f ∈ L1(J,X) , òî gm−β ∗(Iβt f) ∈ Wm,1(J,X) è RLDβ
t I

β
t f(t) = f(t)

ï.â.

(2) Åñëè α > β è f ∈ L1(J,X) , òî RLDβ
t I

α
t f(t) = Iα−βt f(t) ï.â. â ÷àñò-

íîñòè, åñëè α > k , òî DkIβt f(t) = Iβ−kt f(t) ï.â.

(3) Åñëè p > 1
q è f ∈ Lp(J,X) , òî Iαf íåïðåðûâíà íà J .

Ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ íå î÷åíü óäîáíà ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ ñâÿçàííàÿ ñ èìåíåì

Ì.Êàïóòî ìîäèôèöèðîâàííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî äðîáíîãî ïîðÿäêà α > 0 îò

ôóíêöèè f : J → X èìååò âèä

cDα
t f(t) =

RL Dα

[
f(t)

n−1∑
k=0

tk

k!
fk(0)

]
, t > 0, n− 1 < α < n. (4.1.4)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî îò ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ðàâíà íó-

ëþ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èíòåãðàëû âî âñåõ îïðåäåëåíèÿõ (4.1.2), (4.1.3) è

(4.1.4) ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå Áîõíåðà.
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Ëåììà 4.1.5. Ïóñòü α ∈ (0, 1) è h : J → R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ôóíêöèÿ u ∈ C(y,R) çàäàííàÿ â âèäå

u(t) = u0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1h(s)ds

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñëåäóþùåé äðîáíîé çàäà÷è Êîøè

cDα
t u(t) = h(t), t ∈ J

u(0) = u0.

Çàìå÷àíèå 4.1.6. Åñëè âìåñòî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h â ëåììå 4.1.5

âçÿòü èíòåãðèðóåìóþ ôóíêöèþ, òî ðåçóëüòàò ëåììû îñòàåòñÿ âåðíûì.

4.1.2. Ïî÷òè ñåêòîðèàëüíûå îïåðàòîðû è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïóñòü X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ∥ · ∥ , À ëèíåéíûé çàìêíóòûé

îïåðàòîð, D(A), R(A) è σ(A) ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü

çíà÷åíèÿ è ñïåêòð îïåðàòîðà .

Îïðåäåëåíèå 4.1.7. . Ïóñòü −1 < γ < 0 è 0 ≤ δ ≤ π . ×åðåç Θγ
δ (X)

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ A : D(A) ⊆ X →
X òàêèõ, ÷òî:

(1) ñïåêòð σ(A) ïðèíàäëåæèò ñåêòîðó

Σµ = {λ ∈ C{0} : |argλ| ≤ µU0};

(2) äëÿ êàæäîãî σ < µ < π ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ cµ > 0 òàêàÿ, ÷òî

∥(λ− A)−1 ≤ cµ|λ|γ äëÿ âñåõ λ∈̄Σ0
π/2−δ.

Ââåäåì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

{T (t)}t∈Σ0
π/2−δ

, {Sα(t)}t∈Σ0
π/2−δ

, u{Zα(t)}t∈Σ0
π/2−δ
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àññîöèèðîâàííûå ñ îïåðàòîðîì A ñëåäóþùèì îáðàçîì

T (t) = e−tλ(A) =
1

2πi

∫
Γθ

e−tλ(λ− A)−1dλ, t ∈ Σ0
π/2−δ, λ ∈ C(−∞, 0],

Sα = Eα(−λtα)(A)θ =
1

2πi

∫
Γθ

Eα(−λtα)(λ− A)−1dλ,∈ Σ0
π/2−δ, λ ∈ C \ (−∞, 0],

Zα = Eα,α(−λtα)(A)θ =
1

2πi

∫
Γθ

Eα,α(−λtα)(λ−A)−1dλ,∈ Σ0
π/2−δ, λ ∈ C\(∞, 0],

(4.1.5)

ãäå Eα,α(λ) = Σ∞k=0
λk

Γ(α(k+1)) , α > 0, λ ∈ C - äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ìèòòàãà-Ëåôëåðà Eα(λ) = E1,α(z) , êîíòóð Γθ = {R+e
iθ} ∪ {R+e

−iθ}(0 < θ <

π) îðåíòèðîâàí òàê, ÷òî Sθ îòêðûòûé ñåêòîð â Σ0
θ = {λ ∈ C{0} : |argλ| <

θ} ∪ {0} ëåæèò ïî ïðàâîé ñòîðîíå îò Γθ .

Îòìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî {T (t)}t ∈ Σ0
π/2−δ ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé â ñèëó

ñâîéñòâà

T (s+ t) = T (s)T (t)

äëÿ âñåõ t ∈ Σ0
π/2−δ , êðîìå òîãî, îïåðàòîð T (t) õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ðåçîëü-

âåíòà (λ + A)1 îïåðàòîðà A , êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèåì Ëàïëàñà ïîëóãðóïïû T (t) , ò.å.

(λ+ A)−1 =

∞∫
0

e−λtT (t)dt, λ ∈ C, Reλ > 0. (4.1.6)

Èç (4.1.5) è (4.1.6) ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó îïåðàòîðîì A è ïîëóãðóïïîé T (t)

ñóùåñòâóåò âçàèìíîå îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Èç îïðåäåëåíèÿ (4.1.7) ñëå-

äóåò, ÷òî îïåðàòîðû Sα(t) è Zα(t) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç T (t) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

Sα(t)x =

∞∫
0

Φα(s)T (st
α)xds, t ∈ Σ0

π/2−δ, x ∈ D(Sα(t)), (4.1.7)
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Zα(t)x =

∞∫
0

αΦα(s)T (st
α)xdsd, t ∈ Σ0

π/2−δ, x ∈ D(Zα(t)), (4.1.8)

ãäå ôóíêöèÿ Φα(s) îïðåäåëÿåòñÿ òàê

Φα(λ) =
1

π

∞∑
k=1

(−λ)k

(k − 1)!
Γ(kα) sin(kπα), 0 < α < 1, λ ∈ C.

Îïèøåì îñíîâíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Sα(t) è Zα(t) â âèäå ñëåäóþùèõ

ïðåäëîæåíèé.

Ëåììà 4.1.8. Ïóñòü A ∈ Θγ
δ ,−1 < γ < 0, 0 < δ < π/2 . Èìåþò ìåñòî

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) Äëÿ êàæäîãî t ∈ Σ0
π/2−δ, Sα(t) è Zα(t) ëèíåéíûå è îãðàíè÷åííûå îïå-

ðàòîðû íà R+ . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå CS = C(α, γ) > 0 è

CZ = C(α, γ) > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0

∥Sα(t)∥ ≤ CSt
−α(1+γ) è ∥Zα(t)∥ ≤ CZt

−α(1+γ).

(2) Äëÿ t > 0 , ñåìåéñòâà Sα(t) è Zα(t) íåïðåðûâíûå â ðàâíîìåðíîé

îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî r > 0 ýòè ñåìåéñòâà

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå íà [r,∞) .

(3) Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ Σ0
π/2−δ è âñåõ x ∈ D(A) ,

(Sα(t)− I)x =

t∫
0

−s(α−1)AZα(z)xds.

(4) Äëÿ âñåõ x ∈ D(A) è t > 0

cDα
t Sα(t)x = −ASα(t)x.

(5) Äëÿ âñåõ t > 0 Sα(t)I
α
t (t

α−1Zα(t)).

(6) Ïóñòü β > 1 + γ . Äëÿ âñåõ x ∈ D(Aβ), lim
t→0+

Sα(t)x = x.
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Ëåììà 4.1.9. ([62]). Ïóñòü A ∈ Θγ
δ (X),−1 < γ < 0, 0 < δ < π/2 , è

ïóñòü 0 < β < 1− γ . Òîãäà:
(1) Îáëàñòü çíà÷åíèé R(Zα(t)) , ñåìåéñòâî Zα(t) äëÿ t > 0 ñîäåðæèòñÿ

â D(AB) .

(2) S ′α(t)x = −tα−1AZα(t)x , è S ′α(t)x äëÿ x ∈ D(A) ëîêàëüíî èíòåãðèðó-

åìà íà (0,∞) .

(3) Äëÿ âñåõ x ∈ D(A) è t > 0 , ∥ASα(t)x∥ ≤ ct−α(1+γ)∥Ax∥ , ãäå u -

ïîñòîÿííàÿ çàâèñÿùàÿ îò γ, α .

(4) Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ Σ0
π/2−δ, Zα(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì

îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì íà Xβ . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ C0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0

∥AβZα(t)x ≤ αC0
Γ(1− α− β)

Γ(1− α(γ + β))
t−α(γ+β+1)∥x∥.

Ëåììà 4.1.10. Åñëè ðåçîëüâåíòà (λ + A)−1 êîìïàêòíàÿ äëÿ êàæäîãî

λ > 0 , òî Sα(t) è Zα(t) êîìïàêòíûå äëÿ êàæäîãî t > 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî

ζε(t) =

∞∫
ε

Φα(s)T (st
α − εtα)ds, ξε(t) =

∞∫
t

Φα(s)T (st
α)ds.

Òîãäà, ξε(t) = T (εtα)ξε(t) è ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî t > 0, ξε

ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð íà R+ . Äàëåå ñ ïîìîùüþ êîìïàêòíîñòè

T (t), t > 0 ìû óâèäèì, ÷òî ξε(t) êîìïàêòíûé äëÿ êàæäîãî t > 0 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàìåòèì, ÷òî

∥ξε(t)− Sα(t)∥ ≤ ∥
∞∫
0

Φα(s)T (st
α)ds∥ ≤

∞∫
0

Φα(s)s
−1−γds.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç êîìïàêòíîñòè ξε(t), t > 0 ñëåäóåò, ÷òî Sα(t) êîìïàêòíî

äëÿ êàæäîãî t > 0 . Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìû ìîæåì ñäå-

ëàòü çàêëþ÷åíèå, ÷òî Zα(t) òàêæå êîìïàêòíûé äëÿ êàæäîãî t > 0 . Ëåììà
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äîêàçàíà.

4.1.3. Áåëûé øóì è ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë Áàëàêðèøíàíà

Ïóñòü H ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è W = L2((0, T ), H)

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé

f : [0, T ]→ H

òàêèõ, ÷òî
T∫

0

∥f(t)∥2 <∞,

ãäå ∥ · ∥ - íîðìà â H .

Îïðåäåëèì öèëèíäðè÷åñêóþ ìåðó µ íà (W,Σ) (Σ - àëãåáðà öèëèíäðè÷å-

ñêèõ ìíîæåñòâ) ñ ïîìîùüþ

µ(E) =

∫
B

G(x)dx,

ãäå B - áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â Rn èçîìîðôíîå ê B - îñíîâàíèå öèëèíäðà

E , è G(x) - n - ìåðíàÿ ãàóññîâà ïëîòíîñòü ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé

êîâàðèàöèåé. Òàêàÿ ìåðà ä íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé ìåðîé íà W .

Ïóñòü H ñåïàðàáåëüíîå ïðåäãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

H ⊂ H . Èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ îòîáðàæåíèå f : W → H íàçûâàåòñÿ ñëó-

÷àéíûì âåêòîðîì, åñëè ãàóññîâà ìåðà µ ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äî ñ÷åòíî-

àääèòèâíîé íà σ - àëãåáðå ìíîæåñòâ âèäà (f−1(B) , � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî

íà H ).

Åñëè H = R1 , òî f íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ïîä êîíå÷íî-àääèòèâíûì áåëûì øóìîì â W áóäåì ïîíèìàòü ïðîöåññ ñ

òðàåêòîðèåé ω(·) â W ñ ãàóññîâîé ìåðîé µ è ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

C(h) = E[exp

(
i

T∫
0

[N(t), h(t)]dt

)
= exp

(
− 1

2

T∫
0

[h(t), h(t)]dt

)
.
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Ýòà ìåðà íå ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äî ñ÷åòíî-àääèòèâíîé íà W . Ïóñòü

f(·) îçíà÷àåò ëþáóþ èçìåðèìóþ ïî Áîðåëþ ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ W â

äðóãîå (ñåïàðàáåëüíîå) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hr . Â îáùåì ñëó÷àå íå íàäî

îïðåäåëÿòü ðàñïðåäåëåíèå íàä Hr . Ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü òîëüêî ñïåöèàëü-

íûé êëàññ òàêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå èìåþò îïðåäåëåííûé ïðåäåëüíûé ñìûñë.

Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü PN ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïðîåê-

òîðîâ íà W òàêèõ, ÷òî PN ñèëüíî ñõîäÿòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî N, f(PNf) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïðåäïîëîæèì

òåïåðü, ÷òî

{f(PNω)}

ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå. Òîãäà

C(h) = lim
N
CN(h), h ∈ Hr, (4.1.9)

ãäå

CN(h) = E[exp(i[f(PNω), h])]

îïðåäåëÿåò ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ ïðîñòðàí-

ñòâà Hr . Åñëè ïðåäåëüíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ C(h) íå çàâèñèò

îò ÷àñòè÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîåêòîðîâ PN , òî ìû íàçîâåì f(·) ôè-

çè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ÔÑÂ) è ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðåäåëüíóþ ìåðó

îïðåäåëèì êàê ðàñïðåäåëåíèÿ f(·) . Íàïîìíèì â ýòîé ñâÿçè èçâåñòíóþ ïðå-

äåëüíóþ òåîðåìó Ïðîõîðîâà [116] äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B â

Hr

µN(B)→ µf(B) åñëè µf(∂) = 0, (4.1.10)

ãäå µN(·) ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì f(PNω) .

Òåïåðü ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (4.1.9) è (4.1.10) ïðèâåäåì õàðàêòåðèñòè-

êó ÔÑÂ. Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé êîíöåïöèåé íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.11. Ïóñòü H1, H2 äåéñòâèòåëüíûå ñåïàðàáåëüíûå

ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå F : H1 → H2 ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì â x ∈ H1 îòíîñèòåëüíî S - òîïîëîãèè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
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ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà Lε(x) : H
1 → H1 òàêîé, ÷òî èç

∥Lε(x)(x− x′)∥ < 1 (4.1.11)

ñëåäóåò

∥F (x)− F (x′)∥ < ε (4.1.12)

ãäå F ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî S - íåïðåðûâíûì íà U ⊂ H1 åñëè îïåðàòîð

Ãèëüáåðòà- Øìèäòà â (4.1.11) íå çàâèñèò îò x ∈ U .

Îïðåäåëåíèå 4.1.12. Îòîáðàæåíèå F : H1 → H2 íàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíî S - íåïðåðûâíûì â îêðåñòíîñòè íà÷àëà, åñëè F ðàâíîìåðíî S -

íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâàõ

Un = {u ∈ H1∥Lnu∥ ≤ 1},

ãäå {Ln}1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà òàêàÿ, ÷òî

{Ln}HS → 0 è
∞⋃
n=1

Un = H1.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ðàâíîìåðíî S - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ÿâ-

ëÿåòñÿ òàêæå ðàâíîìåðíî S - íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè íà÷àëà.

Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ (4.1.11), (4.1.12) è îïðåäåëåíèÿ (4.1.10) ìîæíî ïðè-

âåñòè êðèòåðèé õàðàêòåðèçóþùèé ÔÑÂ.

Ëåììà 4.1.13. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî F : H1 → H2 ÿâëÿåò-

ñÿ ÔÑÂ áóäåò åãî ðàâíîìåðíàÿ S - íåïðåðûâíîñòü â îêðåñòíîñòÿõ íà÷àëà.

4.1.4. Ñòîõàñòè÷åñêîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ñ ëèíåéíûì

ñíîñîì

Ïóñòü H - ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A - ïî÷òè ñåêòî-

ðèàëüíûé îïåðàòîð, ò.å. A ∈ Θγ
σ(H),−1 < γ < 0, 0 < σ < π/2 . Â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàçäåëà 4 îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàñòâî
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W = L2((0, T ), H) , ãäå T ≤ ∞ . Ïóñòü, êðîìå òîãî, Hn - äðóãîå ñåïàðà-

áåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (çäåñü n - ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì ñëîâà

noise - øóì) è ïîëîæèì Wn = L2((0, T ), Hn) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ëèíåéíûé

îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Hn â H . Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå

óðàâíåíèå âèäà

cDα
t u(t) + Au(t) = Bω(t), t > 0, u(0) = u0, (4.1.13)

ãäå cDα
t - äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà α, 0 < α < 1, A ∈

Θγ
σ(H),−1 < γ < 0, 0 < σ < π/2, ω(t) - áåëûé øóì ñî çíà÷åíèÿìè â äðó-

ãîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå Hn , B � ëèíåéíûé îïåðàòîð

èç H â Hn .

Òàê êàê ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò ñëó÷àéíîãî âõîäà

ω , òî äëÿ íåãî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå u(t, ω) . Óðàâíåíèå

[u(t, ω), v] = [u(0), v] +

t∫
0

(t− τ)α−1[u(t, ω), A∗v]dτ +

+

t∫
0

(t− τ)α−1[ω(τ), v]dr, v ∈ D(A∗) (4.1.14)

èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

u(t, ω) = Sα(t)u0 +

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− ττ)ω(τ)dτ (4.1.15)

è äëÿ êàæäîãî ω ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå ñëàáî íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèå (4.1.14). Çäåñü Sα(t), Zα(t) - ñåìåéñòâà ðå-

çîëüâåíòíûõ îïåðàòîðîâ ââåäåííûå â ðàçäåëå 3. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåí-

íî ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.8.3 ìîíîãðàôèè [38] è ðàáîòû [59]. Äàëåå èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó (4.1.15) âû÷èñëèì êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùèé ïðî-

öåññó u(t, ω) . Ïîñêîëüêó ýëåìåíò u(t, ω) îïðåäåëåí äëÿ êàæäîãî t , òî åãî

ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t .
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Ïðåäïîëàãàÿ u0 çàäàííûì, ïîëó÷èì

E([u(t, ω)− Sαu0v][u(τ, ω)− Sαu0, z]) =

E

( t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)ω(τ), v]dτ
t∫

0

[(t− σ)α−1Zα(τ − σ)ω(τ), z])dσ
)

=

E

( t∫
0

[ω(τ), B∗(t− τ)α−1Z∗α(t− τ)v]dτ
t∫

0

[ω(σ), B∗(τ − σ)α−1Z∗α(τ − σ)v]dσ
)

=

=

t∫
0

[ω(σ), B∗(τ − σ)α−1Z∗α(τ − σ)v,B∗(τ − σ)α−1Z∗α(τ − σ)] =

= [v, (t− τ)α−1Rα(τ, τ)z], t ≥ τ

Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîð Rα(t, τ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé

Rα(t, τ) = Sα(t− τ)Rα(τ, τ), t ≥ τ, (4.1.16)

ãäå

Rα(τ, τ)u0 =

t∫
0

(τ − σ)α−1Zα(τ − σ)BB∗Z∗α(τ − σ)u0dτ. (4.1.17)

Èç ïîñëåäíåãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

cDα
t [Rα(τ, τ)u0, v] = [Rα(τ, τ)u0, v]+

+[Rα(τ, τ)u0, A
∗v] + [B∗u0, A

∗v]Rα(0, 0) = 0, (4.1.18)

äëÿ âñåõ u0, v èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(A∗) . Îáðàòíî, óðàâíåíèå (4.1.18)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è îíî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.1.17).

Äàëåå, äëÿ êàæäîãî u0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[Rα(τ, τ)u0, u0] =

τ∫
0

∥B∗S∗(τ − σ)u0∥2dσ,
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è ïîýòîìó ýòà âåëè÷èíà íå óáûâàåò ïðè τ ≥ 0 .

Ïîëîæèì

[Rα∞u0, u0] = lim
τ→0

[Rα(τ, τ)u0, u0].

Ïðåäåë ñïðàâà êîíå÷åí, åñëè, íàïðèìåð âûïîëíåíî óñëîâèå

lim
t→∞

1

t
log∥S(t)∥ = ω0 < 0. (4.1.19)

Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð Rα∞ áóäåò ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì,

îïðåäåëåííûì ðàâåíñòâîì

[R∞A
∗u0, v] = lim

τ→∞
[Rα(τ, τ)u0, v], u0, v ∈ H. (4.1.20)

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (4.1.18) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Rα∞ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ

[R∞A
∗u0, v] + [[R∞u0, A

∗v]] + [B∗u0, B
∗v] = 0 (4.1.21)

äëÿ âñåõ u0, v ∈ H èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A∗ .

Êîíå÷íî, óñëîâèå (4.1.19) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðà-

òîð Rα∞ áûë îïðåäåëåí êîððåêòíî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ìîæíî ðàññìîòðåòü

ñëó÷àé êîìïàêòíîé ïîëóãðóïïû òàêîé, ÷òî S(t)Bx = exp(−ζt)x, ζ > 0 . Îò-

ìåòèì, ÷òî óñëîâèå

[Rαu0, u0] = 0 âëå÷åò u0

âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî íîëü ïðèíàäëåæèò ðåçîëüâåíòíîìó ìíîæåñòâó. Ýòîò

ôàêò îòðàæàåò ñïåöèôèêó áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Äåëî â òîì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå îïåðàòîð R(τ, τ) âñåãäà êîìïàê-

òåí.

Äàëåå, ïóñòü

ũ(t, ω) =

t∫
0

(t− s)α−1Zα(t− s)Bω(s)ds.
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Òîãäà ðàâåíñòâî

Lω = ũ(·, ω) (4.1.22)

îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî

Wn â W . Ôîðìóëà χ(C) = µ[ω : Lω ∈ C] îïðåäåëÿåò ãàóññîâó öèëèíäðè-

÷åñêóþ ìåðó íà êëàññå öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ èç ïðîñòðàíñòâà W . Îíà

ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíîé íà τ - àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L � îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, èëè

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè Zα(t)B � îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà ïî÷òè

äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ) è

t∫
0

t∫
0

∥(t− τ)α−1Zα(t− τ)B∥2dτdt <∞.

Ýòî óñëîâèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè ëèáî Zα(t) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé

Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, ëèáî B -îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà. Îòìåòèì, ÷òî

E((Lω)(Lω)∗) = LL∗.

Âûøåèçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1.14. Ïóñòü f(ω) = L(ω) , ãäå L ÿâëÿåòñÿ ëþáûì ëèíåé-

íûì îãðàíè÷åííûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç H â Hn . f(·) ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-

Øìèäòà.

4.1.5. Ñòîõàñòè÷åñêèå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíûì

ñíîñîì

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ äðîáíóþ çàäà÷ó Êîøè âèäà

cDα
t u(t) + Au(t) = f(u(t)) +Bω(t), t > 0, u(0) = u0, (4.1.23)
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ãäå A ∈ Θσγ,−1 < γ < 0, 0 < σ < π/2 . Ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.1.23)

áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(t, ω) : Wn = L2((0, T ), Hn) → H óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå óðàâíåíèå

u(t, ω) = Sα(t)u0 +

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)dτ [f(u(τ, ω)) +Bω(τ)]dτ, (4.1.24)

ãäå µG - ãàóññîâà ìåðà íà Wn, ω òî÷êà â Hn , B : W → Wn - îãðàíè÷åííûé

îïåðàòîð è f : H → H - ðàâíîìåðíîå ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî

∥f(u1)− f(u2)∥ ≤ L(f)∥u1 − u2∥, (4.1.25)

ãäå L(f) - ïîñòîÿííàÿ çàâèñÿùàÿ îò f .

Îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûé êîíòóð Γσ îðèåíòèðîâàííûé òàê, ÷òî îòêðûòûé

ñåêòîð Σ0
σ ëåæèò ñïðàâà îò Γσ . Ïóñòü β ∈ C è A ∈ Θγ

σ(H),−1 < γ < 0, 0 <

σ < π/2 . Òîãäà êîìïëåêñíàÿ ñòåïåíü Aβ îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåòñÿ òàê

β = λβ() = − 1

2πi

∫
Γσ

λβ(λ− A)−1dλ, λ ∈ C \ (−∞, 0].

Â ñëó÷àå Re(β) > 1 + γ,A−β ïðèíàäëåæèò L(H) - ïðîñòðàíñòâó âñåõ

ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç H â H . Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Hβ =

D(Aβ) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

∥u∥β = ∥Aβu∥, u ∈ Hβ.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1.15. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (4.1.25) âûïîëíåíî è u(t, ω)

óäîâëåòâîðÿþò çàäà÷ó (4.1.23). Òîãäà äëÿ êàæäîãî u0 ∈ Hβ ôóíêöèÿ u(t, ω)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
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u(t, ω) = Sω(t) +

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)f(u(t, ω))dτ +

+

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)ω(τ)dτ. (4.1.26)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû çàäà÷à (4.1.23)

ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âèäà

u(t, ω) = u0 −
1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1Au(τ, ω)dτ + 1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1f(u(τ, ω))dτ+

+
1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1Bω(τ)dτ, t ≥ 0. (4.1.27)

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì (4.1.27) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîëó÷èì

U(s) = Sα−1(Sα + A)−1u0 + (Sα + A)−1F (s) + (Sα + A)( − 1)Gω(s), (4.1.28)

ãäå

U(s) =

∞∫
0

e−stu(t)dt, F (s) =

∞∫
0

e−stf(u(t))dt,Gω(s) =

∞∫
0

e−stGω(t)dt, F (s), Res > γi.

Èñïîëüçóÿ ëåììû ðàçäåëà 2, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøå-

íèÿ (4.1.27) ïîëó÷èì

Sα−1(Sα + A)−1u0 + (Sα + A)−1Gω(s) =
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=

∞∫
0

e−stSα(t)u0dt+

∞∫
0

e−st
( t∫

0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)f(u(τ)dt)
)
dt+

∞∫
0

e−st
( t∫

0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)fBω(τ)dτ
)
dt. (4.1.29)

Êîìáèíèðóÿ (4.1.28) è (4.1.29) è ó÷èòûâàÿ òåîðåìó åäèíñòâåííîñòè ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïîëó÷èì

u(t, ω) = Sα(t)u0

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)f(u(τ, ω))dt+

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)Bω(τ)dt.

Òåîðåìà 4.1.16. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1.15. Òîãäà ðå-

øåíèå u(t, ω) çàäà÷è (4.1.23) ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,

åñëè Sα(A)
− îïåðàòîð Ãèëüáåðòà Øìèäòà è/èëè B îïåðàòîð Ãèëüáåðòà

Øìèäòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (4.1.23) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

u(t, ω) = u0 +

t∫
0

(t− τ)α−1Au(τ, ω)dτ +
t∫

0

(t− τ)α−1f(u(τ, ω))dτ +

+

t∫
0

(t− τ)α−1ω(τ)dτ(4.1.30)

èëè ýêâèâàëåíòíî
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u(t, ω) = Sα(t)u0 +

t∫
0

(t− τ)α−1f(u(τ, ω))dτ +

+

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)Bω(τ)dt (4.1.31)

Ðåøåíèå (4.1.31) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñëàáûì íåïðåðûâíûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (4.1.23)

[u(t, u), v] = [u0, v] +

t∫
0

[(t− τ)α−1u(t, ω), v]dτ+

+

t∫
0

(t− τ)α−1f(u(τ, ω)), v]dτ +
t∫

0

[(t− τ)α−1ω(τ), v]dτ

äëÿ êàæäîãî v ∈ D(A∗) , ãäå D(A∗) - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîïðÿæåííîãî

ïî÷òè ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà A∗ . Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî u(·, ω) ÿâëÿåòñÿ
ôèçè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Èç (4.1.31) ïîëó÷èì

∥u(·, ω1)− u(·, ω2)∥2ω

≤ 2

(T )∫
0

∥∥∥∥
t∫

0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)[f(u(τ, ω1))− f(u(τ, ω2))]dt

∥∥∥∥2dt+
+2

(T )∫
0

∥∥∥∥
t∫

0

(t− τ)α−1B[ω1(τ)− ω2(τ)]dτ

∥∥∥∥2dt ≤
≤ 2

T∫
0

∥∥∥∥
t∫

0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)
∥∥∥∥2∥f(u(τ, ω1))− f(u(τ, ω2))∥2dτdt+
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+2

(T )∫
0

∥∥∥∥
t∫

0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)B[ω1(τ)− ω2(τ)]dτ

∥∥∥∥2dt ≤
≤ 2M(α)ekTL(f)

(T )∫
0

∥∥∥∥
t∫

0

∥(u(τ, ω1))− f(u(τ, ω2))∥2Hdt
∥∥∥∥2dτdt+

+2

(T )∫
0

∥∥∥∥
t∫

0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)B[ω1(τ)− ω2(τ)]dτ

∥∥∥∥2
H

dt. (4.1.32)

Ïóñòü m(t) =
t∫
0

∥(u(τ, ω1))− f(u(τ, ω2))∥2Hdτ ,

P (α) = 2M(α)ekTL(f), β(T ) =

= 2

(T )∫
0

∥∥∥∥
t∫

0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)×BL[ω1(τ)− ω2(τ)]dτ

∥∥∥∥2
H

dt. (4.1.33)

òîãäà (4.1.33) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

M(T ) ≤
(T )∫
0

Nm(t)dt+B(T ) (4.1.34)

è èç íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà ñëåäóåò

m(t) ≤ eNTB(T ) (4.1.35)

èëè

∥u(·, ω1)− u(·, ω2)∥2W ≤ 2eNT
∥∥∥∥

t∫
0

(t− τ)α−1Zα(t− τ)B[ω1(τ)− ω2(τ)]dτ

∥∥∥∥2
W

.

Òåïåðü ïîñêîëüêó Zα(t − τ)(t − τ)α−1 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ãèëüáåðòà-
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Øìèäòà ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð L : W 1 → W 2 òàêîé, ÷òî

Lf = g, g =

t∫
0

((t− τ)α−1Zα(t− τ)Bfdτ.

Òîãäà ââîäÿ γ(N) = 2eNT ïîëó÷èì

∥u(·, ω1)− u(·, ω2)∥2W ≤ γ(N)∥L(ω1 − ω2)∥2W

èëè u(·, ω) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì â S - òîïîëîãèè è u(·, ω) ÿâ-
ëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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4.2. Äðîáíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ áåëûì

øóìîì Áàëàêðèøíàíà

Òðóäíîé ïðîáëåìîé òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà ñ÷èòàåòñÿ àíàëèç âçàèìîñâÿ-

çè êîíå÷íî-àääèòèâíûõ è ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð. Ïåðâûå ôóíäàìåíòàëüíûå

ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðîáëåìû ïðèíàäëåæàò A. Alexandro� [26] è

Ê. Yosida, E. Hewitt [149]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷-

íûå ìåðû, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâîì êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè íî íå îáÿçà-

òåëüíî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòüþ. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû ïîäðîáíûì

îáðàçîì èçëîæåíî â ðàáîòå H. Duanmu, W. Weiss [60]. Âî ââåäåíèè ê öèòèðó-

åìîé ðàáîòå îòìå÷åíî, ÷òî â îòëè÷èå îò òåîðåì Þ. Â. Ïðîõîðîâà [10] è À. Í.

Øèðÿåâà [14], â êîòîðûõ óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð ñõîäèòñÿ ê ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðå,

ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé êîíå÷íî-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P

íà òîòàëüíî îãðàíè÷åííîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàéäåò-

ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {Pn}n∈N òàêàÿ,

÷òî ∫
fdPn =

∫
fdP

äëÿ êàæäîé îãðàíè÷åííîé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé

ôóíêöèè f . Äàëåå, â [60] îòìå÷åíî, ÷òî ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îòëè÷èå îò

òåîðåìû Portmanteau [47], òàêàÿ ñõîäèìîñòü íå èìååò ìåñòî äëÿ ïðîñòî îãðà-

íè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíîé òåîðåìû Portmanteau ÿâëÿþòñÿ òîíêèìè. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî-

ìåðíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ âîçíèêàþò èíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè. Â

ìîíîãðàôèè A. V. Balakrishnan [39] îïèñàíà ñòðóêòóðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ åå òîïîëîãèåé. Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî òåîðèÿ ìåðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé

òåì, ÷òî ìåðà îïðåäåëåííàÿ íà àëãåáðå öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ îêàçûâà-

åòñÿ ëèøü êîíå÷íî-àääèòèâíîé.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçðåøèìîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîíå÷íî-àääèòèâíîé âåðî-

ÿòíîñòíîé ìåðîé è ñ äðîáíûì ïîðÿäêîì ïðîèçâîäíîé. Âî âòîðîì ðàçäåëå ðà-
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áîòû èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íî-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòíîé

ìåðîé íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîåíà ìåðà Ãàóññà, èëëþñòðèðóþ-

ùàÿ îñîáåííîñòü áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îáñóæäàåòñÿ òàêæå ïîíÿòèå ñòî-

õàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà íà îñíîâå êîíå÷íî-àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû

íà àáñòðàêòíîì ïðîñòðàíñòâå è ðàçúÿñíÿåòñÿ åãî âçàèìîñâÿçü ñ èíòåãðàëîì

Èòî. Â òðåòüåì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîå äðîáíîå ýâîëþöèîí-

íîå óðàâíåíèå â ãèëáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â [103],

äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè è ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ïðè-

íåñåíû íà ñëó÷àé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ

ïîíÿòèå áåëîãî øóìà Áàëàêðèøíàíà è èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà. Â ðàçäåëå 5

íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ýëåìåíòàðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè ôèçè÷åñêîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû äàåòñÿ ïîíÿòèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ äðîáíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî

ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ. Óñòàíîâëåíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-

ñòâåííîñòè ñëàáîãî ñëó÷àéíîãî ðåøåíèÿ äðîáíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì è óñèëåíèåì ðÿäà ðàáîò [71],

[86]. Äàëåå íàéäåíà âåðîÿòíîñòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà - êîððåëÿöèîííûé îïåðà-

òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîõàñòè÷åñêîìó ðåøåíèþ.

4.2.1. Êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû Ãàóññà â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìåðû â êîíå÷íîìåðíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ âîçíèêëà â ðàáîòàõ À.Ëåáåãà ïî òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ è íàøëà

ñâîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ôóíêöè-

îíàëüíîãî àíàëèçà è äðóãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè [3]. Â ÷àñòíîñòè, ñóùå-

ñòâåííî ïîâëèÿëà íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òðàêòîâêà

À.Êîëìîãîðîâà [12] âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ êàê ìåðû ìíîæåñòâà. Òåîðèÿ ìåðû

â áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé

òåì, ÷òî ìåðà îïðåäåëåííàÿ íà àëãåáðå öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, îêàçûâà-

åòñÿ ëèøü êîíå÷íî-àääèòèâíîé. A. V. Balakrishnan [39] ïðèâåë êàíîíè÷åñêèé

ïðèìåð â âèäå ìåðû Ãàóññà èëþñòðèðóþùèé ýòó îñîáåííîñòü âåðîÿòíîñòíûõ

ìåð íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
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Àëãåáðà öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü H -ñåïàðàáåëüíîå âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Âûáåðåì

â íåì n ýëåìåíòîâ x1, x2, ..., xn è ïóñòü B -áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî íà ýâêëèäî-

âîì n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn . Íàçîâåì öèëèíäðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì ìíî-

æåñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ y ∈ H , ÷òî n -ìåðíûé âåêòîð {[y, xi}, i = 1, 2, ..., n

ïðèíàäëåæèò B . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn -êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿ-

íóòîå íà ýëåìåíòû x1, x2, ..., xn . Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Hn ìîæåò áûòü

ìåíüøå n . Åñëè Pn -îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ èç H íà Hn , òî âìåñòå ñ êàæ-

äûì ýëåìåíòîì y â öèëèíäðè÷åñêîì ìíîæåñòâå ñîäåðæèòñÿ è Pny+(I−Pn)H .

Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå "öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî".

Ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü èíà÷å ñ áîëåå îáùèõ ïîçèöèé. Ðàññìîò-

ðèì êîíå÷íî-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Hm â H . Ïóñòü B áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî

â H .

Öèëèíäðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B è îðòîãîíàëüíîãî

äîïîëíåíèÿ ê Hm . Áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî B íàçûâàþò òîãäà îñíîâàíèåì

öèëèíäðà, à Hm - åãî áàçèñíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ óñòàíîâëåíû â [B] , à èìåí-

íî:

1) òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå äîïîëíåíèå öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà åñòü

òàêæå öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî;

2) ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ åñòü òàêæå öè-

ëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî;

3) äâà öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâà ñ îñíîâàíèÿìè B1 â H1 è B2 â H2

ñîâïàäàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B1 = B2 .

Ñâîéñòâà 1)-3) ïîêàçûâàþò, ÷òî êëàññ öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçóåò àëãåáðó.

Ïðîñòðàíñòâî H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà öè-

ëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî H è ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿþòñÿ

öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî îáúåäèíå-

íèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà èç C íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò C . Íàèìåíüøåå σ -

àëãåáðà ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùàÿ îòêðûòûå (èëè çàìêíóòûå) ìíîæåñòà â H ,
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íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ -àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà H , è ïðèíàäëåæàùèå åé

ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâàìè. Êëàññ áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç B .
Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.2.1. Êëàññ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøåé

σ -àëãåáðîé ñîäåðæàùåé âñå öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

Èç ëåììû 4.2.1 ñëåäóåò, ÷òî B -íàèìåíüøàÿ σ - àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå

çàìêíóòûå øàðû (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, âñå îòêðûòûå øàðû).

Èòàê, íàìè îïèñàíû äâà îáúåêòà èç òðåõ îáðàçóþùèõ âåðîÿòíîñòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî: ôàçîâîå (âûáîðî÷íîå) ïðîñòðàíñòâî H è áîðåëåâñêàÿ σ - àëãåáðà

B åãî ïîäìíîæåñòâ. Ñëåäóþùèé ïóíêò ïîñâÿùåí âåðîÿòíîñòíûì ìåðàì Ãàóññà

íà êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ìåðà Ãàóññà íà Rn

Íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû Ãàóññà íà ýâêëèäîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå Rn (ñì. íàïð. [4], [8]).

Ïóñòü n ∈ N è ïóñòü ÷åðåç B0(Rn) îáîçíà÷åíà ïîëíàÿ áîðåëåâñêàÿ σ -

àëãåáðà íà Rn . Ïóñòü ÷åðåç λn : B0(Rn) → [0,∞) îáîçíà÷åíà îáû÷íàÿ n -

ìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà. Òîãäà ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ãàóññà γnB(Rn) → [0, 1] îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

γn(A) =
1√
(2π)n

∫
A

exp

(
− 1

2
∥x∥2Rn

)
dλn(x) (4.2.1)

äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ∈ B0(Rn) .

Â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíîé Ðàäîíà-Íèêîäèìà ðàâåíñòâà (4.2.1) ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü â âèäå
dγn(x)

dλn
=

1√
(2π)n

exp

(
− 1

2
∥x∥2Rn

)
.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ìåðà Ãàóññà ñî ñðåäíåé µ ∈ Rn è âàðèàöèåé σ2, σ >

0 , çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
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γnµ,σ2(A) =
1√

(2πσ2)n

∫
A

exp

(
1

2σ2
∥x− µ∥2Rn

)
dλn(x).

Ìåðà Ãàóññà ñî ñðåäíåé µ > 0 íàçûâàåòñÿ öåíòðèðîâàííîé ìåðîé Ãàóññà.

Ìåðà Äèðàêà δµ ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ïðåäåëîì γnµ,σ2 ïðè σ → 0 è ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ êàê âûðîæäåííàÿ ìåðà Ãàóññà. Íàïðîòèâ, ìåðà Ãàóññà ñ êîíå÷íîé

íåíóëåâîé âàðèàöèåé íàçûâàåòñÿ âûíóæäåííîé ìåðîé Ãàóññà.

Ñòàíäàðòíîé ìåðîé Ãàóññà γn íà Rn ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé ñâÿ-

çàííîé ñ íîðìàëüíûì (ãàóññîâñêèì) âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî åñòü,

åñëè

z ∼ N(µ, σ2)

òî

P (z ∈ A) = γnµ,σ2(A).

Ìåðà Ãàóññà íà öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ â H

Ïóñòü Z -öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñ îñíîâàíèåì B è áàçèñíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì Hm . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ:

(1) µ(Z) = χm(B) -ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà σ -àëãåáðå

áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ â Hm . Â ÷àñòíîñòè, åñëè {Zk} -ïîëÿðíî íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ öèëèíäðè÷åñêèå ìíîæåñòâà ñ îáùèì áàçèñíûì ïðîñòðàíñòâîì Hm

è ñîîòâåòñòâóþùèìè îñíîâàíèÿìè {Bk}∞ , òî

µ

( ∞∑
k=1

Zk

)
=

∞∑
k=1

µ(Zk) =
∞∑
k=1

χm(Bk).

(2) Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìåðà µ áûëà êîððåêòíî

îïðåäåëåíà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè

z = B +Hc
m = B +Hp + (Hm +Hp)

c,

ãäå Hp -ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå ê Hm , òî
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χm(B) = χm+p(B +Hp),

ãäå χm+p -áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Hm +Hp .

Òàê êàê χm -ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ìåðà íà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâàõ êî-

íå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Hm , òî

χm(B) = infχm(G),

ãäå G -ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Hm ñîäåðæàùåå B .

Äàëåå ïðèâåäåì ïðèìåð öèëèíäðè÷åñêîé êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðû. Ïóñòü

R ñàìîñîïðÿæåííûé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþ-

ùèé H â H . Çàäàäèì ìåðó χ íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ êîíå÷íîìåð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà Hm ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì îðòîíîðìàëüíûé áà-

çèñ {e1, ..., em} â Hm . Áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâàì â Hm ìîæíî ïîñòàâèòü âî

âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â ¾êîîðäèíàòíîì¿

ïðîñòðàíñòâå

x↔ {[x, ei] : i = 1, ...,m}.

Ââåäåì òåïåðü íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ ãàóññîâó ìåðó ñ ìàòðèöåé âòî-

ðûõ ìîìåíòîâ {rij} , ãäå rij = [Rei, ei] , à R - äàííûé îïåðàòîð.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ìåðà íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî áàçèñà. Çàìåòèì, ÷òî

(m×m) ìàòðèöà {rij} ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ââåäåí-
íàÿ ìåðà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè. Îáîçíà÷èì ýòó öèëèíäðè-

÷åñêóþ ìåðó ÷åðåç µ .

Ïóñòü NR îáîçíà÷àåò íóëü-ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà R , à Hm - ïîäïðî-

ñòðàíñòâî â NR . Òîãäà ìåðà µ ëþáîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ñ îñíî-

âàíèåì â Hm ðàâíà 1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîäåðæèò ýòî ìíîæåñòâî

íóëåâîé ýëåìåíò èëè íåò.

Âåñüìà âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàññìàòðèâàåìîé ìåðû.

Ïóñòü {φi} - ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ìíîæåñòâå çíà÷åíèé îïå-
ðàòîðà R . Îáîçíà÷èì ÷åðåç En öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî:

171



En = {x :
n∑
i=1

[x, φi]
2 ≤M 2}, µ > 0.

Òàê êàê

En ⊂
n⋂
i=1

{x : [x, φi]
2 ≤M 2},

òî

µ(En) ≤ (Φ(M)/λn)
n,

ãäå

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

exp(−t
2

2
)dt

è

λ2n = min
φ∈Hn

(Rφ,φ)

[φ, φ]
,

ãäå Hn -ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû φ1, ..., φn .

Íî â ýòîì ñëó÷àå
1

n
logµ(En) ≤ logΦ(λ/λn)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
1

n
logµ(En) ≤ logΦ(µ/λ),

ãäå

λ = limλn.

Â ÷àñòíîñòè, µ(En)→ 0 , åñëè λ > 0 .

Ïóñòü S(0,M) -øàð ðàäèóñà M ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà

S(0,M) ⊂ En äëÿ êàæäîãî n . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî íà êëàññå áîðåëåâñêèõ

ìíîæåñòâ B íåò ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðû ñîâïàäàþùåé ñ ìåðîé µ íà öè-

ëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè P òàêàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ

ìåðà, Òî

P (S(0,M)) ≤ P (En)

à òàê êàê P (En) = µ(En) , òî P (S(0,M)) = 0 äëÿ âñåõ M . Íî
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H =
⋃
n

S(0, n), n = 1, 2, ...

è ïîòîìó

1 = lim
n→∞

P (S(0, n)),

è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Èòàê, åñëè R -ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð,

äëÿ êîòîðîãî

[Rx, x] ≥ m[x, x],m > 0,

òî èíäóöèðîâàííóþ èì öèëèíäðè÷åñêóþ ìåðó íåëüçÿ ïðîäîëæàòü òàê, ÷òîáû

îíà ñòàëà ñ÷åòíî-àääèòèâíîé íà B ïðè óñëîâèè, ÷òî H áåñêîíå÷íîìåðíî. À

òàê êàê ïðîòîòèïàìè íåâûðîæäåííûõ ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿþòñÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå îïåðàòîðû, ìû âûíóæäåíû îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü

êîíå÷íî-àääèòèâíûìè ìåðàìè.

4.2.2. Çàäà÷à Êîøè äëÿ äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå: äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé

Íàøåé öåëüþ â ýòîì ðàçäåëå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ îä-

íîãî êëàññà äðîáíûõ àáñòðàêòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì

äðîáíûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèè áóäóò ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî. Áóäóò óñòà-

íîâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñëàáûõ è ñèëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíûõ è íåîäíî-

ðîäíûõ óðàâíåíèé.

Îïåðàòîðû â äðîáíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

Ïóñòü H äåéñòâèòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî âíóòðåííèì ïðî-

èçâåäåíèåì < ·, · > è íîðìîé ∥ · ∥ . Ïóñòü A ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé

ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð íà H ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) . Îïå-

ðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâà

< Ax, x >≥ a∥x∥2 ∀x ∈ D(A) (4.2.2)
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äëÿ íåêîòîðîãî a > 0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòð A ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λn}n∈N òàêèõ ÷òî λn →∞ ïðè

n→∞ . Áîëåå òîãî âñå λn ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè ÷èñëàìè è ïðè ýòîì ñîá-

ñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ãåíåðèðóåìîå êàæäûì ïðîñòûì λn èìååò ðàçìåðíîñòü

îäèí.

Áîëåå òîãî, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè en îïåðàòîðà A (Aen = λnen) îáðàçóþò

îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H .

Äðîáíûå ñòåïåíè Aθ îïðåäåëåíû äëÿ θ > 0 (ñì.íàïð. [103]). Îáëàñòü

D(Aθ) îïåðàòîðà Aθ ñîñòîèò èç òåõ u ∈ H äëÿ êîòîðûõ

∞∑
n=1

λ2θn
∣∣ < u, en >

∣∣2 <∞
è

Aθu =
∞∑
n=1

λθn < u, en > en, u ∈ D(Aθ).

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî D(Aθ) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî

ñëåäóþùåé íîðìîé

∥u∥D(Aθ) = ∥Aθu∥ =
( ∞∑

n=1

λ2θn
∣∣ < u, en >

∣∣2)1/2

, u ∈ D(Aθ), (4.2.3)

è äëÿ ëþáûõ 0 < θ1 < θ2 èìååì

D(Aθ2) ⊂ D(Aθ1).

Â ÷àñòíîñòè, íîðìà ïðîñòðàíñòâà D(
√
A) îïðåäåëÿåòñÿ òàê

∥u∥D(
√
A) = ∥

√
A u∥ =

( ∞∑
n=1

λ2θn
∣∣ < u, en >

∣∣2)1/2

, u ∈ D(
√
A). (4.2.4)

Åñëè îáîçíà÷èòü äâîéñòâåííûå ê H ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç H ′ , òî ìû èìååì

D(A−θ) = (D(Aθ))
′

(4.2.5)
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ýëåìåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åííûìè ôóíêöèîíàëàìè íàä

D(Aθ) .

Åñëè u ∈ D(A−θ) è φ ∈ D(Aθ) òî âåëè÷èíà u(φ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

< u,φ >−θ,θ= u(φ). (4.2.6)

Â äîïîëíåíèè D(A−θ) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

∥u∥D(A−θ) =

( ∞∑
n=1

λ−2θn

∣∣ < u, en >−θ,θ
∣∣2)1/2

, u ∈ D(A−θ), (4.2.7)

è äëÿ ëþáûõ 0 < θ1 < θ2 èìååì D(A−θ1) ⊂ D(A−θ2) . Ìû òàêæå íàïîìíèì,

÷òî

< u,φ >−θ,θ= (u, φ) äëÿ u ∈ H,φ ∈ D(Aθ). (4.2.8)

Ïðèâîäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå äðîáíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëå-

âà. Äëÿ β ∈ (0, 1), T > 0 è ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà H îñíàùåííîé íîðìîé

∥ · ∥H ÷åðåç Hβ(0, T,H) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà âñåõ u ∈ L2(0, T,H) òàêèõ

÷òî

[u]Hβ(0,T,H) =

( T∫
0

T∫
0

∥u(t)− u(τ)∥2H
|t− τ |2β+1

)
< +∞, (4.2.9)

Òîãäà Hβ(0, T,H) ñ íîðìîé

∥ · ∥Hβ(0,T ;H) = ∥ · ∥L2(0,T ;H) + [·]Hβ(0,T ;H)

ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2.2. (ñì. [103]). Ïóñòü H ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî.

1. Îïåðàòîð Ðèìàíà - Ëèóâèëëÿ

Iβ : L2(0, T ;H)→ L2(0, T ;H), 0 < β ≤ 1
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ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì è îáëàñòü åãî çíà÷åíèé R(Iβ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé

R(Iβ) =


Hβ(0, T,H), 0 < β < 1/2

{φ ∈ H1/2(0, T ;H) :
T∫
0

t−1|v(t)|2dt <∞}, β = 1/2

Hβ
0 (0, T,H), 1/2 < β ≤ 1,

(4.2.10)

ãäå Hβ
0 (0, T,H) = {u ∈ Hβ(0, T ;H) : u(0) = 0} .

2. Äëÿ îïåðàòîðà Ðèìàíà - Ëèóâèëëÿ Iβ è îáðàòíûé ê íåìó I−β ñïðà-

âåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì

∥Iβ(u)∥Hβ(0,T ;H) ∼ ∥u∥L2(0,T ;H), u ∈ L2(0, T ;H),

∥I−β(v)∥L2(0,T ;H) ∼ ∥v∥Hβ(0,T ;H), u ∈ R(Iβ).
(4.2.11)

Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå è ôóíêöèè Ìèòòàã - Ëåôôëåðà

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Äëÿ ëþáîãî α > 0 îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûé îïåðà-

òîð Ðèìàíà - Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α ôîðìóëîé

Iα(f)(t) =
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1f(s)ds, f ∈ L1(0, T ) äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ),

ãäå T > 0 è

Γ(α) =

∞∫
0

tα−1e−tdt −

ãàììà - ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà α ∈ (1, 2) çàäàåòñÿ êàê

cDα
t f(t) =

1

Γ(2− α)

t∫
0

(t− s)1−αd
2f

ds2
(s)ds.
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Ïðîèçâîäíóþ Êàïóòî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ

cDα
t f(t) = I2−α

(
d2f

dt2

)
(t).

Åñëè f 1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, òî

cDα
t f(t) =

d

dt
I2−α(f ′ − f ′(0))(t).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ α, β > 0 ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã-

Ëåôôëåðà

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C.

Ôóíêöèÿ Eα,β(z) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé z ∈ C .

Îòìåòèì, ÷òî Eα,1(0) = 1 .

Äàëåå ââîäèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè f(t) â âèäå

L[f(t)](z) =

∞∫
0

eztf(t)dt, z ∈ C.

Ëåììà 4.2.4. Ïóñòü α ∈ (1, 2) è β > 0 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî µ ∈ R òàêîå,

÷òî πα/2 < µ < π ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C = C(α, β, µ) òàêàÿ, ÷òî

|Eα,β(z)| ≤
C

1 + |z|
, z ∈ C, µ ≤ |arg(z)| ≤ π. (4.2.12)

Ëåììà 4.2.5. Äëÿ α, β, λ > 0 èìååì

L[tβ−1Eα,β(−λtα)](z) =
zα−β

zα + λ
,Rez > λ1/2. (4.2.13)

Ëåììà 4.2.6. Åñëè α, λ > 0 , òî èìååì

d

dt
Eα,1(−λtα) = −λtα−1Eα,α(−λtα), t > 0 (4.2.14)

177



d

dt
(tkEα,k+1(−λtα)) = tk−1Eα,k(−λtα), k ∈ N, t ≥ 0 (4.2.15)

d

dt
(tα−1Eα,α(−λtα) = −λtα−2Eα,α−1(−λtα), t ≥ 0. (4.2.16)

Ëåììà 4.2.7. Äëÿ ëþáîãî 0 < β < 1 ôóíêöèÿ x → xβ

1+x äîñòèãàåò ñâîé

maximum íà [0,+∞] â òî÷êå β
1−β è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â âèäå

max
x≥0

xβ

1 + β
= ββ(1− β)1−β, β ∈ (0, 1). (4.2.17)

Ñëàáûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî äðîáíîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü α ∈ (1, 2) è T > 0 .

Îïðåäåëåíèå 4.2.8. Ôóíêöèÿ u(t) íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì àá-

ñòðàêòíîãî äðîáíîãî óðàâíåíèÿ

cDα
t u+ Au = 0 (4.2.18)

åñëè u ∈ C([0, T ];D(
√
A)), u′ ∈ L2(0, T ;H)

⋂
C([0, T ];D(A− β)) äëÿ íåêîòî-

ðîãî β ∈ (0, 1) , è äëÿ ëþáîãî v ∈ D(
√
A) èìååòñÿ

< I2−α(u′ − u′(0))(t), v >∈ C1([0, T ])

è

d

dt
< I2−α(u′ − u′(0))(t), v > + <

√
Au(t),

√
Av >= 0, t ∈ (0, T ). (4.2.19)

Çàìå÷àíèå 4.2.9. Äëÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ u(t) óðàâíåíèÿ (4.2.12) èìååì
cDβ

t ∈ H1−β(0, T ;H), β ∈ (0, 1) , ãäå ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà β ∈ (0, 1)

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

cDβ
t u(t) =

1

Γ(1− β)

t∫
0

(t− s)−βu′(s)ds = I1−β(u′)(t). (4.2.20)
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Íà ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó u′ ∈ L2(0, T ;H) òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

òåîðåìó 4.2.2 ÷òîáû ïîëó÷èòü I1−β(u′) ∈ H1−β(0, T ;H) , òàê ÷òî cDβ
t u ∈

H1−β(0, T ;H) .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ β = α/2 è β = 1− α/2 èìååì

cD
α/2
t u ∈ H1−α/2(0, T ;H)u

cD
1−α/2
t u ∈ Hα/2(0, T ;H).

Íàïîìíèì (ñì. íàïð. [95]) ÷òî, äëÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíûõ äðîáíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå

Ëåììà 4.2.10. äëÿ ëþáîãî λ > 0 è x, y ∈ R ðåøåíèå çàäà÷ècDα
t u(t) + Au(t) = 0, t ≥ 0

u(0) = x, u′(0) = y.

èìååò âèä

u(t) = xEα,1(−λtα) + ytEα,2(−λtα).

Òåîðåìà 4.2.11. Ïóñòü u0 ∈ D(
√
A)u è u1 ∈ H , òî ôóíêöèÿ

u(t) =
∞∑
n=1

[
< u0, en > Eα,1(−λntα)+ < u1, en > tEα,2(−λntα)

]
en (4.2.21)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñëàáûì ðåøåíèåì (4.2.19) óäîâëåòâîðÿþùåå íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(0) = u0, u
′(0) = u1. (4.2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Âíà÷àëå íàäî

óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â âèäå ðÿäà (4.2.21).

Äëÿ ýòîãî áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

u(t) =
∞∑
n=1

uu(t)en (4.2.23)
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ãäå ôóíêöèè un(t) =< u(t), en > íåèçâåñòíûå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñ ó÷åòîì

íà÷àëüíûõ óñëîâèé (4.2.21) un(t) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷ècDα
t un(t) + λnun(t) = 0, t ≥ 0

un(0) =< u0, en >, u′n(0) =< u1, en >
(4.2.24)

è, äàëåå, ñ ïîìîùüþ Ëåììû 4.2.10 ïîëó÷èì

un =< un, en > Eα,1(−λntα)+ < u1, en > tEα,2(−λntα), t ≥ 0. (4.2.25)

Òåïåðü, âçÿâ u0 ∈ D(
√
A), u1 ∈ H ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (4.2.24) ñ un(t) çà-

äàííûé â âèäå (4.2.25) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì (4.2.19) è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèé (4.2.21).

Âî ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] èìååì u(t) ∈ D(
√
A) .

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

∥
√
Au(t)∥2 =

∞∑
n=1

λn|un(t)|2 ≤ 2
∞∑
n=1

λn| < u0, en > Eα,1(−λntα)|+

+2
∞∑
n=1

λn∥ < u1, en > tEα,2(−λntα)∥2

òî áëàãîäàðÿ (4.2.20) ïîëó÷èì

λn| < u0, en > Eα,1(−λntα)|2 ≤ Cλn|u0, en|2,

λn| < u1, en > Eα,2(−λntα)|2 ≤ Ct2−α|u1, en|2×

× λnt
α

(1 + λntα)2
≤ Ct2−α| < u1en > |2

è, ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ α < 2 ïîëó÷èì

∥
√
Au(t)∥2 ≤ C∥

√
Au0∥2 + CT 2−α∥u1∥2, (4.2.26)

Èòàê, äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååì
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∥
√
A
∞∑
k=u

uk(t)ek∥2 ≤ C
∞∑
k=n

λk| < u0, en > |2+

+CT 2−α
∞∑
k=n

| < u1, ek > |2

è, êðîìå òîãî,

lim
n→∞

sup
t∈[0,T ]

∥
√
A
∞∑
k=n

uk(t)ek∥ = 0

Êàê ðåçóëüòàò, ðÿä (4.2.24) ðàâíîìåðíî â [0, T ] ñõîäÿòñÿ â D(
√
A) ê u ∈

C([0, T ];D(
√
A)) .

Áîëåå òîãî, u(0) =
∞∑
n=1

< u0, en > en = u0 .

Ñëàáûå è ñèëüíûå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîãî äðîáíîãî íåîäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

ôóíêöèé Ìèòòàã-Ëåôôëåðà è èõ ïðîèçâîäíûå óêàçàííûå â ôîðìóëàõ (4.2.12)

- (4.2.16).

Ëåììà 4.2.12. Ïóñòü f(t) îïðåäåëåíà íà ïîëóîñè R+ . Äëÿ ëþáûõ α, 1 <

α < 2, λ > 0 è x, y ∈ R ðåøåíèå çàäà÷è

cDα
t u(t) + λu(t) = f(t), t > 0

u(0) = x, u′(0) = y

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(t) =

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(−λ(t− s)α)f(s)ds+ xEα,1(−λtα) + yTEα,2(−λtα).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå â ïðîñòðàíñòâå H â âèäå

cDα
t u(t) + Au(t) = f(t), t > 0 (4.2.27)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0) = u0, u
′(0) = u1, (4.2.28)

ãäå A ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûé îïåðàòîð íà H òàêîé,

÷òî ¯D(A) = H .

Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0 ∈ D(
√
A) è u1 ∈ H , à ôóíêöèÿ

f(t) , è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â H ñèëüíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà

êîìïàêòíûõ îòðåçêàõ [kT, (k + 1)T ] ⊂ R+ , k ∈ Nv{0} . Òîãäà ôóíêöèÿ

u(t) =

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) < f(s), en > ends+

+
∞∑
n=1

[< u0, en > Eα,α(−λntα)+ < u1, en > tEα,2(−λntα)]en (4.2.29)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.2.28) óäîâëåòâîðÿ-

þùåå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4.2.30).

Äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó çàìåòèì, ÷òî

u′(t) = (α− 1)

t∫
0

(t− s)α−2Eα,α(−λn(t− s)2) < f(s), en > ends−

λn

t∫
0

(t− s)2α−2Eα,α(−λn(t− s)2) < f(s), en > ends+

∞∑
n=1

[−λn < u0, en > tα−1Eα,1(−λntα)+ < u1, en > Eα,2(−λntα)]en (4.2.30)

è u′ ∈ C([0, T ],D(A−θ)) äëÿ θ ∈ (2−α2n , 1/2) .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò â ðåàëèçàöèè ïðèíöèïà Äþàìåëÿ äëÿ
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ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà. Åäèíñòâåííîñòü ñëà-

áîãî ðåøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.11.

Òåîðåìà 4.2.14. Ïóñòü f(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.2.11.

Äëÿ u0 ∈ D(A) è u1 ∈ D(
√
A) ñëàáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2.31) ñîâïàäàåò

ñ ñèëüíûì ðåøåíèåì è èìååò ìåñòî ðàâåñòâî

cDα
t u(t) = −λn

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) < f(s), en > ends−

−
∞∑
n=1

[λn < u0, en > Eα,1(−λntα) + λn < u1, en > tEα,2(−λntα)]en.

Öåíòðàëüíîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû çàíèìàåò òåîðåìà Ëåð-

õà îá åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî ïðåîðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà â áåñêîíå÷íîìåðíîì

ñëó÷àå è ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

I2−α(u′ − u1)(t) = −
∞∑
n=1

λn[< u0, en > tEα,2(−λntα)+

+ < u1, en > t2Eα,3(−λntα)]en (4.2.31)

è òî, ÷òî I2−α(u′ − u1)(t) ∈ C([0, T ], H) .

Èç (4.2.32) ñëåäóåò, ÷òî

d

dt
I2−α(u′ − u1)(t) = −

∞∑
n=1

λn[< u0, en > tEα,2(−λntα)+

+ < u1, en > t2Eα,2(−λntα)]en (4.2.32)

è d
dtI

2−α(u′ − u1)(t) ∈ C([0, T ], H) .

4.2.3. Áåëûé øóì Áàëàêðèøíàíà

Ïóñòü (Ω,B, ρ) âåðîÿòíîñòíàÿ òðîéêà. Â êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîä

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåííàÿ íà Ω è èçìå-

ðèìàÿ îòíîñèòåëüíî áîðåëåâñêîé σ -àëãåáðû B .
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Íàì çäåñü ïîíàäîáÿòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû íà àëãåáðàõ, òàê êàê

â ýòîì ñëó÷àå ìû ñìîæåì ðàññìàòðèâàòü ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

íåÿäåðíûìè êîððåëÿöèîííûìè ìàòðèöàìè. Â ìîíîãðàôèè [38] ðàçâèâàÿ ñõå-

ìó Äàíôîðäà è Øâàðöà ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû.

Èòàê, ïóñòü Ω -àáñòðàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, C -àëãåáðà (íå îáÿçàòåëüíî σ -

àëãåáðà) ïîäìíîæåñòâ â Ω , µ -êîíå÷íî-àääèòèâíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, îïðå-

äåëåííàÿ íà C . Ôóíêöèÿ f(ω) îòîáðàæàþùàÿ Ω â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé â ñëàáîì ñìûñëå, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-

ãî íàáîðà ýëåìåíòîâ φi, i = 1, ..., n , èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû

óñëîâèÿ:

1) Ìíîæåñòâî {ω : {[f(ω), φi]} ∈ B} , ãäå B áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî åâ-

êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæèò C ;

2) Ìåðà, èíäóöèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ,

ñ÷åòíî-àääèòèâíà äëÿ êàæäîãî n .

Çäåñü íàáîð {[f(ω), φi]} îïðåäåëÿåò îáû÷íóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Åñëè

äàíà öèëèíäðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî

ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïîëîæèâ: Ω = H ,

C -êëàññ öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ è f(ω) = ω . Íàïðèìåð, åñëè öèëèíäðè÷å-

ñêàÿ ìåðà áóäåò òàêîé ãàóññîâîé ìåðîé µ , ÷òî åå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

èìååò âèä ∫
H

ei[ω,φ]dµ = exp

(
− ∥φ∥

2

2

)
.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìàëüíîãî áàçèñà {φk} â H ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ [f(ω), ωk] îïðåäåëÿþò íåçàâèñèìûå ãàóññîâû ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Îäíà-

êî, äëÿ âñåõ ω
∞∑
k=1

[f(ω), φk]
2 = ∥f(ω)∥2 <∞.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîòèâîðå÷èò êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ñîãëàñ-

íî êîòîðîé àíàëîãè÷íàÿ ñóììà êâàäðàòîâ íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé äîëæíà áåñêîíå÷íî ðàñòè ñ âåðîÿòíî-
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ñòüþ 1. Ñëåäóåò îòìåòèòü îäèí ïðèíöèïèàëüíûé ìîìåíò. Â êëàññè÷åñêîé òåî-

ðèè â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà áåðåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âñåâîçìîæíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è íà áîðåëåâñêîé àëãåáðå åãî ïîäìíîæåñòâ îïðåäåëÿ-

þò íåêîòîðóþ ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó. Çäåñü æå ðå÷ü èäåò ëèøü î êîíå÷íî-

àääèòèâíûõ ìåðàõ, è îïðåäåëÿþòñÿ îíè íà àëãåáðàõ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äëÿ

ñëó÷àÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîäïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íî ñóì-

ìèðóåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååò ìåðó íóëü. Ïîýòîìó, èñêëþ÷èòåëüíî

âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, êàê óñòðîåíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Âåçäå â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = H , C -êëàññ öèëèíäðè÷åñêèõ

ìíîæåñòâ, à B -áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà íà H . Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ 1) îïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñëåäóåò, ÷òî ïðîîáðàçû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â

En (n -ôèêñèðîâàíî) ïðèíàäëåæàò C . Íî ïîñêîëüêó áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà

â En îáðàçóþò σ -àëãåáðó, èõ ïðîîáðàçû òàêæå îáðàçóþò σ -àëãåáðó.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà µ îïðåäåëåíà è íà σ -àëãåáðå B áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ ïðîñòðàíñòâà H . Ïîýòîìó ìîæíî íåìíîãî îñëàáèòü îïðåäåëåíèå è íà-

çûâàòü f(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé â ñëàáîì ñìûñëå, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷-

íîãî íàáîðà n ýëåìåíòîâ φi èç H ìíîæåñòâî {ω : {[f(ω), φi]} ∈ B} , ãäå B
áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â En , ïðèíàäëåæèò B , à ìåðà µ îïðåäåëåíà è ñ÷åòíî-

àääèòèâíà íà σ -ïîäàëãåáðå àëãåáðû ïðîîáðàçîâ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü òåïåðü (H,C, µ) -âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå H -âåùåñòâåííîå

ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, C -êëàññ öèëèíäðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

ñ êîíå÷íîìåðíûìè îñíîâàíèÿìè, à µ -öèëèíäðè÷åñêàÿ ìåðà. Äëÿ çàäàííîé

ôóíêöèè f(·) îòîáðàæàþùåé H â äðóãîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ′ , ïðî-

îáðàçû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ {ω : f(ω) ∈ B,B ∈ H} íå îáÿçàòåëüíî ïðè-

íàäëåæàò êëàññó C . Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òàêîãî

ñîáûòèÿ íå óäàñòñÿ. Ê êàêîìó êëàññó ôóíêöèé îòíîñÿòñÿ ñëó÷àéíûå ïåðåìåí-

íûå. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ìû áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ ïðîöå-

äóðîé ïîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Êîøè. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç P îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà ïðîîáðàçû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ôóíêöèè f(Pω) (â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî f(·) èçìåðèìà ïî Áîðåëþ) ïðèíàäëåæèò êëàññó C .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà C èç ïðîñòðàíñòâà
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H ′ ôîðìóëà

χ(C) = µ{ω : P (ω) ∈ C}

îïðåäåëÿåò ñ÷åòíî-àääèòèâíóþ ìåðó íà σ -àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç

H ′ . Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ f(Pω) -ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Â äàëüíåéøåì êàæ-

äàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ýëåìåíòàðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé

(ÝÑÂ). Ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Êîøè ïî ìåðå ýëåìåíòàðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äàäèì ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ÝÑÂ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.15. Ïóñòü f : H → H -èçìåðèìîå áîðåëåâñêîå îòîáðà-

æåíèå è ïóñòü Pn -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïðîåêòîðîâ ñèëüíî

ñõîäÿùèõñÿ ê åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó. Îòîáðàæåíèå f(·) íàçûâàåòñÿ ôèçè-

÷åñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ÔÑÂ), åñëè:

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðó÷íûõ ôóíêöèé {f(Pnω)} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ Êîøè ïî âåðîÿòíîñòè äëÿ êàæäîé {Pn} .
2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} âåðîÿòíîñòíûõ ìåð èíäóöèðîâàííûõ ÷åðåç

f ◦ Pn è îïðåäåëåííûõ êàê

vn = µ ◦ (f ◦ Pn)−1

ñèëüíî ñõîäèòñÿ ê òîé æå âåðîÿòíîñòíîé ìåðå íà H1 äëÿ êàæäîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Pn .

Óñëîâèå 2) ýêâèâàâëåíòíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

C(ω) = lim
n→∞

∫
H

ei[f◦Pnω,ω
′]dµ(h)

íå çàâèñÿùèé îò Pn .

Åñëè f ÿâëÿåòñÿ ÔÑÂ, òî µ ìîæíî âñåãäà ðàñøèðèòü äî ñîáûòèé âèäà

f−1(B′) , ãäå B′ áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â H ′ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

µ(f−1(B′)) = lim
n→∞

µ((ω ∈ H
∣∣f ◦ Pn(ω) ∈ B′)),
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ãäå ïðåäåë ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ. Êëàññ H ′ -çíà÷íûõ ÔÑÂ îáîçíà÷àåòñÿ

êàê L′(H,C, µ,H ′) -ñîïðÿæåííîå ê L(H,C, µ,H ′) ïðîñòðàíñòâà.

Ê çàâåðøåíèþ íàøèõ ïîñòðîåíèé ââîäèì ìîäåëü ãàóññîâñêîãî øóìà. Åñòå-

ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ãàóññîâñêèé øóì èìååò çíà÷èòåëüíî áîëüøóþ ïî-

ëîñó ÷åì ïðîñòî ñèãíàë. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäñòàâ-

ëåíèåì ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà H îñíàùåííîé ìåðîé Ãàóññà

µG ñ åäèíè÷íûì êîððåëÿöèîííûì îïåðàòîðîì. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ

áåëûì øóìîì Ãàóññà, èëè øóìîì Áàëàêðèøíàíà.

Äàäèì õàðàêòåðèñòèêó ÔÑÂ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè íóæíà ñëåäóþ-

ùàÿ êîíöåïöèÿ íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.2.16. Ïóñòü H,H ′ äåéñòâèòåëüíûå ãèëüáåðòîâûå ïðî-

ñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå F : H → H ′ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â x ∈ H

îòíîñèòåëüíî S -òîïîëîãèè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îïåðàòîð

Ãèëüáåðòà-Øìèäòà Lε(x) : H → H ′ òàêîé, ÷òî èç íåðàâåíñòâà

∥Lε(x)(x− x′)∥ ≤ 1 (4.2.33)

ñëåäóåò, ÷òî

∥F (x)− F (x′)∥ ≤ ε. (4.2.34)

Îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ S -íåïðåðûâíûì íà U ⊂ H â ñëó÷àå, êîãäà

îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà èç (4.2.33) íå çàâèñèò îò x ∈ H .

Äàäèì áîëåå ñëàáîå ïîíÿòèå ñëåäóþùåãî âèäà.

Îïðåäåëåíèå 4.2.17. Îòîáðàæåíèå F : H → H ′ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåð-

íî S -íåïðåðûâíûì â îêðåñòíîñòè íà÷àëà (PSHOH) åñëè F ðàâíîìåðíî

S -íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâàõ

Un = {x ∈ H : ∥Lnx∥ ≤ 1}

ãäå {Ln}n≥1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà-Øìèäòà

òàêàÿ, ÷òî

∥Ln∥HS → 0 è
∞⋃
n=1

Un = H.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâíîìåðíîå S -íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå

PSHOH. Â ýòîì ñëó÷àå Ln =
1
nL .

Òåïåðü ìû èìååì âñå íåîáõîäèìûå ñðåäñòâà ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü êðè-

òåðèè äëÿ ÔÑÂ.

Òåîðåìà 4.2.18. Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî îòîáðàæåíèå F :

H → H ′ áûëî ÔÑÂ ÿâëÿåòñÿ åãî PSHOH-òü.

Ïîëåçíîé õàðàêòåðèçàöèåé PSHOH-ñòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2.19. Îòîáðàæåíèå F : H → H ′ ÿâëÿåòñÿ PSHOH òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà L : H → H ′

è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : H → H ′ òàêîå, ÷òî

F = g ◦ L.

4.2.4. Çàäà÷à Êîøè äëÿ äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå: ñòîõàñòè÷åñêèé ñëó÷àé

Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóÿ ñåìåéñòâà ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé Ìèòòàã-

Ëåôôëåðà è ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì íåîòðèöàòåëüíî îïðå-

äåëåííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ìû ïîëó÷èì îáîáùåíèå ëèíåéíûõ ñ êîíå÷íî-

ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé, â ÷àñòíîñòè,

îõâàòûâàåò ñèñòåìû îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ è äðîáíûå ïî âðåìåíè ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà α, 1 < α < 2

âìåñòå ñ áåëûì øóìîì Áàëàêðèøíàíà â êà÷åñòâå âõîäà.

Ñ ýòîé öåëüþ, â ñàìîì íà÷àëå, îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî

W = L2(0, T ;H) è 0 < T < ∞ . Ïóñòü Hn -ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðî-

ñòðàíñòâî è ïóñòü Wn = L2(0, T ;Hn) (çäåñü áóêâà n ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì

ñëîâà noise). Îáîçíà÷èì ÷åðåç A îïåðàòîð çàäàííûé â ðàçäåëå 3 è ÷åðåç B

ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà Hn â H .
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Ðàññìîòðèì äðîáíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

cDα
t u(t) + Au(t) = Bω(t), t > 0 (4.2.35)

âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0) = u0, u
′(0) = u1. (4.2.36)

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 3, â ðàçäåëå 4 ïîçâîëÿþò äëÿ êàæäîãî

ω ∈ Wn ïåðåïèñàòü çàäà÷ó (4.2.35), (4.2.36) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå. Áîëåå òîãî,

ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî óêàçàííîå ÷óòü íèæå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå èìååò

åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå. Òàê êàê ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü

ðåøåíèÿ îò âõîäà ω , òî äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå u(t, ω) .

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ÷åðåç enuλn îáîçíà÷åíû n -íûå ñîáñòâåííûå ôóíê-

öèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A ñîîòâåòñòâåííî.

Óðàâíåíèå

< u(t, ω), en >=< u0, en > + < u1, en > t−

−
t∫

0

(t− s)α−1 < u(s, ω), Aen > ds+

t∫
0

(t− s)α−1 < Bω(s), en > ds (4.2.37)

èìååò ðåøåíèå îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

u(t, ω) =

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) < Bω, en > ends+

+
∞∑
n=1

[< u0, en > Eα,1(−λntα)+ < u1, en > tEα,2(−λntα)]en,

è äëÿ êàæäîãî ω ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â êëàññå ñëàáî íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (4.2.37). Âû÷èñëèì êîððåëÿöèîííûé îïåðà-

òîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññó u(t, ω) . Ïðîöåññ u(t, ω) îïðåäåëåí â êàæäûé

ìîìåíò âðåìåíè t . Ïðåäïîëàãàÿ u0 è u1 çàäàííûìè, ïîëó÷èì
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E
([
u(t, ω)−

∞∑
n=1

[< u0, en > Eα,1(−λntα)+ < u1, en > Eα,2(−λntα)en
]
×

[
u(s, ω)−

∞∑
n=1

[< u0, en > Eα,1(−λntα)+ < u1, en > Eα,2(−λntα)
]
en

)
=

E
( t∫

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) < Bω, en > ends×

×
s∫

0

(s− σ)α−1Eα,α(−λn(s− σ)α) < Bω(σ), en > endσ

)
=

E
( t∫

0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α) < ω(s), B∗en > ends×

×
s∫

0

(s− σ)α−1Eα,α(−λn(s− σ)α) < ω(σ), B∗en > endσ

)
=

[ t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α)ds·

s∫
0

(s− σ)α−1Eα,α(−λn(s− σ)α)dσ · ∥B∗∥
]
en.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåëÿöèîííûé îïåðàòîð R(t, s) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëà-

ìè

R(t, s)u0 =

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α)ds·

s∫
0

(s− σ)α−1Eα,1(−λn(s− σ)α)u0dσ.
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R(t, s)u1 =

t∫
0

(t− s)α−1Eα,α(−λn(t− s)α)ds×

×
s∫

0

(s− σ)α−1Eα,2(−λn(s− σ)α)u1dσ.

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîíå÷íî-àääèòèâíûé áå-

ëûé øóì Ãàóññà (øóì Áàëàêðèøíàíà) èìååò ðàâíîìåðíóþ ñïêòðàëüíóþ ïëîò-

íîñòü ìîùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûì, ñóììèðóåòñÿ ñ ïîëåç-

íûì ñèãíàëîì è ñòàòèñòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ñèãíàëà. ×àùå âñåãî òàêèå ìåðû

èñïîëüçóþòñÿ ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ â ñèñòåìàõ êîñìè÷åñêîé ñâÿ-

çè è ïðè àíàëèçå äîõîäíîñòè öåííûõ áóìàã.
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4.3. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíî-ïîäîáíûìè

ïðîèçâîäíûìè

Äàííûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí àíàëèçó âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè äðîáíî-

ïîäîáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü è àññèìïòîòè÷åñêàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èçó÷àåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè íàâåð-

íîå è p-ìîìåíòíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ íà îñíîâå

ôîðìóëû Èòî äðîáíî-ïîäîáíîé âåðñèè.

Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûå âà-

ðèàíòû äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâà ïàìÿòè äëÿ ñëîæíûõ

ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñì.íàïð. [42], [52]). Â ðàáîòàõ [15], [93]

ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå - äðîáíî-ïîäîáíîå ïðîèçâîäíîå, à â [110], [111] ðàñ-

ñìîòðåíû ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ýòèìè ïðîèçâîäíûìè. Â

ðàáîòå [102] èçëîæåíû íîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåéðîííûõ ñåòåé ñ äðîáíûì äèñ-

êðåòíûì âðåìåíåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷èëà ðàçâèòèå

òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äðîáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

è åå ïðèëîæåíèé. È ýòî íåóäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñòîõàñòè÷íîñòü ÿâëÿåò-

ñÿ âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ðåàëüíîãî ìèðà, à óñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ âûñøèì

ïðèîðèòåòîì äëÿ ïðèêëàäíûõ ñëîæíûõ ñèñòåì.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì êàê

â òåîðåòè÷åñêîì òàê è â ïðèêëàäíîì àñïåêòå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óñòîé-

÷èâîñòè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò èç

äâóõ îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé. Ýòî, ïðÿìîé (âòîðîé) ìåòîä Ëÿïóíîâà [1], [18],

[13] è ìåòîä íåïîäâèæíûõ òî÷åê Burton-a [48], [49], [50]. Âîïðîñû ñóùåñòâî-

âàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûëè ïðåäìåòîì àíàëèçà â ðàáîòàõ

[84], [83], [132]. Íîâûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû òàêæå ïî ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì [71], [116], [144], [101].

Íàñòîÿùèé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàçâèòèþ ôóíêöèé òèïà Ëÿïóíîâà äëÿ

ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíî-ïîäîáíîé ïðîèçâîä-
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íîé âèäà

Dα
t0
X(t) = b(t,X(t)) + σ(t,X(t))

dW (t)

dt
, t > 0, 0 < α ≤ 1 (4.3.1)

X(0) = X0 (4.3.2)

ãäå ÷åðåç Dα
t0
îáîçíà÷åíà äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ b, σ : [0,+∞)×R→ R

- èçìåðèìûå ôóíêöèè, è {W (t), t ∈ [0,+∞)} ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì áðîóíîâ-

ñêèì äâèæåíèåì çàäàííûì íà ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, F =

{Ft}t≥0,P) òàêèì W (0) = 0, E(W (t)− EW (t))(W (s)− EW (s)) = t− s . Äëÿ
êàæäîãî t ∈ [0,+∞)} îáîçíà÷èì ÷åðåç Lt = L2(Ω,F, P ) -ïðîñòðàíñòâî âñåõ

Ft -èçìåðèìûõ, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé u : Ω → R òàêèõ, ÷òî

∥u∥2 = E{|u|2} .
Ïðåäåë X : [0,+∞) → Lt íàçûâàåòñÿ F - àäàïòèðîâàííûé, åñëè X(t) ∈

Lt, t ∈ [0,+∞) .

Â ðàáîòå [101] â ñëó÷àå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ìåòîäîì ñæàòûõ

îòîáðàæåíèé áûëà óñòàíîâëåíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.3.1). Ïðè ýòîì îò ôóíêöèé b è σ òðåáóåòñÿ âûïîë-

íåíèå óñëîâèé Ëèïùèöà.

Äàííûé ïàðàãðàô èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 1 èçëàãàåòñÿ

îïðåäåëåíèå äðîáíî-ïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé è èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ýòîé ïðî-

èçâîäíîé. Ðàçäåë 2 ïîñâÿùåí êîíöåïöèè äðîáíî-ïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé îò

ôóíêöèé òèïà Ëÿïóíîâà. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ

ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòíîé äëÿ

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî îò ýòèõ ôóíêöèé. Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíà äðîáíî-

ïîäîáíàÿ âåðñèÿ ôîðìóëû Èòî. Â ðàçäåëàõ 4, 5 óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (èëè óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè), àñèìïòîòè-

÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Íà-

êîíåö â ðàçäåëå 6 ïðåäñòàâëåíû çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ.

4.3.1. Äðîáíî-ïîäîáíûå ïðîèçâîäíûå

Ïóñòü α ∈ (0, 1], R+ = [0,∞), t0 ∈ R+ è çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
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f(t) : [t0,∞)→ R .

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. ([15]) Äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1] äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ Dα
t0
(f(t)) ôóíêöèè f(t) ïîðÿäêà 0 < α ≤ 1 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Dα
t0
f(t) = lim{f(t+ θ(t− t0)1−α)− f(t)

θ
, θ → 0}.

Åñëè t0 = 0 , òî Dα
t0
(f(t)) ïðèîáðåòàåò ôîðìó

Dα
t0
(f(t)) = lim{f(t+ θt1−α)− f(t)

θ
, θ → 0}.

Â ñëó÷àå t0 = 0 áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì

Dα
0 (f(t)) = Dα(f(t)).

Åñëè Dα ñóùåñòâóåò íà (0, b) òî

Dα(f(0)) = lim
t→0+

Dα(f(t)).

Çàìå÷àíèå 4.3.2. Îïðåäåëåíèå 4.3.1 óäîâëåòâîðÿåò íå âñåì óñëîâè-

ÿì, êîòîðûå âûïîëíåíû äëÿ ïðîèçâîäíûõ Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, Êàïóòî è äð.

(ñì.íàïð. [110] è áèáëèîãðàôèþ òàì).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.3.3. ([110]) Ïóñòü α ∈ (0, 1], f(t), g(t) − α -äèôôåðåíöèðóåìûå

ôóíêöèè â òî÷êå t > 0

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

1) Dα
t0
(af(t) + bg(t)) = a ·Dα

t0
(f(t)) + b ·Dα

t0
(g(t)) ïðè âñåõ a, b ∈ R ;

2) Dα
t0
(tp) = p(t− t0)1−αtp−1 ïðè âñåõ p ∈ R ;

3) Dα
t0
(f(t)g(t)) = f(t)Dα

t0
(g(t)) + g(t)Dα

t0
(f(t)) ;

4) Dα
t0
(f(t)g(t)) =

g(t)Dα
t0
(f(t))−f(t)Dα

t0
(g(t))

y2(t) ;

5) Dα
t0
(f(t)) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t) = c , ãäå c ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ.
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Çàìå÷àíèå 4.3.4. Ðàâåíñòâà 1)-5) èç ëåììû 4.3.3 àíàëîãè÷íû êëàññè-

÷åñêèì ðåçóëüòàòàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ öåëûõ ïîðÿäêîâ ïðî-

èçâîäíûõ. Ýòè óòâåðæäåíèÿ íå èìåþò ìåñòà äëÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ è äð. (ñì. [110]). Óòâåðæäåíèå 5) èìååò ìåñòî äëÿ äðîá-

íîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî.

Ëåììà 4.3.5. ([110]). Ïóñòü 0 < α ≤ 1 , ôóíêöèÿ h(t) = m(g(t)) ÿâ-

ëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïî g(t) äëÿ âñåõ t ∈ R+ , ôóíêöèÿ g(t) − α -

äèôôåðåíöèðóåìîé ïðè t ̸= t0 è g(t) ̸= 0 , òîãäà

Dα
t0
g(t) = m′(g(t))Dα

t0
(g(t)).

Äðîáíî-ïîäîáíûé èíòåãðàë ïîðÿäêà 0 < α ≤ 1 ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóëû

Iαt0f(t) =

t∫
t0

(s− t0)α−1f(s)ds, t > t0.

Ëåììà 4.3.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) : (t0,∞)→ R− α - äèôôåðåíöèðóåìî

ïðè 0 < q ≤ 1 . Òîãäà ïðè âñåõ t > t0 âåðíî ñîîòíîøåíèå

Iαt0(D
α
t0
f(t)) = f(t)− f(t0).

4.3.2. Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà è åå äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Âàæíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äåòåð-

ìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà

(ñì.íàïð. [1]). Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà èññëåäîâàíèÿ âî âòîðîì (ïðÿìîì) ìå-

òîäå èñïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, íàçûâàåìûå ôóíêöèÿìè

Ëàïóíîâà.

Âåùåñòâåííóþ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ V : T + Br →
R , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ V (t, 0) = 0 , íàçûâàþò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.

Çäåñü ÷åðåç Br îáîçíà÷åí øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñ íîðìîé |x| = (
n∑
i=1

x2i )
1/2 , à ÷åðåç T èíòåðâàë
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äåéñòâèòåëüíîé îñè T = {a < t < ∞} , ãäå a åñòü −∞ èëè æå íåêîòîðîå

÷èñëî. Íàçîâåì ïðîèçâîäíîé V̇ ôóíêöèè V (t, x) â ñèëó óðàâíåíèé

ẋ(t) = b(t, x(t)), b, x ∈ Rn (4.3.3)

x(t0) = x0, b(t, 0) ≡ 0 (4.3.4)

âåëè÷èíó

V̇ =
∂V

∂t
+

n∑
i=1

∂V

∂xi
bi(t, x) =

∂V

∂t
+ (∇V, b(t, x)). (4.3.5)

Åñëè x = x(t) åñòü ðåøåíèå (4.3.3), òî V̇ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ

ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ñëîæíîé ôóíêöèè V (t, x(t)) . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ V̇ ôàêòè÷åñêîãî çíàíèÿ ðåøåíèÿ x(t) íå òðåáóåòñÿ.

Äàëåå ÷åðåç K îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé ωi(u), u ≥ 0, i = 0, 1, 2, ... -

ñêàëÿðíûå íåïðåðûâíûå íåóáûâàþùèå òàêèå, ÷òî ωi(0) = 0 è ωi(u) > 0 ïðè

u > 0 .

Ñóùíîñòü êëàññè÷åñêîãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñïðà-

âåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ òðåõ òåîðåì.

Òåîðåìà 4.3.7. ([1]). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V (t, x) òàêàÿ, ÷òî

ω1(|x|) ≤ V (t, x), V̇ (t, x) ≤ 0.

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3.3) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Òåîðåìà 4.3.8. ([1]). Åñëè ω1(|x|) ≤ V (t, x) ≤ ω2(|x|), V̇ (t, x) ≤ −ω3(|x|) ,
òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3.3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî

Ëÿïóíîâó.

Òåîðåìà 4.3.9. ([1]). Åñëè â îáëàñòè V (t, x) > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî V̇ (t, x) ≥ ω4(|x|) , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âûøåïðèâåäåííûõ

óòâåðæäåíèé íà ñëó÷àé çàäà÷è (4.3.1)-(4.3.2).

Â ýòîé ñâÿçè çàìåòèì, ÷òî âçàìåí îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé â òåîðåìàõ (4.3.3)-

(4.3.5) ïðèõîäèòñÿ ïðèâëå÷ü ïðîèçâîäíóþ Äèíè äëÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â âèäå
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D+V (t, x) = lim
h→0+

1

h
[V (t+ h, x+ h)b(t, x)− V (t, x)]. (4.3.6)

Â ðàáîòå [111] òàêèì æå ïóòåì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äðîáíî-ïîäîáíîé ïðîèç-

âîäíîé äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà

Dα
t0
(x(t)) = b(t, x(t)), (4.3.7)

x(t0) = x0, (4.3.8)

ãäå x ∈ Rn, b ∈ C(R+ × Rn,Rn), t0 ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå 4.3.10. Ïóñòü V íåïðåðûâíàÿ è α - äèôôåðåíöèðóåìàÿ

ôóíêöèÿ, V : R+×Br → Rm è x(t, t0, x0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.3.7)-

(4.3.8).

Òîãäà äëÿ (t, x) ∈ R+ ×Br âûðàæåíèå

+Dα
t0
V (t, x) = lim sup{V (t+ θ(t− t0)1−α, x(t+ θ(t− t0)1−α, t, x))− V (t, x)

θ
, θ → 0+}

(4.3.9)

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïðàâîé äðîáíî-ïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ íèæíÿÿ ïðàâàÿ, âåðõíÿÿ ëåâàÿ è íèæíÿÿ

ëåâàÿ äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Ëåììà 4.3.11. Ïóñòü V (t, x) íåïðåðûâíàÿ, α - äèôôåðåíöèðóåìàÿ è

ëîêàëüíî-ëèïøèöóåìàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïåðåìåííîé x íà

R+×Br . Òîãäà äðîáíî-ïîäîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V (t, x) îòíîñèòåëüíî

ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

+Dα
t0
V (t, x) =

lim sup{V (t+ θ(t− t0)1−α, x+ θ(t− t0)1−α, b(t, x))− V (t, x)

θ
, θ → 0+}

(4.3.10)

ãäå (t, x) ∈ R+ ×Br .
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Åñëè V (t, x(t)) = V (x(t)), 0 < α ≤ 1 , ôóíêöèÿ V äèôôåðåíöèðóåìà ïî

x , è ôóíêöèÿ x(t) α - äèôôåðåíöèðóåìà ïî t äëÿ t > t0 , òî

+Dα
t0
V (t, x) = V ′(x(t))V (t, x)|(7).

Â ðàáîòå [111] ïðèâåäåíû ïðèìåðû ôóíêöèé Ëÿïóíîâà V1(x) = x2(t), x ∈
R, V2(x) = xTx, x ∈ Rn è V3(x) = xTPx, x ∈ Rn , P − (n × n) - ìàòðèöà è

âû÷èñëåíû èõ äðîáíî-ïîäîáíûå ïðîèçâîäíûå.

Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.3.12. Ïóñòü x ∈ R, y ∈ Rn è P ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ìàò-

ðèöåé ïîðÿäêà n × n . Òîãäà äëÿ ôóíêöèé V1 = x2(t), V2 = yT (t)y(t) è

V3 = yT (t)Py(t) èìåþò ìåñòà ñëåäóþùèå îöåíêè:

1) c
t0
Dα
t (x

2(t)) ≤+ Dα
t0
(x2(t)) äëÿ x ∈ R ;

2) c
t0
Dα
t (y

T (t)y(t)) ≤+ Dα
t0
(yT (t)y(t)) äëÿ y ∈ R ;

3) c
t0
Dα
t (y

T (t)Py(t)) ≤+ Dα
t0
(yT (t)Py(t)) äëÿ x ∈ R ;

Èç ëåììû 4.3.12 ñëåäóåò, ÷òî äðîáíî ïîäîáíîå ïðîèçâîäíîå ôóíêöèè Ëÿ-

ïóíîâà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé (ìàæîðàíòîé) äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî

ýòèõ æå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.

4.3.3. Ôîðìóëà Èòî äëÿ ôóíêöèé ñ äðîáíî-ïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé

Ñíà÷àëà ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.3.1), (4.3.2).

Îïðåäåëåíèå 4.3.13. Äëÿ êàæäîãî Xt0 ∈ L0 F - àäàïòèðîâàííûé ñëó-

÷àéíûé ïðîöåññ X íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4.3.1), (4.3.2), åñëè âûïîë-

íåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ t0 ∈ [0,∞) :

X(t) = X(t, t0, Xt0) =

= Xt0 +

t∫
t0

(s− t0)α−1b(s,X(s))ds+

t∫
t0

(s− t0)α−1σ(s,X(s))dW (s). (4.3.11)

Äåëàåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
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(À1) Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ

X, X̃ ∈ R, t ∈ [0,+∞)

|b(t,X)− b(t, X̃)|+ |σ(t,X)− σ(t, X̃)| ≤ L|X − X̃|;

(A2) Ôóíêöèÿ σ(·, 0) ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííà, ò.å.

∥σ(t, 0)∥∞ = ess sup
t∈[0,+∞)

|σ(t, 0)| < +∞,

è σ(·, 0) L2 èíòåãðèðóåìà, ò.å.

+∞∫
0

|σ(t, 0)|2dt < +∞.

Ëåììà 4.3.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (À1) è (À2) âûïîëíåííû. Òîãäà äëÿ

α ∈ (0, 1) çàäà÷è (4.3.1), (4.3.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X ∈ Lt :=

L2(Ω,Ft, P ) çàäàííîå â âèäå (4.1).

Äàëåå ïðåäñòàâèì íîâóþ âåðñèþ ôîðìóëû Èòî äëÿ ôóíêöèé ñ äðîáíî-

ïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé. Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ôóíêöèé îò ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ äðîáíî-ïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé.

Ïóñòü W (t), t ≥ 0 - ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå è ïóñòü

÷åðåç Y ∈ C1,2(Rt × R,R) îáîçíà÷åíî ñåìåéñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé Y (·, Z(·)) îïðåäåëåííûå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî Z íà

Rt ×R .
Ïóñòü Z(t), t ≥ t0 ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Èòî äëÿ óðàâíåíèÿ

dz(t) = b̃(t) + σ̃(t)dW (t),

ãäå b̃ ∈ L1(R+, R) è σ̃ ∈ L2(R+, R) .

Íàïîìíèì ñòàíäàðòíóþ îäíîìåðíóþ ôîðìóëó Èòî.
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Ëåììà 4.3.15. Ïóñòü Y (·) = Y (·, Z(·)) ∈ C1,2(R+×R,R) . Òîãäà Y (t), t ≥
0 ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Èòî çàäàííûé ðàâåíñòâîì

dY (t) = [Yt(t, Z(t)) + YZ(t, Z(t))b̃(t)
1

2
yZ(t, Z(t))]dt+

+Yz(t, Z(t))σ̄(t)dW (t) ïî÷òè íàâåðíîå (n.n.)

Ïóñòü òåïåðü T > 0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X̃(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Èòî äëÿ

óðàâíåíèÿ

Dα
t0
X̃ = b(t) + σ(t)

dW (t)

dt
, t0 ∈ [0, T ], 0 < α < 1 (4.3.12)

ñ íà÷àëüíûì óðîâíåì

X̃(t0) = Xt0. (4.3.13)

Èç ëåììû 4.3.14 è èç ôîðìóëû (4.3.12), (4.3.13) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå äëÿ t0 ∈ [0, T ] ðåøåíèå âèäà

X̃(t) = Xt0 +

t∫
t0

(s− t0)α−1b(s)ds+
t∫

t0

(s− t0)α−1σ(s)dW (s).

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà t0 ∈ [0, T ] , (4.3.12) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

dX̃(t) = X̃ ′(t)dt =

= (α− 1)[

t∫
t0

(s− t0)α−1b(s)ds+
t∫

t0

(s− t0)α−2σ(s)dW (s)]dt, (4.3.14)

ãäå (· − t0)α−2b(·) ∈ L1[0, T ] è (· − t0)α−2σ(·) ∈ L2[0, T ] .

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðåäñòàâèòü äðîáíî-ïîäîáíóþ âåðñèþ ôîðìóëû Èòî.

Òåîðåìà 4.3.16. Ïóñòü Y (·) = Y (·, X̃(·)) ∈ C1,2(R+ ×R,R) . Òîãäà Y (·)
ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Èòî çàäàííûé â âèäå ñëåäóþùåé ôîðìóëû

dY (t, X̃(t)) = Yt(t, X̃(t))dt+
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+(α− 1)YX̃(t, X̃(t))

t∫
t0

(s− t0)α−2b(s)dsdt+

+(α− 1)YX̃(t, X̃(t))

t∫
t0

(s− t0)α−2σ(s)dW (s)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Èç ëåììû 4.3.15 è â ñèëó (4.3.14) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

dY (t, X̃(t)) =
∂Y (t, X̃(t))

∂t
+
∂Y (t, X̃(t))

∂X̃
dX̃(t)+

+
1

2

∂Y 2(t, X̃(t))

∂X̃2
(dX̃(t))2 =

= Yt(t, X̃(t))dt+ (α− 1)YX̃(t, X̃(t))

t∫
0

(s− t0)α−2b(s)dsdt+

+(α− 1)YX̃(t, X̃(t))

t∫
t0

(s− t0)α−2σ(s)dW (s)dt.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3.4. Î ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (4.3.1) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ñâåäåí ê èññëåäîâàíèþ

âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

b(t, 0) ≡ 0, σ(t, 0) ≡ 0, t ≥ 0. (4.3.15)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (4.3.15) óðàâíåíèå (4.3.1) èìååò òðèâèàëüíîå ðå-

øåíèå x(t) ≡ 0 . Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.3.1)

ïîíèìàåòñÿ åãî ñâîéñòâî ìàëî èçìåíÿåòñÿ ïðè ìàëîì èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ
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óñëîâèé. Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî ïîíèìàíèÿ âûðàæåíèÿ ¾ìàëîå èçìå-

íåíèå ðåøåíèÿ¿ âîçìîæíû ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè.

Ïðèâîäèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 4.3.17. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3.1) íàçûâà-

åòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì èëè óñòîé÷èâûì ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè

äëÿ êàæäîé ïàðû ε ∈ (0, 1) è l > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε, l, 0) > 0 òàêîå, ÷òî

P{|X(t)| < l} ≥ 1− ε, t ≥ 0 âñÿêèé ðàç êîãäà |X0| < δ .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè íåóñòîé-

÷èâûì.

Îïðåäåëåíèå 4.3.18. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (4.3.1) íàçûâàåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷è-

âî, è áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî ε ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò δ0 = δ0(ε) > 0 òàêîå,

÷òî P{ lim
t→+∞

X(t) = 0} ≥ 1− ε , âñÿêèé ðàç êîãäà |X0| ≤ δ0 .

Îïðåäåëåíèå 4.3.19. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (4.3.1) íàçûâàåòñÿ ýêñïî-

íåíöèàëüíî ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïî÷òè íàâåðíîå (ï.í.) åñëè

lim
t→+∞

sup
1

t
ln|X(t)| < 0 ï.í.

äëÿ âñåõ x0 ∈ R .

4.3.5. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó è àññèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü

Ïóñòü k > 0 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk ìíîæåñòâà ôóíê-

öèé Sk = {X(·) ∈ R, |X(·)| < k} , ÷åðåç a
∧
b ìèíèìóì a è b, a

∨
b ìàêñèìóì

a è b è ÷åðåç I{·} - èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ.

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå:

(V1) Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ V ∈ C1,2(R+; [0,+∞))×
Sk òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t,X(t) ∈ [0,+∞))× Sk, α ∈ (0, 1)

LαV (t,X(t)) := Vt(t,X(t)) + (α− 1)VX(t,X(t))

t∫
t0

(s− t0)α−2b(s,X(s))ds

(4.3.16)

202



Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñëåäóåò, ÷òî V (t, 0) ≡ 0 .

Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ µ ∈
K , òàêàÿ ÷òî

V (t,X(t)) ≥ µ(|X(t)|)

äëÿ âñåõ (t,X(t)) ∈ [0,+∞)× Sk .
Èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.3.20. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ (À1), (À2) è (V1) âûïîë-

íåíû è 0 < α < 1 . Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3.1) ñòîõàñòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε ∈ (0, 1) è l > 0 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî

l < k . Ïî íåïðåðûâíîñòè V è óñëîâèè V (t0, 0) = 0 ìîæíî íàéòè δ = δ(ε, l)

òàêîå, ÷òî
1

ε
sup
x∈Sδ

V (t,X(t)) ≤ µ(l) (4.3.17)

Î÷åâèäíî, ÷òî δ < l . Ôèêñèðóåì Xt0 ∈ Sδ è ïóñòü η âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà
X(t) èç Sl , ò.å.

η = inf{t > t0 : X(t) ∈ Sl}.

Ïî òåîðåìå 4.3.20 äëÿ ëþáîãî t > t0 èìååì

V (η
∧

t,X(η
∧

t)) = V (t0, Xt0)+

+

η
∧
t∫

t0

Vτ(τ,X(τ))dτ + (α− 1)

η
∧
t∫

t0

VX(τ,X(τ))

S∫
t0

VX(s− t0)α−2b(s,X(s))dsdτ+

(α− 1)

η
∧
t∫

t0

VX(τ,X(τ))

S∫
t0

VX(s− t0)α−2σ(s,X(s))dW (s)dτ =

= V (t0, Xt0) +

η
∧
t∫

t0

LαV (τ,X(τ))dτdt+
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+(α− 1)

η
∧
t∫

t0

VX(τ,X(τ))

S∫
t0

(s− t0)α−2σ(s,X(s))dW (s)dτ. (4.3.18)

Áåðÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò (4.3.18) è ó÷èòûâàÿ, ÷î LαV ≤ 0 ïîëó-

÷èì äëÿ ëþáîãî t ≥ t0 è 0 < α < 1

(α− 1)|E
η
∧
t∫

t0

VX(τ,X(τ))

S∫
t0

(s− t0)α−2σ(s,X(s))dW (s)dτ | ≤

≤ (α− 1)|E
η
∧
t∫

t0

VX(τ,X(τ))

S∫
t0

(s− t0)α−2σ(s,X(s))dW (s)dτ | ≤ 0

Ñ ó÷åòîì (4.3.17) èìååì

P{η ≤ t} ≤ ε.

Ïóñòü t→ +∞ , ò.å. P{η ≤ +∞} ≤ ε .

Òîãäà èìååì P{|X(t)| ≤ r} ≥ 1−ε äëÿ âñåõ t ≥ 0 . Ïî îïðåäåëåíèþ 4.3.17

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (4.3.1) ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåïåðü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå

(V2): Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ V ∈
C1,2([0,+∞)× Sk;R+) òàêàÿ, ÷òî L

αV < 0, α ∈ (0, 1) , ãäå LαV îïðåäåëåíà â

(4.3.16).

Èç (V2) ñëåäóåò V (t, 0) ≡ 0 . Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå íåóáû-

âàþùèå ôóíêöèè µ1, µ2, µ3 òàêèå, ÷òî

µ1(|X(t)|) ≤ V (t,X(t)) ≤ µ2(|X(t)|),

LαV (t,X(t)) ≤ −µ3(|X(t)|)

äëÿ âñåõ (t,X(t)) ∈ [0,+∞)× Sk .
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Òåîðåìà 4.3.21. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (À1), (À2) è (V2). Òîãäà

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (4.3.1) àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4.3.21 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.3.1)

ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Äàëåå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò δ0 = δ0(ε) >

0 òàêîå, ÷òî

P ( lim
t→+∞

X(t) = 0) ≥ 1− ε

äëÿ |X0| < δ0, ε ∈ (0, 1) .

Îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèè 4.3.18 ïîëó÷èì, ÷òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

(4.3.1) àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.3.6. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî÷òè íàâåðíîå

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (V3): V ∈ C1,2([0,+∞) × R;R+) è ñóùåñòâóþò

ïîñòîÿííûå c1 > 1, c2 ∈ R, c3 ≥ 0 òàêèå, ÷òî

(1) c1(|X(t)|) ≤ V (t,X(t)) ,

(2) LαV (t,X(t)) ≤ c2V (t,X(t)) ,

(3) |VX(t,X(t))|2
t∫
0

|σ(t,X(t))(s − τ)α−2|2dτ ≥ c3V
2(t,X(t)) äëÿ âñåõ

X(t) ̸= 0, α ∈ (0, 1) è t ≥ 0 .

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 4.3.22. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (À1), (À2) è (V3). Òîãäà

lim
t→+∞

sup
1

t
ln|X(t)| ≤ − 1

lnc1
(1− α)(c2 + c3) ï.í. (4.3.19)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè c2 + c3 = 0 , òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (4.3.1) ýêñïî-

íåíöèàëüíî óñòîé÷èâî ïî÷òè íàâåðíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ëþáîé X0 ̸= 0 . Èç òåîðåìû 5.54.3.21 è óñëîâèÿ

(V3)(2), (3) äëÿ α ∈ (0, 1) èìååì

lnV (t,X(t)) = lnV (0, X0) +

t∫
0

(Vs(s,X(s)))

V (s,X(s))
ds+
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+(α− 1)

t∫
0

VX(s,X(s))
s∫
0

b(s,X(s))(s− τ)α−2dτ

V (s,X(s))
ds+

+(α− 1)

t∫
0

VX(s,X(s))
s∫
0

σ(s,X(s))(s− τ)α−2dτ

V (s,X(s))
dW (τ)ds ≤

≤ lnV (0, X(0)) +

t∫
0

LαVs(s,X(s))

L(s,X(s))
ds+

+(α− 1)

t∫
0

VX(s,X(s))
s∫
0

σ(τ,X(τ))(s− τ)α−2dW (τ)

V (s,X(s))
ds.

Ââîäèì îáîçíà÷åíèå

M(t) =

t∫
0

VX(s(V (s)))

s∫
0

σ(τ,X(τ))(s− τ)α−2dW (τ)/V (s,X(s))ds.

Òîãäà ïóñòü n = 1, 2, ... . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1) ñ ïîìîùüþ (V3)(3)

ìîæíî ïîëó÷èòü

P{ sup
0≤t≤n

|M(t) + ε

t∫
0

V 2
x (s,X(s))

t∫
0

|σ(τ,X(τ))(s− τ)α−2|2dτ

V 2(s,X(s))
ds| ≥ c3t} ≤ ε

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áîðåëÿ-Êàíòåëëè (ñì.íàïð. [1]) ìû ïîëó÷èì ïî÷òè íà-

âåðíîå

M(t) ≤ c3t− ε
t∫

0

V 2
x (s,X(s))

s∫
0

g(τ,X(τ))(s− τ)α−2|2dτ

V 2(s,X(s))
ds = (1− ε)c3t.

(4.3.20)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ (V3)(3) è (4.3.20) èìååì
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lnV (t,X(t)) ≤ lnV (0, X(0))− (1− α)[c2 + (1− ε)c3]t.

Äàëåå ïîëó÷èì

1

t
lnV (t,X(t)) ≤ −(1− α)[c2 + (1− ε)c3] +

lnV (0, X(0))

t
.

Òàêèì îáðàçîì

lim
t→+∞

sup
1

t
lnV (t,X(t)) ≤ −(1− α)[c2 + (1− ε)c3].

Èñïîëüçóÿ òåïåðü (V3)(1) ïîëó÷èì

lim
t→+∞

sup
1

t
lnc1|X(t)| ≤ lim

t→+∞
sup

1

t
lnV (t,X(t)) ≤ −(1− α)[c2 + (1− ε)c3] ≤

≤ lnV (t0Xt0) +

t∫
t0

LαV (τ,X(τ)

L(τ,X(τ))
+

+(1− α)
t∫

t0

VX(τ,X(τ))

s∫
t0

(s− t0)α−2σ(s,X(s))dW (s)/V (s,X(s))dτ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

M(t) =

t∫
0

VX(τ,X(τ))

s∫
t0

(s− t0)α−2σ(s,X(s))dW (s)/V (s,X(s))dτ.

Ïóñòü n = 1, 2, .. . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε ∈ (0, 1) ñ ïîìîùüþ (V3)(3) ïîëó-

÷èì

P{ sup
0≤t≤n

|M(t) + ε

t∫
t0

V 2
x (τ,X(τ))

s∫
t0

|(s− t0)α−2σ(s,X(s))|2ds

V 2(τ,X(τ))
dτ | ≥ c3t} ≤ ε

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà σ -àëãåáðû F ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
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M(t) ≤ c3t− ε
t∫

t0

V 2
x (τ,X(τ))

s∫
t0

|(s− t0)α−2σ(s,X(s))|2ds

V 2(τ,X(τ))
dτ = (1− ε)c3t ï.í.

(4.3.21)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ (V3)(3) è (4.3.21) èìååì

lnV (t,X(t)) ≤ lnV (t0, Xt0)− (1− α)[c2 + (1− ε)c3t].

Äàëåå ïîëó÷èì

1

t
lnV (t,X(t)) ≤ −(1− α)[c2 + (1− ε)c3t] +

lnV (t0, Xt0)

t
.

Èòàê

lim
t→+∞

lnV (t,X(t)) ≤ −(1− α)[c2 + (1− ε)c3]

Èñïîëüçóÿ òåïåðü (V3)(1) ïîëó÷èì

lim
t→+∞

sup
1

t
lnc1|X(t)| ≤ lim

t→+∞

1

t
ln(t,X(t)) ≤

−(1− α)[c2 + (1− ε)c3].

Íàêîíåö, ïîëó÷èì

lim
t→+∞

sup
1

t
ln|X(t)| ≤ 1

lnc1
(1− α)[c2 + (1− ε)ε3].

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíîå, òî ïîëó÷èì îöåíêó 4.3.19

Îòìåòèì, ÷òî c1 > 1 . Òîãäà, åñëè c2 + ε3 > 0 , òî èìååì

−(1/lnc1)(1− α)(c2 + c3) < 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ 4.3.17 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (4.3.1) ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíî óñòîé÷èâî ïî÷òè íàâåðíîå.

Â êà÷åñòâå çàêëþ÷åíèÿ îòìåòèì, ÷òî äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõà-
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ñòè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè

Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, Êàïóòî, Ãðþíâàëüäà-Ëåòíèêîâà â ðàáîòàõ [110], [111] äàíû

îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ñ äðîáíûìè ïîðÿäêàìè ïðîèçâîäíûõ.

Îäíàêî ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ñâÿçàíî ñ áîëüøè-

ìè òðóäíîñòÿìè èç-çà îòñóòñòâèÿ äëÿ íèõ öåïíîãî ïðàâèëà. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå, ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà ïåðåíîñèòñÿ íà ñêàëÿðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíî-ïîäîáíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ êî-

òîðûõ âûïîëíåíî öåïíîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóêöèé. Ñ

ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿ íîâàÿ äðîáíî-ïîäîáíàÿ âåðñèÿ ôîðìóëû Èòî. Âàæíûì

ÿâëÿåòñÿ, òî îáñòîÿòåëüñòâî ÷òî äðîáíî-ïîäîáíûå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ ìà-

æîðàíòàìè äëÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî.
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4.4. Íåëèíåéíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ýïèäåìèîëîãèè

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà íà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíî-äåòåðìèíèðîâàííîé è ñòîõàñòè÷åñêîé ìî-

äåëåé. Ïðîáëåìû òàêîãî òèïà âîçíèêàþò, êîãäà ìû àíàëèçèðóåì ðàñïðîñòðà-

íåíèå ïàíäåìèè COVID-19. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà íåêî-

òîðûõ ñâîéñòâàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýïèäåìèé, êîòîðûå íå ðåàëèçóþòñÿ

â äåòåðìèíèðîâàííûõ ñëó÷àÿõ. Âàæíûìè ñâîéñòâàìè äðîáíûõ ñòîõàñòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòü âñïûøêè ïàíäåìèè, êâàçèñòàöèîíàðíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîíå÷íàÿ ðàçìåðíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ è îæè-

äàåìàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýïèäåìèè. Ïåðå÷èñëåííûå çäåñü ñâîéñòâà çàâèñÿò

îò ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäû ïðîöåññà. Ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îöåíêè íàëè÷èÿ,

ñòàáèëüíîñòè è ëå÷åíèÿ èíôåêöèîííûõ çàáîëåâàíèé ìîæíî äîáèòüñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ýïèäåìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ê ñîæàëåíèþ, óïîìÿíóòûå

âûøå êëàññè÷åñêèå ìîäåëè íåäîñòàòî÷íî òî÷íû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ

çàáîëåâàíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíî ïðèâëå÷ü äðîáíûå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ.

4.4.1. Ââåäåíèå

Ñòàòüÿ W. O. Kermack, McKendrick [94], âûøåäøàÿ â ñâåò â 1927 ãîäó,

ïîñëóæèëà òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýïèäåìèé. Â ýòîé ðàáîòå äëÿ çàäà÷ ýïèäå-

ìèîëîãèè âïåðâûå ïðèìåíåí òàê íàçèâàåìûé ¾çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ¿, ñî-

ãëàñíî êîòîðîìó êîëè÷åñòâî âíîâü èíôèöèðîâàííûõ â ïîïóëÿöèè ïðÿìî ïðî-

ïîðöèîíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ òåêóùèõ ÷èñëåííîñòåé âîñïðèèì÷èâûõ è èíôè-

öèðîâàííûõ èíäèâèäîâ. Èìåííî äàííàÿ ìîäåëü äàëà íà÷àëî øèðîêîìó ïðèìå-

íåíèþ äåòåðìèíèðîâàííûõ SIR - ìîäåëåé (Susceptible - Infected - Recovered)

â êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïèñûâàåòñÿ

äèíàìèêà ãðóïï âîñïðèèì÷èâûõ, èíôèöèðîâàííûõ è âûçäîðîâåâøèõ èíäèâè-

äîâ.

Èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé SIR - ìîäåëè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè

Baltbelt [40], Áåéëè [2] è Basti at all. [41] ïîëîæèëè íà÷àëî ñòîõàñòè÷åñêèõ
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ìîäåëåé ýïèäåìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ýëâáåê ñ ñîàâòîðàìè [64] îïóáëèêîâàëè ðåçóëüòàòû î ïåðâîé èíäèâèäóì -

îðèåíòèðîâàííîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàáîëåâàíèÿ. Íîâîå íàïðàâëåíèå ñ

ó÷åòîì ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ïðåäñêàçàòåëüíîé ñèëû ñòî-

õàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñûãðàëî ðåøàþùóþ ðîëü â ðàçâèòèè ìàòåìàòè÷åñêîé

ýïèäåìèîëîãèè.

Ïîñëåäíèå ãîäû âûðîñëà àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìàòèêè â ñâÿçè ñ ïàíäåìèåé

COVID-19.

Âèðóñ SARS-COV-2 ïðèâåë ê èíôåêöèè COVID-19. Ïåðâûå ñëó÷àè áû-

ëè äîêóìåíòèðîâàíû â Wuhan, China [25] è â äàëüíåéøåì âèðóñ ðàñïðîñòðà-

íèëñÿ íà âñå êîíòèíåíòû è ïðèâåë ê âñïûøêå ïàíäåìèè. Îáùåå ÷èñëî ñòðàí

ïîäâåðãøèõñÿ ýòîìó ãëîáàëüíîìó âûçîâó ñîñòàâëÿåò 212. Äîñòóïíûå íà íà-

÷àëüíîì ïåðèîäå ïàíäåìèè àíòèâèðóñíûå ïðåïàðàòû è âàêöèíû îêàçàëèñü íå

ýôôåêòèâíûìè ïðîòèâ íîâîãî âèðóñà. Óñèëèÿìè ó÷åíûõ ðàçëè÷íûõ ñòðàí íà

ïîñëåäóùèõ ñòàäèÿõ ïàíäåìèè áûëè ðàçðàáîòàíû íîâûå âàêöèíû è èìè áûëè

ïðèâèòû áîëüøèå ïîïóëÿöèè.

Ëó÷øåå ïîíèìàíèå è îöåíèâàíèå íàëè÷èÿ, óñòîé÷èâîñòè è óïðàâëåíèÿ èí-

ôåêöèîííûìè áîëåçíÿìè ìîæíî äîñòè÷ü ÷åðåç ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýïèäå-

ìèè [64]. Ê ñîæàëåíèþ, êëàññè÷åñêèå ìîäåëè óïîìÿíóòûå âûøå íå ÿâëÿþòñÿ

â íóæíîé ñòåïåíè àêêóðàòíûìè ïðè ìîäåëèðîâàíèè òàêèõ áîëåçíåé. Â ýòîé

ñâÿçè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèâëå÷åíèå äðîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Àäàïòàöèÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñìûñëå Êàïóòî ê îïèñàíèþ èíôåêöèîí-

íûõ áîëåçíåé â áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâàõ ÿâëÿåòñÿ íîâûì ýòàïîì â àíàëèçå

ìîäåëè ýïèäåìèé. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ äðîáíîãî àíà-

ëèçà îòìåòèëè ó÷åíûå-ñïåöèàëèñòû è â äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè - àêóñòèêè,

ðåîëîãèè, õèìèè ïîëèìåðîâ è äð. [25]. Â ðàáîòå [74] ñ ó÷åòîì ïîëîæèòåëüíîãî

ôàêòîðà âàêöèíàöèè v êàê âàêöèííûé ïàðàìåòð âîñïðèèì÷èâîé ïîïóëÿöèè

ââåäåíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïó-

òî ïîðÿäêà α, 0 < α, 1 â âèäå
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cDα
t S(t) = −vS(t)− β

J(t)S(t)
N0

,

cDα
t J(t) = β J(t)S(t)N0

− (γ + k)J(t),

cDα
t R(t) = vS(t) + γJ(t),

cDα
t D(t) = kJ(t),

(4.4.1)

âìåñòå ñ ïîëîæèòåëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

S(0) = S0, J(0) = J0, R(0) = R0, D(0) = D0. (4.4.2)

Çäåñü îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè N ðàçäåëÿåòñÿ íà ñëåäóþùèå ýïèäå-

ìèîëîãè÷åñêèå êëàññû:

S - âîñïðèèì÷èâûé êëàññ, J - èíôèöèðîâàííûé êëàññ, R - âûçäîðàâëè-

âàþùèé êëàññ, D - óìåðøèé êëàññ.

Ïàðàìåòðû â ñèñòåìå (4.4.1) îïèñûâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì:

β - ñðåäíåå ÷èñëî êîíòàêòîâ îäíîãî ÷åëîâåêà çà âðåìÿ t ; γ - óðîâåíü

âûçäîðàâëèâàþùèõ; k óðîâåíü ñìåðòíîñòè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè SIRD-à.

4.4.2. Äðîáíûå èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ. Çäåñü íàì ïîòðåáóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ äðîáíîãî èíòåãðàëà

Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ è äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Êàïóòî, âïåðâûå ââåäåííûå â [127],

[74].

Ïóñòü L([0, T ], R) � ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ñêàëÿðíûõ

ôóíêöèé â [0, ], T <∞ .

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Äðîáíûé èíòåãðàë ïîðÿäêà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ 0 <

α < 1 , ôóíêöèè f ∈ L([0, T ], R) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

Iαt f(t) =
1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1f(s)ds. (4.4.3)
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Ãàììà-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Γ(α) =

∞∫
0

e−ttα−1dt, α > 0.

Ïóñòü C1([0, T ], R) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ñêà-

ëÿðíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà [0, T ] .

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà α, 0 < α <

1 , îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

cDα
t f(t) = I1−αt (

d

ds
f)(t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

(t− s)−αf ′(s)ds, (4.4.4)

ãäå I1−αt - äðîáíûé èíòåãðàë èç 4.4.3, f ∈ C1([0, T ], R) .

Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïîðÿäêà α, 0 < α < 1 ñëåäóåò

íåïîñðåäñòâåííî èç (4.4.3) è (4.4.4)

(Iαct D
α
t f)(t) = φ(t)− φ(0), äëÿ φ ∈ C([0, T ], R). (4.4.5)

4.4.3. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ äðîáíàÿ ìîäåëü ýïèäåìèé (SIRD)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Êàïóòî (4.4.4)

èìååò øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà àíàëèçå èíôåêöèîííûõ áîëåçíåé ðàçëè÷íûõ

áèîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè, â íåïðåðûâíûõ ïî âðåìåíè ìîäåëèðóå-

ìûõ ñðåä [104]. Îòòàëêèâàÿñü îò [104] è ðàññìàòðèâàÿ ïîëîæèòåëüíûé ôàêòîð

âàêöèíàöèè v êàê ïàðàìåòð âîñïðèèì÷èâûõ ïîïóëÿöèé ïåðåéäåì ê ñèñòåìå

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.4.1) ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Êàïóòî ïî-

ðÿäêà α, 0 < α < 1 âèäà
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cDα
t S(t) = −vS(t)− β

J(t)S(t)
N0

,

cDα
t J(t) = β J(t)S(t)N0

− (γ + k)J(t),

cDα
t R(t) = vS(t) + γJ(t),

cDα
t D(t) = kJ(t), t ≥ 0

(4.4.6)

Ïåðåõîä ìåæäó ïîïóëÿöèÿìè S, J,R,D â ïðîöåññå òðàíñìèññèè äëÿ

COVID-19 îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà â âèäå ðèñ 4.4.1.

Ðèñ. 4.4.1. Ìîäåëü SJRD - ñõåìà òðàíñìèññèè äëÿ COVID - 19

Â ýòîì ðàçäåëå ðàáîòû, ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ñòàòüè [41] ïðèâîäèì êà÷åñ-

òâåííûé àíàëèç ðåøåíèé çàäà÷è (4.4.6), (4.4.7), íàõîäèì ïðèçíàêè óñòîé÷è-

âîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé è âû÷èñëèì òî÷êè ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîé

ñèñòåìû (4.4.6), òàê íàçûâàåìûå disease-free ñîñòîÿíèé. Äàëåå óñòàíîâèì íåîá-

õîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4.6) -

(4.4.7) è åãî åäèíñòâåííîñòè íà îñíîâå èçâåñòíûõ òåîðåì î íåïîäâèæíûõ òî÷-

êàõ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ëåììà 4.4.3. Ðåøåíèå çàäà÷è (4.4.6), (4.4.7) îãðàíè÷åíî â feasible îáëà-

ñòè âèäà

U = {(S, J,R,D) ∈ R4
+, 0 ≤ N(t) ≤ N0}.

Ïàíäåìèÿ íàñòóïàåò ïðè óñëîâèè

S0 >
γ + k

β
N0,

ãäå γ+k
β íàçûâàåòñÿ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì èëè êðèòè÷åñêèì ðàçìåðîì ïàí-

äåìèè â ñîîáùåñòâå.

214



Ëåììà 4.4.4. Disease-free òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.4.6) ÿâëÿåòñÿ

U∗ = (
γ + k

β
N0, 0, R0, 0).

Ïî îïðåäåëåíèþ, U∗ = (S∗, J∗, R∗, D∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äðîá-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(cDα
t S)(t) = 0,

(cDα
t J)(t) = 0,

(cDα
t R)(t) = 0,

(cDα
t D)(t) = 0

(4.4.7)

Ó÷èòûâàÿ ýëåìåíòû äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íàõîäèì èç

âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.4.6), ÷òî

βS(t)− (γ + k)N0

N0
· J(t) = 0,

è, äàëåå, ïîëó÷èì

S(t) = S∗ =
γ + k

β
N0.

Â ðàâíîâåñíîé òî÷êå U∗ COVID-19 íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, è ÷òî òî æå ñàìîå,

êëàññ ñìåðòíîñòè óáûâàåò äî íóëÿ â îòñóòñòâèè íîâûõ èíôåêöèé.

Îïðåäåëåíèå 4.4.5. Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ U∗ ñâîáîäíàÿ îò ïàíäåìèè íàçû-

âàåòñÿ ëîêàëüíî àññèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè êëàññ èíèôèöèðîâàí-

íîé ïîïóëÿöèè S(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèè S(t) ≤ S∗ è íåóñòîé÷èâîé, åñëè

S(t) > S∗.

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå èñïîëüçóÿ òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ìû ñôîðìó-

ëèðóåì ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.4.6).

Ïóñòü U = (S, J,R,D) ∈ E , ãäå E = [C([0, T ],R+)]
4 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì

ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

∥u∥E = ∥S∥c + ∥J∥c + ∥R∥c + ∥D∥c
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è ïóñòü



f1(t, u(t)) = −vS(t)− β J(t)S(t)N0

f2(t, u(t)) = β J(t)S(t)N0
− (γ + k)J(t)

f3(t, u(t)) = vS(t) + γJ(t)

f3(t, u(t)) = KJ(t).

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f = (f1, f2, f3, f4) ∈ ([0, T ] × E)4 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé.

Ïðèìåíÿÿ äðîáíûé èíòåãðàë (4.4.4) ê îáåèì ÷àñòÿì ñèñòåìû (4.4.6) è èñ-

ïîëüçóÿ (4.4.5) ïîëó÷èì

S(t) = S0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1f1(τ, u(τ))dτ

J(t) = J0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1f2(τ, u(τ))dτ

R(t) = R0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1f3(τ, u(τ))dτ

D(t) = D0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1f4(τ, u(τ))dτ

Âûáèðàÿ u0 = (u1, u2, u3, u4) = (S0, J0, R0, D0) ìû ïîëó÷èì

u(t) = u0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t− τ)α−1f(τ, u(τ))dτ. (4.4.8)

Èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ

216



Òåîðåìà 4.4.6. Ïóñòü β, v, γ, k, α, t ∈ R+, α ∈ (0, 1) è

T < (
Γ(α + 1)

4(β + v + γ + k + 3)
)1/α.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (4.4.6), (4.4.7)

îïðåäåëåííîå íà [0, T ] .

Òåîðåìà 4.4.7. Ïóñòü α ∈ (0, 1) è β, v, γ, k, µ ∈ R+, òàêèå, ÷òî

µ = max{β + v + 2, β + γ + k + 2, v + γ + 3, k + 3}.

Åñëè
4µT α

Γ(α + 1)
< 1

òîãäà çàäà÷à (4.4.6), (4.4.7) äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

4.4.4. Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë è ñòîõàñòè÷åñêîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Âàæíîå ìåñòî ñðåäè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çàíèìà-

þò ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Ïîä ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì ñëåäóåò ïîíèìàòü ïðî-

öåññ, çíà÷åíèå êîòîðîãî â ìîìåíò âðåìåíè t0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò åãî áóäó-

ùåå ïîâåäåíèå íåçàâèñèìî îò ïðîøëîãî. Ïðèìåðîì ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà

ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå îáûêíîâåííî-

ãî äåòåðìèíèðîâàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Ñ ïîìîùüþ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W (t) ìîæíî

ïîñòðîèòü øèðîêèé êëàññ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðè-

ÿìè, îïðåäåëåííûìè êàê ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ âèäà

dX(t) = a(t,X(t))dt+ σ(t,X(t))dW (t), t > 0

X(0) = x,X ∈ Rn, ξ ∈ Rm.
(4.4.9)

Çäåñü x äåòåðìèíèðîâàííûé èëè ñëó÷àéíûé âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé,

âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t,X) ∈ Rn è ìàòðèöà σ(t,X) ∈ Rn × Rm çàäàíû è W -
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ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Óðàâíåíèå (4.4.9) ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëè÷åñêîé

çàïèñüþ ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

X(t) = x0 +

t∫
0

α(s,X(s))ds+

t∫
0

σ(s,X(s))dW (s). (4.4.10)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.4.10) íàçûâàåòñÿ

ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì Èòî.

Íàïîìíèì ðÿä ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ Èòî. Îïðåäåëèì íà

îñíîâíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F, P ) ñåìåéñòâî σ - àëãåáð Ft ,

ïîðîæäåííûõ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì W (t) , óäîâëåòâëðÿþùèõ óñëîâèÿì:

à) äëÿ ëþáûõ t è s, t < s , ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå Ft ⊂ Fs ;

á) âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W (t) èçìåðèì îòíîñèòåëüíî Ft ;

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A ∈ Rn ñîáû-

òèå {ω : W (t) ∈ A} ïðèíàäëåæèò Ft ;

â) ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ t è s ïðîöåññ W (t+ s)−W (t) íå çàâèñèò

îò ëþáîãî èç ñîáûòèé σ - àëãåáðû Ft .

Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë Èòî

ξ(t) =

t∫
0

α(s)dW (s) (4.4.11)

îïðåäåëåí äëÿ ëþáûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ α(t) , óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîâà-

íèÿì:

1) ïðîöåññ α(t) èçìåðèì îòíîñèòåëüíî Ft ïðè ëþáîì t ;

2) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 êîíå÷åí èíòåãðàë

J(α) =

T∫
0

E(|α(t)|2/F0)dt.

Ðàññìàòðèâàåìûé êàê ôóíêöèÿ âåðõíåãî ïðåäåëà ñòîõàñòè÷åñêèé èíòå-

ãðàë (4.4.11) îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ñ íóëåâûì
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ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé

Eξ(t) = E

t∫
0

α(s)dW (s)
∣∣F0 = 0

Eξ(t1)ξ
1(t2) =

min(t1,t2)∫
0

E(α(s)α
′
(s)
∣∣
F0
)ds.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.4.9) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì, ïåðåõîäíàÿ

âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî P (t, x, t, A), t1 > t,A ∈ Rn îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

P (t, x, t, A) = P (Xt,x(t1) ∈ A). (4.4.12)

Â ðàâåíñòâå (4.4.12) ïðîöåññ Xt,x(s) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.4.9) ïðè

s > t ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Xt,x(t) = x .

Â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ýïèäåìèîëîãèè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñ-

ëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé íåñêîëüêèõ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

(4.4.9). Èíîãäà ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

EF (Xt,x(s)), s ≥ t. (4.4.13)

Çäåñü F (x) - çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.4.13) çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t è íà÷àëüíî-

ãî âåêòîðà x . Ïîëîæèì

m(t, x) = EF (Xt,x(s)), s ≥ t, (4.4.14)

ãäå s ôèêñèðîâàíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû a(t, x) è σ(t, x) óðàâíåíèÿ (4.4.9) îïðå-

äåëåíû ïðè 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rn è èìåþò â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíûå îãðàíè-

÷åííûå ïðîèçâîäíûå ïî x äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà ôóíêöèÿ
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u(t, x) èç (4.4.14) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∂u

∂t
+ a

′∂u

∂x
+

1

2
Trσσ

′∂2u

∂x2
= 0, t ≤ s, x ∈ Rn. (4.4.15)

Èç 4.4.14 âûòåêàåò íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ u(t, x) :

lim
t→s

u(t, x) = F (x), x ∈ Rn. (4.4.16)

Ðåøèâ çàäà÷ó (4.4.15), (4.4.16) ïîëó÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (4.4.13)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ (t, x) . Óðàâíåíèå (4.4.15) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì óðàâíå-

íèåì Êîëìîãîðîâà.

4.4.5. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ äðîáíàÿ ìîäåëü SIRD-à

Ðåçóëüòàòû èçëîæåííûå â ðàçäåëàõ 3, 4 ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ñòîõàñ-

òè÷åñêàÿ äðîáíàÿ ìîäåëü SIRD-à ñëåäóåò èç ñóáäèôôóçèîííîãî ïðîöåññà. Òà-

êîé âûâîä îñíîâàí íà ïðèðîäó äðîáíûõ ïî âðåìåíè ïðîöåññîâ, ïðèñóñòâóþùèõ

â ñèñòåìå (4.4.9). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S(t), J(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è

îãðàíè÷åííûìè, ò.å.

0 ≤ S(t) ≤ N, 0 ≤ J(t) ≤ N.

Äàäèì ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä äðîáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé äëÿ äðîáíîé ìîäåëè ýïèäåìèé SIRD. Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäå-

íèè SIRD äàåò õîðîøåå îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ COVID-19.

Ïðèâåäåì âûñîêîòî÷íóþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ äðîáíîé

ïðîèçâîäíîé Êàïóòî îñíîâàííîé íà ðàçëîæåíèè ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

â ðÿä Òåéëîðà ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [41], ââåäåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñåòêó Ω△t = {tj =

j△t, j = 0, ..., N} , íà êîòîðîé àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé X áóäåò çàïèñàíà â âèäå

c△α
tX(tj) =

△t−αj
Γ(1− α)

j=1∑
i=0

[w1,j − e(Xl+1 −Xl−1)+
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+w2, j − l(Xi+l − 2Xl +Xl+1)] + 0(△t3−α) (4.4.17)

ãäå △ - øàã ïî âðåìåíè, Xl+1 = X(tl+1) , j = 1, ..., N, 0 < α < 1 .

Âåñîâûå ôóíêöèè â (4.4.17) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

w1,j−l =
2− α
2

[(j − l)1−α − (j − l − 1)1−α]

w2,j−l = (j − l)2−α − (j − l − 1)2−α − (2− α)(j − l − 1)1−α,

ïðè j = 1, ..., N, 1 = 0, ..., j − 1 .

Ïóñòü òåïåðü

n∑
j=1

△t−αj = △tα,△αX(t) =
n∑
j=1

△αX(tj),

è

△αX(t) = (△αS(t),△αJ(t))T .

Äëÿ △ti äîñòàòî÷íî ìàëûõ ðåçîííî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå

{△αX(ti)} íà èíòåðâàëå △αt ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûìè. Äëÿ n äîñòàòî÷íî áîëüøîé èç öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-

ìû ñëåäóåò, ÷òî △αX(t) èìååò ïðèáëèæåííîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî

ñðåäíèì E(△αX(t)) è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé V ar(△αX(t)) (ñì. íàïð.

L.J.S.Allen [25], [86]).

Òàêèì îáðàçîì

△αX(t)− E(X(t)) = N(0, V ar(△αX(t))),

ãäå 0 íóëåâîé âåêòîð. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå △X ïîðÿäêà △t ýòî èçìå-
íåíèå âðåìåíè âåðîÿòíîñòè (+1 èëè -1) ò.å.

E(△αX) =

(
−βSJ/N

BSJ/N − γt

)
△tα = f△tα

è ìàòðèöà êîâàðèàöèè
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V ar(△αX) = E(△α(△α)T ) =

= E

(
(△αS)2 △αS△αJ

△αS△αS (△αJ)2

)
=

(
βSJ/N −βSJ/N
−βSJ/N βSJ/N + γJ

)
△t = V ar△tα.

×òîáû íàïèñàòü ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ñòîõàñ-

òè÷åñêîãî ïðîöåññà SIRD òðåáóåòñÿ ëèáî êâàäðàòíûé êîðåíü îò êîâàðèàöèîí-

íîé ìàòðèöû V ar , ëèáî ìàòðèöà G òàêàÿ, ÷òî GGT = V ar . Ïðèâåäåííàÿ

íèæå ìàòðèöà G îáëàäàåò íóæíûì ñâîéñòâîì, à èìåííî

G =

(
−
√
βSJ/N 0√
βSJ/N −

√
γJ

)
.

Òîãäà

△X(t) = f(X(t))△t+G(X(t))△W (t),

ãäå △W (t) = (△W1(t),△W2(t))
2 è △W (t) = N(0,△t) .

Óñòðåìëÿÿ △t→ 0 ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé

cDα
t X(t) = f(X(t))dt+G(X(t)dW (t)), (4.4.18)

ãäå W (t) = (W1(t),W2(t))
T - âåêòîð äâóõ íåçàâèñèìûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ.

Ïåðåïèøåì (4.4.18) â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí S(t) è J(t) è ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äðîáíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

cDα
t S(t) = −

β

N
SJ +B11

dW1

dt
+B12

dW2

dt

cDα
t J(t) =

β

N
SJ − γJ +B21

dW1

dt
+B22

dW2

dt

ãäå W1,W2 - íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû, è ýëåìåíòû ìàòðèöû B =

(Bij), i, j = 1, 2 ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè îò S è I .
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ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Âûâîäû

Â äèññåðòàöèè èññëåäîâàíû íåêîòîðûå êëàññû íå÷åòêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè, äðîá-

íûìè è äðîáíîïîäîáíûìè ïîðÿäêàìè ïðîèçâîäíûõ.

Ïî èòîãàì èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

� äîêàçàíû ëåììû è òåîðåìû î ñâîéñòâàõ íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ

(âåëè÷èí) è èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå [1�A], [2�A], [3�A];

� äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû Ðàäñòðåìà íà ñëó÷àé îáîáùåííîãî äèôôåðåíöè-

àëà íå÷åòêîé ôóíêöèè [3�A], [4�A], [5�A];

� äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé íå÷åòêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîïîäîáíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè [5�A], [6�A], [7�A];

� äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íå÷åòêîãî

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Óðûñîíà [6�A], [7�A], [8�A];

� íàéäåíà ôîðìóëà ÿâíîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì è ñ ïî÷òè ñåêòîðèàëüíûì

íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè [7�A], [8�A], [9�A];

� äîêàçàíà òåîðåìà âòîðîãî (ïðÿìîãî) ìåòîäà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîïîäîáíîé ïðîèçâîäíîé [6�

A], [8�A], [9�A];

� íàéäåíî ðåøåíèå îäíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ýïèäåìèî-

ëîãèè âîçíèêàþùåé ïðè àíàëèçå ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàíäåìèè

COVID-19 [8�A], [9�A], [10�A].
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Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Ìåòîäû ðàçâèòûå â äèññåðòàöèè è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíèòü

ïðè èññëåäîâàíèè íîâûõ è áîëåå îáùèõ êëàññîâ íå÷åòêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñ öåëûìè è äðîáíûìè ïî-

ðÿäêàìè ïðîèçâîäíûõ. Ïðèëîæåíèÿ óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîãóò áûòü èñ-

ïîëüçîâàíû ïðè àíàëèçå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýïèäåìèé. Îòäåëüíûå ÷àñòè

äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ

ñòóäåíòîâ è ìàãèñòðàíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Ìàòåìàòèêà¿ è

¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿.
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