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Список используемых обозначений 

−2R  вещественная плоскость; 

−С  комплексная плоскость; 

−4R четырёхмерное евклидово пространство;  

−С пространство вещественных (или комплексных) функций, ограничен-

ных на всей плоскости и удовлетворяющих условию Гёльдера с показателем 

);1,0(   

−1

С пространство таких функций Cf  , что ;, Cff yx    

−2

С пространство таких функций 1

Cf  , что ;,, Cfff yyxyxx    

( ) ( )−−=+= yxzyxz ii
2

1
,

2

1
операторы комплексного дифференцирова-

ния;  

−nE единичная матрица n-го порядка; 

−trB  след матрицы ;B  

−D пространство основных функций на ;2R  

−D пространство обобщённых функций (распределений); 

−С пространство функций, определенных и бесконечно дифференцируемых 

на всей плоскости 
2R  (или  С); 

−S пространство функций из ,С  убывающих на бесконечности вместе со 

всеми производными быстрее любой степени ( ) ;
1−

+ yx  

−S пространство умеренно растущих обобщённых функций (распределе-

ний);  

−AKer  ядро оператора  А; 

−= )(Coker ARF  коядро оператора; 

у.ч.п. – уравнение с частными производными. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. Теория у.ч.п. и систем у.ч.п. на ве-

щественной (комплексной) плоскости разработана в научных трудах выдаю-

щихся ученых – Бернштейн С.Н, Петровский И.Г, Лаврентьев М.А, Векуа 

И.Н, Михайлов Л.Г, Берс Л., Джураев А.Д, их учеников и последователей 

(см., напр., [16], [17], [24], [25], [34], [45], [50], [70], [71], [105]). 

В теории у.ч.п. и систем у.ч.п. эллиптического типа актуальными явля-

ются следующие сингулярные задачи о решениях, определенных в неограни-

ченных областях плоскости и удовлетворяющих тем или иным условиям: 

суммируемость, ограниченность или рост на бесконечности не выше степен-

ного.  

Диссертационная работа посвящена исследованию задач о решениях на 

всей плоскости, удовлетворяющих условиям ограниченности или роста на 

бесконечности не выше степенного, систем четырёх линейных вещественных 

у.ч.п и эллиптических систем второго порядка с одной комплексной пере-

менной. Отметим, что для однородных систем эти задачи могут иметь беско-

нечномерное ядро и выявление условий конечномерности ядра таких задач 

является важным и актуальным.  

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Задачи о 

решениях эллиптических уравнений и систем, принадлежащих конкретным 

пространствам функций, определённых во всей плоскости были предметом 

исследований в научных трудах И.Н. Векуа [24], [25], В.С. Виноградова [26], 

[27], Э. Мухамадиева [51] – [54], В.П. Паламодова  [68], Н.Е. Товмасяна [87], 

[91], С. Байзаева [5], Д. Сафарова [78], [79] и др. (подробный аналитический 

обзор приведён в параграфе 1.1 главы 1). 
 

Связь работы с научными программами (проектами), темами. Дис-

сертационная работа выполнена в рамках реализации перспективных планов 

научно-исследовательских работ кафедр  математического анализа и высшей 

и прикладной математики Худжандского государственного университета им. 
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академика Б. Гафурова на 2016 – 2020 гг. по теме «Исследование представле-

ния решений некоторых дифференциальных, интегральных и операторных 

уравнений с особенностями, их свойств, разрешимость краевых задач» и на 

2021 – 2025 гг. по теме «Исследование математических моделей и классов 

дифференциальных уравнений специального вида и их применение в реше-

нии задач экономики, естествознания, прикладной механики и технической 

физики». 

Общая характеристика работы 

Цель исследования. Изучение систем четырёх вещественных у.ч.п пер-

вого порядка вида 

                                                
,0=++ BuAuu yx                                     (0.1)                                         

 

здесь ,),,,( 4321

Tuuuuu = −BA,  вещественные постоянные матрицы четвер-

того порядка и эллиптических систем уравнений второго порядка с одной 

комплексной переменной вида
                         

,0)()(

)()()(

54

321
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++++++
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wzawzawzawwwLw zzzzzzzzz 
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где − ,,  постоянные, одновременно не равные нулю, в функциональных 

пространствах на всей плоскости с дополнительными условиями типа огра-

ниченности или роста на бесконечности не выше степенного. 
                     

Задачи исследования. В соответствии с поставленной целью решить 

следующие задачи: 

• найти решения модельной системы уравнений, когда   
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• найти умеренно растущие решения системы уравнений вида (0.1), 

когда  
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где ,1A  −jB матрицы второго порядка;  

• составить алгоритм нахождения решений, имеющих на бесконечности 

не выше чем ( ) ,
N

yx +   системы уравнений вида (0.1);  

• найти решения из пространства S , в частности, имеющих на 

бесконечности рост не выше чем ( ) ,
N

yx +   системы уравнений вида (0.2), в 

случае постоянных коэффициентов;  

• найти условия, при выполнении которых оператор  CCL →2:  будет 

n-нормальным, т.е. имеет замкнутый образ 
2

LC  и конечномерное ядро; 

• найти условия, при выполнении которых оператор  CCL →2:  будет 

d-нормальным, т.е. имеет замкнутый образ 
2

LC  и конечномерное коядро. 

Объект исследования. Объектом исследования являются системы че-

тырёх вещественных линейных у.ч.п. первого порядка с двумя независимыми 

переменными и эллиптические системы уравнений второго порядка с одной 

комплексной переменной. 

Предмет исследования. Предметом исследования являются доказатель-

ства теорем о существовании решений рассматриваемых систем у.ч.п. в кон-

кретных функциональных пространствах. 

Научная новизна исследования.  Новизна исследования заключается в 

следующем: 

• найдены явные формулы для решений из пространства S   модельной 

системы; 

• найдены явные формулы для решений умеренного роста системы (0.1), 

когда коэффициенты определяются формулой (0.3); 
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•предложен алгоритм нахождения решений, имеющие роста на 

бесконечности не выше чем ( ) ,
N

yx +   системы уравнений вида (0.1);  

• найдены явные формулы для решений из пространства S  системы 

вида (0.2), в случае постоянных коэффициентов;  

•в терминах предельных уравнений найдены необходимые и достаточ-

ные условия n-нормальности операторов вида ;: 2

 CCL →    

•в терминах коэффициентов найдены достаточные условия n-

нормальности операторов вида ;: 2

 CCL →    

•в терминах коэффициентов найдены достаточные условия d-

нормальности операторов вида .: 2

 CCL →    

Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Работа 

имеет теоретический характер. Методы, развитые в диссертации и получен-

ные результаты можно применять при исследовании других классов систем 

уравнений в частных производных в пространствах функций, определённых 

в неограниченных областях. 

Личный вклад соискателя ученой степени. Постановка задачи при-

надлежит научному руководителю. Все результаты, приведённые в разделе 

«Научная новизна исследования» получены лично соискателем. 

Соответствие  диссертации  паспорту  научной  специальности (фор- 

муле и области исследования). Диссертационная работа выполнена по спе-

циальности 6D060102 – дифференциальные уравнения, динамические систе-

мы и оптимальное управление, относится к составной части этой специаль-

ности – уравнения с частными производными и полностью соответствует 

формуле специальности и пункту «Качественная теория дифференциальных 

уравнений и систем дифференциальных уравнений» области исследования.  

Положения, выносимые на защиту.  

• теорема о  решениях модельной системы из пространства S  ; 
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•формула для решений умеренного роста системы (0.1), когда 

коэффициенты определяются формулой (0.3); 

•алгоритм нахождения решений, имеющих рост на бесконечности не 

выше чем ( ) ,
N

yx +   системы уравнений вида (0.1);  

•теоремы о решениях из пространства Sсистемы (0.2), с постоянными 

коэффициентами;  

•теорема о необходимых и достаточных условиях n-нормальности опе-

раторов вида ;: 2

 CCL →    

•теоремы о достаточных условиях n-нормальности в терминах коэффи-

циентов оператора;  

•теоремы о достаточных условиях d-нормальности в терминах коэффи-

циентов оператора.  

Степень достоверности результатов. Все теоремы, утверждения и 

формулы решений в диссертации обеспечены строгими доказательствами, 

ряд выводов согласуются с исследованиями других авторов. 

Апробация и реализация результатов диссертации. Основные резуль-

таты диссертации докладывались и обсуждались на следующих конференци-

ях и семинарах: 

- Республиканская научно-практическая конференция «Современные 

проблемы точных  наук и их роль в формировании научного мировоззрения 

общества», посвящённая 30-летию государственной независимости Респуб-

лики Таджикистан, Худжанд, 26 – 27  октября 2018 г.  

- Научно-практическая конференция «Илм ва инноватсия дар низоми 

татбиқи ҳадафҳои стратегияи миллӣ”, посвященная 30-летию государствен-

ной независимости Республики Таджикистан, Худжанд, 21-24  апреля 2021 г.  

- Международная конференция по алгебре, анализу и геометрии 2021.  

Казань (РФ), 22 – 28 августа 2021 г. 

- Уфимская осенняя математическая школа – 2021. Уфа (РФ), 6 – 9 ок-

тября 2021 г.  
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- II международная научно-практическая конференция «О применении 

дифференциальных уравнений при решении прикладных задач», посвящен-

ная 80-летию чл.-корр. НАНТ Э. Мухамадиева. Душанбе, 4 ноября 2021 г. 

- Республиканская научно-практическая конференция «Современные 

проблемы прикладной математики и их роль в формировании технического 

мировоззрения общества», Худжанд, 29 – 30 ноября 2021 г.  

- Научный семинар при Таджикском государственном университете 

права, бизнеса и политики под руководством д.ф.-м.н., проф. С. Байзаева 

(2018 – 2022 гг.). 

Ряд результатов диссертации использованы при чтении специальных 

курсов для студентов и магистрантов. 

Публикации по теме диссертации. Основные результаты диссертации 

опубликованы в 12 статьях и материалах научных конференций [1-А] – [12-

А]. Работы [1-А] – [4-А] опубликованы в журналах из перечня рецензируе-

мых научных журналов и изданий, из списка ВАК при Президенте Республи-

ки Таджикистан. Из  совместных работ  с  научным  руководителем С. Байза-

евым на защиту выносятся лишь результаты, полученные лично автором дис-

сертации. 

Структура диссертации и объем. Диссертационная работа состоит из 

введения, четырех глав, выводов, рекомендаций по практическому использо-

ванию результатов, а также списка литературы, в котором включены 123 

наименований. В диссертации используется двойная нумерация. Первый но-

мер указывает на номер главы, второй номер параграфа или номер определе-

ния, леммы и теоремы в данной главе. Аналогичным образом ведется нуме-

рация формул. Общий объём диссертации – 133 страниц. 
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ГЛАВА 1 

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ ПО ИССЛЕДУЕМОЙ ТЕМЕ 

В главе 1 даётся обзор и анализ использованных в диссертации источ-

ников. В первом параграфе даётся анализ работ, касательно системам линей-

ных у.ч.п. на плоскости В основном рассмотрены случаи систем линейных 

у.ч.п., заданных в неограниченных областях плоскости. Во втором параграфе 

дается обзор работ, посвященных линейным комплексным у.ч.п. эллиптиче-

ского типа, заданных в неограниченных областях комплексной плоскости. 

1.1. Обзор литературы по системам уравнений в частных  

производных первого порядка на плоскости 

Теория у.ч.п. эллиптического типа и систем таких уравнений на плоско-

сти разработана в трудах выдающихся ученых – Бернштейн С.Н, Петровский 

И.Г, Лаврентьев М.А, Векуа И.Н, Михайлов Л.Г, Берс Л., Джураев А.Д,  их  

учеников и последователей (см., например, [16], [17], [24], [25], [36], [45], 

[50], [71], [105]). Как пишет американский математик Липман Берс, «… что-

бы решить задачу прикладного характера для эллиптического уравнения, 

редко бывает достаточным заглянуть в справочник или посоветоваться со 

специалистами. Почти во всех случаях такая задача имеет особенности, кото-

рые не позволяют автоматически воспользоваться общей теорией. Например, 

может случиться, что рассматриваемая область неограниченна, …» ([17], с. 

141).  

Приведём обзор работ, посвященных исследованию эллиптических и 

гиперболических уравнений и систем в плоских областях.  

В трудах И.Н. Векуа, Л. Берса, их соратников и последователей (см. [17], 

[21], [23], [25], [105], [110]) построена теория у.ч.п. 

)()()( zfwzbwzaw
z

=++ ,                                 (1.1) 
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называемых уравнениями обобщенных аналитических функций (терминоло-

гия И.Н. Векуа) или псевдоаналитических функций (терминология Л. Берса) 

и более общие уравнения в неограниченных областях комплексной плоско-

сти  С  в регулярном случае, т. е. при условии, что коэффициенты и правая 

часть уравнения принадлежат классу −)(2, CLp множество функций ),(zf  за-

данных во всей комплексной плоскости С и удовлетворяющих условиям 

),()( KLzf p    ,2),(
1

)(
2

2 









−
pKL

z
fzzf p  

где К – единичный круг  .1: zz   Заметим, что )(2, CLp  по норме  

)(2)(2, KLKLp pp

fff +=  

будет банаховым пространством. При таких условиях получены формулы 

представления решений, утверждения о разрешимости граничных задач 

Гильберта и Римана, определены индексы таких задач и установлены аналоги 

теоремы Лиувилля.  

Если коэффициенты уравнения (1.1) не принадлежат классу ),(2, CLp  то 

утверждение типа теоремы Лиувилля, как в теории аналитических функций, 

вообще говоря, не имеет место. Этот факт для случая постоянных коэффици-

ентов, очевидно не принадлежащих пространству ),(2, CLp  кроме тривиаль-

ного – тождественно равного нулю случая, установлено в работах В.С. Вино-

градова (см., например, [26], [27]). Для случая переменных коэффициентов, 

принадлежащих 1

aС  С. Байзаевым [5] показано, что ядро однородного урав-

нения соответствующее (1.1) может быть бесконечномерным.  

В работах Л.Г. Михайлова, его учеников и последователей (см., напри-

мер, [37], [50], [58], [59], [93], [111]) исследованы уравнения вида (1.1) с син-

гулярными коэффициентами вида 
z

a0  и получены результаты, аналогичные 

регулярному случаю. 
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Эллиптическим уравнениям и системам в неограниченных областях 

посвящены многочисленные работы. В работах М. Отелбаева, С.А. Исхокова 

и их последователей [38] – [41], [60], [61], [107] исследованы проблемы коэр-

цитивности, теоремы разделимости, нётеровости и регулярного расширения 

для эллиптических уравнений, а в трудах Э. Мухамадиева,  C.Байзаева и их 

учеников [3] – [10], [30], [31], [33], [51] – [54] исследованы  проблемы нор-

мальной разрешимости  эллиптических у.ч.п. в классах функций, определен-

ных в 
nR , нётеровости и вычисления индекса эллиптических у.ч.п. вида  

w zw+bz+a w z +q wz  +qLw=w zzz )()()()( 21
 

в пространстве 1

aС ,  разрешимости уравнений обобщенных аналитических 

функций в  1

aС  и обыкновенных дифференциальных уравнений. Также изуче-

ны задачи о медленно растущих решениях ряда классов многомерных эллип-

тических и гиперболических систем. Показано, что необходимым и доста-

точным условием нётеровости оператора  CСL →1:  является требование о 

том, что ядро всех предельных операторов должно быть нулевым. В случае 

слабо осциллирующих на бесконечности коэффициентов, т.е. удовлетворя-

ющих условию вида  

,0|)()(|suplim
1||

=−
−→




aza
zz

 

необходимым и достаточным условием нётеровости оператора 


CСL →1:  

является то, что на бесконечности функция )(zb  должна доминировать над 

функцией )(za , при этом индекс оператора  CСL →1:  равен индексу Коши 

функции )(zb  на бесконечности. 

В работах [106], [108] получены формулы индекса для эллиптических 

операторов в ограниченной области плоскости. 
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В работах С. Байзаева и Д.А. Воситовой ([6], [7]) исследована разре-

шимость систем линейных уравнений первого порядка, записанных в вектор-

ной форме  

)2.1(0=++ BuAuu yx  

в пространствах функций, определённых на всей плоскости и имеющих рост 

на бесконечности не выше степенного. Для эллиптического случая двух 

уравнений и в случае более двух уравнений при условии коммутируемости 

матриц A и B была предложена схема нахождения указанных решений. Уста-

новлено, что если зафиксировать порядок роста решения на бесконечности, 

например, если искать решения ),( yxu , имеющие рост не выше чем полином 

степени N, то есть 

( ) )3.1(,1),(
N

yxMyxu ++  

здесь −  какая-нибудь норма в 
2R  или ,nR  0M   −N неотрицательное 

целое число, то пространство таких решений в эллиптическом случае всегда 

будет конечномерным (равным нулю или −+ nNn ),1( размерность системы), 

а в гиперболическом случае может быть нулевым или бесконечномерным. 

В диссертационной работе рассматриваются четырехмерные системы 

вида (1.2), коммутируемость матриц A и B не предполагается, причем тип си-

стемы может эллиптическим, гиперболическим или составным. Оказалось, 

что пространство решений, удовлетворяющих условию (1.3), в эллиптиче-

ском случае может быть и бесконечномерным (это было обнаружено при 

компьютерном моделировании). Этот отличительный факт является одним из 

подтверждений актуальности исследуемой проблемы для систем вида (1.2). 

Э. Мухамадиевым и С. Байзаевым исследованы двумерные равномерно 

эллиптические системы вида (1.2) с переменными коэффициентами, из C  

(см. [52]). Найдены критерия, нётеровости соответствующего системе, опера-

тора в указанном пространстве и построена формула для нахождения индекса 
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этого оператора. Следует отметить, что критерия нётеровости и формула ин-

декса выписываются через предельные значения матрицы B(z) на бесконеч-

ности. 

В научных работах О.А. Олейник, В.П. Паламодова, Н.Е. Товмасяна, их 

учеников и последователей (см. [35], [42], [56], [57], [67], [69], [72], [88] - 

[90], [109]) исследованы задача Дирихле в неограниченных областях, задача 

о полиномиальных решениях в полупространстве и нелокальные задачи для 

ряда эллиптических уравнений, а также изучено поведение решений в не-

ограниченных областях; получены условия разрешимости исследуемых задач 

и формулы для решения.  

В ряде работ Д. Сафарова и его учеников (см., например, [32], [79], [80]) 

изучены задачи о двоякопериодических и квазипериодических решениях эл-

липтических уравнений первого порядка с одной независимой комплексной 

переменной; получены формулы представления таких решений через 

эллиптические функции Вейерштрасса, теоремы о разрешимости, а также 

индексе рассматриваемих задач. Отметим, что указанные уравнения в веще-

ственных переменных относятся к двумерным системам вида (1.2). 

Солдатов А.П. и его ученики исследовали (см. [55], [83], [84]) задачи 

Римана-Гильберта и Шварца для ряда классов эллиптических систем у.ч.п.  

первого порядка в C . В частности, для −J аналитических (или аналитиче-

ских по Дуглису) функций, т.е. функций, удовлетворяющих системе у.ч.п. 

вида 

,0=



−





x
J

y


 

где −J матрица, не имеющая вещественных собственных значений, получе-

ны условия разрешимости задачи Шварца и установлены соответствующие 

теоремы. 

Б.Б. Ошоровым [62] – [66] проведены исследования трёхмерных анало-

гов систем уравнений Коши-Римана, некоторых краевых задач для систем 
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Коши-Римана, краевых задач с разрывными граничными условиями для не-

которых классов векторных и матричных функций. Получены априорные 

оценки и теоремы разрешимости для рассматриваемых задач. 
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1.2. Обзор литературы по линейным уравнениям в частных  

производных второго порядка с одной комплексной  

переменной 

Полианалитическими функциями называют решения уравнения с част-

ными производными вида  

                                              ,0=



n

n

z

w
                                    (1.4) 

где −



n

n

z
итерации оператора Коши-Римана. Полианалитические функции 

встречаются в ряде задач механики и имеют тесную связь с теорией у.ч.п. 

(см., например, [13], [66], [103]).  

При 2=n   решения уравнения (1.4) называют бианалитическими 

функциями, а само уравнение системой уравнений Бицадзе (см. [18], [20], 

стр. 133). Как было установлено А.В. Бицадзе, для уравнения (1.4) в указан-

ном случае задача Дирихле в круге не является нётеровой (соответствующая 

однородная задача имеет бесчисленное множество линейно независимых ре-

шений).  

В работах М.Б. Балка, М.Ф. Зуева и их последователей (см. [11] – [14], 

[104]), посвящённые полианалитическим функциям, установлены граничные 

свойства и формулы представления этих функций и их обобщений. Отметим, 

что несмотря на близость уравнений вида (1.4) к уравнениям Коши-Римана,   

многие утверждения справедливые для аналитических функций не имеют 

место для полианалитических функций. Например, две не равные полианали-

тические функции могут совпадать на отрезке положительной длины или 

принцип максимума модуля для аналитических функций может не выпол-

няться для полианалитических функций. 

Обобщениями полианалитических функций являются так называемые 

метааналитические функции. Такими функциями называют решения уравне-

ния с частными производными вида  
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c постоянными коэффициентами  
n

aaa ,...,,
21

. Для целых метааналитических 

функций, т.е. определенных во всей комплексной плоскости, теорема Ли-

увилля как для аналитических функций, не имеет место. Имеется аналог этой 

теоремы, точнее представление метааналитических функций через квазипо-

линомы относительно z  и z  (см. [13], стр. 225), называемое представлением 

Гурса. 

Представляют интерес обобщения уравнений вида (1.5), когда в левой 

части присутствуют слагаемые типа 
z

w




 или .w  Для таких уравнений утвер-

ждения типа теоремы Лиувилля как для аналитических функций могут быть 

не верны. Например, в [4-А, 12-A] установлено, что «для системы  

,0=+ wcw zz  

где 0c  задача об ограниченных во всём  С  решениях не является нётеро-

вой» [4-А, 12-A]). Все функции вида 

,)()()( zqzpzw  +=  

здесь −p произвольная постоянная,  

,2 iep
с

с
q −=  ( ) ,Re2exp)( zeciz i −= ,20    

являются ограниченным на всей плоскости и удовлетворяют данной системе.    

Н. Раджабовым и А.Б. Расуловым (см. [73], [74]) изучена задача линей-

ного сопряжения для системы Бицадзе с младшими членами, коэффициенты 

которых имеют сверхсингулярную особенность в виде окружности; найдено 

интегральное представление решений и соответствующие формулы обраще-

ния, а также установлены теоремы разрешимости некоторых краевых задач. 



18 

 

В работах К.М. Расулова и его учеников (см. [75], [76], [81], [94], [95]) 

разработаны методы решения краевых задач для полианалитических функ-

ций и краевых задач типов Газемана, Карлемана, Неймана, Рикье и внешней 

краевой задачи типа Карлемана в случае круга для метааналитических функ-

ций.  

В диссертации Б.Ф. Фатулаева (см. [94]) исследованы линейные крае-

вые задачи с сопряжением и со сдвигом для уравнений вида (1.5) при n=2. 

Эти задачи имеют важное значение в механике сплошных сред и математи-

ческой физике. В указанной диссертации получены условия разрешимости и 

нётеровости, исследуемых задач. Для ряда частных задач получены формулы 

решений. 

Диссертация В.В. Сенчилова (см. [81]) посвящена исследованию не-

классических краевых задач типа Неймана и типа Рикье в классах метаанали-

тических функций при n=2 в круге. Получены необходимые и достаточные 

условия разрешимости и нётеровости этих задач. Приведены конкретные 

случаи, когда указанные задачи не являются нётеровыми. 

Солдатов А.П. и его ученики исследовали на полуплоскости (см. [85], 

[86], [100], [101]) эллиптические системы у.ч.п. второго порядка, задачу Ри-

мана-Гильберта для бианалитических функций и задачу линейного сопряже-

ния для полианалитических функций. В диссертации Чан Куанг Выонг (см. 

[100]) для уравнений вида (1.5) изучены граничная задача Римана и односто-

ронняя граница задача. При этом используется аппарат теории функций ком-

плексной переменной. Установлена связь полианалитических функций и J - 

аналитических функций и на основе этого изучена общая краевая задача для 

уравнений вида (1.5). 

В ряде работ Д. Сафарова и его учеников (см. [1], [2], [77] – [80]) изуче-

ны задачи о двоякопериодических решениях некоторых классов линейных, 

квазилинейных и нелинейных эллиптических систем второго порядка с од-

ной комплексной переменной; с применением аппарата теории двоякоперио-

дических обобщенных аналитических функций и теории эллиптических 

http://www.mathnet.ru/rus/im692
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функций Вейерштрасса получены формулы представления таких решений, 

установлены теоремы о разрешимости рассматриваемых задач и подсчитан 

индекс.  

Б.Б. Ошоровым [65]  проведено исследование корректности краевых 

задач для некоторых классов уравнений вида (1.5) с аналитическими коэф-

фициентами. Показано, что решение данного уравнения сводится к решению 

n неоднородных уравнений Коши-Римана. Для некоторых значений n и ко-

эффициентов установлены теоремы разрешимости граничных задач в огра-

ниченных и неограниченных областях. 

Отметим также работу Хоанг Куок Тоан [99], в которой для уравнения 

вида (1.4) при n=2 изучены ряд краевых задач, отличающихся от обычных. 

Эллиптическим уравнениям и системам второго порядка и высших по-

рядков в неограниченных областях посвящены многочисленные работ. В ра-

ботах М. Отелбаева, С.А. Исхокова и их последователей [38] - [41], [60], [61], 

[97] исследован проблемы коэрцитивности, теоремы разделимости и нётеро-

вости для эллиптических уравнений, а в трудах Э. Мухамадиева,  C.Байзаева 

и их последователей [5], [8], [54], [97] изучены проблемы нормальной разре-

шимости и нётеровости  эллиптических у.ч.п. в классах функций, определен-

ных в 
nR , нётеровости и   вычислению индекса эллиптических у.ч.п. второго 

порядка на плоскости, а также изучены гиперболические у.ч.п. второго по-

рядка с двумя независимыми переменными в пространствах функций, огра-

ниченных во всей плоскости, периодических или почти-периодических.  

В научных работах Н.Е. Товмасяна, его учеников и последователей (см. 

[48], [49], [89], [91], [109]) исследованы задача Дирихле, задача о полиноми-

альных решениях в полупространстве и нелокальные задачи для ряда эллип-

тических уравнений второго порядка, а также изучено поведение решений в 

неограниченных областях; установлены теоремы разрешимости и соответ-

ствующие решения этих задач.  

В работе Н.Е. Товмасяна и А.О. Бабаяна [91] для у.ч.п. вида 
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,022 =+−−++ cubuauuuu xtyyxxtt                                          (1.6) 

где −cba ,,  вещественные постоянные, в полупространстве 

 23 ),(,0:),,( RyxtyxtR =+  изучены задачи о решениях, удовлетворяю-

щих условию  

( ) 35,022 ),,(,)1(1),,( ++++ RyxttyxKyxtu 
                          (1.7) 

или 

( ) 35,0222 ),,(,1),,( ++++ RyxttyxKyxtu


                                  (1.8) 

где −  фиксированное неотрицательное число, K  и   некоторые 

положительные числа, вообще говоря, зависящие от u . Класс функций, 

удовлетворяющих этим неравенствам обозначим через ( )3

, +RQ    и ( )3

+RM    

соответственно. Аналогично определяется класс ( )2RQ   с разницей в том 

что в (1.7) нужно взять вместо функции ),,( yxtu  функцию двух переменных 

),( yxu и полагать 0= . Авторами рассмотрена следующая модифициро-

ванная задача Дирихле в полупространстве. 

Задача ТБ. Найти функцию ),,( yxtu ( ),3

, +
RQ

  удовлетворяющую 

уравнению (1.6) и краевому условию 

),,(),,0( yxfyxu =  

здесь −),( yxf функция из класса ( )2RQ . 

Относительно задачи ТБ установлены ряд утверждений: 

- если 0c  и 0a , то пространство решений однородной задачи ТБ 

является бесконечномерным;  
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- если число с отрицательное или неположительное и число a положи-

тельное, то однородная задача ТБ не имеет ненулевых решений, т.е. ядро за-

дачи ТБ является нулевым;  

- если 0=c  и 0a , то однородная задача ТБ имеет 

)2])([1]([5,0 ++=   линейно независимых решений, т.е. ядро задачи ТБ 

имеет размерность  ; здесь −][ целая часть числа  . 

Далее для уравнения (1.6) при 0=c  и 0a  рассмотрена задача Коши 

с полиномиальными начальными данными и установлено существование и 

единственность решения в классе  

( ) ( ).
0

3

,

3 


++ =


 RQRQ  

Первые два утверждения показывают, что задача ТБ может быть не нё-

теровым. 

В диссертации мы исследуем более общие уравнения на плоскости и 

для них задачу типа (1.7) с 0= . Методика исследования для случая посто-

янных коэффициентов похожая на метод, используемый в работе [91], а в 

случае переменных коэффициентов используются методы функционального 

анализа, в том числе принцип Банаха (см. [42], стр. 213), априорные оценки 

шаудеровского типа (см. [17], стр. 241), совершенно отличающиеся от мето-

дов работ [89] и [91]. 

В работах Шамсудинова Ф.М. (см., например, [102]) исследованы ряд 

классов сингулярных гиперболических уравнений и преопределенных систем 

у.ч.п. на плоскости, для которых получены представления многообразия ре-

шений и установлены ряд важных свойств решений. 

В диссертационной работе исследуются две группы проблем. 

1. Разрешимость систем четырёх линейных уравнений первого по-

рядка, записанных в векторной форме  

,0=++ BuAuu yx  
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в пространствах функций, определённых на всей плоскости и имеющих рост 

на бесконечности не выше степенного. Такая проблема для эллиптического 

случая двух уравнений и в случае более двух уравнений при условии комму-

тируемости матриц A и B была изучена в работах С. Байзаева и Д.А. Восито-

вой ([6], [7]); в этих работах предложена схема нахождения указанных реше-

ний и установлено, что при фиксации роста решения на бесконечности, про-

странство таких решений в эллиптическом случае конечномерное, а в гипер-

болическом случае может быть и бесконечномерным. В рассматриваемом 

нами случае тип системы может эллиптическим, гиперболическим или со-

ставным, коммутируемость матриц A и B не предполагается. Оказалось, что 

такое пространство в эллиптическом случае может быть и бесконечномер-

ным (это было обнаружено при компьютерном моделировании). Этот факт 

является одним из подтверждений актуальности исследуемой проблемы.  

2. Впервые исследованы проблемы нормальной разрешимости, нор-

мальной разрешимости с конечномерным ядром или коядром эллиптических 

уравнений второго порядка с одной комплексной переменной вида 

)9.1(,0)()()()()( 54321 =+++++++ wzawzawzawzawzawwwLw zzzzzzzzz    

где − ,, постоянные, одновременно не равные нулю, в пространстве 
2

С

Оказалось, что подобно задаче Дирихле для уравнения Бицадзе (случай 

,0,1 ====== сbа
 
см. [18] – [20]), задача о решениях из простран-

ства 
2

С   уравнений вида (1.9) может быть не нётеровой. Один пример был 

приведен ранее.  

Как было отмечено выше, интерес к краевым задачам для полианали-

тических функций и их обобщениям связан с прикладными задачами из ме-

ханики и теории у.ч.п. 

В связи с выше сказанным, исследование второй группы проблем явля- 

ется также важным и актуальным. 
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ГЛАВА 2 

 СИСТЕМЫ ВЕЩЕСТВЕННЫХ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ  

ПРОИЗВОДНЫМИ НА ВСЕЙ ПЛОСКОСТИ 

Глава 2 посвящена системам линейных у.ч.п. первого порядка на плос-

кости
2R . Изучены задачи нахождения решений из пространства ,S   а также 

решений полиномиального роста.  

2.1. Вспомогательный материал 

В диссертации используются ряд функциональных пространств (см., 

например, [5], [17], [44]), которые были приведены в разделе «Список ис-

пользуемых обозначений».  

В дальнейшем приведем формулы норм только для вещественного слу-

чая, для комплексного случая эти формулы определяются аналогично. 

Норма в пространстве 
0С  определяется так: 

;),(sup
,

0
yxuu

ух

=  

по этой норме 
0С   является банаховым пространством.  

Норму в 
С  можно  определить по формуле  

),(),(sup
,

uHyxuu
yx


+=

 

здесь 

( ) ( )
( ) ),(),(sup)( 2211

2/2

21

2

21
,, 2211

yxuyxuyyxxuH
yxyx

−−+−=
−





  

и это пространство является банаховым. 

Нормы в  пространствах 
1

С  и 
2

С  определяются так:  

;
1,  yx uuuu ++=

 

;
1,2,  yyxyxx uuuuu +++=  

эти пространства являются банаховыми. 
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Аналогично определяются пространства вектор-функций, для которых 

сохраним приведенные обозначения и знак   будет означать евклидову нор-

му. Нам также понадобятся формулы представления распределений ),,( yxf  

с точечным носителем ),( 00 yx  или носитель принадлежит окружности 

 2

0

22),( ryxyx =+ .  Первая группа обобщённых функций представляется в 

виде (см. [28], стр. 49) 


+

+



−−
=

mjkjk
jk

jk

kj
yx

yyxx
Cyxf

,0,

00
),(

),(


, 

а вторая – в виде (см. [10], стр. 4) 

                             
=

−=
N

k

k

k rrrcyxf
0

0

)( )),,(),()((),(                              

где  

−kjС постоянные,  

 2)( −kс -периодические обобщенные функции, 

.,0),(),(),sin,cos(),( Drrerrryx i ==  
  

Нам будут нужны в дальнейшем ряд понятий касательно линейных 

операторов (см., например, [96],  стр. 104 – 109).  

Оператор ),( FELA  называется нормально разрешимым, если его об-

раз )(AR  являются замкнутым.  

Нормально разрешимый  оператор с конечномерным ядром (коядром) 

называется n -нормальным (d -нормальным). 

Если оператор A  d -нормальный, то размерность его коядро совпадает 

с размерностью ядра сопряжённого оператора 
 →EFA : . 

Нам понадобятся следующие утверждения.  

Лемма 2.1 (см. [43], стр. 14). Для нормальной разрешимости операто-

ра ),( FELA
 необходимо и достаточно, чтобы уравнение Ax=f было раз-

решимо для тех и только тех правых частей, которые ортогональны всем 

решениям сопряженного однородного уравнения A*y=0.  
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Лемма 2.2  (см. [5], стр. 28). Пусть оператор ),( FELA  n-

нормальный и подпространство EЕ 0  не имеет пересечения с ядром опе-

ратора  А. Тогда  ( )0ЕL   является замкнутым в F. 

Лемма 2.3  (см. [15], стр. 107). Пусть −DCBA ,,,  квадратные 

матрицы одинакового порядка  и BAAB =  или .DCCD=  Тогда справедливо 

равенство 

( ).detdet BCAD
DC

BA
−=
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2.2. Об умеренно растущих решениях эллиптической системы  

четырех уравнений с частными производными 

2.2.1. Рассмотрим следующую систему: 

                             
,0=++ BuAuuLu

yx                                           (2.1) 

здесь −= Tuuuuu ),,,( 4321 четырёхмерная искомая вектор-функция −BA,  ве-

щественные постоянные матрицы четвертого порядка.  

Для системы (2.1) исследуем задачу о разрешимости в пространстве   

Шварца 𝑆′. В пространстве S  система (2.1) равносильна следующей системе 

функциональных уравнений: 

                                   ,0),(ˆ),( = uР                                             (2.2) 

где   

−),(ˆ u преобразование Фурье функции  ),,( yxu  

−++= BAiEiP  4),(  символ дифференциального оператора .L  

Учитывая эту связь  получим  следующее  утверждение.  

Теорема 2.1. 1) Если в уравнении (2.2) определитель матритцы 

),( P  нигде не равняется нулю, то ,0),(ˆ =u  следовательно,  

,0),( ухu  т.е. в  этом случае система (2.1) в S   имеет только нулевое 

решение. 

2) Если на некотором множестве 2RГ    определитель матритцы 

),( P  равняется нулю, то ),(ˆ u  является обобщенной функцией с 

носителем на Г.   

С учетом утверждения 2) важной задачей является определение 

структуры множества  Г.  

2.2.2. Модельная эллииптическая система. Рассмотрим случай  

,
0

0

2

2








 −
=

E

E
А   ,

0

0

1

1










−
=

В

В
В −








=

2221

1211

1
bb

bb
В матрица 

второго порядка. В этом случае  
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=








−
+






 −
+







=

0

0

0

0

0

0
),(

1

1

2

2

2

2

B

B

E

E
i

E

E
iP 

 

.
212

122










−

+−
=

EiBEi

BEiEi




 

Матрицы 
2Ei   и 

12 BEi +−   являются коммутируемыми, поэтому в силу 

леммы  2.3 (см. § 2.1) имеем 

=








−

+−
=

212

122
det),(det

EiBEi

BEiEi
P






 

( )  ( ) .2detdet 2

112

222

122

2 BBiEBEiE −++=−+−=   

Далее с учетом того что 

( )
( )

,
2112

2

22212211

1222112112

2

112

1 










++

++
=

bbbbbb

bbbbbb
B  

находим 

( )
( )

=










−−+++−

+−−−++
=

2112

2

2222

22

21221121

122211122112

2

1111

22

22

22
det),(det

bbbbibbbbi

bbbbibbbbi
P






 

( ) ( )( ) ( )( )−++++++−+= 22

2211

222

222112

2

11

222 22  bbibbbb

 
( ) ( )  ( ) +−−+++− 2

211222112112

2

11222112

2

2211 42  bbbbbbbbbbbbi

 
( ) ( ) .4

2

2112221122112112 bbbbbbbbi −+++   

После выделения вещественной и мнимой части окончательно имеем 

( )  ( )  ++−−−+= 2

1

2

1

2

1

2

1

222 det2det2)(),(det  BtrBBtrBP
 

.)det(2)(det 1

22

1

2

1  BitrBB −+++  

Итак, множество  0),(det:),( ==  P  состоит из точек ),,(   

координаты которых должны удовлетворять следующей системе двух урав-

нений: 

                              ,0)( 222222 =+−−+                 (2.3) 

                                           ,0)( 22 =−+                                     (2.4) 



28 

 

где 

( )

( )

.

,det

,det2

,det2

1

1

1

2

1

1

2

1

trB

B

BtrB

BtrB

=

=

+=

−=









 

Множество точек ),(   удовлятворяющих уравнению (2.3) обозначим 

через ,1Г  а множество точек, удовлятворяющих уравнению (2.4) – через 
2Г . 

Тогда 21 ГГГ =  и мы должны определить структуру множеств 1Г и 

.2Г
 Для этого будем исследовать систему уравнений (2.3), (2.4).  

Уравнения (2.3) и (2.4) запишем в полярных координатах:  

                                 ( ) ,0sincos 22224 =++−  rr                           (2.5) 

                                                     .0sin)( 2 =−  rr                                   (2.6) 

При 0=  множество 
2Г  совпадает с плоскостью 

2R  и в силу равенств

 2=−=
 уравнение (2.5) примет вид 

                                        .02cos2 224 =++  rr                                    (2.7) 

Отсюда находим 

.2sin2cos 222  −−=r  

Если 0= , то 0=r ,  если же 0 , то 









2

3
,,

2
,0





  и мы получаем 













=

==

0.при),0(

,0при),0(

,0при)0,0(

1







iΓГ  

Итак, при 0=  множество Г  состоит из одной или двух точек и обоб-

щенная функция ),(ˆ u  представляется в виде:

                     

)8.2(,
),(),(

),(ˆ

0,

0000

+

++












++
+



−−
=

kj
Nkj

kj

kj

jkkj

kj

jk dcu
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где  

−N произвольное неотрицательное целое число,   

−jkjk dс ,  векторы размерности четыре,  

  i,,00 −   в зависимости от знака  , причем при 00 =  

нужно взять 0=jkd  . 

 Пусть 0 . Тогда из (2.6) получаем равенство ,0sin)( 2 =−  rr  из 

которого следует, что множество 
2Г  совпадает с осью О  при 0  и явля-

ется объединением этой оси с окружностью =2r  при 0 . В случае 0  

в уравнение (2.5) подставим 0=  и с учетом соотношения  22 −=  

находим: 

                      
( ) ( ).4

2

1
4

2

1 2222  −=−=r
                          (2.9)   

Отсюда при 0=  получаем 
22 ,0 =r  и тогда  == ,021 ГГГ , т.е. 

Г состоит из трех точек. Если же 0 , то Г  будет состоять из четырех то-

чек вида  ,, 21 rr 
 где −21,rr значения квадратного корня из правой части 

соотношения (2.9). В случае 0  коэффициент при 
2r  в уравнении (2.5) 

представим в виде 

( ) ( ) =++−=+  222222 sin2cos2sincos  

 2cos22 −=  

и вычислим дискриминант 

( ) .42cos2 222  −−=D  

Неравенство 0D  эквивалентно неравенству 1
2

2cos
2

−



 , которое оче-

видно имеет решение. Поэтому уравнение (2.5) относительно 
2r  разрешимо 

( ).2cos2
2

1 22 Dr −=   
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Эти соотношения показывают, что 1Г  состоит из двух замкнутых кривых, 

пересечения которых с 2Г  определяют множество Г . В этом случае для 

определения обобщенной функции ),(ˆ u  также нужно использовать фор-

мулы вида (2.8). 

 Таким образом, мы определили множество решений системы (2.5), (2.6) 

и оно в зависимости от значений и знаков величин следа - =1Btr  и опреде-

лителя - =
1

detB  матрицы 
1B  есть несколько точек вида ),(   и возмож-

но самой точки О.  

А именно, справедлива следующая  

Теорема 2.2. Множество Г - решений системы уравнений (2.3), (2.4) 

определяется следующим образом: 

а) если 0= , то  














=

=

;0)0,(

,0),0(

,0)0,0(







при

при

при

Г  

b) если 0 , то  













−



=−

=

,4)4
2

1
,

2

1
(

,4),(

,0)0,(),0,(),0,0{(

22

2

21







при

приrr

при

Г  

где −21,rr значения квадратного корня из чисел ( ).42
2

1 22  −− .  

Далее используя формулу вида (2.8) можно определить обобщенную 

функцию ),(ˆ u  и применяя обратное преобразование Фурье с учётом 

формулы из [29, стр. 102], можно найти функцию ).,( ухu
  

Справедлива следующая 

Теорема 2.3. Решения модельной системы из 𝑆′  определяются  следу-

ющим образом: 
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 а) если 0= , то  
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+
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приyxQeyxPe

приyxQeyxPe
yxu

xixi
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где −QP ,  многочлены одинакового порядка, коэффициенты которых 

определяются  через коэффициенты модельной системы; 

б) если 0 , то  










+

+

=++

=

+−+

=

−
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4),(),(

4)],(),([

0),(),(),(

),(

2

3

)(

3

)(

2

1

2

4343 приyxQeyxPe

приyxQeyxPe

приyxRyxQeyxPe

yxu

yrxriyrxri

j
j

xir

j

xir

xxi

jj  

где −jj QPRQP ,,,,
 

многочлены, коэффициенты которых определяются 

через коэффициенты модельной системы, причем ,degdeg QP =   

−= 21,,degdeg rrQP jj значения квадратного корня из чисел 

),42(
2

1 22  −−        
2

43
4

2

1
,

2



−== rr . 

Выше приведенную схему будем также использовать в дальнейшем, 

и находить решения систем у.ч.п. В следующем параграфе излагается ме-

тод нахождения коэффициентов многочленов, входящих в формулу, 

определяющую решения систем у.ч.п.  
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2.3. Об умеренно растущих решениях гиперболической системы  

четырех уравнений с частными производными 

 2.3.1. Рассмотрим следующую систему уравнений с частными произ-

водными 

                                   ,0=++ BUAUU yx                                              
(2.10) 

где  

,),,,( 4321

TUUUUU =  ,
0

0

1

1










−
=

A

A
A  ,

01

10
1 







 −
=A

  

( )jkbB =  – постоянная вещественная матрица четвертого порядка.  

Легко проверить, что в общем случае матрицы А и В не являются 

перестановочными. Собственные значения матрицы А кратные и равны 1 , 

т.е. система (2.10) является гиперболической.   

В этом параграфе изучается вопрос нахождения умеренно растущих 

решений (см. [98]) систем вида (2.10). 

Будем использовать запись матриц в следующем виде 

     ,,,,,,,,,,,, 4321443211234 eeeeEbbbbВeeeeА ==−−=  

где через  jb  обзначены столбцы матрицы ,B  а через −je единичные орты в 

4R . Тогда символ системы (2.10) запишется так 

=++= BAiEiP  ),(  

     =+−−+= 432112344321 ,,,,,,,,, bbbbeeeeieeeei   

 .,,, 414323232141 bеieibеieibеieibеiei +−+++++−=   

Поэтому  

 ,,,,det),(det 414323232141 ibеeibеeibеeibеeP −−−+−+−−=   

здесь мы использовали четность порядка символа Р. 

Мы должны изучать уравнение вида 
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       )11.2(0,,,det
414323232141
=−−−+−+−− ibеeibеeibеeibеe   

с переменными ),(  . Если вычислить левую часть этого уравнения, то по-

лучим 

,

),(det),(

000110

2

0211

2

20

3

03

2

12

2

21

3

30

4

04

3

13

22

22

3

31

4

РРРРРРРР

РРРРРРРQ

++++++++

+++++++=





 

где −jkP  коэффициенты, определяемые следующим образом. В силу ра-

венств 

  ,0,detdet),0(,det)0,0( 4 







−=−== 


 B
i

AiBAQBQ
 

имеем  

                                           .1det;det
0400

=== APBР                                     (2.12) 

Далее используя правило дифференцирования определителей, имеем 

 

 
 
 ,,,,det

,,,det

,,,det

,,,det),(

4323232141

4143232141

4143232141

4143232321

eibеeibеeibеe

ibеeeibеeibеe

ibеeibеeeibеe

ibеeibеeibеeeQ

−+−+−−+

+−−−+−−+

+−−−+−−+

+−−−+−+=









 

тогда 

   

   =−−−+−−−

+−−−+−−−==

43214321

4321432110

,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(

eibibibibeibib

ibibеibibibibeQР 
 

                                

   
   .,,,det,,,det

,,,det,,,det

43214321

43214321

iebbbbiebb

bbiеbbbbie

+

++=

                       (2.13) 

Используя теорему Лапласа, нетрудно уследить, что правая часть этого ра-

венства представляет собою сумму главных миноров третьего порядка (см. 

[46], стр. 41) матрицы В, умноженную на i , поэтому 

                                            
.

321

321

41
10

321








= 

 jjj

jjj
BiP
jjj

                             (2.14) 

Аналогично находим 
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   .,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(

13214221

4331432401

iеbbbbiеbb

bbiеbbbbiеQР

−+

++−== 

             (2.15)

 

Правая часть этой формулы составляется так: в матрице B столбцы  

заменяем на столбцы  ,4e− ,3e ,2e 1e−   и просуммируем полученные четыре 

определителя. С помощью формулы Коши-Бине (см. [46], стр. 41) легко 

установить, что  

                                      
( ),)3(

41

)3(

32

)3(

23

)3(

1401 BBBBiР +−−=
                                  

(2.16) 

где −)3(

kjB миноры третьего порядка матрицы В.  

Коэффициенты при квадратичных членах в разложении ),( Q
 
вы-

числяем точно также: 

   

     
 ,,,det

,,,det,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(
2

1

4321

432143214321

4321432120

ieiebb

iebiebbieiebiebbie

biebiebbieieQР

+

+++

++==


               (2.17) 

Правая часть этой формулы составляется так:  

 в матрице B столбцы j и k заменяем на столбцы iej  и iek соответственно 

и вычислим сумму полученных шести определителей; другими словами, 

находим сумму главных миноров второго порядка матрицы B и результат 

умножим на (– 1): 

.
21

21

41
20

21








−= 

 jj

jj
BP

jj
 

 Аналогично находим 

                

   

     
     ,,,det,,,det,,,det

,,,det,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(

422143314324

432413211321

4221433111

iеiеbbiеbiеbbiеbiе

bbiеiеiеiebbiеbieb

biеbiebbiеieQР

++−+

+−+−+−+

++== 

      

(2.18) 
 

            

   

   
   .,,,det,,,det

,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(

12211331

42314224

1324433402

iеiеbbiеbiеb

biеiеbbiеbiе

iеbbiеbbiеiеQР

−+−+

++−+

+−−+−== 

            

(2.19) 
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Коэффициенты при членах степени три в разложении ),( Q
 
вычис-

ляются так: 

)20.2(,)0,0(
6

1
30 trBiQP −== 

                                 

( ) )21.2(,
2

3
)0,0(

2

1
41322321 bbbiQP ++== 

 

)22.2(,)0,0(
2

1
12 trBiQP ==   

                           
)23.2(.

3

2
)0,0(

6

1
3223411403 







−−+== bbbbiQP 

        

Коэффициенты при членах степени четыре в разложении ),( Q
 
рав-

ны: 

,0)0,0(
6

1
31 == QP

    
,2)0,0(

4

1
22 −== QP

   
)24.2(.0)0,0(

6

1
13 == QP

 

Таким образом, определитель символа системы (2.10) имеет вид 

),,(),(),(  iSRQ +=

 
где 

,2),( 00

2

0211

2

20

4224 РРРРR +++++−= 

 
,),( 0110

3

03

2

12

2

21

3

30  РРРРРРS +++++=  

здесь коэффициенты jkP  определяются по формулам (2.12) – (2.24).  

 Множество точек ),,(   удовлетворяющих алгебраическим уравнени-

ям 

,02 00

2

0211

2

20

4224 =+++++− РРРР 

 
00110

3

03

2

12

2

21

3

30 =+++++  РРРРРР  

соответственно, обозначим символами Г1 и Г2. 

 Пусть ),( yxU
 
решение  из пространства S  системы (2.10). Тогда носи-

тель распределения ),(ˆ U  содержится в множестве 21 = . Зная множе-
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ство Г можно определить структуру носителя распределения ),(ˆ U  и ис-

пользуя, например, теоремы о видах распределений с точечным носителем 

или с носителем на окружности (см. п. 1.2), можно найти ),(ˆ U  и далее ре-

шение ),( yxU . Эту схему приведем на примере модельной системы. 

 2.3.2. Модельная гиперболическая система. Пусть в системе (2.10) 

матрица В является диагональной 

 44332211 ,,, bbbbdiagB =  

и 
4411 bb   либо .3322 bb   Тогда легко проверить, что матрицы А и В не явля-

ются перестановочными. Находя по формулам (2.12) – (2.24) коэффициенты 

jkP , для определения множеств 
1Г  и 

2Г  имеем следующие уравнения соот-

ветственно 

)25.2(,02 224224 =++++− 

 
)26.2(,023 =++−   

где 

 ( ),443344223322441133112211 bbbbbbbbbbbb +++++−=  

,33224411 bbbb +=  

,44332211 bbbb=   

,44332211 bbbb +++=  

.443322443311442211332211 bbbbbbbbbbbb +++=  

Уравнения (2.25), (2.26) показывают, что 1Г  не пусто, симметрично 

относительно осей координат, может состоять из одной, двух, трёх, четырёх 

неограниченных кривых или нескольких точек, а 2Г  содержит прямую 

,0=
 симметрично относительно осей координат, может состоять из двух 
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кривых (прямых), может совпадать со всей плоскостью .2R  Отметим неко-

торые очевидные случаи: 

1) если   и   не равны нулю, то 2Г  является объединением пря-

мой 0=  и гиперболы ;22  =−  

2) если 0  и ,0=  то 2Г  является объединением трёх прямых  

;,0  ==  

3) если 0=  и ,0  то 2Г  совпадает с прямой  ;0=  

4) если ,0==   то 2Г  совпадает с плоскостью  .2R  

Теперь изложим схему нахождения решений системы (2.10) из S .  

На множестве Г возьмем, например, две симметричные точки ( )00, . 

Тогда ),(ˆ U
 
будет иметь вид 

               ,
),(),(

0,

0000

+

++












++
+



−−
=

kj
Nkj

kj

kj

jkkj

kj

jk dcU







          (2.27) 

где −jkjk dс ,  векторы размерности четыре, N – целое неотрицательное 

число. Используя обратное преобразование Фурье, с учётом формулы из [29, 

стр. 102],  находим 

                        ),,(),(),( )()( 0000 yxQeyxPeyxU yxiyxi  +−+ +=                  (2.28) 

где  ,P   −Q
 
многочлены степени N.  

Находя частные производные yx UU , и подставляя в систему (2.10), 

получим: 

( ) .0),(),(

))),(()),(((

)),(()),((

)()(

0

)(

0

)(

0

)(

0

)(

0000

0000

0000

=++

++−+++

++−++

+−+

+−+

+−+

yxQeyxPeB

QyxQiePyxPieA

QyxQiePyxPie

yxiyxi

y

yxi

y

yxi

x

yxi

x

yxi
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Отсюда приравняв к нулю коэффициенты при экспонентах, получим  

следующую систему: 

)29.2(
.0)(

,0)(

00

00





=++−++−

=++++

BQQQiAQQi

BPPPiAPPi

yx

yx





 

Многочлены P и Q запишем в виде суммы однородных многочленов


=

−=
j

k

kjk

jkj yxpP
0

, ,,0,
0

NjyxqQ
j

k

kjk

jkj == 
=

− −jkjk qp ,  векторы размерности 

четыре и подставим в систему (1.31):

 

                            

=

=+



++




+
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j
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0
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(2.30) 

                       

=
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+−

N

j
j
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j

j

j BQ
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Q
AAQi

x

Q
Qi

0
00 .0)( 

                       
(2.31) 

Рассмотрим уравнение (2.30). Откуда для  NP получим соотношение       

.0)( 400 =++ NPВЕiAi   

Тогда  уравнение  (2.30)  примет вид 

.0)()(
0

1

0
400 =




+




+++ 

=

−

=

N

j

jj
N

j
j

y

P
A

x

P
PВЕiAi 

 

Здесь во второй сумме заменяя j  на ,1+j  с учетом того что 0Р
 постоянный 

вектор, имеем 

.0)(
1

0

11

400 =
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+++
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++
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jj
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Отсюда получим соотношения 

                    ,0)(
11

040 =



+




+++

++

y

P
A

x

P
PBАiЕi

jj

j .1,0 −= Nj                 (2.32)  

Из уравнения (2.32) следует, что  

.0)( 040 =++ NkpBАiЕi   
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Определитель   матрицы BАiЕiD ++= 040   этой СЛАУ равен нулю и 

так как эта система однородная, то у неё есть ненулевые решения.  

Теперь рассмотрим уравнение (2.32) в случае  j=N-1: 

,0)( 1040 =



+




+++ −

y

P
A

x

P
PBАiЕi NN

N  

или 

.)( 1040
y

P
A

x

P
PBАiЕi NN

N



−




−=++ −

 

Подставим выражения для  1−NP и :NP   

=++
−

=

−−

−

1

0

1

,1040 )(
N

k

kNk

kN yxpBАiЕi 

 

.)(
0

1

,
0

1

, 
=

−−

=

−− −−−=
N

k

kNk

kN

N

k

kNk

kN yxApkNyxkp  

В первой сумме правой части отбросим первое слагаемое, а во второй – 

последнее (они равны нулю) и заменяя в первой сумме k  на ,1+k  получим 

следующее равенство  

=++
−

=

−−

−

1

0

1

,1040 )(
N

k

kNk

kN yxpBАiЕi 

 

( ) .)()1(
1

0

1

,1,
−

=

−−

+ −++−=
N

k

kNk

kNkN yxApkNpk  

Приравнивая соответствующие коэффициенты при ,1 kNk yx −−
 получим 

неоднородную систему линейных алгебраических уравнений с неизвестными 

kNp ,1− :
 

.1,0,)1()()( 1,,1040 −=+−−−=++ +− NkpkApkNpBАiЕi kNNkkN  

Так как ,0=  то нужно требовать условие разрешимости этой системы, т.е. 

правая часть должна быть ортогональной всем решениям союзной однород-

ной системы. В силу этого на 
Nkр  возникают дополнительные условия и они  

зависят от ранга матрицы D. 
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Далее рассматривая уравнение   (2.32)  при  j=N-2, и повторяя выше 

проведенные выкладки и умозаключения можно показать, что на вектора 

kNp ,1−

 

нужно накладывать дополнительные ограничения.  

Продолжая эту процедуру, можно сделать вывод, что при каждом 

,...,,1,0 Nj =  для всех Nk ...,,1,0=  одна (в случае 3=rangD ) или две (в случае 

2=rangD ) координаты вектора jkp  будут  произвольными. 

Аналогичным образом исследуется уравнение (2.31) и при определении  

векторов kjq ,  при каждом ,...,,1,0 Nj =  для всех Nk ...,,1,0=  одна или две 

координаты будут  произвольными. 

Таким образом, многообразие полученных решений системы (2.10) для 

каждого значения N имеет размерность )1(2 +N  или ).1(4 +N
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2.4.  О решениях систем четырех уравнений с  

частными производными в пространстве Шварца 

В параграфах 2.2 и 2.3 были исследованы модельные системы четырех 

у.ч.п. и был изложен метод нахождения многообразия решений из 

пространства )( 2RSS = . Теперь рассмотрим общую систему вида 

                                 ,0=++ QWPWW yx                                                 (2.33) 

где 
4RW  , P, Q – действительные квадратные матрицы четвертого порядка.  

Для этой системы исследуется задача о решениях, принадлежащих 

пространству S . Задачи нахождения решений систем у.ч.п. в конкретных 

пространствах, являются одной из актуальных задач, они рассмотрены в 

работах Л. Хёрмандера, В.С. Виноградова, Д. Сафарова, С. Байзаева и др. (см 

[3], [26], [78], [98]). В работах С. Байзаева и Д.А. Воситовой [6], [7] 

рассмотрены двухмерные системы вида (2.33) и установлено, что в случае 

эллиптичности системы пространство решений, имеющих рост на 

бесконечности не выше степенного является конечномерным.  

Нами при помощи компьютерного моделирования обнаружено, что для 

четырёхмерных систем вида (2.33) эллиптического типа выше указанное 

пространство может быть бесконечномерным. Приведем соответствующий 

пример.  

Пусть в системе (2.33) 

.
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Найдем  собственные значения матрицы Р, используя лемму 2.3. Имеем 
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Отсюда получаем, что  собственные значения равны корню четвертой 

степени от 1− , т.е. 

).1(
2

2
),1(

2

2
4,32,1 ii −=+=   

Поэтому в данном примере система (2.33) является эллиптической. 

 Проверим, что вектор-функции  

                                                           ,),( )()( qepeyxU yxiyxi  +−+ +=                             (2.34)            

где −),(   точка кривой :  

                                            ,029 2244 =−+−+                                     (2.35) 

−qp, векторы, удовлетворяющие соотношениям 

                                            
,0)(

,0)(

4

4

=−+

=++

qQPiEi

pQPiEi





                                         (2.36)
 

являются решениями системы (2.33). 

 Действительно, в силу (2.36) имеем 

( ) ( )=++−+

+−=++

+−++−+

+−+

qepeQqeipeiP

qeipeiQUPUU

yxiyxiyxiyxi

yxiyxi

yx

)()()()(

)()(








 

.0)()( )()( =−+−++= +−+ qQPiEiepQPiEie yxiyxi  
 

Остается показать, что существуют ненулевые векторы qp, , 

удовлетворяющие соотношениям (2.36). 
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Используя лемму 2.3 вычислим определитель матрицы 
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в силу (2.35). 

Аналогично можно вычислить определитель матрицы :4 QPiEiТ −+=   

.0det =T  

Итак, определители матриц S  и Т равны нулю, поэтому существуют 

ненулевые векторы qp, , удовлетворяющие соотношениям (2.35). 

Таким образом, семейство ограниченных функций вида (2.34) удовле-

творяют системе (2.33), поэтому пространство решений, имеющих рост на 

бесконечности не выше степенного этой системы является 

бесконечномерным. 

В связи с этим представляется важным исследование задачи о решениях 

системы (2.33), имеющих рост на бесконечности не выше степенного. 

Вначале рассмотрим случай 
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43
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где −ji BА , матрицы второго порядка  (i=1,2;  j=1, 2, 3, 4). В этом случае  

систему (2.33) можно записать в следующем виде : 

                                  





=+++

=+++

,0

,0

432

211

VBUBUAV

VBUBVAU

yx

yx
                                          (2.37) 
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где 2, RVU  ,  W
V

U
=








. 

Применяя к системе  (2.37)  преобразование Фурье, получим систему 

функциональных уравнений  








=+++

=+++





,0),(),(),(),(

,0),(),(),(),(

432

211





VBUBUAVi

VBUBVAiUi

 

которая равносильна следующей системе  

                                            







=+++

=+++





,0)()(

,0)()(

4232

2112

VBEiUBAi

VBAiUBEi





                         

(2.38) 

где FVVFUU ==


, , i- мнимая единица и  F  преобразование Фурье на 

плоскости, 2),( R . 

Система (2.38) – это система линейных алгебраических  уравнений 

отросительно неизвестных 


VU ,  с матричными переменными 

коэффициентами. Матрица коэффициентов  этой системы  следующая: 

.
4232

2112










++

++
=

BEiBAi

BAiBEi
M




 

Введём обозначения              

  )39.2(,,, 223141324121 ABBADBBCBBBBBAAA +=+=−==            

и пусть  
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bb

bb
B , 








=
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21

cc

cc
C , )40.2(.

43

21









=

dd

dd
D

      

 

Предположим, что матрица 
1B  (или 

3B ) с матрицамы 
1А  и 

2B  (или 
1А  и 

)4B  коммутируемы. Тогда определитель матрицы М с учётом леммы 2.3 

вычисляется так:  
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=








++

++
=

4232

2112
detdet

BEiBAi

BAiBEi
M





 

( )( ) ( )( )( )=++−++= 32214212det BAiBAiBEiBEi   

( ) ( )( ).det 32223121

2

41412

2 BBABBAiAABBBBiE −+−++++−=   

Используются обозначения (2.39), последнее равенство перепишем в виде  

( ).detdet 22 DiCiBAEM  −+++−=  

Далее учитывая формулы (2.40), имеем 










−+++−−++

−++−+++−
=

4444

22

3333

2

2222

2

1111

22

detdet
dicibadiciba

dicibadiciba
M




 

или 

),(

det)]det[detdet

33

3

2

2

2

23

2

11

24224





++++−−

−++++−+−=

trDtrCi

BСtrBAtrAM
 

где  

,233214411 dcdcdcdc −−+=   

Dbabababa det233214411 −−−+= , 

,144123322 cacacaca −−+=  

233214412 dadadada −−+= ,  

,144123323 cbcbcbcb −−+=  

.233214413 dbdbdbdb −−+=  

Система (2.38) являются однродной и критерием существования 

ненулевого решения этой системы является условие: .0det =M  Это 

равенство эквивалентно следующим двум равенствам: 

,0det)]det[det 2

11

24224 =++++−+− BСtrBAtrA           (2.41) 
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                         .033

3

2

2

2

23 =++++−  trDtrC               (2.42) 

Проанализируем множество решений системы уравнений (2.41), (2.42). 

Через 1Г  и 2Г  обозначим множество решений этих уравнений, а через Г -  

множество решений системы (2.41), (2.42), т. е.  21 ГГГ = .  

Очевидно, что множество 1Г  симметрично относительно начало 

координат (при 01 =  относительно координатных осей) и является кривой 

четвертого порядка, а множество  
2Г  в общем  случае – есть кривая третьего 

порядка и проходит через начало координат. 

Проведенный нами теоретический анализ и компютерное 

моделирование показало, что геометрическое представление множества  
1Г  

могут быть такими: 

а) эллипсообразная кривая, с центром в начале координат (рисунок 1); 

                                                      

 

                           

                                                

 Рисунок 1. Г1 - эллипсообразная кривая 

б) две эллипсообразные кривые, симметричине относительно оси   или 

оси   (рисунки 2, 3): 

                                                          

 

                                                

                                                        

Рисунок 2. Г1 – две эллипсообразные кривые, симметричине относительно оси   

                                                                               
  

                                                                      

                                                       



47 

 

                                                              

Рисунок 3. Г1 – две эллипсообразные кривые, симметричине относительно оси   

в) петля вида восьмерки (см. Пример 2). 

Геометрическое представление множества  
2Г  могут быть такими: 

а) распложенная симметрично относительно точки О эллипсообразная 

кривая (рисунок 1); 

б) распложенная симметрично относительно относительно оси    или   

кривая, подобная  гиперболе (рисунки 4, 5);                               

                                                           

                                                                                                             

 

                                                                                                                          

                          

      Рисунок 4. Г2 –  гиперболическая кривая, симметричная относительно оси   

                                                      

                                                                                                           

                                          

                    

                                                                                                                                 

Рисунок 5. Г2 –  гиперболическая кривая, симметричная относительно оси   

г) две прямые или одна точка. 

Отметим, что перечисленные картинки охватывают не все случаи, 

например возможен случай когда 2

2 RГ =  или  
2Г  состоит из объединения 

прямой, проходяшей через точку О и окружности с центром в начале 

координат.  

Для ряда этих случаев приведем конкретные примеры. 
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Пример 1. Пусть  
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Отметим, что в этом примере система (2.33) будет гиперболической и 

матрицы P и Q не являются перестановочными. В этом случае  уравнения  1Г  

и 
2Г  соответственно будут иметь вид:   

02092 222244 =−−+−+  , 

0232 =−−  . 

Геометрическое представление следующее:  

 

Рисунок 6. Кривые Г1 и Г2 для примера 1 

Множетво  Г  состоит из 2 точек. 

Пример 2. Пусть   
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Отметим, что в этом примере система (2.33) будет эллиптической и мат-

рицы P и Q не являются перестановочными. В этом случае  уравнения  
1Г  и 

2Г  соответственно будут иметь вид:   

,0816242 222244 =−−+++     
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042023 =−++  . 

Геометрическое представление следующее:  

 

 

Рисунок 7. Кривые Г1 и Г2 для примера 2 

Множетво  Г  состоит из 3 точек.  

Пример 3. Пусть 
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Отметим, что в этом примере система (2.33) будет составного типа и 

матрицы P и Q не являются перестановочными. В этом случае  уравнения  1Г  

и 2Г  соответственно будут иметь вид:   

,014440 244 =+−−   

.01223 =+−   

Геометрическое представление следующее:  
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Рисунок 8. Кривые Г1 и Г2 для примера 3  

Множетво  Г  состоит из 4 точек.  

Пересечение множеств 
1Г  и 

2Г , т.е. множество Г  является множеством 

решений системы (2.41)  и (2.42) . В примере  1  множество Г состоит из 2 

точек, в примере 2 – из 3 точек, а в премере 3 – из 4 точек. В примере, 

приведённом в начале параграфа множество 
1Г  эта кривая 

,029 2244 =−+−+   а множество 
2Г  совпадает с плоскостью  2R , поэтому 

.1ГГ =   

Отметим, что кроме случая 2

2 RГ =  и когда кривые 
1Г  и 

2Г  не имеют 

общих компонент, то как следует из теории алгебра ических кривых (см. [92], 

стр. 75) множество Г конечное и может состоять максимум из 12 точек. 

Носитель обобщенной вектор-функции 
















=

),(

),(
),(

^

^






V

U
 есть 

множество Г. В  зависимости от структуры этого множества, вектор-функция  

),(   определяется соответствующими формулами. 
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Например, если Г являются точкой ( ),, 00   то согласно формуле 

представления распределения с носителем из одной точки, вектор-функция 

),(   пишется по следующей формуле: 


+

+



−−
=

mjkjk
jk

jk

kjC
,0,

00 ),(
),(




 , 

где ,4RCkj  − функция Дирака.  

Также в случае, когда Г– окружность, используя вторую формулу из  

§2.1  получим, что  вектор-функция ),(  =  имеет вид : 

                        
=

−=
N

k

k

k rrrc
0

0

)( )),,(),()((),(                        (2.43) 

где  

,,0),(),(),sin,cos(),( Drrerrr i ==  

 

 2)( −kс -периодические обобщенные функции. 

После определения вектор-функции  ),,(   решения системы (2.33) 

можно определить по формуле ),,(),( 1 −= FyxW  −−1F  обратное 

преобразование Фурье. 

Аналогичным образом рассматривается случай  
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Для этого случая предложим пример, для которого используется 

формула (2.43).  

Пусть  
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причем  
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= aaaaa
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Тогда согласно лемме 2.3 имеем   
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−
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0
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0

0
detdet

3

2

1

1

4
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B
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A
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( ).detdet
3

2

1

2

2

2

123

212
BAE

AiEiB

EAiEi
−+−=
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+
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Далее учитывая структуру матриц  А1  и В3, нетрудно получить, что 

.det))(()(det 3

22

41

222 BbbM +++++=   

Множество  Г  равняется  множеству точек ),(  , для которых  

                           .0det))(()( 3

22

41

222 =+++++ Bbb                     (2.44) 

Если 0det 3 B , то уравнение  

0det)( 341

2 =+++ Bbb   

имеет одно положительное и одно отрицательное решение: 

,0)(
2

1
,0)(

2

1
412411 −−−=+−−= DbbDbb   

где  

.0det4)( 3

2

41 −+= BbbD   

Поэтому в этом случае уравнение (2.44) относительно 22  +  имеет 

одно решение 

,1

22  =+  

и множество Г – окружность с центром в начале координат, радиуса .1  

Если 0det 3 B  и ,0D то при 041 +bb  множество Г состоит из  двух  

окружностей с центрамы в начале координат и радиусами ,1 ,2  а при 

041 +bb  будет пустым. Наконец, если 0det 3 =B , то при 041 +bb  

множество Г состоит из  точки 0 и окружности с центром в начале координат 

и радиуса ,1  а при 041 +bb  будет пустым. 
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 Таким образом, для данного примера, чтобы найти решения из S  

нужно поступить следующим образом: 

 - при 0det 3 B  или  ,0det 3 B  ,0D 041 +bb   нужно использовать 

формулу (2.43); 

 - при  ,0det 3 B  ,0D 041 +bb   или 0det 3 =B , 041 +bb  данное 

уравнение не имеет ненулевых решений 

при 0det 3 =B  и 041 +bb    нужно использовать формулу (2.43) и 

представление обобщенной функции с очечным носителем.  

В связи с выше изложенным, справедлива ниже приводимая теорема о 

представлении решений из S  системы  

0
0

00

0

2

31

1
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+
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B
U

A

A
U

yx
                        (2.45) 

где  

)(

1,0,
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Теорема 2.4. 1) При 0<detB
3

 решение системы (2.45) имеет вид    

1),( −=FyxU ,  

где   определяется по формуле (2.43), в которой =
0
r 1 ; 

2) При 0detB
3
  и 0D , если 0

41
+bb , то 

)(),(
21

1  += −FyxU , 

где 
21,  определяются по формуле (2.43) с =

0
r ,1 ,2  соответственно, 

а если же 0
41
+bb , то система (2.45)  в S  не имеет нулевых решений; 

3) При 0det 3 =B ,  если 0
41
+bb , то 

 )(),(
10

1  += −FyxU , 
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где 
0 – распределение с носителем в точке 0, а если же 0

41
+bb ,  то си-

стема (2.45)  не имеет в S  ненулевых решений. 

Теперь рассмотрим общий случай системы (2.33) 

                                        ,0=++ BWAWW yx                                     (2.46) 

где 
4RW  , А, В – действительные квадратные матрицы четвертого порядка. 

Будем использовать запись матриц в следующем виде 

     ,,,,,,,,,,,, 4321443214321 eeeeEbbbbВааааА ===  

где через  jjj ebа ,,
 
обзначены столбцы матриц 

4,, EBA  соответственно. Тогда 

символ системы (2.46) запишется так 

=++= BAiEiP 
4

),(  

     =++= 432143214321 ,,,,,,,,, bbbbааааieeeei   

 .,,, 444333222111 bаieibаieibаieibаiei ++++++++=   

Поэтому  

 ,,,,det),(det 444333222111 ibаeibаeibаeibаeP −+−+−+−+=   

здесь мы использовали четность порядка символа Р. 

Мы должны изучать уравнение вида 

  )47.2(0,,,det
444333222111
=−+−+−+−+ ibаeibаeibаeibаe   

с переменными ),(  . Если вычислить левую часть этого уравнения, то по-

лучим 

,

),(det),(
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3
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РРРРРРРР

РРРРРРРQ

++++++++
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где −jkP  коэффициенты, подлежащие определению. Учитывая равенства 

  ,0,detdet),0(,det)0,0( 4 







−=−== 


 B
i

AiBAQBQ
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имеем 

                                            .det;det 0400 APBР ==                                     (2.48) 

Далее используя правило дифференцирования определителей, имеем 

 

 
 
 ,,,,det

,,,det

,,,det

,,,det),(

4333222111

4443222111

4443332111

4443332221

eibaeibaeibae

ibaeeibaeibae

ibaeibaeeibae

ibaeibaeibaeeQ

−+−+−++

+−+−+−++

+−+−+−++

+−+−+−+=









 

тогда 

   

   =−−−+−−−

+−−−+−−−==

43214321

4321432110

,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(

eibibibibeibib

ibibеibibibibeQР 
 

                                

   
   .,,,det,,,det

,,,det,,,det

43214321

43214321

iebbbbiebb

bbiеbbbbie

+

++=

                       (2.49) 

Используя теорему Лапласа, нетрудно уследить, что правая часть этого ра-

венства представляет собою сумму главных миноров третьего порядка (см. 

[46], стр. 41) матрицы В, умноженную на i , поэтому 

                                             
.

321

321

41
10

321








= 

 jjj

jjj
BiP
jjj

                             (2.50) 

Аналогично находим 

                       

   

   .,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(

43214321

4321432101

iabbbbiabb

bbiabbbbiaQР

+

++== 

          (2.51)

 

Правая часть этой формулы составляется так: в матрице B столбец j 

заменяем на столбец iaj  и просуммируем полученные четыре определителя. 

С помощью формулы Коши-Бине (см. [46], стр. 41) легко установить, что  

                                                 

)3(
4

1,
01 )1( kjkj

jk

jk BaiР 
=

+−=
                                   

(2.52) 

где −)3(

kjB миноры третьего порядка матрицы В.  
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Коэффициенты при квадратичных членах в разложении ),( Q
 
вы-

числяем точно также: 

   

     
 ,,,det

,,,det,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(
2

1
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432143214321

4321432120

ieiebb
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biebiebbieieQР
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+++

++== 

               (2.53) 
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bbiаieQР
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(2.54) 
 

            

   

   
   .,,,det,,,det

,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(

43214321

43214321

4321432102

iаiаbbiаbiаb

biаiаbbiаbiа

iаbbiаbbiаiаQР

++

+++

++== 

            

(2.55) 

Правые части этих формул составляются так:  

 для 
20P  в матрице B столбцы j и k заменяем на столбцы  iej  и iek соот-

ветственно и вычислим сумму полученных шести определителей; другими 

словами, находим сумму главных миноров второго порядка матрицы B и ре-

зультат умножим на (– 1): 

.
21

21

41
20

21








−= 

 jj

jj
BP

jj

 

для 
11P  в матрице B столбцы j и k заменяем на столбцы  iej  и iak соот-

ветственно и просуммируем полученные 12 определителей; 

для 
02P  в матрице B столбцы j и k заменяем на столбцы  iaj  и iak соот-

ветственно и вычислим сумму полученных шести определителей.  

Коэффициенты при членах степени три в разложении ),( Q
 
вычис-

ляются так:
                                               

 

                                     
)56.2(,)0,0(

6

1
30 itrBQP −== 
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+++

++++

++++

+++−== 

(2.57)
 

     

     
     
     ,,,,det,,,det,,,det

,,,det,,,det,,,det

,,,det,,,det,,,det

,,,det,,,det,,,det)0,0(
2

1

432143214321

432143214321

432143214321

43214321432112

aaebaabeaeab

abaeeaabbaae

aebaabeaeaba

baeaebaabeaaiQP

+++

++++

++++

+++−== 

(2.58)

 

                           

   

   ).,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(
6

1

43214321

4321432103

aaabaaba

abaabaaaiQP

++

++−== 

      (2.59) 

Правые части этих формул составляются так:  

 для 
21P  в матрице Е4 столбцы j и k заменяем на столбцы  ja  и 

kb  соот-

ветственно, вычислим сумму полученных 12 определителей и результат 

умножим на (–i); 

для 
12P  в матрице А столбцы j и k заменяем на столбцы  ej  и 

kb соответ-

ственно, просуммируем полученные 12 определителей и результат умножим 

на (–i); 

для 
03P  в матрице А столбец  j заменяем на столбец jb ,  вычислим сум-

му полученных четырех определителей и результат умножим на (–i). 

Коэффициенты при членах степени четыре в разложении ),( Q
 
вы-

числяются так: 

                                              
,)0,0(

6

1
31 trАQP == 

 

             

   

   
   ,,,det,,,det

,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(
4

1

43214321

43214321

4321432122

aaeeaeae

eaaeeaea

aeeaeeaaQP

++

+++

++== 

              (2.60) 
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   .,,,det,,,det

,,,det,,,det)0,0(
6

1

43214321

4321432113

aaaeeaea

aeaaeaaaQP

++

++== 

           (2.61)
 

Правые части формул (2.60) и (2.61) составляются так:  

 коэффициент 
22P  равен сумме главных миноров второго порядка мат-

рицы А:  

.
21

21

41
22

21








= 

 jj

jj
АP

jj

 

коэффициент 
13P  равен сумме главных миноров третьего порядка мат-

рицы А: 

.
321

321

41
13

321








= 

 jjj

jjj
АP
jjj

 

Таким образом, определитель символа системы (2.46) имеет вид 

),,(),(),(  iSRQ +=

 
где 

,

),(

00

2

0211

2

20

4

04

3

13

22

22

3

31

4

РРРР

РРРРR

++++

+++++=





 

,

),(

0110

3

03

2

12

2

21

3

30





РР

РРРРS

++

++++=
 

здесь коэффициенты jkP  определяются по формулам (2.48) – (2.61).  

 Множества 
1Г

 

и 
2Г

 

определяются как множество точек ),(  , удовле-

творяющих уравнениям соответственно 

,000

2

0211

2

20

4

04

3

13

22

22

3

31

4 =++++++++ РРРРРРРР   

.00110

3

03

2

12

2

21

3

30 =+++++  РРРРРР  

Эти соотношения показывают, что 1Г  симметрично относительно точки О, 

если не пусто, может состоять из одной или двух замкнутых (в случае эллип-
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тичности системы (2.46)) или неограниченных кривых (в случае неэллиптич-

ности системы (2.46)) или нескольких точек, а 2Г  тоже симметрично отно-

сительно точки О,  содержит эту точку, может состоять из одной или двух 

кривых (прямых), одна из которых может быть замкнутой, может совпадать 

со всей плоскостью. Ввиду громоздкости вычислений исследование уравне-

ний 
1Г

 

и 
2Г

 

 проводить не будем. Отметим, что схема исследования такая 

же, как и для модельной системы.  

С учетом предположений о коммутируемости некоторых матриц, 

сделанных выше, целесообразно изложить следующую лемму.  

Лемма 2.4. Пусть    










−
=

0

0

1

1

A

A
A , 








=

43

21

BB

BB
B , 

где  








 −
=

01

10
1A ,  .










=

jj

jj

j dc

ba
B  

Матрицы А и В коммутируеми тогда и только тогда, когда  матрицы 3B  и 

4B  имеют вид:  

                                     









−

−
=

22

22

3
ab

cd
B , 









−

−
=

11

11

4
ab

cd
B .                     (2.62) 

Доказательство. Необходимость. Пусть матрицы А и В являются 

коммутируемыми, т.е.  

                                                        АВ =ВА.                                              (2.63) 

Согласно умножению блочных матриц, имеем 










−−
=

















−
=

2111

4131

43

21

1

1

0

0

BABA

BABA

BB

BB

A

A
AВ , 

.
0

0

1314

1112

1

1

43

21










−

−
=









−








=

ABAB

ABAB

A

A

BB

BB
ВA , 

Отсюда с учетом (2.28) получим следующие равенства: 
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,, 11411231 ABBAABBA =−=
                                 

(2.64) 

                                      

., 13411411 ABBAABBA =−=
                                 

(2.65) 

Так как 

,
01

10

33

33

33

33

31 






 −−
=















 −
=

ba

dc

dc

ba
BA  

                            
,

01

10

22

22

22

22

12 








−

−
=







 −








=

cd

ab

dc

ba
AB

                          (2.66) 

,
01

10

44

44

44

44

41 






 −−
=















 −
=

ba

dc

dc

ba
BA  

                             ,
01

10

11

11

11

11

11 








−

−
=







 −








=

cd

ab

dc

ba
AB                            (2.67) 

 

то в силу (2.64)  имеем 

,,,, 23232323 adbccbda −===−=  

.,,, 14141414 adbccbda =−=−==  

Отсюда следуют равенства (2.62). Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть выполнено (2.62). Тогда 

,
01

10

22

22

22

22

31 








−

−
=









−

−







 −
=

cd

ab

ab

cd
BA

 










−

−
=









−

−







 −
=

11

11

11

11

41
01

10

cd

ab

ab

cd
BA  

и в силу (2.66), (2.67)  имеем:  

,, 11411231 ABBAABBA =−= 13411411 , ABBAABBA =−= , 

т.е. верны равенства (2.64)  и (2.65), что эквивалентно (2.67).  

Коммутируемость матриц А и В установлена. Достаточность доказана.
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ГЛАВА 3 

 СИСТЕМЫ КОМПЛЕКСНЫХ УРАВНЕНИЙ  

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 Глава 3 посвящена системам у.ч.п. второго порядка с комплексной пе-

ременной. Изучены задачи нахождения общего решения, а также решений 

полиномиального роста, в частности ограниченных на всей комплексной 

плоскости решений.  

 

3.1. О решениях эллиптических систем, обобщающих уравнение  

метааналитических функций 

В этом параграфе будем излагать наши результаты, опубликованные в 

[4–А; 6-А]: «Рассмотрим эллиптическую систему второго порядка, записан-

ную в комплексной форме 

              )()()()( zfwzcwzbwzаwLw
zzz

=+++ ,                         (3.1) 

При 0==== fcba  получаем уравнение бианалитических функций или 

так называемую систему уравнений Бицадзе. Как известно,  задача Дирихле 

для уравнения Бицадзе не будет нётеровым.  Для систем вида (3.1) задача об 

ограниченных на всей комплексной плоскости С решениях, может быть не 

нётеровым. Например, система 

,0=+ wcw zz  

где −c ненулевая постоянная, имеет бесконечное число линейно независи-

мых ограниченных на С решений 

,)()()( zqzpzw  +=   

где 

−p произвольная постоянная, 

,2 iep
с

с
q −=   
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( ) ,Re2exp)( zeciz i −=  

 – вещественная постоянная.  

Когда a  и b  являются постоянными и 0== fc  система (3.1) превра-

щается в уравнение метааналитических функций.  

В связи с этим исследование системы (3.1) является актуальной. Эту си-

стему будем рассматривать в пространстве Шварца S  и изложим процедуру 

нахождения всех решений однородного уравнения 0=Lw .  

Пусть коэффициенты cba ,,  постоянные и 0=f . В пространстве S  

уравнение 0=Lw  эквивалентно функциональному уравнению  

                   ,0)(ˆ4)(ˆ)42( 2 =+++−  wcwbia                                    (3.2) 

где ( ) −)(ˆ,ˆ  ww образ Фурье распределений ( ) Szwzw )(, . Используя 

равенство ( ) )(ˆˆ  ww =− , из (3.2) получим  

                    0)(ˆ)42()(ˆ4 2 =++−+  wbaiwc .                                 (3.3) 

Соотношения (3.2) и (3.3) образуют систему двух линейных алгебраиче-

ских уравнений в пространстве S . Определитель этой системы равен  

        ( ) .4Re4)(16)Re(84)(
2222224

 baaicbbа −−−+−−=    (3.4 

 Если 0)(    ,C  то  система (3.2), (3.3) будет иметь только нуле-

вое решение 0)(ˆ =w  и тогда 0)( zw . Если же 0)( =   на каком-нибудь 

множестве К, то носитель )(ˆsupp w  распределения )(ˆ w  будет принадле-

жать  множеству К, и зная К можно определить )(ˆ w  и далее ).(zw  

Пусть −
21

,, ГГГ множество нулей функций )(Im),(Re),(    

соответственно. Тогда 
21

ГГГ =  и множества 
21

, ГГ  имеют такие свой-

ства: −1Г ограничено, симметрично относительно начало координат О, при 

вещественном −b относительно вещественной оси; CГ =
2  при ,0=a  −

2
Г

проходит через точку О.. 

В указанной работе  изучена структура множеств 
1Г  и 

2Г . 
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Случай 1: ,0=a  тогда CГ =2
, а 

1Г  определяется уравнением  

                                 0)(16)Re(8
2224

=−+− cbb .                       (3.5) 

Если ,0== cb  то  .01 == ГГ  Тогда согласно формулы представления 

распределения с носителем{0}, получим: 

                              )63.(),()(ˆ
0,





kj

kj

jk

N

tjk

cw



=

+

=

  

где −jkc постоянные, −


 +

kj

kj


производные  -функции Дирака, −N произ-

вольное неотрицательное целое число. Совершая обратное преобразование 

Фурье, находим  



=+

=
N

kj
kj

kj

jk zzdzw

0,
0

,)(  

−jkd  постоянные. Представляя эту функцию в виде суммы однородных по z  

и z  многочленов и подставляя в уравнение 0=Lw  можно показать, что  

                                     zzQzPzw NN )()()( 1−+= ,                                         

где 
NP  и −−1NQ многочлены по z степени N и N-1 соответственно.  

Если 0=b  и 0c , то −
1

Г окружность  .2: с=  В этом случае ис-

пользуя теорему о структуре обобщенных функций с носителем на окружно-

сти (см. §2.1), имеем 

,),()()(ˆ
0

0

)(

=

=−=
N

j

ii

j rerrсw   

где  2)( −
i

c -периодические обобщенные функции,  сr 2
0
= .  

Далее совершая обратное преобразование Фурье, находим )(zw  и подставляя 

в уравнение ,0=Lw  можно найти окончательный вид решений этого урав-

нения. Например, по аналогии как в главе 2, параграф 2.3, можно построить 

решения вида  



64 

 

),,(),()( ),0(),0( zzezzezw zizi += −    

где 

,  – вполне определенные многочлены по czz 2,, 0 = . 

Пусть 0b . Левую часть уравнения (3.5) обозначим через )(f . Пола-

гая , i+=  
21 ibbb += , имеем  

( )   ).(162)(8)(),(
22

2

22

1

222 cbbbff −++−−+=   

Далее, пусть , t=  .Rt  Тогда  

( )   ).(162)1((8)1(,
222

2

2

1

42 cbtbtbttf −++−−+=   

Если ,cb   то ( ) 016)0,0(
22
−= cbf  и так как  +→),(  tf  при 

,+→ то найдется точка ),(00 t =  что .0),( 00 = tf  Следовательно, 
1Г  

является замкнутой кривой, содержащей внутри точку (0,0). 

Уравнение кривой 
1

Г  запишем в полярных координатах

 sin,cos == : 

                     ,0)(16)2cos(8
22

0

24 =−++− cbb                          (3.7) 

где  

.sin,cos 2

0

1

0
b

b

b

b
−==   

При cb   уравнение (3.7) относительно 2  имеет единственное решение 

 

Это уравнение определяют замкнутую кривую, симметричную, относи-

тельно начало координат, при −= 0
2

b относительно осей координат. 

При cb =  из (3.7) получаем соотношения  

                 0=  или ),2cos(8
0

2  += b                                        (3.9) 

которые определяют кривую вида «восьмерки», проходящую через начало 

координат.  

)83.(.)2(sin4)2cos(4
2

0

22

0

2 cbb ++−++= 
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При cb   уравнение (3.7) относительно 2  имеет два решения  

                 

2

0

22

0

2 )2(sin4)2cos(4 cbb ++−+=                     (3.10) 

и при 0с   множество 
1Г  состоит из двух замкнутых кривых, расположен-

ных симметрично относительно друг другу в правой и левой полуплоскостях. 

Таким образом, множество Г  есть одна или две замкнутые кривые, 

симметрично друг другу относительно начало координат или осей коорди-

нат. Взяв на Г  две произвольные симметричные точки ,0  получаем 

      )11.3(,
)()(

)(ˆ

0,

00

+

++












−
+



+
=

kj
Nkj

kj

kj

jkkj

kj

jk
dcw








  

где −jkjk dc ,  постоянные. 

Далее находим ).(zw  Выбирая несколько пар точек вида ,k можно 

строить богатое многообразие решений. 

Если 0=с , то 
1

Г  состоит из двух точек )
2

;2( 0 kb 


+− , .1,0=k  В этом 

случае нужно воспользоваться формулой (3.11). 

Случай 2. .0a  Если 0=b , то  

 aca Re4)(Im,164)(Re
2224

−=−−= . 

Множество 
1

Г  будет окружностью 0r= , где ,422
242

0 caar ++=  

а множество 
2Г  является прямой, которая содержит точку О. Следовательно, 

множество Г  это две точки 
0

 , где 00 r=  и .0Re
0
=a  Опять нужно вос-

пользоваться формулой (3.11). 

Пусть 0b . Уравнения кривых 
1Г  и 

2Г  в полярных координатах вы-

глядят так  

                     ,0)(16))Re(2(4
222224 =−++− cbeba i                   (3.12) 

                                              .0)4(Re 2 =− baaei  
                           (3.13) 
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В работе [4–А] нами показано что   «в случаях cb   и cb =  аналогич-

но как при 0=а  можно показать, что 
1Г  является замкнутой кривой или кри-

вой типа «восьмерки», симметричной относительно точки О. При cb   

множество 
1

Г  может состоять из двух замкнутых кривых, симметричных 

друг другу относительно точки О или расположенной одна внутри другой и 

симметричной относительно точки О. (такая картина возможна, например, 

при  ba 2
2
  или расположенной одна внутри другой и симметричной отно-

сительно точки О (такая картина возможна при ba 2
2
 ).  Множество 

2
Г  

может быть неограниченной кривой (прямой) или замкнутой кривой, сим-

метричных относительно точки О. Поэтому множество Г  может состоять из 

одной точки О или нескольких симметричных относительно начало коорди-

нат точек, в таких случаях нужно использовать формулы видов (3.9) и (3.11), 

а может быть и пустым» [4–А], [6–А].  

Резюмируя всё выше сказанное, получаем следующее утверждение. 

Теорема 3.5. 1) При a=b=c=0 все решения из пространства Sоднород-

ного уравнения соответствующего (2.1) даются формулой 

                                     zzQzPzw NN )()()( 1−+= ,                                         

где 
NP  и −−1NQ произвольные многочлены по z степени N и N-1 соответ-

ственно (N- произвольное неотрицательное целое число).  

2) При a= 0=b  и 0c  каждой точке 
0

  окружности  .2: с=  

соответствуют решения вида 

                                   ),,(),()( ),0(),0( zzezzezw zizi   −+=                             (3.14) 

где ,  вполне определенные многочлены по zz,    

3) Если a=0 и b 0c , то каждой точке 
0

  кривой 
1

Г  с уравнением 

(3.8) при cb    (соответственно (3.9) при  cb =  или (3.10) при cb    со-

ответствуют решения вида (3.14). 
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4) При 0a 0=b  решениями будут функции вида (3.14) с точкой 
0

 , 

удовлетворяющей условиям: 00 r=  и 0Re 0 =a , где  

.422
242

0 caar ++=  

5) При 0ab  решениями будут функции вида (3.14) с точкой 
0

 , 

принадлежащей пересечению кривой 
1

Г   с уравнением вида аналогичным 

уравнениям (3.8) - (3.10) и кривой 
2

Г   с уравнением  

.0)4Re(
2

=−  bаa  
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3.2. Системы с оператором Бицадзе 

 В этом параграфе будем исследовать системы уравнений и операторы 

вида 

.0)()()()()( 54321 =+++++ wzawzawzawzawzawLw zzzzz  

Эти результаты опубликованы в работе [3–А]: «Главной частью оператора L 

является так называемый оператор Бицадзе – ,
zz

w   в различных функцио-

нальных пространствах и в различных ситуациях. 

3.2.1. Системы с постоянными коэффициентами. Рассмотрим систе-

му вида 

                     
054321 =+++++ wawawawawaw zzzzz                  (3.15)          

с постоянными коэффициентами.  

В следующем пункте будет установлено, что условие отсутствия нену-

левых решений систем вида (3.15) в пространстве 
2

C  является критерием нё-

теровости оператора   CCL →2: . Систему (3.15) будем исследовать в более 

широком пространстве чем 
2

C , а именно, в пространстве Шварца .S   

В пространстве S  уравнение (3.15) эквивалентно функциональному 

уравнению             

      ( ) ,0)(ˆ)42()(ˆ422 53421

2 =+++++−  waiawaiaia                (3.16)                            

где 

          ( ) −)(ˆ,ˆ  ww образы Фурье» [3–А]. 

Используя равенство ( ) )(ˆˆ  ww =− , из (3.16) получим  

                       ( ) 0)(ˆ)422()(ˆ42 421

2

53 =+++−++  waaiaiwaai .       (3.17)                                    

Соотношения (3.16) и (3.17) образуют систему двух линейных алгебраи-

ческих уравнений в пространстве S : 
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( )
( )





=+++−++

=+++++−

.0)(ˆ)422()(ˆ42

,0)(ˆ)42()(ˆ422

421

2

53

53421

2





waaiaiwaai

waiawaiaia
           (3.18) 

 Вычислим определитель этой системы:  

( )
( ) −−−−=++−

−+++−+++−=

2

4

3

2

2

1

4

5353

431

2

421

2

42242)(42

)422(422)(





аaiaiаaiаia

aaiaiaiaia
 

,16884

1688484

428442

2

55353

22

3

2

44241

2

442

22

2

2

21

3

241

2

21

22

1

2

1

ааaiаiaа

ааaiаaiааiaа

аaiaаiaаaаia

−−−+

++++−+−

−−−+−−−







 

т.е.   

( ) ( ) 
( ) ( ) .444Re416

Re84)(

534142

3

2

2

1

2

5

2

4

2

421

22

2

2

1

2

3

4





aaaaaaаaiaа

aаaааа

+−−++−

++−−−+=
       (3.19) 

Нами установлено следующее:  

«Если 0)(    ,C  то  система (3.18) будет иметь только нулевое 

решение 0)(ˆ =w  и тогда 0)( zw . Если же 0)( =   на каком-нибудь мно-

жестве К, то носитель )(ˆsupp w  распределения )(ˆ w  будет принадлежать  

множеству К, и зная К можно определить )(ˆ w  и далее ).(zw  

Пусть −
21

,, ГГГ множество нулей функций )(Im),(Re),(    со-

ответственно. Тогда 
21

ГГГ =  и множества 
21

, ГГ  имеют такие свойства: 

ограничено, симметрично относительно начало координат О, при веще-

ственном −+
421

aaa  относительно осей координат; CГ =
2  при 

0
5321
=== aaaa ,  множество 

2
Г  содержит точку О» [6-A]. 

Справедлива следующая 

Лемма 3.5. Пусть коэффициенты уравнения (3.15) удовлетворяют 

условиям 

         
,

54
aа 

     421

2

2

2

1

2

5

2

4

2

3 22 aaaааaaа +++−+      
 
     (3.20)    

−
1

Г
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Тогда множество   Г  будет  пустым.       

 В условиях этой леммы уравнение (3.15) в S  не имеет ненулевых ре-

шений. В частности, это уравнение в пространстве 2

С  будет иметь только 

нулевое решение. Также оно не имеет ненулевых периодических решений и 

решений, имеющих рост при →z  не выше степенного. Как отмечено в ра-

боте [3-А] «эта лемма играет важную роль при исследовании уравнений с пе-

ременными коэффициентами в гёльдеровых пространствах.  

Доказательство леммы 3.5. Пусть выполнены условия (3.20). Рас-

смотрим вещественную часть определителя  :)(           

( ) ( )  ( ).16Re84)(
2

5

2

4

2

421

22

2

2

1

2

3

4
aаaаaаааf −++−−−+=   

Покажем, что эта функция является положительной при всех  . Имеем 

очевидное неравенств  

( ) ( ) )13.2(.1624)(
2

5

2

4

2

421

2

2

2

1

2

3

4

aаaаaаааf −++−−−+ 

 

Введя обозначения  

,,,2
22

5

2

4421

2

2

2

1

2

3 =−=+−−−= taаbaаaаааa  

изучим функцию battth 164)( 2 ++=  при 0t . Для 0a  в силу первого не-

равенства из условия (3.20) (которое эквивалентно )0b , имеем 

.00)(  tth  

Если 0a , то функция )(th  в точке at 20 −=  имеет минимум 

( ).44)(min 2abth
t

−=  

В силу второго неравенства из (3.20), при 0a  следует что 04 2 − ab .  

Поэтому 0)(min th
t

 и следовательно, 00)(  tth . Тогда из неравенства 
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(3.21), которое можно переписать так ( )2
)(  hf  , получим   0)(f

 

и 

= . Лемма доказана» [3-А]. 

3.2.2. Системы с переменными коэффициентами. Рассмотрим систе-

му с оператором Бицадзе в главной части 

  .0)()()()()( 54321 =+++++ wzawzawzawzawzawLw zzzzz   (3.22) 

Как было отмечено в параграфе 3.1 для таких систем задача Дирихле и 

задача о решениях из 2

С , в общем, не являются нётеровыми.  

Предположим, что 5,...,1, = jCa j  . Тогда при 2

Сw  функция 

wzawzawzawzawzawlw zzzzz )()()()()( 54321 +++++=  

функция  будет принадлежат и С  и отображение ww →  является линей-

ным оператором .: 2

 ССL →  Покажем, что этот оператор будет ограничен-

ным.  

Действительно,  пусть .2

Cw  Согласно неравенству треугольника спра-

ведливо следующее  

                          .)()()(

)()(

543

21





wzawzawza

wzawzawLw

z

zzzz

+++

+++

                   
(3.23) 

Для )(za  из 
С  линейные отображения wzaw )(→   и  

zwzaw )(→  из  
2

С   в 

С  будут ограниченными. Тогда  существует постоянная 0k , что  

.)(,)(
2,2, 

wkwzawkwza z   

По определению нормы пространства  
2

С  из последних неравенств и (3.23) 

следует, что 

.)15( 2,
wkLw +  
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Это неравенство означает, что оператор  CCL →2:  является ограни-

ченным. 

Пусть 
Ca  и   Chn   такая последовательность, что →nh . Тогда  

из функциональной последовательности )( nhza +  можно выделить подпо-

следовательность ),(
кnhza +  которая в любом круге равномерно сходится к 

некоторой функции )(~ za  из 
C . Отметим, что если функция  

Ca  слабо 

осциллирует на бесконечности, т.е. удовлетворяет условию    

,0|)()(|suplim
1||

=−
−→




aza
zz

 

то предельная функция a~   будет постоянной. 

 По коэффициентам оператора  CCL →2: , в силу выше отмеченного 

составим операторы  

                        
wawawawawawwL zzzzz 54321

~~~~~~
+++++= ,                  (3.24) 

которых назовем предельными для .L  Множество предельных операторов 

обозначим символом )(LH . Для слабо осциллирующих при →z  функций 

Ca  выше указанные предельные операторы будут иметь постоянные ко-

эффициенты. 

 Следующая теорема дает критерию n-нормальности оператора 

 CCL →2: . 

 Теорема 3.6. Пусть .5,...,1,)( = jCza j 
 Оператор  CCL →2:  будет 

n-нормальным, тогда и только тогда, когда все предельные уравнения 

0
~

=wL  в пространстве  
2

С   не имеют ненулевых решений.   

Доказательство этой теоремы опубликовано в нашей работе [3-А] и мы 

её воспроизведем. «Необходимость. Предположим, что оператор  CCL →2:  

n-нормальный. Для системы (3.22) в силу эллиптичности имеет место теоре-

ма единственности. Поэтому подпространство  
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 10)(,: 2 == zприzwCwwЕ   

имеет с ядром оператора L  нулевое пересечение  0
0

=KerLE  и согласно 

лемме 2.2 (см. §2.1) образ LEF =  является подпространством  пространства 

С . 

Так, оператор L  взаимно однозначно отображает E  из 
2

С  на подпро-

странство F  из 
С . Согласно теореме Банаха оператор FEL →:  будет 

ограниченно обратимым, т. е. существует постоянная 0k , что  имеет место 

оценка 


gKgL −

2,

1

        
.Fg  

Отсюда имеем следующее неравенство  

                                         
,

2,
wmLw                                        (3.25) 

где .,1 EwKm = −
 

Возьмем произвольную функцию w  с компактным носителем из 
2

C  и 

произвольную последовательность  Chn   с .→nh  Для больших n  носи-

тель функции )()()( nh hzwzwS
n

−=−  
не будет иметь общих точек кругом 

 1: zz  и следовательно .ЕwS
nh −  Поэтому для указанных n  из (3.25) бу-

дем иметь 

                                      2,
)(


wSmwSL

nn hh −−  .                             (3.26) 

Функции 
nhS− w   имеют такие свойства:  

.)()(,
2,2, 

wSLwSLSwwS
nnnn hhhh −−− ==  

Поэтому (3.26) можно представить так  
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.)(

2,
wmwSLS

nn hh −                               (3.27) 

Гёльдеровы пространства 
кC   с уменьшением    расширяются. Поэтому 

согласно известной теореме (см. [17], стр. 144) оператор   →CCL 1:  являет-

ся n -нормальным. Тогда подобно оценке (3.27) будет иметь место неравен-

ство 

                                        
,

2, 
 wmgn

                                    
(3.28) 

здесь 

)( wSLSg
nn hhn −= , 

−m постоянная, общая для всех w  и n .  

Нетрудно подсчитать, что  

.)()()(

)()(

543

21

whzawhzawhza

whzawhzawg

nnzn

znznzzn

++++++

+++++=
 

Как было отмечено, последовательности    5,1,)(
1

=+


=
khza

nnk  имеют 

подпоследовательности   ,5,1,)(
1

=+


=
khza

j
nk j

 сходящиеся равномерно в 

любом компакте к функциям .0

кa    Пусть  

,
jnj gp    0 =wL .0

1

0

1

0

3

0

2

0

1 wawawawawaw zzzzz +++++  

Тогда имеем 

),,(sup)(])([sup 210

0
5

1
0

21

zzqzwahzawLp
zz

k
к

nkj j
=


+−+=− 


 

где 

.)(])([)(])([),( 20

0
5

1
10

0
5

1
2121 zwahzazwahzazzzzq k

к
nkk

к
nkj jj

−+−−+−= 
==

−
 

Так как у функции )(zw
 носитель K компактный, то  
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0)(])([sup

0

0
5

1

→−+
=

zwahza k
к

nk j
 при →j  .                  (3.29) 

Пусть ),(sup 21

0

21

zzqq j
zz

j


=  и .0→j  
Выберем точки jjjj C   ,, , так 

что   

,...2,1,),( 00 =− jqqq jjjjjj                                        (3.30) 

и пусть подпоследовательность 
ккк jjj  −=

 
имеет предел  .  Так как 

функция ),( 21 zzq  является симметричной, то возможны следующие два слу-

чая: 

а)  ...;,2,1,, = kKK
KK jj     б) ...,2,1,, = kKK

KK jj   

Случай  а).  Справедливы цепочка неравенств  

.)(])([)(])([

)313.()(])([)(])([

),(

0
5

1

0
5

1

0
5

1

0
5

1









−++−+−










−++−+

−





==

−

==

−

kkjkkkjkkk

kkjkkkjk

kkkkk

jl
l

njljl
l

njljj

jl
l

njljl
l

njl

jjjjj

wahawaha

wahawaha

q











 

В силу того что для любой ограниченной последовательности Сj }{  

имеет место соотношение 

,0)(lim 0
5

1

=−+
=→

l
l

njl
j

aha
kj

  

то при 0  из (3.31) путем   предельного перехода при →k , имеем 

                                     
.0),(lim =

→ kkk jjj
k

q                                          (3.32) 

При 0=  то из соотношений 

 

 

cjkjk
i

injki

a

jkjkjkjkjk
wwahaq

jk
)()()((),(

5

1

0  −−− 
−

−
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+−++  
− −

))()()(
5

1

5

1
cjk

i i
njkinjki

whaha
jkjk

  


−

−


−

−+−+
5

1

5

1

0

1
)()(sup)()(

i

da

jkjkiac
zeC

a
i

njki
aHzwwHaha

jk
  

здесь  − )(),( wHaH l 
постоянные Гёльдера, вытекает соотношение (3.32). 

Далее  из (3.30) и (3.32) следует, что 00 →jq
 
при .→j  Отсюда и из (3.29) 

получим нужное нам предельное соотношение: 

0lim 0 =−
→ 

wLp
kjk

. 

Случай 2.  Так как ,0)( =
kj

w  то из (3.31) получим 

).()(

)()()(),(

0
5

1

0
5

1

wHaha

wwahaq

l
l

njl

Cjjl
l

njljjjjj

kjк

kkkjкkkkkk










=

=

−

−+

−−+−




 

Тогда имеем  

0),(lim =
→ kkk jjj

k
q  . 

Поэтому 00 →
kj

q
 
и 00 =−


wLp

kj  
при →k . Это нужно было установить.  

Далее в соотношение (3.28) при 
kj

nn =
 
переходим к пределу:  

                                        2,0  
 wmwL .                                         (3.33) 

Теперь используя свойство непрерывности слева по   гёльдеровых норм 


.

 
и 

2,
.


 (см. [5], стр. 28) из (3.33) при 0−→  , получим  

                                     
,

2,0 
wmwL                                              (3.34) 

где 
2

Cw  и имеет  компактный носитель.  

В дальнейшем установим справедливость (3.34) для произвольной 

2


Cw . Возьмем функцию 

Dz )(
 такую, что Czz  1)(0   и 
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1)( z  при 2z . Так как функции )()( zw
n

z
zvn 








=   с компактным носите-

лем являются элементами пространства  ,2


C  то для  них имеет место оценка 

типа (3.34):  

2,0  nn vmvL  . 

Поэтому учитывая соотношения 

w
n

z

n
wL

n

z
zw

n

z
LvL

zn 







+








=
















= 

1
)( 000  

и 




 w
n

z

n
wL

n

z
vL

zn 







+










1
00  

имеем 

2,

0

1



 w
n

z
mw

n

z

n
wL

n

z
z 

















+








 

Отсюда при  →n  следует неравенство 

,2

2,0 
CwwmwL   

а в свою очередь из этой оценки получаем, что у предельного уравнения  

                    00

1

0

1

0

3

0

2

0

10 =+++++ wawawawawawwL zzzzz                         (3.35)                       

в 
2

C   нет ненулевых  решений.  Необходимость доказана.  

 Достаточность. Пусть все предельные уравнения вида (3.35) не имеют 

в 
2

C   ненулевых  решений. В таком случае для оператора  CCL →2:  имеет 

место априорная оценка вида  

                         
,)(max 2

12, 
CwtwLwKw

t








 +
                              (3.36)    

 

здесь К постоянная общая для всех w (эта априорная доказывается подобно 

схеме для операторов первого порядка, см. [8], стр. 820). 
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 Пусть   KerLzwn )(  и 1
2,
=

nw . Используя теорему Арцела и априор-

ную оценку (3.36) можно установить, что существует подпоследовательность 

 ,
jnw  и её предельная функция )(0 zw , для которых верно неравенство 

                                  
)37.3(,)()(max

0
12,

0
twtwKww

jj n
t

n
−−

                           
 

Отсюда получаем, что предельное соотношение  

.0
2,

0 →→− jn nприww
j 

 

Итак, мы показали, что ядро оператора L  компактна. Тогда из леммы 

Рисса  (см., например, [47]) следует, что ядро оператора L  имеет конечную 

размерность. 

 Далее установим замкнутость образа 
2

LC . Возьмем последователь-

ность  nf  из образа 
2

LC  , сходящуюся в C  к функции 0f . Через )(zwn
 

обозначим решение уравнения nfLw= . Множество всех решений этого 

уравнения обозначим через ,nB  оно представляется в виде .KerLwn +   

Для KerLv имеем   

( ) =−+
→→ 2,2,2,

2,2,

limlim




n
v

n
v

wvvw . 

Поэтому функционал 

KerLvvwvp nn += ,)(
2,

 

в некоторой точке KerLvn   достигает своего минимума:  

.min)(
2,

vwvp n
KerLv

nn +=
   

Положим 
2,

),()(


 nnnnn rzvzw =+= . Тогда 
nn B  и  

2,2, 
 wn   для всех 

nBw . Покажем, что последовательность  nr  огра-

ниченная. Действительно, если  nr  неограниченная, то считая →nr  и по-

лагая ,
n

n
n

r
u


=  ,

n

n
n

r

f
g = имеем 
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.0,,1

2,
→==

 nnnn ggLuu
                          (3.38)

 

Из первого равенства (3.38) и неравенства (3.37) следует, что из последова-

тельности  )(zun  можно извлечь подпоследовательность  ,
jnu  сходящуюся 

в 
2

C  к некоторой функции )(0 zu . Очевидно, что ,00 =Lu  поэтому 

( )
jj nn guuL =− 0
 или ( )( ) ,0 jjj nnn fuurL =−  т.е. ( ) .0 jjj nnn Buur − Тогда в силу 

выбора )(zn  имеем 

( )
jjj njnnn ruur =−

2,2,
0


  

или  1
2,

0 −


uu
jn

, что противоречит сходимости )(zu
jn  к )(0 zu  по норме 

пространства 
2

C .  

Итак, мы показали что nr  ограниченная. Далее подобно предыдущему 

тогда аналогично можно найти подпоследовательность  
jn  и функцию 

),(0 z такие что  

.0
2,

0 →→− jn nпри
j 

  

Поэтому переходя в равенстве 
jj nn fL =  к пределу, получим 

00 fL = , т.е. .2

0 LCf    

Замкнутость образа 
2

C  доказана, поэтому оператор  CCL →2:  являет-

ся n-нормальным. Теорема доказана» [3-А]. 

Далее будем изучать d-нормальность оператора  CCL →2: .  

Справедлива следующая 

Теорема 3.7. Пусть .5,...,1,)( = jCza aj  Чтобы оператор  CCL →2:  

был d-нормальным, необходимо чтобы все предельные уравнения 0
~

=L   в 

Ca

2
  имели только ненулевое решение 
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Доказательство. Пусть оператор  CCL →2:  d-нормальный. Рассмот-

рим предельные уравнения 

.),(
~

,
~

CfLHLfwL =                                        (3.39) 

Покажем, что эти уравнения разрешимы в пространстве 
2

C . Возьмем  

*KerL , т.е. ( )* C  и 
20)(  CwLw = . Пусть   Cfn  ограничен-

ная последовательность и равномерно сходится на любом компакте к f . По-

кажем,  что  nf  слабо сходится к f , т.е. 

( ) ).( ffn  →                                                 (3.40) 

Так как образ 
2

LC  замкнутый и коядро −2/  LCC конечномерное, то 

найдется конечномерное подпространство CE  такое, что 
2

 LCEC = . 

Пусть 
nnn hgf += , здесь 

2, LChEg nn  . Последовательность 
ng  являет-

ся ограниченной, поэтому у неё есть подпоследовательность 
jng , имеющую в   

C  предел g  и  тогда 
jnh  равномерно сходится на каждом круге к функции 

gfh −= .  Покажем, что 
2

LCh  . Так как оператор  CCL →2:  нор-

мально разрешимый, то из [96], стр. 105 получаем, что существуют 2

Cw
jn   

такие, что  

,,
2,  jjjj nnnn hKwhLw =  

здесь 0K  и не зависит от 
jnh . Отсюда следует, что подпоследовательность 

jnw  вместе с производными второго порядка равномерно сходится на каждом 

круге к такой функции ),(0 zw  что ,0 hLw = т.е. 
2

LCh  . 

 Далее имеем 

( ) ( ) ).()()(limlim fhgggf n
n

n
n

 =+===
→→
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Возьмем базис 
mggg ,...,, 21

 в E  и пусть hgfCf += ,
, здесь  

2, LChEg  . Тогда Rcgcgcgcg jmm ++= ,...2211  и построим линейные  

функционалы: 

.,...,1,)( mjcf jj ==  

Покажем, что эти функционалы непрерывны. Действительно, если  

0→nf  в 
C  и nnn hlf += , здесь 

2, LChEl nn  , то как было указано выше 

последовательность 
nl  является ограниченной и в силу конечномерности E  

можно считать, что она сходится в 
C  к функции )(zl , тогда  

nh  будет схо-

дится в 
C  к )(zl−

 и в силу того что 02 = LCE  имеем: 0)( zl . Поэтому  

.,...,1,0)()( mjlf njnj =→=  Далее очевидно, что функционалы j  линейно 

независимы и .,...,1,0)( 2 mjCwLwj ==   Следовательно, 

mjj ,...,1, =  образуют базис в *KerL .  

Построим линейный ограниченный в 
C  оператор 

.)(
1

j

m

j
j gfPf 

=

=   

Этот оператор переводит 
C  в E  и имеет место равенство 

.0)()()()(
1

=−=− 
=

jk

m

j
jkk gffPff   

Поэтому правая часть уравнения 

PffLw −=                                                    (3.41) 

ортогональна всем решениям сопряженного уравнения 0* =vL . Тогда из 

леммы 2.1 (см. §2.2) следует, что уравнение (3.41) имеет решение )(zw  и как 

указано выше справедлива оценка 

)423.(,
2, 

fKPffKw −
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здесь 0K  и не зависит от f . 

Возьмем   Chn   такую что →
n

h  и пусть )(
~

LHL  предельный 

оператор, соответствующий nh , а −)(zwn
решение уравнения (3.41), удо-

влетворяющий оценке (3.42) с gShzgzf
nhn −−= )()( , здесь − Cg  про-

извольная функция с компактным носителем. Тогда функция wSzu
nhn =)(  

удовлетворяет соотношениям 

                                         
gPSSguLSS

nnnn hhhh −− −=
                                   (3.43) 

и 

                                          
.

2, 
gKun


                                           (3.44)
 

В силу того что →nh  и функция g  имеет компактный носитель, по-

следовательность gS
nh−  равномерно сходится на каждом круге к нулю, по-

этому из (3.40) получаем: ( ) 0→− gS
nhj  при →n  для каждого j . Тогда 

правая часть уравнения (3.43) равномерно сходится на каждом круге к функ-

ции g . 

 В силу соотношений (3.43) и неравенства (3.44) будем считать, что 

vun  вместе с частными производными, 

nhh uLSS
nn −   vL

~
 

Тогда функция )(zv  будет решением уравнения  
~

gwL = и в силу (3.44) верно 

неравенство 

                                               
.

2, 
gKv 

                                        (3.45)
 

Таким образом, предельное уравнение (3.39) для любых 

− CfLHL ),(
~

с компактным носителем имеет по крайней мере одно ре-

шение, удовлетворяющее оценке вида (3.42).  

Теперь для произвольной функции 
Cf  , возьмем такую функцию 

Cz)( , что 1)( =z  при 1z   и 0)( =z  при 2z . Тогда члены после-

.0

5

0

4

0

3

0

2

0

1 vavavavavav zzzzz +++++
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довательности )()( zfnz  имеют компактные носители и сходится в 
C  к 

функции )(zf . Уравнения )()(
~

zfnzwL =  имеют решения )(zn , причем 

в силу оценки (3.42) последовательность   2)(  Сzn   является ограниченной 

и следовательно,  

0 n  

вместе с частными производными на каждом круге. Легко установить, что  

0  будет решением уравнения (3.42).  

Мы показали, что уравнение (3.39) при всех )(
~

LHL  всюду разрешимо. 

Поэтому в силу известной теоремы (см. [43], стр. 19),  для решений сопря-

женного уравнения  

( ) *)()*,(,*
~ 2

  CCL =  

верна оценка 

.*
~

*)( 2*



CC

LM  

Из этой оценки следует, что .0*=LKer  Следовательно, в силу леммы 2.1 

(см. §2.2) оператор  CCL →2:  является нормально разрешимым. Отсюда и 

из соотношения LKer
~

dim  получаем, что оператор L
~

 будет n-

нормальным. Тогда в силу теоремы 3.5 все предельные операторы 

 CCL →2:
~

 имеют нулевое ядро.  Теорема доказана. 

 3.2.3. Достаточные условия d-нормальности. Приведем условия, 

обеспечивающие d-нормальную разрешимость  оператора  CCL →2: . 

Теорема 3.8. Пусть коэффициенты оператора L
 являются  слабо ос-

циллирующими на бесконечности и найдутся положительные числа   и ,R

что для Rz    выполнены условия: 

;)()() 54 + zazaa
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.)()()()()(2)()()()
2

5

2

4421

2

2

2

1

2

3 +




 −−+−− zazazazazazazazab

 Тогда оператор  CCL →2:  будет  d-нормальным.   

Доказательство. Будем в начале считать что 1

Ca j  . Установим, что 

все предельные операторы  CCL →2:
~

 имеют нулевое ядро. Действительно, 

из условий теоремы следует, что во-первых, коэффициенты 5,...,2,1,~ =ja j  

всех предельных операторов будут постоянными и во-вторых, удовлетворя-

ют условиям: 

;~~
54

aa   

.~~~~~2~~~ 2

5

2

4421

2

2

2

1

2

3 




 −−+−− aaaaaaaa

                                 (3.46) 

Эти неравенства совпадают с условиями леммы 3.5. Поэтому все пре-

дельные уравнения 0
~

L  имеют в пространстве S , в том числе в простран-

стве 
2

C ,  только нулевое решение. Тогда в силу теоремы 3.5 оператор 

 CCL →2:  будет n-нормальным. Следовательно, образ этого оператора 
2

LC  

будет замкнутым.  

Остается показать, что коядро оператора, т.е. ядро сопряженного опера-

тора ( ) ( )**:* 2

 CCL →  является конечномерным. Для нашего случая ядро 

сопряженного оператора *L  будет изоморфным ядру союзного оператора:  

          ( ) ( ) ( ) .54321 wawawawawawwL
zzzzz

T ++−−−=                    (3.47) 

Это устанавливается стандартным образом аналогично как в теории эл-

липтических операторов на компактных многообразиях [36], [102].  

Оператор 
TL
 представим в виде 

( ) ( )  ( )  .035214321 =−+−−+−−−= waawaaawawawawwL
zzzzzzzz

T     (3.48) 

Нетрудно доказать, что у слабо осциллирующих на бесконечности функций 

)(za  справедливы предельные соотношения  
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0,0 →→ zz
aa  при →z . 

Поэтому предельные операторы для оператора 
ТL  имеют вид 

                        .
~ 0

5

0

4

0

3

0

2

0

1 wawawawawawwL zzzzz

T ++−−−=                         (3.49) 

Легко уследить, что коэффициенты предельных операторов (3.49) удо-

влетворяют условиям (3.20) леммы 3.5. Следовательно,  для всех предельных 

операторов  0~
=LKer  Тогда из теоремы 3.5 получаем, что оператор 

 CCLТ →2:  является n-нормальным и поэтому имеет конечномерное  ядро.  

Поэтому оператор *L  также имеет конечномерное  ядро.  

Итак, в случае гладких коэффициентов d-нормальность оператора L  

установлена. В общем случае, используя метод усреднения коэффициентов 

можно доказать d-нормальность оператора L . Теорема доказана.
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3.3. Системы с операторами   Лапласа и zz  

В этом параграфе будем исследовать системы уравнений и операторы 

видов 

             ,0)()(

)()()(

54

3211

=++

++++

wzawza

wzawzawzawwМ zzz              (3.50) 

              ,0)()(

)()()(

54

3212

=++

++++

wzawza

wzawzawzawwМ zzzzz                  (3.51)                       

где − оператор Лапласа, в различных функциональных пространствах и в 

различных ситуациях.  

Для систем видов (3.50) и (3.51) задача об ограниченных на всей ком-

плексной плоскости С решениях может быть не нётеровым. Например, для 

системы 

,0=+ wcw  

здесь 0С   все ограниченные на  С  функции.  

,)()()( zqzpzw  +=  

являются решениями и линейно независимы, где 

           −p  произвольная постоянная,  

,p
с

с
q =   

( ) ,Re2exp)( zeciz i −= .20    

 Пример системы вида (2.51) будет приведен позже (см. п. 3.3.3). 

3.3.1. Системы с оператором Лапласа и с постоянными коэффици-

ентами. Рассмотрим систему вида 

           054321 =+++++ wawawawawaw zzz              (3.52)          

с постоянными коэффициентами.  
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Отметим, что аналогично как в параграфе 2 условие отсутствия нену-

левых решений систем вида (3.49) в пространстве 
2

C  будет критерием нёте-

ровости оператора   CCM →2

1 : . Систему (3.52) будем исследовать в про-

странствах Шварца. Результаты опубликованы в работе [4-А] и схема иссле-

дования следующая:  

«В пространстве  уравнение (3.52) эквивалентно функциональному 

уравнению 

 ( ) ,0)(ˆ)42()(ˆ422 53421

2
=+++++−  waiawaiaia                 (3.53) 

здесь ( ) −)(ˆ,ˆ  ww образы Фурье распределений ( ) Sww )(,  . Исполь-

зуя равенство ( ) )(ˆˆ  ww =− , из (3.53) получим  

                    ( ) .0)(ˆ)422()(ˆ42 421

2
53 =+++−++  waaiaiwaai      (3.54)                                    

Соотношения (3.53) и (3.54) образуют систему двух линейных алгебраи-

ческих уравнений в пространстве S : 

      

( )
( )






=+++−++

=+++++−

.0)(ˆ)422()(ˆ42

,0)(ˆ)42()(ˆ422

421

2
53

53421

2





waaiaiwaai

waiawaiaia
           (3.55) 

 Вычислив определитель этой системы, имеем  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) .44Re416

Re8Re24)(

425341

2

21

2

5

2

4

2

21

2

4

2

2

2

1

2

3

4





aaaaaaаaiaа

аaaааа

−+−+−−

+−−−−+=
 

Если  ,0)( C   то  система (3.55) будет иметь только нуле-

вое решение 0)(ˆ =w  и тогда 0)( zw . Если же 0)( =   на каком-нибудь 

множестве К, то носитель )(ˆsupp w  распределения )(ˆ w  будет принадле-

жать  множеству К, и зная К можно определить )(ˆ w  и далее ).(zw  

S
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Пусть −21,, ГГГ множество нулей функций )(Im),(Re),(    

соответственно. Тогда 
21

ГГГ =  и множества 
21

, ГГ  имеют такие 

свойства: −1Г ограничено, симметрично относительно начало координат О, 

при вещественном −21aa  относительно осей координат; CГ =
2  при 

,05321 === aaaa  множество 
2Г  содержит точку О» [4-А].  

По аналогии с параграфом 3.2 (лемма 3.5) в этом случае справедлива 

следующая 

Лемма 3.6. Пусть коэффициенты уравнения (3.52) удовлетворяют 

условиям 

            
,54 aа 
  

( ) .Re22 4

2

21

2

5

2

4

2

3 aааaaа ++−+     
    

     (3.56)    

Тогда множество   Г  будет  пустым.    

Доказательство этой аналогичен доказательству леммы 1 из нашей ра-

боты [3-А]. «Пусть выполнены условия (3.56). Рассмотрим вещественную 

часть определителя  :)(           

( ) ( )

( ).16

Re8Re24)(

2

5

2

4

2

21

2

4

2

2

2

1

2

3

4

aа

аaaаааf

−+

+−−−−+= 
 

Покажем, что эта функция является положительной при всех  . Имеем 

очевидное неравенство 

( ) ( )2

5

2

4

2

421

2

2

2

1

2

3

4
16Re224)( aаaаaаааf −+−−−−+   

или 

( )( ) ( ) )3.57(.16Re24)(
2

5

2

4

2

4

2

21

2

3

4

aаaаааf −+−+−+   

Пусть  
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( ) .,,Re2
22

5

2

44

2

21

2

3 =−=−+−= taаbaаааa  

Рассмотрим функцию battth 164)( 2 ++=  при 0t . Для 0a  в силу 

второго неравенства из условия (3.57) (которое эквивалентно )0b , имеем 

.00)(  tth  

Если 0a , то функция )(th  в точке at 20 −=  имеет минимум 

( ).44)(min 2abth
t

−=  

Первое неравенство из (3.56) запишем в виде 

.02 + ba  

Отсюда с учетом того, что 0a  имеем 04 2 − ab .  Поэтому 0)(min th
t

 и 

следовательно, 00)(  tth . Тогда из неравенства (2.57), которое можно 

переписать так ( )2
)(  hf  , получим   0)(f

 

и = . Лемма доказа-

на» [3-А]. 

 Лемма 3.6 важна при исследовании систем у.ч.п. пространствах 
zС  

3.3.2. Системы с переменными коэффициентами. Рассмотрим систему 

вида  

        
.0)()(

)()()(

54

3211

=++

++++

wzawza

wzawzawzawwM zzz            (3.58) 

Как было отмечено в начале этого параграфа для таких систем задача о 

решениях из  может быть не нётеровой. Поэтому представляет интерес 

нахождение условий, при выполнении которых нётеровость указанной зада-

чи  имеет место. 

2

C
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Предположим, что коэффициенты системы (3.58) принадлежат про-

странству .С  Тогда дифференциальное выражение  

wzawzawzawzawzawlw zzz )()()()()( 54321 +++++=  

для 
2

Сw  будет принадлежат С  и порождает линейный оператор 

.: 2

1  ССM →  Аналогично как в параграфе 3.2 можно показать, что этот опе-

ратор будет ограниченным.  

Точно также как в параграфе 3.2 для Ca  и   Chn  , →nh  ис-

пользуя последовательность )( nhza +  можно строить предельные функ-

ции )(~ za  из 
C  и далее по коэффициентам оператора  ССM →2

1 :  и по все-

возможным последовательностям →nh  ввести предельные операторы ви-

да 

                         
.~~~~~~

543211 wawawawawawwM zzz +++++=                  (3.59) 

Как прежде совокупность операторов вида (3.59) обозначим символом 

)( 1MH . Для коэффициентов со слабо осцилляцией при →z , как было ука-

зано раньше, коэффициенты предельных операторов будут постоянными. 

 Имеется тесная связь между n-нормальностью, а также  d-

нормальностью оператора  ССM →2

1 :  и нетривиальной разрешимостью 

уравнений с предельными операторами. Эти связи можно сформулировать в 

виде следующих утверждений. 

Теорема 3.9. Пусть Cza j )( . Оператор  ССM →2

1 :  будет n-

нормальным, тогда и только тогда, когда  все предельные уравнения 

0
~

1 =wM  в пространстве 2

С  не имеют ненулевых решений. 

Теорема 3.10. Пусть Cza j )( . Если оператор  ССM →2

1 :  является 

d-нормальным, то необходимо чтобы у всех предельных операторов 

 ССM →2

1 :
~

 ядро было нулевым.   
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Аналогом теоремы 3.7 о достаточных условиях d-нормальности опера-

тора  ССM →2

1 :  является следующее утверждение.  

Теорема 3.11. Пусть коэффициенты оператора 1M
 являются  слабо 

осциллирующими на бесконечности и найдутся положительные числа   и ,R

что для Rz    выполнены условия: 

;)()() 54 + zazaa  

( ) .Re2)()()()(2)() 4

2

21

2

5

2

4

2

3 +++−+ azazazazazab   

Тогда оператор  ССM →2

1 :  будет  d-нормальным.   

  Доказательство теоремы 3.9. Необходимость. Предположим, что 

оператор  CCМ →2

1 :  является n-нормальным. Докажем, что у всех пре-

дельных операторов  ССM →2

1 :
~

  ядро будет нулевым.   

 Система (3.58) является эллиптической, поэтому для неё имеет место 

теорема единственности (см. [17], стр. 148). В силу этого следующее подпро-

странство из 
2

С  

 10)(,: 2 == zприzwCwwЕ   

имеет с ядром 1KerМ  оператора 1М
 нулевое пересечение  

 00 =KerLE  

и согласно лемме 2.2 (см. §2.1) образ EМF 1=  будет подпространством  

пространства С . 

Итак, оператор 1М  взаимно однозначно отображает E  из 
2

С  на под-

пространство F  из С . Согласно теореме Банаха оператор FEМ →:1  будет 

иметь ограниченный обратный. Тогда найдется постоянная 0k , что  
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gKgМ 

−

2,

1

1
        

.Fg  

Отсюда имеем следующее неравенство  

                                         
,

2,1 
wmwМ                                        (3.60) 

где .,1 EwKm = −
 

Пусть  произвольная функция  с компактным носителем из 
2

C  и 

 произвольная последовательность с .→nh  При больших значе-

ниях n  функции )()()( nh hzwzwS
n

−=−  
обращаются в нуль во всех точках 

круга  1: zz  и поэтому .ЕwS
nh −  Тогда из (3.60) будем иметь 

                                      2,1 )(


wSmwSМ
nn hh −−  .                             (3.61) 

Функции 
nhS−
w   имеют такие свойства:  

.)()(, 112,2, 
wSМwSМSwwS

nnnn hhhh −−− ==  

Поэтому (2.61) можно представить так  

                                       
.)(

2,1 
wmwSМS

nn hh −
                              (3.62) 

Гёльдеровы пространства 
кC   с уменьшением    расширяются. Поэто-

му согласно известной теоремы (см. [17], стр. 144) оператор   →CCМ 1

1 :  

является n -нормальным. Тогда подобно оценке (3.62) будет иметь место не-

равенство 

                                        
,

2, 
 wmgn                                     

(3.63) 

здесь  

−m постоянная, общая для всех w  и n ,  

w

  Chn 
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).(1 wSМSg
nn hhn −=  

Нетрудно подсчитать, что  

.)()()(

)()(

543

21

whzawhzawhza

whzawhzawg

nnzn

znznn

++++++

+++++=
 

Как было отмечено, последовательности    5,1,)(
1

=+


=
khza

nnk
 имеют 

подпоследовательности   ,5,1,)(
1

=+


=
khza

j
nk j

 со свойством  

( ) ,,0 Rzahza knk j
+  R – произвольное. 

Пусть  

,
jnj gp    10 =wМ .0

1

0

1

0

3

0

2

0

1 wawawawawaw zzz +++++  

Тогда имеем 

),,(sup)(])([sup 210

0
5

1
10

21

zzqzwahzawMp
zz

k
к

nkj j
=


+−+=− 


 

где 

.)(])([)(])([),( 20

0
5

1
10

0
5

1
2121 zwahzazwahzazzzzq k

к
nkk

к
nkj jj

−+−−+−= 
==

−
 

В силу того что у функции )(zw
 носитель K  является компактным, 

справедливо соотношение  

                  
0)(])([sup

0

0
5

1

→−+
=

zwahza k
к

nk j
 при →j .           (3.64) 

Пусть ),(sup 21

0

21

zzqq j
zz

j


=  и .0→j  
Выберем точки jjjj C   ,, , так 

что   

,...2,1,),( 00 =− jqqq jjjjjj                                        (3.65) 

и пусть подпоследовательность 
ккк jjj  −=

 
имеет предел  .  Так как 

функция ),( 21 zzq  является симметричной, то возможны следующие два 

случая: 
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а)  ...;,2,1,, = kKK
KK jj     б) ...,2,1,, = kKK

KK jj   

Случай  а).  Справедливы неравенства  

.)(])([)(])([

)663.()(])([)(])([

),(

0
5

1

0
5

1

0
5

1

0
5

1









−++−+−










−++−+

−





==

−

==

−

kkjkkkjkkk

kkjkkkjk

kkkkk

jl
l

njljl
l

njljj

jl
l

njljl
l

njl

jjjjj

wahawaha

wahawaha

q











 

В силу того что для любой ограниченной последовательности Сj }{  имеет 

место соотношение 

,0)(lim 0
5

1

=−+
=→

l
l

njl
j

aha
kj

  

то при 0  из (3.66) путем   предельного перехода при →k , имеем 

                                     
0),(lim =

→ kkk jjj
k

q                                            (3.67) 

При 0=  то из соотношений 

 

+−−− 
−

−

cjkjk
i

injki

a

jkjkjkjkjk
wwahaq

jk
)()()((),(

5

1

0   

+−++  
− −

))()()(
5

1

5

1
cjk

i i
njkinjki

whaha
jkjk

  


−

−


−

−+−+
5

1

5

1

0

1
)()(sup)()(

i

da

jkjkiac
zeC

a
i

njki
aHzwwHaha

jk
  

здесь  − )(),( wHaH l 
постоянные Гёльдера, вытекает соотношение (3.67). 

Далее  из (3.65) и (3.67) следует, что 00 →jq
 
при .→j  Отсюда и из (3.64) 

получим нужное нам предельное соотношение: 

0lim 10 =−
→ 

wMp
kjk

. 

Случай 2.  Так как ,0)( =
kj

w  то из (3.66) получим 
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).()(

)()()(),(

0
5

1

0
5

1

wHaha

wwahaq

l
l

njl

Cjjl
l

njljjjjj

kjк

kkkjкkkkkk










=

=

−

−+

−−+−




 

Тогда имеем  

0),(lim =
→ kkk jjj

k
q  . 

Поэтому 00 →
kj

q
 
и 00 =−


wLp

kj  
при →k . Это нужно было установить.  

Далее в соотношение (3.63) при 
kj

nn =
 
переходим к пределу:  

                                        2,10  
 wmwM .                                         (3.68) 

Теперь используя свойство непрерывности слева по   гёльдеровых норм 


.

 
и 

2,
.


 (см. [5], стр. 28) из (3.68) при 0−→  , получим  

                                     
,

2,10 
wmwM                                              (3.69) 

где 
2

Cw  и имеет  компактный носитель.  

В дальнейшем установим справедливость (3.69) для произвольной функ-

ции 
1

Cw . Возьмем функцию 
Dz )(

 такую, что Czz  1)(0   и 

1)( z
 при 2z . Так как функции )()( zw

n

z
zvn 








=   имеют компактный 

носитель и являются элементами пространства  ,1

C  то для  них имеет место 

оценка типа (3.69):  

2,10  nn vmvM  . 

Поэтому учитывая соотношения 

w
n

z

n
wM

n

z
zw

n

z
MvM

zn 







+








=
















= 

1
)( 101010  

и 
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 w
n

z

n
wM

n

z
vM

zn 







+










1
1010  

имеем 

2,

10

1



 w
n

z
mw

n

z

n
wM

n

z
z 

















+








 

Переходя при  →n  к пределу, получим 

,2

2,10 
CwwmwM   

Отсюда заключаем, что предельное уравнение  

                 00

1

0

1

0

3

0

2

0

110 =+++++ wawawawawawwM zzz                         (3.70)                       

в 
2

C   имеет только нулевое  решение.  Необходимость доказана.  

 Достаточность. Допустим, что уравнения (3.70) в 
2

C   имеют только 

нулевое  решение. Покажем, что оператор  CCM →2

1 :  будет n -

нормальным.  

Для оператора  CCM →2

1 :  имеет место априорная оценка вида  

      
,)(max 2

1
12, 

CwtwwMKw
t








 +
                         (3.71)    

 

здесь 0K  общая для всех W  (эта априорная доказывается подобно опера-

торам первого порядка, см. [8], стр. 820). 

 Пусть   1)( KerMzwn   и 1
2,
=

nw . Используя теорему Арцела (см.  

[42], 104) и априорную оценку (3.71) можно установить, что существует под-

последовательность   
jnw   и её предельная функция )(0 zw  для которых  

верны соотношения: 

2

0 )( Czw   и 001 =wM . 

Поэтому из неравенства (3.71) следует, что 
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                                           )72.3(0
2,

0 →−
a

n WW
j

 

                                  
)72.3(,)()(max 0

12,
0 twtwKww

jj n
t

n −−
                           

 

причем 1
2,0 =


w . Мы получили, что единичная сфера ядра оператора  

компактна и тогда из леммы Рисса  (см., например, [47]) следует, что ядро 

оператора 1M
 имеют конечную размерность. 

 Далее установим замкнутость образа 
2

1 CM .  Возьмем последователь-

ность  nf  из образа 
2

1 CМ , сходящуюся в C  к функции 0f . Через )(zwn
 

обозначим решение уравнения nfwМ =1 . Множество всех решений этого 

уравнения обозначим через ,nB  оно представляется в виде .1KerМwn +   

 Для v 1KerM  имеем 

( ) =−+
→→ 2,2,2,

2,2,

limlim




n
v

n
v

wvvw  

Поэтому функционал 

12,
,)( KerMvvwvp nn +=


 

в некоторой точке 
1KerМvn   достигает своего минимума:  

.min)(
2,

1


vwvp n
KerMv

nn +=
   

Функции 
2,

),()(


 nnnnn rzvzw =+=  принадлежат Вn и  удовлетворяют 

неравенству 
2,2, 

 wn  , 
nBw . Последовательность  nr  будет огра-

ниченным, так как  если  →nr  , то рассматривая последовательности

,
n

n
n

r
u


=  ,

n

n
n

r

f
g = имеем 

                             
.0,,1 12,

→==
 nnnn gguMu

                          (3.73)
 

1M
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Из соотношений (3.73) и (3.72) можно заключить, что есть такая подпоследо-

вательность  ,
jnu  которая по норме 

2

C  сходится, причем  для предела 

)(0 zu справедливо равенство  

,001 =uM  

Тогда 

( )
jj nn guuM =− 01
 

т.е.  

( )( ) ,01 jjj nnn fuurM =−  

Отсюда получаем  

( ) .0 jjj nnn Buur −  

Согласно выбора ),(zn   справедливо неравенство 

( )
jjj njnnn ruur =−

2,2,
0


  

т.е. 

1
2,

0 −


uu
jn

. 

Это неравенство означает, что )(zu
jn

 не может иметь пределом )(0 zu  и мы 

получаем противоречие.  

Поэтому  nr  является ограниченной. Далее подобно предыдущему 

можно найти подпоследовательность  
jn  и функцию ),(0 z такие что  

.0
2,

0 →→− jn nпри
j 

  

Поэтому переходя в равенстве 
jj nn fМ =1  к пределу, получим 

00 fL = , т.е. .2

0 LCf    
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Замкнутость образа 
2

C  доказана, поэтому оператор  CCM →2

1 :  явля-

ется n-нормальным. Теорема 3.9 доказана. 

Доказательство теоремы 3.10. Пусть оператор  CCM →2

1 :  является 

d-нормальным. Докажем, что у всех предельных операторов )(
~

11 МHМ   яд-

ро нулевое. 

Рассмотрим неоднородные предельные уравнения 

.),(
~

,
~

111 CfМHМfwМ =                                        (3.74) 

Покажем, что эти уравнения разрешимы в пространстве 
2

C . Возьмем  

*1KerM ,  т.е. ( )* C  и 
2

1 0)(  CwwM = , а также ограниченную в 

C  последовательность 
nf , равномерно сходящуюся на каждом круге к 

функции f . Докажем, что верно предельное соотношение 

( ) ).( ffn  →                                                 (3.75) 

Согласно определению d-нормальности оператор  CCM →2

1 :  много-

образие 
2

1 CM  будет замкнутым, а фактор-пространство −2

1/  CMC конеч-

номерным. Поэтому найдется конечномерное подпространство CE  такое, 

что 
2

1  CМEC = .  

Пусть nnn hgf += , здесь 
2

1, CМhEg nn  . Последовательность 

ng  является ограниченной, поэтому у неё есть подпоследовательность 
jng  

имеющую в   C  предел g  и  тогда 
jnh  равномерно сходится на каждом 

круге к функции gfh −= .  Покажем, что 
2

1 CМh  . Так как оператор 

 CCМ →2

1 :  нормально разрешимый, то из [96], стр. 105 получаем, что су-

ществуют 2

Cw
jn   такие, что  

,,
2,

1
 jjjj nnnn hKwhwМ =  
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здесь 0K  и не зависит от 
jnh . Отсюда следует, что подпоследовательность 

jnw  вместе с производными второго порядка равномерно сходится на каждом 

круге к такой функции ),(0 zw  что ,01 hwМ = т.е. 
2

1 CМh  . 

 Далее имеем 

( ) ( ) ).()()(limlim fhgggf n
n

n
n

 =+===
→→

 

Возьмем базис mggg ,...,, 21  в E  и пусть  

hgfCf += , , 

здесь  
2

1, CМhEg  . Тогда  

Rcgcgcgcg jmm ++= ,...2211  

Построим линейные функционалы: 

.,...,1,)( mjcf jj ==  

и покажем, что они непрерывны. Действительно, если  

0→nf  в 
C  и nnn hlf += , 

здесь 
2

1, CМhEl nn  , то как было указано выше последовательность 
nl  яв-

ляется ограниченной и в силу конечномерности E  можно считать, что она 

сходится в 
C  к функции )(zl , тогда  

nh  будет сходиться в 
C  к функции 

)(zl−
 и в силу того что 02

1 = CМE  имеем: 0)( zl . Поэтому   

.,...,1,0)()( mjlf njnj =→=  

Далее очевидно, что функционалы j  линейно независимы и  

.,...,1,0)( 2

1 mjCwwМj ==   
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Следовательно, mjj ,...,1, =  образуют базис в *1KerМ .  

Построим линейный ограниченный в 
C  оператор 

.)(
1

j

m

j
j gfPf 

=

=   

Этот оператор переводит 
C  в E  и имеет место равенство 

.0)()()()(
1

=−=− 
=

jk

m

j
jkk gffPff   

Поэтому правая часть уравнения 

PffwМ −=1                                                    (3.76) 

ортогональна всем решениям сопряженного уравнения 0*1 =vМ . Тогда из 

леммы 2.1 (см. §2.2) следует, что уравнение (3.76) имеет решение )(zw  и как 

указано выше справедлива оценка 

)3.77(,
2, 

fKPffKw −
    

 

здесь 0K  и не зависит от f . 

Возьмем   Chn   такую что →
n

h  и пусть )(
~

11 МHМ   предельный 

оператор, соответствующий 
nh , а −)(zwn

решение уравнения (3.76), удовле-

творяющий оценке (3.77) с gShzgzf
nhn −−= )()( , здесь − Cg  произ-

вольная функция с компактным носителем. Тогда функция wSzu
nhn =)(  удо-

влетворяет соотношениям 

                                         
gPSSguSМS

nnnn hhhh −− −=1                                    (3.78) 

и 

                                             
.

2, 
gKun


                                               (3.79)
 

Из (3.75), (3.78) и (3.79) в силу того что →nh  и функция g  имеет ком-

пактный носитель, получим следующие предельные соотношения: 
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R – произвольное, 

 

 В силу соотношений (3.78) и неравенства (3.79) будем считать, что 

vun  вместе с частными производными,  

vMuSMS nhh nn 11

~
− = +v  

                                 

Тогда функция )(zv  будет решением уравнения  
~

1 gwМ = и в силу (3.79) вер-

но неравенство 

                                               
.

2, 
gKv 

                                        (3.80)
 

Итак, у уравнения вида (3.74)  − CfМHМ ),(
~

11  с компактным 

носителем, есть хотя бы одно решение, для которого справедливо неравен-

ство вида (3.77).  

Пусть , такая, что  при   и  при . Те-

перь для произвольной функции 
Cf  , У последовательности )()( zfnz  

носители компактные и она сходится  к )(zf  по норме  . 

Уравнения  

)()(
~

1 zfnzwМ =  

имеют решения )(zn , причем в силу оценки (3.77) последовательность 

  2)(  Сzn   является ограниченной, и поэтому как выше будем иметь: 

,2

0  Сn  ,Rz   вместе  с производными второго порядка,  

причем функция 
2

0 )(  Cz  , будет решением (3.76).  

Cz)( 1)( =z 1z 0)( =z 2z

C

. 
0 
5 

0 
4 

0 
3 

0 
2 

0 
1 v a v a v a v a v a  

z z z  
+ + + +  

RzgPSS

nприgSf

RzgS

hnhn

hnj

hn



→→



−

−

−

0

0)(

,0
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Мы показали, что уравнение (3.74) при всех )(
~

11 МHМ   всюду разре-

шимо. Поэтому, в силу известной теоремы (см. [43], стр. 19), для решений 

сопряженного уравнения  

( ) *)()*,(,*
~ 2

1   CCМ =  

верна оценка:  

.*
~

*)(
1 2*




CC
МM  

Из этой оценки следует, что .0*

1 =MKer  Следовательно, в силу  леммы 

2.1 (см. §2.2) оператор  CCМ →2

1 :  является нормально разрешимым. От-

сюда и из соотношения 1

~
dim MKer  получаем, что 1

~
М  будет n-

нормальным. Тогда в силу теоремы 3.9 все предельные операторы 

 CCМ →2

1 :
~

 имеют нулевое ядро.   

Теорема 3.10 доказана. 

3.3.3. Системы с оператором  
zz . Рассмотрим систему вида 

                     054321 =+++++ wawawawawaw zzzzz                      (3.81)          

с постоянными коэффициентами.  

Система (3.81) в пространстве , в общем случае, не является нётеро-

вой. Для системы 

,0=+ wcwzz  

здесь −c ненулевая постоянная, все ограниченные функции  

,)()()( zqzpzw  +=  

являются решениями и линейно независимы, где  

−p произвольная постоянная,  

,2 pe
с

с
q i=   

2

C
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( ) ,Re2exp)( zeciz i −= .20    

Отметим, что аналогично как в параграфе 2 условие отсутствия нену-

левых решений систем вида (3.81) в пространстве 
2

C  будет критерием нёте-

ровости оператора   CCM →2

2 : .  

Уравнение вида (3.81) исследовано в наших работах [3-А], [4-А]. Изло-

жим это. «Рассмотрим уравнение (3.81) в пространстве S  и применим к 

нему преобразование Фурье      

 ( ) ,0)(ˆ)42()(ˆ422 53421

2 =+++++−  waiawaiaia                 (3.82) 

где  

( ) −)(ˆ,ˆ  ww образы Фурье распределений ( ) Sww )(,  .  

Используя равенство ( ) )(ˆˆ  ww =− , из (2.82) получим  

                    ( ) .0)(ˆ)422()(ˆ42 421

2
53 =+++−++  waaiaiwaai     (3.83)                                    

Соотношения (3.82) и (3.83) образуют систему двух линейных алгебраи-

ческих уравнений в пространстве S : 

( )
( )





=+++−++

=+++++−

.0)(ˆ)422()(ˆ42

,0)(ˆ)42()(ˆ422

421

2
53

53421

2





waaiaiwaai

waiawaiaia
                (3.84) 

 Вычислив определитель этой системы, имеем  

( ) ( )

( ) ( )  .4Re416

Re84)(

534241

2

2

2

1

2

5

2

4

2

421

22

2

2

1

2

3

4





aaaaaaаaiaа

aаaааа

−+−+−−

++−−−+=
 (3.85) 

Если 0)(    ,C  то  система (3.84) будет иметь только нулевое 

решение 0)(ˆ =w  и тогда 0)( zw . Если же 0)( =   на каком-нибудь мно-
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жестве К, то носитель )(ˆsupp w  распределения )(ˆ w  будет принадлежать  

множеству К, и зная К можно определить )(ˆ w  и далее ).(zw  

Пусть −
21

,, ГГГ множество нулей функций )(Im),(Re),(   со-

ответственно. Тогда 
21

ГГГ =  и множества 
21

, ГГ  имеют такие свойства: 

−1Г ограничено, симметрично относительно начало координат О, при веще-

ственном −+ 421 aaa  относительно осей координат; CГ =
2  при 

,05321 === aaaa  множество 2Г  содержит точку О» [3–А], [4–А].  

По аналогии с параграфом 3.2 (лемма 3.5) в этом случае справедлива 

следующая 

Лемма 3.7. Пусть коэффициенты уравнения (3.81) удовлетворяют 

условиям 

            
,54 aа 
   

.22 421

2

2

2

1

2

5

2

4

2

3 aaaааaaа +++−+ ,     
    

     (3.86)    

Тогда множество   Г  будет  пустым.    

Доказательство проводится подобно доказательству леммы 3.5. 

Теперь рассмотрим уравнения вида (3.81) с переменными коэффициен-

тами. Будем предполагать, что все коэффициенты оператора 2M  принадле-

жат гёльдеровому пространству С . Тогда оператор 2M  будет действовать из  

2

С   в С  и является ограниченным. Этот факт проверяется аналогично как 

для оператора с главной частью  zz   (см. п. 3.2.1). 

Для оператора  ССM →2

2 :  имеют место аналоги теорем 3.6 – 3.8 о n-

нормальности и d-нормальности.  

Теорема 3.12. Пусть Cza j )( . Оператор  ССM →2

2 :  будет n-

нормальным, тогда и только тогда, когда  все предельные уравнения 

2

2 0
~

CвwM =   не имеют ненулевых решений. 

Теорема 3.13. Если Ca j   и оператор  ССM →2

2 :  d-нормальный, то 

все предельные уравнения 0
~

2 =wM     в  
2

C   не имеют ненулевых решений. 
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Теорема 3.14. Пусть коэффициенты оператора 2M
 являются  слабо 

осциллирующими на бесконечности и найдутся положительные числа   и ,R

что для Rz    выполнены условия: 

;)()() 54 + zazaa
 

.)()()(2)()()()(2)() 421

2

2

2

1

2

5

2

4

2

3 ++++−+ zazazazazazazazab   

Тогда оператор  ССM →2

2 :  будет  d-нормальным.   

Доказательства теорем 3.12 и 3.13 проводятся аналогично как доказа-

тельства теорем 3.6 и 3.9 соответственно. 

Доказательство теоремы 3.14. Покажем, что оператор  CCM →2

2 :  

будет d-нормальным. Прежде всего докажем, что все предельные операторы  

          ,0~~~~~~
543212 =+++++ wawawawawawwМ zzzzz                               

как операторы, действующие из 
2

C  в C  имеют нулевое ядро. Действитель-

но, из условия слабой осциллируемости на бесконечности коэффициентов 

оператора 2М  следует, что коэффициенты 5,...,2,1,~ =ja j  всех предельных 

операторов 2

~
М  будут постоянными, т.е.   

.5,...,2,1,~ = jconsta j  

Далее из условий а) и b) теоремы путем перехода к пределу при →z  

получаем, что для коэффициентов 5,...,2,1,~ =ja j  всех предельных операто-

ров 2

~
М  верны неравенства:  

;~~
54 aa 

 

.~~~2~~~~2~
421

2

2

2

1

2

5

2

4

2

3 aaaaaaaa +++−+  
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Из этих неравенств и леммы 3.7 получаем, что носители решений Sw    

уравнений  М 0
~

2 =   )(
~

22 MHM   будут пустыми. Поэтому 0
~

2 =MKer  и 

в силу теоремы 3.13  CCМ →2

2 :  будет n-нормальным. Следовательно, об-

раз этого оператора 
2

2 CМ  будет замкнутым.  

Остается показать, что коядро оператора, т.е. ядро сопряженного опера-

тора ( ) ( )**:* 2

2  CCМ →  является конечномерным. Для нашего случая ядро 

сопряженного оператора *2М  будет изоморфным ядру союзного оператора:  

          ( ) ( ) ( ) .543212 wawawawawawwМ
zzzzz

T
++−−−=                    (3.87) 

Это устанавливается стандартным образом аналогично как в теории эл-

липтических операторов на компактных многообразиях [36], [102].  

Оператор 
ТМ 2  представим в виде 

( ) ( )  ( )  .35214

3212

waawaaa

wawawawwМ

zzz

zzzzz

Т

−+−−+

+−−−=
                     (3.88) 

Нетрудно доказать, что у слабо осциллирующих на бесконечности 

функций все производные первого порядка на бесконечности стремятся к ну-

лю. Поэтому предельные операторы для оператора 
ТМ 2  имеют вид 

                 .
~ 0

5

0

4

0

3

0

2

0

12 wawawawawawwМ zzzzz

T
++−−−=               (3.89) 

Легко уследить, что коэффициенты предельных операторов (3.89) удо-

влетворяют неравенствам (3.86). Поэтому 0
~

2 =TMKer . Тогда из теоремы 3.12 

получаем, что оператор 
ТМ 2  CC →2:  является n-нормальным и поэтому 

имеет конечномерное  ядро.  Поэтому оператор *2М  также имеет конечно-

мерное  ядро.  

Итак, в случае гладких коэффициентов d-нормальность оператора 2М  

установлена.  
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В общем случае, когда Cza j )(  используя метод усреднения коэффи-

циентов, можно доказать d-нормальность оператора 2М .  

Теорема 3.14 доказана.
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ГЛАВА 4 

АНАЛИЗ И ОБСУЖДЕНИЕ  РЕЗУЛЬТАТОВ  

 

Объектами исследования диссертации являются системы четырёх веще-

ственных линейных у.ч.п. вида 

 

                                                
)1.4(,0=++ BuAuu

yx                                             

 

здесь ,),,,( 4321

Tuuuuu = −BA,  вещественные постоянные матрицы порядка 

четыре и эллиптические системы уравнений второго порядка с одной ком-

плексной переменной вида 

,0)()(

)()()(

54

321

=++

++++++

wzawza

wzawzawzawwwLw zzzzzzzzz 
                   (4.2) 

где − ,,  постоянные, одновременно не равные нулю. Эти системы ис-

следованы в функциональных пространствах на всей плоскости с дополни-

тельными условиями типа ограниченности на бесконечности и не выше сте-

пенного роста на бесконечности. 

Двумерные эллиптические системы вида (4.1) с переменными коэффи-

циентами в гёльдеровых пространствах функций на всей плоскости изучены 

в работе Э. Мухамадиева и С. Байзаева [52] и получены критерия нётерово-

сти таких систем и формула для индекса. Система вида (4.1) в случае 
2Ru , 

а также в эллиптическом и гиперболическом случаях при условии перестано-

вочности матриц А и В рассматривались в работах С. Байзаева и Д.А. Воси-

товой (см., например, [6], [30]). Для двумерного случая установлены утвер-

ждения о решениях умеренного роста, в частности решениях, имеющих рост 

при →+ yx  не выше чем многочлен порядка N . В последнем случае 

получена формула для размерности указанного пространства. В 

многомерном случае, указанном выше, получены формулы общего решения 



110 

 

и выделены решения степенного роста, а также формулы для размерности 

пространства таких решений.
                    

 

Развивая метод исследования указанных работ, во второй главе диссер-

тации исследованы четырехмерные системы вида (4.1) произвольного типа.  

Основными результатами этой главы являются теоремы 2.2 – 2.4, а также 

формулы для решений умеренного роста и решений, имеющих рост при 

 не выше чем многочлен.  

В параграфе 2.2 для модельной эллиптической системы вида (4.1) 

определена структура множеств ,1Г −2Г нулей вещественной, 

соответственно мнимой части определителя символа системы (4.1). Эта 

структура зависит от элементов матрицы В и результат сформулирован в 

виде теоремы 2.2.  В отличии от двумерных систем,  рассмотренных в рабо-

тах В.С. Виноградова [27], С. Байзаева и Д.А. Воситовой [30], где множество 

21 ГГГ =  может быть пустым, состоять из одной или двух точек, в 

рассматриваемом случае систем из четырех уравнений множество Г  может 

состоять из одной, двух или трех точек. Определяя структуру множества Г  

построены соответствующие многообразия решений системы и результат 

изложен в теореме 2.3. 

В третьем параграфе исследована система (4.1) для случая, когда 

,
0

0

1

1










−
=

A

A
A  .

01

10
1 







 −
=A  

В этом случае, в общем, матрицы А и В не являются перестановочными и 

система является гиперболической. Оказывается, что для данного случая 1Г  

не пусто, симметрично относительно осей координат, может состоять из од-

ной, двух, трёх, четырёх неограниченных кривых или нескольких точек, а 

2Г  содержит прямую ,0=
 симметрично относительно осей координат, 

может состоять из двух кривых (прямых), может совпадать со всей плоско-

→+ yx
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стью .2R  Показано, что решения из пространства  S  определяются 

формулой вида   

),,(),(),( )()( 0000 yxQeyxPeyxU yxiyxi  +−+ +=  

где −QР,
 
многочлены произвольного  порядка N, коэффициенты которых 

определяются через элементы матрицы В, ( )−00, произвольная точка 

множества .  Многообразие таких решений является бесконечномерным 

(имеет мощность континиум).  

В четвертом параграфе на основе схем, построенных в предыдущих 

параграфах для модельных систем, исследована общая система вида (4.1). 

При помощи компьютерного моделирования обнаружено, что для 

четырёхмерных систем вида (4.1) эллиптического типа, в отличие от 

двумерных систем (см. [6]), пространство решений, имеющих рост при  

→+ ух  не выше чем многочлен порядка N, может быть 

бесконечномерным. Построен соответствующий пример. Пусть в системе 

(4.1) 

.

1012

0112

2110

2101

,

0001

0010

1000

0100



















−

−

−−

=



















−
= ВА  

Собственные значения матрицы А равны:  

).1(
2

2
),1(

2

2
4,32,1 ii −=+=   

В данном случае система (4.1) является эллиптической. Матрицы А  и  В  не 

коммутируются, поэтому результаты работы С. Байзаева и Д.А. Воситовой 

[6]  нельзя применять. Семейство вектор-функций                            

,),( )()(

−

+−

+

+ += pepeyxU yxiyxi   

где  

−),(   точка кривой : ,029 2244 =−+−+    
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−p векторы, соответственно удовлетворяющие  соотношениям  

,0)( 4 =+ pQPiEi   

будут решениями системы (4.1), являются ограниченными во всей плоскости 

и образуют бесконечномерное пространство. 

Это различие от двумерного случая показывает, что исследование че-

тырехмерных систем вида (4.1) является актуальным как в теоретическом, 

так и в практическом плане.  

Имеется и другое существенное различие от двумерного случая. В 

случае четырехмерных систем множество Г  может быть замкнутой кривой, 

и не одной. Например, для системы  

                     0
0

00

0

2

31

1
=








+









−
+

E

B
U

A

A
U

yx
                                      (4.3) 

где  

,
4

2

3

1

1 







=

a

a

a

a
A        причем ),(,1,0

332

2

141
bijBaaaaa =−=+=+   

множество  Г  равняется  множеству точек ),(  , для которых  

.0det))(()( 3

22

41

222 =+++++ Bbb   

Заметим, что система (4.3) является эллиптической. Пусть  

),(
2

1
),(

2

1
412411 DbbDbb −−−=+−−=   

где  

.det4)( 3

2

41 BbbD −+=  

Если 0det 3 B , то множество Г – окружность с центром в начале координат, 

радиуса .1  Если же 0det
3
B  и ,0D то при 041 +bb  множество Г 

состоит из  двух  окружностей с центрамы в начале координат и радиусами 

,1 ,2  а при 041 +bb  будет пустым. Наконец, если 0det 3 =B , то при 
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041 +bb  множество Г состоит из  точки 0 и окружности с центром в начале 

координат и радиуса ,1  а при 041 +bb  будет пустым. 

 Для решений системы (4.3) из пространства S  справедлива ниже при-

водимая теорема, в которой используется формула о представлении обоб-

щенной функции с носителем на окружности  2

0

22 ryx =+  [10, стр. 3] 


=

−=
N

k

k

k rrrc
0

0

)( )),,(),()((),(                        (4.4) 

где  

,,0),(),(),sin,cos(),( Drrerrr i ==    

 2)( −kс -периодические обобщенные функции. 

Теорема 2.4. 1) При 0<detB
3

 решение системы (2.45) имеет вид    

1),( −=FyxU , 

где   определяется по формуле (2.43), в которой =
0
r 1 ; 

2) При 0detB
3
  и 0D , если 0

41
+bb , то 

)(),(
21

1  += −FyxU , 

где 
21,  определяются по формуле (2.43) с =

0
r ,1 ,2  соответственно, 

а если же 0
41
+bb , то система (2.45)  в S  не имеет нулевых решений; 

3) При 0det 3 =B ,  если 0
41
+bb , то 

 )(),(
10

1  += −FyxU , 

где 
0 – распределение с носителем в точке 0, а если же 0

41
+bb ,  то си-

стема (2.45)  не имеет в S  ненулевых решений. 

В случае общей системы (4.1) составлен алгоритм нахождения носите-

ля образов Фурье решений системы из пространства S . Определяя эти носи-

тели можно затем найти соответствующие решения. 
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Глава 3 посвящена комплексным у.ч.п. второго порядка вида (4.2). Это 

уравнение является обобщением уравнений бианалитических и метааналити-

ческих функций. Уравнениям бианалитических и метааналитических функ-

ций посвящено много работ (см., например, [11], [13]). В работах М.Б. Балка, 

М.Ф. Зуева, А.А. Гольдберга, А.П. Солдатова и их последователей (см., 

например, [11] - [14], [22], [82], [85], [86], [95], [101]) для выше указанных 

уравнений установлены ряд свойств, в частности,  граничные свойства и 

формулы представления решений этих уравнений и предложены схемы ре-

шения граничных задач для них, краевых задач типа Газемана, типа Карле-

мана, типа Неймана и типа Рикье для метааналитических функций. Получены 

необходимые и достаточные условия разрешимости этих задач. Из задач в 

неограниченных областях рассмотрены только задача сопряжения и внешняя 

краевая задача типа Карлемана в случае единичного круга.  

А.В. Бицадзе доказано (см. [18], [20], стр. 133), что для уравнения биа-

налитических функций задача Дирихле не является нётеровой, выписаны ре-

шения, образующие бесконечномерное линейное пространство.  

В диссертации показано, что ядро систем вида (4.2) в пространстве 2

C  

могут иметь бесконечную размерность, т.е. для таких систем задача  о реше-

ниях из 
2

C  в общем случае не является нётеровой.  

В связи с выше указанным, исследование для систем вида (4.2) задач о 

решениях полиномиального роста и о нормальной разрешимости этих урав-

нений в гёльдеровых пространствах функций на всей комплексной плоскости 

является актуальным.  

В параграфе 3.1 рассмотрена система вида 

              .0)()()( =+++ wzcwzbwzаwLw
zzz

                         (4.5) 

В предположении, что коэффициенты cba ,,  являются постоянными установ-

лена теорема 2.5 о явном виде решений из S . Отметим, что присутствие в 

(4.5) слагаемого wc  меняет картину многообразия решений системы (4.5). 
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Например, в данном случае многообразие решений полиномиального роста 

может быть бесконечномерным, т.е. утверждение типа теоремы Лиувилля, 

справедливого для бианалитических функций [13], не имеет место для 

уравнений вида (4.5).   

В параграфах 3.2 и 3.3 исследованы уравнения и операторы следующих 

видов 

)6.4(,0)()()()()( 543211 =+++++ wzawzawzawzawzawwL zzzzz  

)7.4(,0)()()()()( 543212 =+++++ wzawzawzawzawzawwL zzz
 

)8.4(,0)()()()()( 543213 =+++++ wzawzawzawzawzawwL zzzzz
 

где − оператор Лапласа, в гёльдеровых пространствах функций 2

C  на всей 

комплексной плоскости.  

Отметим, что и для уравнений (4.6) – (4.8) многообразие решений, 

имеющих рост при →z  не выше многочлена порядка N , может быть 

бесконечномерным, т.е. утверждения типа теоремы Лиувилля в общем случае 

для этих уравнений не имеют место. 

В параграфе 3.2 установлены теоремы 3.6 – 3.8 относительно n-

нормальности и d-нормальности оператора  CCL →2

1 : .  

В теореме 3.6 утверждается, что n-нормальность этого оператора экви-

валентна отсутствию ненулевых решений, так называемых, предельных 

уравнений в пространстве 
C . Предельные уравнения имеют также вид (4.6), 

только их коэффициенты определяются через частичные пределы 

соответствующих коэффициентов оператора 
1L  на бесконечности. Например, 

если коэффициенты Ca j   на бесконечности стабилизируются или имеют 

слабую осцилляцию на бесконечности, или же их частные производные 

стремятся при →z  к нулю, то коэффициенты всех предельных уравнений 

будут постоянными. В связи с последним, исследован вопрос об отсутствии 
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ненулевых решений уравнений вида (4.6) с постоянными коэффициентами в 

пространстве C ; результат исследования сформулирован в виде леммы 3.5.  

В теореме 3.7 утверждается, что условие отсутствия ненулевых реше-

ний предельных уравнений в пространстве C  является необходимым для d-

нормальности оператора  CCL →2

1 : , а в теореме 3.8, в случае слабой ос-

цилляции коэффициентов на бесконечности, получены достаточные условия 

для d-нормальности в виде двух неравенств, выписываемых непосредственно 

через коэффициенты самого оператора. 

В параграфе 3.3 установлены теоремы 3.9 – 3.14 относительно n-

нормальности и d-нормальности операторов 3,2,: 2 =→ jCCL j  . В теореме 

3.9 (соответственно 3.12) говорится об эквивалентности n-нормальности опе-

ратора  CCL →2

2 :  (соответственно 
3L ) отсутствию ненулевых решений со-

ответствующих предельных уравнений в пространстве C , а в теореме 3.10 

(соответственно 3.13) – о том, что последние условия достаточны для d-

нормальности оператора  CCL →2

2 :  (соответственно 
3L ). Теоремы 3.11 и 

3.14 это теоремы, связывающие свойства d-нормальности операторов  

3,2,: 2 =→ jCCL j   с выполнением некоторых неравенств, выписываемых 

непосредственно через коэффициенты самых операторов.  

Найдены условия отсутствия ненулевых решений уравнений вида (4.7) 

и (4.8) с постоянными коэффициентами в пространстве C . Эти условия явно 

выражаются через коэффициенты указанных уравнений, и они приведены в 

формулировках лемм 3.6 и 3.7.   

Все теоремы 3.6 – 3.14, в отличие от классических методов [12], [23], 

[24], доказываются методами функционального анализа. Такого типа теоре-

мы ранее были известны для эллиптических операторов первого порядка на  

плоскости (см., например, [7], [8]).  
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Выводы  

Объектами исследования диссертации являются системы четырёх веще-

ственных линейных у.ч.п. вида (4.1) и эллиптические системы уравнений 

второго порядка с одной комплексной переменной вида (4.2). Эти системы 

исследованы в функциональных пространствах на всей плоскости с дополни-

тельными условиями типа ограниченности на бесконечности и не выше сте-

пенного роста на бесконечности. По итогам исследования получены следу-

ющие новые результаты: 

• найдены явные формулы для решений из пространства S  модельной 

системы [1-A], [5-A], [10-A];   

• найдены явные формулы для решений умеренного роста системы (4.1), 

когда коэффициенты определяются формулами  

,
0

0

1

1










−
=

A

A
A  








=

43

21

BB

BB
B , 

где ,1A  −jB матрицы второго порядка [1-A], [8-A], [9-A];  

• предложен алгоритм нахождения решений, имеющих рост при 

→+ yx
 
не выше чем ( ) ,

N
yx +   системы уравнений вида (4.1) [2-A], [11-

A];  

• найдены явные формулы для решений из пространства S  системы 

(4.5),  когда коэффициентов постоянны [3-A], [4-A], [6-A], [12-A];  

• в терминах предельных уравнений найдены необходимые и достаточ-

ные условия n-нормальности операторов вида  CCL →2:
 
[3-A], [7-A]; 

• в терминах коэффициентов найдены достаточные условия n-

нормальности операторов вида  CCL →2:  [3-A]; 

• в терминах коэффициентов найдены достаточные условия  d-нормаль- 

ности операторов вида  CCL →2:   [3-A], [7-A].
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Рекомендации по практическому использованию результатов 

Полученные в диссертации результаты в основном носят теоретиче-

ский характер. Эти результаты и методы исследования задач можно исполь-

зовать при изучении нелокальных задач для других классов у.ч.п. на плоско-

сти и в пространстве. Некоторые раздели диссертации можно использовать 

при проведении учебных занятий со студентами и магистрантами математи-

ческих профилей. 
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