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Основные классы функций и  функциональные пространства  

В предлагаемой работе вводим некоторые основные классы функций и 

функциональные пространства, которые часто будут пользоваться во всех 

главах работы. Ограничимся рассмотрением этих классов функций для двух 

переменных в действительных и комплексных плоскостях. 

     1.Пусть дан класс С( Df , ). Его называют множеством непрерывных 

функций в замкнутой области по каждым ее аргументам. Откуда следует 

ограниченность функции на данной замкнутой области. 

     2.Если дан класс функций ),(1 DfС , то это означает, что функции этого 

класса  являются непрерывно- дифференцируемые. Следовательно, 

производные первого порядка функций, также в области D -непрерывны. 

     3.Если дан класс функций  ),( 0

2 DfС , то это означает, что функции этой 

области  непрерывно-дифференцируемые до второго порядка  почти во всей 

данной области, не содержащиеся особые точки данной области. 

      4.Пусть функция f(z) (или f(x)) на данных областях (комплексной либо 

действительной областях) удовлетворяют неравенству 

                            10,)()( 2121  


zzHzfzf  

то говорят, что данная функция f на данной области удовлетворяет 

условию Гёльдера со степенью .0  Если на данном неравенстве 

1 , то говорят, что функция f  в данной точке удовлетворяет условию 

Липщица. 

       5.Если рассматривать класс функций RA(f, D ), то это означает, что 

функция f(x,y) на данной области разлагается в равномерно сходящее двойного 

степенного ряда  на данной области   
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Если дан класс функций ),,(),,( 21 DfСDfС zz  то это означает, что функции 

этого класса непрерывно-дифференцируемые первого и второго порядка, а 

интегралы понимаются в виде интеграла Коши, а также  Коши-Векуа 

соответственно:   
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Эти указанные свойства функций верны и в многомерных пространствах. 

 

Литературный обзор работы, предисловие  

  Актуальность темы. Исследование и методы нахождения 

многообразия решений систем дифференциальных уравнений вида уравнений 

в полных дифференциалах (п.д.- систем), с прошлых веков по настоящее 

время, привлекают особое внимания многих учёных мира, поскольку они 

очень часто применяются к решению задач механики, газодинамики, 

гидродинамики, теории упругости, потенциала поля, электромагнитных волн, 

экологии, экономики, медицины и других отраслях прикладных наук. Там они 

определялись как переопределённые системы уравнений с частными 

производными как с двумя, так и со многим количеством неизвестных 

функций с двумя, тремя и несколькими независимыми переменными. Здесь, 

термин переопределённость системы уравнений в частных производных вида 

в п.д.- системах означает, что в системах уравнений в частных производных, 

количество её уравнений больше, чем количество неизвестных функций. 

Нелинейные   переопределённые системы уравнений в полных 

дифференциалах с одной неизвестной функцией (в действительных а также 

комплексных плоскостях), и системы дифференциальных уравнений в 

частных производных первого, второго и старшего порядка, в прошлом 

широко были изучены в работах Якоби, Рикье, Л. Эйлера, Коши, Римана, С. 

Ковалевской, а также в работах других учёных: [23], [346], [231]-[232], [349].    
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В двадцатом веке, многие учёные России, а именно М.В.Келдыш [43], 

А.В.Бицадзе [13] и другие, исследуя уравнения в частных производных 

второго порядка, решают задачи Дирихле на отрезке [0,1] верхней 

полуплоскости, именно в действительной оси, для данных уравнений. 

В.Н.Монахов и его ученик Р.М.Гарифулин [25], изучая фильтрации 

жидкостей, приходят к переопределённым системам уравнений с двумя 

неизвестными функциями, Л.Г.Михайлов, Р.Пиров, Э.Рузметов [148-150] 

исследовали задачу определения деформации твёрдых тел, М.Юнуси его 

ученики [350], Б.Шарипов, А.Менгниев [282], [287], [343] и другие, исследуя 

задачи экономики и экологии, решали задач по построению математические 

модели в процессе торговля, а также экономики и экологии в отрасли 

пчеловодства. В случае тождественного выполнения условий совместности, 

решение изучаемых систем находится в явном виде. В процессе решения   

задачи о рекламе торговли народного потребления, была получена 

экономическая модель продаваемого товара. А также, исследования системы 

дифференциальных уравнений с частными производными и их приложения в 

различных направлениях естественных наук изучались в работах: [1], [22], [35-

45], [228]. В изучаемых работах: [32], [35-45], [54-57], [120], [245-248], [258], 

[282], [347-349] и других работах исследуются системы дифференциальных 

уравнений в частных производных второго и высшего порядков, в которых 

заменами определёнными видами, приводятся к эквивалентным системам 

уравнений первого порядка, либо к системам вида в полных дифференциалах. 

Решая эти систем, определёнными способами, затем, переходя к прежним 

переменным, в случае тождественного выполнения условий совместности, 

найдём многообразия решений последних систем. После этого, переходя к 

прежним переменным, получаем многообразия изучаемых уравнений второго 
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порядка, которые выражаются через произвольную постоянную и некоторые 

произвольные функций ограниченного количества аргументов. Заметим, что 

эти задачи возникают в изучение колебание волны, на линии или струнах, 

плоскости и пространств. Построение математических моделей этих задач 

приводят к исследованию работ, указанных выше.  В этих выше указанных 

работ находятся приложения изучаемой работы в естественных науках.  

В настоящей работе, исследуются некоторые классы переопределённых 

систем уравнений в полных дифференциалах первого порядка с одной 

неизвестной   функцией, действительными переменными в классе 

непрерывно-дифференцируемых функций, а также по комплексным 

переменным в классе вещественно-аналитических функций, двух, трёх и 

произвольного числа независимых переменных. В этом и заключается 

актуальность темы настоящей предлагаемой работы. 

Целью настоящей диссертации является выделение некоторых классов 

переопределённых систем уравнений в полных дифференциалах (п.д.- систем) 

и нахождение многообразия всех решений систем одной функции, от двух, 

трёх, и произвольного числа независимых переменных в декартовых, 

полярных и сферических координатах, с сингулярными линиями, 

поверхностями и точками. А также в классе вещественно-аналитических 

функций, исследуя аналогичные системы, как в действительных, так и в 

комплексных плоскостях, находятся многообразия всех решений, изучаемых 

переопределённых обобщённых систем Коши-Римана с сингулярными 

коэффициентами.   Во всех случаях исследуется поведение решений систем в 

области, в точках линии вырождения и особых точках данной области. 

Методы исследования в диссертационной работе, базируются на 

классическом вещественном анализе, теории функций комплексного 
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переменного, теории обыкновенных дифференциальных уравнений и 

уравнений в частных производных, соответственно, в действительных и 

комплексных плоскостях. Нами используются некоторые методы решений 

п.д.- систем с регулярными и сингулярными коэффициентами, изложенные в 

некоторых работах академика Л.Г.Михайлова «Некоторые переопределённые 

системы уравнений в частных производных с двумя неизвестными 

функциями», изданной в 1986-м году, а также результаты моей кандидатской 

диссертации. 

В научной новизне диссертационной работы установлены следующие 

новые результаты: 

 в случае тождественного выполнения условий совместности системы 

нелинейных и квазилинейных уравнений в полных дифференциалах с 

сингулярными точками, либо сингулярными линиями   на плоскости, 

либо в трёхмерном и n- мерном пространстве, находятся частные, либо 

особые решения системы. А в случае тождественного выполнения 

условия совместности, определяются многообразия всех решений 

систем, а также единственное решение задачи Коши для исходных 

систем; 

 во многих случаях в п.д.- системах, считая некоторые функций из 

правых частей уравнений как известными функциями, определяется 

взаимосвязь между оставшимися функциями в уравнениях систем. В 

классах этих систем определяемых функций, во- первых, условия 

совместности систем выполняются тождественно, во – вторых, 

особенность в некоторых уравнениях систем устраняется. При этом 

обеспечивается непрерывность многообразия решений систем по 

некоторым независимым переменным; 
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 в работах Л.Г.Михайлова были исследованы свойства вырождения 

порядка в п.д.- системах с линейными правыми частями. А также 

изучались свойства зануления в особых точках, либо в особых линиях 

вырождения плоскости, в трёхмерном и многомерных пространствах в 

линейном случае. Во многих научных работах результаты, полученные 

Л.Г.Михайловым, будут обобщены на случай, когда в уравнениях 

систем данные функции являются нелинейными, а также 

квазилинейными, что выделяет некоторые затруднения. Аналогичным 

образом будут изучены и некоторые классы переопределённых 

нелинейных обобщённых систем Коши- Римана в классе вещественно- 

аналитических функций; 

 указано, что в рассматриваемых п.д.- системах плоскости в особых 

точках, либо особых линий вырождения, задачу Коши ставить нельзя. 

Поскольку, в этих случаях, из правых частей уравнений систем можно   

определить некоторые особые, либо частные решения. Эти результаты 

можно применять в п.д.- системах произвольного числа независимых 

переменных, а также для переопределённых нелинейных обобщённых 

систем Коши-Римана. Такой результат впервые был получен 

Л.Г.Михайловым в 2002 г; 

 указано, что в некоторых линейных и нелинейных п.д.- систем, в случае 

тождественного выполнения условий совместности, многообразия их 

решений могут быть однозначными, а иногда многозначными; 

 многообразия решений, изучаемых в работе п.д.- систем, в трёхмерном 

и n-мерном пространствах в действительной плоскости являются 

однозначными, а в комплексной плоскости во всех случаях, оно всегда 
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многозначно. Полученные результаты автором в выполнения настоящей 

работы, впервые. 

Практическая и теоретическая значимость настоящей работы, в 

основном, имеет теоретический характер. Все полученные результаты, 

изложены в диссертации и являются новыми. Практическая значимость 

исследования в работе заключается в том, что она может быть применена в 

теории переопределённых систем уравнений в частных производных второго 

и более высокого порядка. А также для решений многих задач гидродинамики, 

газодинамики, теоретической прикладной механики, математической физики, 

медицины, биологии, решении многих задач экономики, рекламы торговли, 

экологии, решений некоторых задач сейсмологии и других направлений 

прикладных наук. Научная ценность работы состоит в том, что полученные в 

ней результаты расширяют и углубляют представления о построении   

решений всех видов п.д.- систем с вырождением различного конечного 

порядка.  

Из учебного материала курса математического анализа известно,  что  

полные дифференциалы одной неизвестной функции двух либо нескольких 

действительных независимых переменных выражаются формулами, 

изученные в: [29, 31-59], [71], [84, 94, 137, 142-171, 190], [205, 229, 231, 257, 

269, 272] и других работах. 

Сперва рассматривается уравнений в полных дифференциалах видов: 
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      Формулы вида (0.1) и (0.2) равносильны следующим системам 

уравнений в полных дифференциалах (называемым п. д.- системами): 
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.            (0.4) 

Если в системе уравнений  (0.4) nm  , то её называют системой 

уравнений в полных дифференциалах. В случаях, когда  nm  , либо  

nm  ,   систему (0.4) соответственно называют  переопределённой,  либо  

неполной системой уравнений в частных производных. Системы уравнений 

вида (0.3), (0,4) будем называть переопределёнными системами уравнений в 

частных производных потому, что в этих п.д.- системах не менее двух 

уравнений, а неизвестная функция – одна. Аналогично, в некоторых других 

видах систем количество неизвестных функций ( 2m ) меньше, чем 

количество её уравнений ( 3n ). В настоящей работе рассматривается один 

класс переопределённых систем уравнений в частных производных, для 

которых неизвестная функция – одна, а количество уравнений совпадает с 

количеством независимых переменных. Если в п.д.- системах (0. 3),  либо (0. 

4) функции  kaba ,,
 не зависят от искомой функции   u,  то  их называют 

линейной (классической) п.д.- системой. П.д.- системы (0.3), либо (0.4) 

называют совместными, если они имеют некоторые определённые решения 

(частные, либо общие). И наоборот, если указанные п.д.- системы (0.3) и (0.4) 

не имеют каких -  либо решений, то их называют несовместными системами. 

       Как указано, например, в [18,25], [58,91,94] системы вида (0.3) и (0.4) 

могут иметь частные решения, либо многообразие решений, содержащих одну 

произвольную постоянную, либо имеют единственное решение, 
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удовлетворяющее задаче Коши. Заметим, что единственное решение систем 

(0.3), (0.4)  находится с помощью задачи Коши вида: 

   0uu     при 00 , yyxx  , либо  0uu  при ),1(,)0( nkxx kk  .       (0.5) 

    Производя  перекрестные дифференцирования в системах (0.3) и 

(0.4), соответственно, получим 
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               (0.7) 

    Формулы вида (0.6) для системы (0.3), а также (0.7) для системы (0.4) 

соответственно называют условиями их совместности. Количество 

соотношений в (0.7) равно целому числу   2),1(5,02  nnnCn . Также 

отметим, что если условия совместности выполняются, но не тождественно, 

тогда из этих неявных соотношений по аналогии с  теоремой  о  неявных 

функциях,  либо о системе неявных функций  [251], можно определить 

некоторые функции,  которые могут быть, либо могут и не быть решениями 

системы (0.4). В таком случае, эти найденные из (0.6) и (0.7) функции, 

возможно, будут только лишь частными решениями систем (0.3) и (0.4). В 

случаях тождественного выполнения условий совместности (0.6) и (0.7), будет 

найдено многообразие решений систем (0.3) и (0.4). Отметим, что выполнение 

указанных условий является необходимыми и достаточными; при этом 

системы (0.3) и (0.4) будем называть вполне интегрируемыми системами, а 

условия (0.6), (0.7) - условиями полной интегрируемости (у. п. и.), или 

условиями совместности указанных выше систем. Системы вида (0.3), (0.4) 

называют вполне интегрируемыми, если для них будут выполнены условия 

(0.6), (0.7) (тождественно) и указанные системы имеют решения. 
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Исследованием систем уравнений с частными производными различного 

порядка не менее чем с двумя неизвестными функциями (для некоторого 

класса аналитических функций) посвящены работы Клебше, Якоби, Рикье, 

Майера, Э.Камке, Коши, С. Ковалевской, В. Тучке и других   учёных, 

которыми были получены весомые результаты. С 1970-го года представители 

математической школы Таджикистана Л.Г.Михайлов, Б.М.Бильман, 

З.Д.Усманов, Э.М.Мухаммадиев, 

Э.Рузметов, Н.Раджабов, С.Байзоев, Дж.Сафаров, А.Расулов, Р.Пиров, 

Ф.Шамсуддинов, [84]-[92], [156]-[185], [224], [207], [121], [264], и другие, а 

также их ученики занимались исследованием переопределённых   систем 

уравнений в частных производных, в действительных и комплексных 

плоскостях, и внесли весомые вклады в развитие этого направления науки.  Во 

второй половине 20-го века в Институте гидродинамики СО АН СССР, под 

руководством академика АН России В.Н. Монахова [120], была исследована 

теория систем дифференциальных уравнений в частных производных, 

применялась для решения задач гидродинамики и газодинамики. Например, 

учеником В.Н.Монахов, Р.М.Гарифулином [23] и другими изучались 

фильтрация жидкостей, при этом, также исследовались переопределённые 

системы уравнений в частных производных с двумя неизвестными функциями 

вида 

.0),(),(,0),(),( 
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С учетом выполнения условий  совместности в исходной системе 
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,  ими найдено единственное решение данной системы. 

В работах профессоров Э.М.Мухаммадиева и С.Байзаева [4-9], [121]-

[122] изучались линейные обобщённые системы Коши-Римана (о.с.К.- Р.) вида 
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w
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с ограниченными функциями на всей комплексной плоскости 

коэффициентами 
1)(),( zCzbza  . Авторами этой работы были найдены 

необходимые и достаточные условия нётеровости дифференциального 

оператора в пространстве Гёльдера, а также было изучено поведение медленно 

растущих обобщённых решений на бесконечности, в работах Сафарова Дж. 

исследовано свойство двояко периодичности функции в обобщённых систем 

Коши-Римана [86,87]. 

Начиная с 1963 года академиком АН РТ Л.Г.Михайловым [71]-[81].  был 

внесён весомый вклад в развитие теории обыкновенных дифференциальных 

уравнений и дифференциальных уравнений с частными производными, а 

также обобщённых систем Коши-Римана. Исследованием этой тематики также 

занимались З.Д. Усманов [235], Н.Раджабов, Э.Рузметов, Р.Пиров, А.Расулов, 

А.Мирзоев, Б.Шоймкулов, Ф.Шамсудинов [261]-[264], и другие.  

Л.Г.Михайлову [84-117], принадлежал оптимальный вариант решения 

некоторых классов линейных и нелинейных п. д.- систем, приемлемый и для 

линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с регулярными и 

сингулярными коэффициентами, на действительной плоскости, а также для 

линейных обобщённых систем Коши-Римана с регулярными и сингулярными 

коэффициентами. Во всех случаях исследуются поведения решений систем в 

точках  линий вырождения и особой точки  области. Также велики заслуги Л.Г. 

Михайлова  в развитии   теории квазилинейных обобщённых систем  Коши-

Римана в классах непрерывно-дифференцируемых функций, ( ),2( kC k

С), 

классе вещественно - аналитических функций (RA) ,  и других классах, а также 

в развитии других направлений задачи сопряжения. Во второй половине 20-го 
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века, под общим руководством Л.Г. Михайлова стали творчески развивать эту 

теорию его ученики З.Д. Усманов, Н. Раджабов, Э. Рузметов, Н. Усмонов, 

Г.Джангибеков, Р. Акбаров, Р. Пиров, ученики Раджабова Н., А.Сатторов, 

А.Джобиров, Ф.М. Шамсиддинов,  Б. Шоимкулов и другие. Академиками З.Д. 

Усмановым, Н.Раджабовым и Г.Джангибековым [32]   организованы свои 

направления научных школ.  Н. Раджабов и его ученики, в некоторых своих 

работ, исследуют и преобразуют линейные уравнения в частных производных 

второго и высшего порядка к  эквивалентным системам линейных уравнений, 

с регулярными и сингулярными  коэффициентами [159]-[200]. В случае 

тождественного выполнения условий совместности изучаемых систем, 

находятся многообразия решений полученных линейных систем. Также в этих 

работах проводились исследования переопределённых систем линейных 

уравнений  первого и второго порядка с сингулярными линиями и 

сингулярными точками различного порядка. Изучена обобщённая система 

Коши-Римана с сингулярными точками в работе [71-100] и других работ. 

В монографиях М.В. Келдыша [43] и А.В. Бицадзе [13] были изучены 

эллиптические уравнения второго порядка с параболическим вырождением на 

границах области их задания. В их трудах рассматривались линейные 

неоднородные либо однородные уравнения, найдены решение задача Е на 

верхней полуплоскости 
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в случае  m=0, n 0 , либо m 0 , n=0, (когда 0),( yxf  либо 0),( yxf ). Для 

указанного уравнения особыми линиями считаются линии y=0, x=0. Авторами 

допускается, что в особых точках линий y=0, x=0 начальные условия ставить 

нельзя, поскольку при учёте этих условий находятся некоторые частные 
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решения задачи Дирихле в верхней полуплоскости, проходящей через точки 

(0,0) и (1,0) по оси абсцисс. 

Системам с сингулярными дифференциальными и интегральными 

уравнениями посвящены монографии Н.П.Векуа и А.Д.Джураева [17,34].  

Однако исследование этой тематики выходят за области нашего исследования, 

по системам уравнений в полных дифференциалах с сингулярными точками, 

либо сингулярными линиями. 

Ученику Л.Г.Михайлова, Р.Пирову [143-148] принадлежит исследование 

«Нелинейные и квазилинейные переопределённые системы уравнений в 

частных производных с двумя и более неизвестными функциями». Он, 

продолжая исследования Л.Г.Михайлова по этой тематике, для 

переопределённых систем с частными производными различного порядка 

получает  следующие результаты: определяет вид условий совместности, 

доказывает теорему существования и единственности решений для некоторых 

линейных и квазилинейных систем уравнений, тем самым обобщает теоремы 

Фробениуса о совместности системы уравнений в полных дифференциалах; 

исследует поведение интегральных представлений решений систем в 

окрестности особых точек на плоскости и в трёхмерном пространстве; находит 

применение своих теоретических результатов к некоторым задачам  механики 

(по деформации твёрдого тела и др.). 

В работах ученика академика Раджабова Н., Шамсудиновым Ф.М. [156-

195] исследуется системы линейные и нелинейные дифференциальные 

уравнений первого и второго порядка с сингулярными коэффициентами. 

Производя специальными заменами в данных систем, они преобразуют к 

системам дифференциальных уравнений первого порядка. В случаи 

тождественного выполнения условия совместности систем, находятся 
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многообразия решений изучаемых систем, через определённого количество 

произвольных постоянных. 

Обзор материалы главы 1. 

    Материалы, входящие в эту и последующие главы, посвящаются классам 

п.д.- систем с сингулярными линиями и поверхностями. 

В §1.2.1-1.2.10 исследуются некоторые квазилинейные п.д.- системы 

общего вида, например, для одного из случаев [279-289] 
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,                         (1.2.6) 

где )(),(, 0

211 DCuRDCba  ,   ],0[,0:),( 1

10 kRxÃyxDD  , D0- та же 

область, но без точки линии вырождения 0x .  Также рассматриваются такие 

виды п.д. - систем, для которых  в знаменателях  присутствуют  особые точки 

линий  ,0x  либо 0y , либо 0,0  yx  и другие виды особенностей с 

различными порядками особенностей. Для существования непрерывных 

решений системы (1.2.6) будем требовать, чтобы выполнялось условие (М0), 

то есть имеет место [110]: 

     Лемма. Пусть в п.д.- системе (1.2.6) в случае ограничении частных 

производных неизвестной функции, и обращается к нулю .0lim
0
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u
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Тогда необходимо в случаи выполнения условии 0);,0( uya , либо найдётся 

некоторая функция, ),(yhu   которая будет частным, либо особым 

решением исходной системы. 

Поскольку эта функция удовлетворяет системе (1.2.6), то она будет лишь 

частным, либо особым решением исходной системы.  Также допустим, что 

условие совместности системы (1.2.6) выполняется, но не тождественно. Тогда 

из условия совместности исходной системы вида 
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,                        (N1) 

в силу теоремы  о неявной функции [290], сможем найти некоторую функцию 

),( yxhu  . Если эта функция удовлетворяет системе (1.2.6), то она будет лишь 

частным решением системы. В противном случае, система (1.2.6) считается 

несовместной. Далее допуская, что условие (N1) выполняется тождественно, 

будем искать решение системы (1.2.6). Далее, если допустить, что функция 

),();,(  nxouyxa  )10(   , т.е. бесконечно малая, то получим 

непрерывное всюду в области D  решение системы. Если считать, что в 

области D  функции - ba,  являются аналитическими по всем своим 

аргументам, то на этой линии вырождения, аналогично работе Л.Г.Михайлова  

[108],    применяя теорему о вычетах, получим решение исходных задач, 

непрерывное во всей области. При этом решение системы (1.2.6) в случае 

тождественного выполнения условия  (N1), в области )( 1RD , в частности, в 

многомерном параллелепипеде  kuyxyxRD  0,0,0:),()( 1    

будет непрерывным. В работе показывается, что решение системы также 

войдёт в этой же области.   Если эти указанные условия не выполняются, то 

решение исходной системы в области 0D   будет непрерывным, а в точке линии 

вырождения 0: xГ  имеет особенности ( 1n )- го порядка при n>1, и 

логарифмическую особенность  при n=1. 

    Теорема 1.2.  Пусть в п.д.- системе (1.2.6) ),(, 11 RDCba   )( 0

2 DCu , и 

будут выполнены условия леммы 1, а также выполнено условие совместности 

(N 1 ),  но не тождественно, тогда   находятся некоторые частные, либо 

особые решения системы (1.2.6). Пусть условие (N1) по всем переменным 

выполняется тождественно. Если функция );,( uyxa  удовлетворяет условию 
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малости,  то решение системы всюду в замкнутой области непрерывно. В 

противном случае решение системы (1.2.6) в области 
0D  непрерывно, а в 

точках линии вырождения 0:1 xГ  имеет особенность  )1( n - го порядка при  

n>1 и логарифмическую особенность  при   n=1, а для значений 10  n  во всей 

области - непрерывно. 

      В п. 1.2.2. работы рассматривается п.д.- система вида 

)0(,
);,(

,);,( 
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,                           (1.2.7) 

где   ],0[,0:),(),(),(, 1

100

211 kRxГDDDCyxuRDCba  . 

Условие совместности п.д.- системы (1.2.7) имеет вид: 

    0:/)( 1   bnbababxaxxbDaD uxuy

nn

xó .     (N2) 

По аналогии системы (1.2.6), для п.д.- системы (1.2.7) справедлива следующая. 

Теорема 1.3. Пусть в п.д.- системе (1.2.7) ),(, 11 RDCba   )(),( 0

2 DÑyxu    

 0:10  xÃDD . Если выполняется условие леммы 1, и условие 

совместности (N2) будет выполнено, но не тождественно, тогда, найдётся 

некоторая функция являющаяся частным, либо особым решением системы 

(1.2.7). Если же условие  (N2) для п.д.- системы (1.2.7) будет выполнено 

тождественно, то существует многообразие всех решений системы (1.2.7), 

либо решение задачи Коши   для п.д.- системы (1.2.7), и   оно определяется 

формулой   ),(;,),( 0uyÔyxhyxu  , которое  непрерывно во всей области D

. 

Аналогичный результат верен и для квазилинейной п.д.- системы вида 

0
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когда условие  совместности системы выполняется тождественно, ее решение  

во всей области непрерывно, и для него имеет место теорема, равносильной  

теореме  1.3 (т.е. в указанным системам, особые линии, либо линии 

вырождений устраняются, и их решений в D  непрерывно). 

В п. 1.3.1. изучается п.д.- система с разделяющимися переменными  с 

произвольными особыми линиями, например,  вида 

nn y

uyxb

y

u
uym

y

yxa

x

u );,(
),,(

),(










 ,                            (1.2.39) 

где    0:,),(,, 00

11  yÃDDDuRDCbma . Допустим, что в точках линии 

0y  частные производные искомой функции  по  переменным yx,  считаются 

ограниченными. Тогда в силу леммы Михайлова Л.Г. [110], требуя 

выполнение условий (М0), т.е. 

Лемма. (Михайлова Л.Г.). Пусть задана некоторая п.д.- система, 

,)(),(),(,),,(),,( 2100

21 LLDDDCuDCbayxb
y

u
yyxa

x

u
х nn 









 тогда 

для существования непрерывного решения данной системы в области 

необходимо, чтобы при ограниченности yx uu  ,  существовали и были  равны к 

нулю следующие пределы:    ,0lim
0




x

n

x
ux    0lim

0



y

n

y
uy . При этом, данная 

система имеет лишь тривиальное решение .),( Cyxu   

Легко заметить, что предыдущая лемма верна для классического вида 

п.д.- систем с сингулярными коэффициентами. На первом случаем обобщаем 

ее для системы вида (1.2.39). 

Лемма 1.  Пусть в п.д.системе (1.2.39) ее функций удовлетворяют 

условии  .0:,),(,, 00

11  yГDDDuRDCbma  Также в исходной п.д.- 

системе неизвестная функция и ее частные производные по каждым 
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независимым переменным yx uu  ,   на данной области ограничены. Если 

существуют и равны к нулю пределы    ,0lim
0




x

n

у
uу    0lim

0



y

n

y
uy .То 

существуют некоторые частные, либо особые решения исходной системы, 

отличающиеся от тривиального решения системы. 

 

    Действительно, в случаи выполнения условий,   

0lim,0lim
00
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, 

получаем  необходимое условие того, что  ,0),0(,0)0,( 0  umaxa  

0);0,( uxb . Из этих соотношений сможем  получить ,constu  а также 

)(xhu  . Эти найденные функции  будут некоторыми частными, либо особыми 

решениями системы  в  особой точке линии вырождения  0y , а в других 

точках области- непрерывно. Пусть условие совместности системы (1.2.39) 

выполняется, но не тождественно. Тогда в силу теоремы о неявных функциях 

[251], из этого соотношения  можем найти некоторую функцию )(0 xhu  .  

Если найденная   функция удовлетворяет данной системе, то  она возможно 

будет  также частным  решением  системы.  Для того чтобы найти 

многообразие решений системы необходимо и достаточно, чтобы условия 

совместности системы (1.2.39) по всем переменным выполнялась 

тождественно, т.е. 
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  (1.2.40) 
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Далее, требуя выполнение этого условия, проинтегрируем систему (1.2.39). В 

результате чего придём к интегрированию обыкновенного 

дифференциального уравнения (о.д.у.) вида 

),( 


yf
dy

d
 , 

где функция  ),( yf  определяется из формулы   (1.2.40).  Интегрируя это 

регулярное о.д.у. методом последовательных приближений, имеем вполне 

определённого вида ее решения, и общее решение исходной системы по 

формуле  ),(),(;),( 1 CyVyxAyMyxu  
. Причём решение системы по 

переменной  x  всюду в области  D  будет непрерывным, а по переменной y  

в точках линии вырождения 0y  (оси Ох) имеет особенности  порядка п, (п - 

порядок особенности по линии y=0). 

В п.1.3.12 рассматривается п.д.- система 

)(),(,,;,
1

),;,( 0

211 DCuRDCba
x

u
yxb

yy

u
uyxa

x

u
n



















,   (1.2.43) 

причём );,( uyxa - однородная функция нулевого порядка по переменным ux,

, либо обобщённая однородная функция. Делая замену в данной системе 

)),((, yxVVVxu  , преобразуем  (1.2.43) к виду 

nxy

Vyxb

y

V

x

VVya

x

V );,(
,

);,1(










. 

Условие совместности  этой п.д.- системы выполняется тождествен-но тогда и 

только тогда, когда функция );,( Vyxb  принимает вид: 

  )(],);,1([ln),(;
),(

),,( VaVVyaxVyAyf
y

VyA
yxVyxb n 













 . 

Учитывая это значение функции  );,( Vyxb , интегрируем исходную систему и 

находим  ),(ln;),( 1 CyVxxAxyxu  
. Полученное нами решение системы 
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(1.2.43) во всей области D   по переменной y  является непрерывным, а по 

переменной x имеет особенность логарифмического характера, и в частности 

- непрерывно во всей данной области. 

В 1.3.5 рассматриваются п.д.- системы, где правая часть одного из 

уравнений является частью полинома, например, вида 

1 1 2

0

( , ) ( , ) ( , ; )
, ,

0, , ( ), ( ), 1.

k

n n n

u a x y h x y u b x y u
u u

x y y y x

n a b C D R u C D k

 
  

 

    

                               (1.2.44)   

Заметим, при k=1, и a(x,y)=h(x,y) данной системе применима теории, 

указанные о системе (1.2.39). Для существования непрерывного решения 

системы (1.2.44) необходимо, чтобы при ограниченности  частных 

производных функции yu ,u x , существовали и  равны нулю пределы  

.0lim,0lim
00
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u
x

x

u
y n

x

n

y
 

При этом из системы  (1.2.44) найдём ,0)0,(,0 0  axau  0),,0( uyb , 

откуда имеем  )(ygu  . Если эти две функции удовлетворяют системе (1.2.44), 

то они будут особыми, либо частными решениями системы (причём 

непрерывными). Если условие совместности системы (1.2.44) по всем 

переменным выполняется, но не тождественно, тогда в силу теореме о неявные 

функции, существует некоторые частные решения системы. В противном 

случае, система (1.2.44) несовместна. Условие совместности системы (1.2.44) 

выполняется тождественно, тогда и только тогда, когда функция ),,( uyxb , в 

зависимости от правых частей системы, представима формулой 
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При этом система (1.2.44)  разрешима и многообразие её решений 

определяется формулой      )1(/1),(),(),(exp),( kCyVyxByxAyxu  . Причём  

решение системы в области 
0D - непрерывно, а в точках линии вырождения 

y=0  имеет особенность показательного характера, а по переменной  х – всюду 

непрерывно [270-284]. 

В п. 1.3.6 рассматриваются такие классы п.д.- систем, в которых правая 

часть одного из уравнений является однородной относительно двух 

аргументов, либо обобщённо - однородными функциями. Например, 

рассмотрим п.д.- систему вида [269-276] 

1 1 1

1 1 2

0

( , ; ), ( , ; ),

0, , ( ), ( ).

k k k ku u
x a x y u x b x y x u

x y

k a b C D R u C D

   
  

 

   

                          (1.2.59)   

Допустим, что в этой п.д.- системе частные производные функции по каждой 

переменной считаются ограниченными. Тогда при выполнении условий 

леммы 1,  т.е. 0lim,0lim 1

00

























 

 y

u
x

x

u
x k

x

k

x
, из  (1.2.59)  сможем  найти  

),(yhu   0)0,,0( 0  byb . При этом необходимо находим, что 

2,1),(  iyhu i  будут   частными решениями системы. Для того чтобы 

условие совместности системы (1.2.59) выполнялось тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы функция b(x,y,V),   (V=xk-1 u) имела вид: 



 

25 

 

 

 

 

.))1((,
)1();,1(

),(

],)1();,1([ln),(;);,(

0

 



















V

Vka
kya

d
VyA

VkVyaxVyAyf
y

A
Vyxb




      (1.2.61) 

Учитывая функцию );,( Vyxb  по формуле (1.2.61), проинтегрируем систему 

(1.2.59) и придём к о.д.у. вида (1.2.26), где функция ),( yf  определяется из 

соотношений (1.2.61). Если это уравнение разрешимо, тогда многообразие 

решений исходной системы определяется следующей формулой 

)],(ln;[),( 11 CyxyAxyxu k  
. 

При этом решение исходной системы в области  D0 является непрерывным, а  

в точках линии вырождения 0x  имеет особенность (k-1)-го порядка (при 

k>1), либо частично логарифмическую особенность (при к=1). 

В п. 1.11 рассматриваются квазилинейные п.д.- системы вида 
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            (1.11.6) 

где )(),(,,, 0

211 DCuRDCmcba  . Если для системы (1.11.1) и (1.11.6) 

выполнены условия (М0), а также условия совместности (N7) выполнены, но 

не тождественно, то найдётся некоторые частные, либо особые решения 

системы. Для того чтобы условия (N7) для   системы (1.11.1) выполнялись 

тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функции ),,,(),z,,,( uzyxcuyxb  

определялись формулами вида (1.11.2). Если п.д.- система (1.11.4) имеет 

решение, то система (1.11.1) также разрешима и многообразие её решений 

определяется формулой вида (1.11.5). При этом решения системы по 

переменным zy,  всюду в области D  являются непрерывными, по переменной 
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x , в точках поверхности 
0xx   имеет особенность (n-1)-го порядка (при  n>1), 

а при  n=1 имеет логарифмическую особенность. Аналогичное утверждение 

верно и для системы (1.11.6). 

В п. 1.11.7 и п.1.11.8 рассматриваются п.д.- система с однородными 

функциями в правых частях, так, например; 

);,,(),;,,(),;,,( 1111 uxzyxcx
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u
uxzyxbx

y

u
uzyxax

x

u kkkkk  













, (1.11.19)      

где );,,();,,(),(),(,, 11

0

211 uzyxautzytxaDCuRDCcba kk   .  

Совершая замену вида vuxk 1
,  преобразуем систему (1.11.19) к такому 

виду, что с учётом  (1.2.61), условия её совместности выполняются 

тождественно. При этом многообразие всех её решений будет определяться 

явной формулой 

]ln);,(;,[ 0

11 xuzyHzyAxu k  
.                     (1.11.23) 

В п. 1.12 рассматриваем квазилинейную п.д.- систему и некоторые её его 

случаи, например, вида 

,1),,1(,
);,...,,( 21 




mni

x

uxxxf

x

u
m

i

ni

i

                     (1.12.1) 

где   ],0[),,1(,0),(),( 1

00

211 kRnixSDDDCuRDCf iii  . D - n – 

мерный параллелепипед. 

Если для системы (1.12.1) будут выполнены условия (М0), то есть при 

ограниченности частных производных искомой функции по переменным  xi , 

),1(,0lim
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ni
x

u
x

i

m

i
xi
















, то необходимо следует 0)...,,0,,...,( 111  uxxxf iii . 

Из этих n равенств легко имеем: ),,...,,0( 210 nxxfu   

СfuСxxfu nn  )0,...,0,0(,...,),...,,0,0( 0320 . Эти найденные функции 
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могут быть лишь частными либо особыми решениями системы. При этом 

необходимо, чтобы в системе (1.12.1) искомая функция и их производные 

первого порядка по всем независимым переменным были непрерывны и 

следовательно ограниченными всюду в области D . 

Если условия совместности системы (1.12.1) будут выполнены, но не 

тождественно, то найдутся некоторые частные, либо особые решения системы. 

Допустим, что условия совместности системы (1.12.1) выполняются 

тождественно. Тогда, интегрируя систему по каждым из переменных 

последовательно, получим 

)];(;,...,,[),...,,( 021

1

21 uxxxxFxxxxu nnn

m

n  
. 

Заметим, что в случаи   m=1,  когда будут выполнены все равенства из (М0), 

тогда решение системы  во всей   области D , включая особую точку, будет 

непрерывным. 

В п.1.12.10 рассматривается п.д.- система вида  

0),,1(,
),...,,(),...,,( 2121 
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,     (1.12.25) 

где  )(),(, 0

211 DCuRDCha ii  . Если допускать, что для системы (1.12.25) 

выполняются условия (М0), то из правых частей системы получаем 

тривиальное решение системы 0u , а также некоторые другие функции. Если 

условия совместности системы (1.12.25) выполняются, но не тождественно, то 

также можем получить ))1,1((),,...,,( 21  nkxxxHu nk , 0u .  Если  из 

функции ),...,( 1 nk xxHu   хотя бы одна из них удовлетворяет системе 

(1.12.25), то она будет некоторым частным, либо особым решением системы. 

В противном случае утверждаем, что данная система кроме тривиального, 

других решений не имеет. Допустим, условия (N43) выполняются 
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тождественно. Тогда система (1.12.25) разрешима и многообразие её решений 

определяется явной формулой (1.12.27). Если  в всяких точках области 

Dxxx n ),...,,( 21 , 0),...,( 11 nxx , то решение системы во всей области будет 

непрерывным,  в противном случае решение системы в 
0D  -непрерывно, а в 

точках 0ix  имеет особенности )1( m -го порядка при 1m . 

В дальнейших параграфах первой главы работы, рассматриваются 

различные виды нелинейных и квазилинейных п.д.- систем, для которых 

некоторая часть уравнений представляет собой уравнения с разделяющимися 

переменными, либо однородную функцию по двум переменным, либо 

уравнения типа Бернулли и других видов. Во всех указанных случаях 

проверяется выполнение условий (М0), (М1) и других условий. При этом будут 

получены многообразия решений изучаемых систем в явном виде. Также 

проверяется поведение решений систем в точках линий и точках поверхностей 

вырождений. В конце главы выделяется такой класс нелинейных и 

квазилинейных п.д.- систем, в которых особые линии поверхностей в каждом 

уравнении системы не совпадают с частными производными функции в 

системе. В случае тождественного выполнения условий совместности таких 

классов систем, многообразия решении систем находятся определёнными 

видами непрерывными функциями. 

 

Обзор главы 2 

В главе 2 рассматриваются п.д.- системы с одной неизвестной функцией 

от двух, трёх и произвольного числа независимых переменных с сингулярной 

точкой 0222  yxr  на плоскости,  либо 02222  zyx  - в трёхмерном 
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пространстве и 0
1

22 


n

k

kx  в  n- мерном пространстве.    В процессе 

интегрирования п.д.- систем, вида 
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,                    (2.1.1) 
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 ,            (2.1.2) 

где )(),(,, 0

211 DCuRDCaqp i  , переходя в полярную систему координат, 

используя замены вида: 
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преобразуем указанные системы к следующим видам 
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,                                           (2.1.3) 

а также  в случаях 3n  имеем п.д.- систему 

1 1 1 2 1( , , ), ( , ; ), ( ( , ,..., )),

( 1, ( 1)).

n n

i n

i

u u
a u a u

i n

         
 

 

 
  

 

 

             (2.1.4) 

В работах [293-295]  дается следующее утверждение: когда функции ba,  

в системе (2.1.3) не зависят от искомой функции, то решение системы (2.1.3) в 
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окрестности особой точки r=0 определяется как многозначное (частично), а в 

многомерной сфере (при 3n ), всегда однозначно. Для того чтобы всюду в 

замкнутой области D , (включая особую точку), существовало непрерывное 

решение систем (2.1.1) и (2.1.3), необходимо, чтобы выполнялись следующие 

условия леммы  [101-104]: 

Лемма 2. Пусть в системах (2.1.3), (2.1.4) выполняются условий: 

1) функции  );();,(),;,(),;,( 1 DCuaurbura j   

2) для всяких 1,0,20   r ,  существуют и конечны следующие 

пределы );,(lim),;,(lim),;,(lim
000

uaurbura k
rr




; 

3) при ограниченных значениях частных производных  
i

uuu

r

u

 














,,,  

(i=1,2,…,n) существуют  пределы, и равны к нулю 

0lim,0lim,0lim,0lim 1

00
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00






















































 






i

nnn

r

n

r

uuu
r

r

u
r







 
, 

то необходимо  чтобы ),1(,0);,0(,0);,0(,0);,0( nkuaubua k   , 

находятся функции  )2,1(),(  ihu i  , или ),...,,( 121  njfu  ), являющиеся 

некоторыми частными, либо особыми решениями системы. 

Для того чтобы определить многообразие решений указанных систем, 

необходимо и достаточно, чтобы условия совместности систем выполнялись 

тождественно, т.е. для исходных систем выполнялись необходимые теоремы 

Фробениуса [112-113]. Пусть эти условия совместности систем выполняются 

тождественно. Тогда, интегрируя систему (2.1.3), получим решение исходной 

системы явной формулой вида 

 ),(;,
1

),(
1

CФrF
r

ru
n




   либо  );(;,
1

),( 01
uФrF

r
ru

n



 .     (2.1.8). 
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При этом для системы (2.1.3) справедлива следующая: 

Теорема 2.1. Пусть в п.д.- системе (2.1.3) )(),(, 0

211 DCuRDCba  , а 

также будут выполнены условия леммы 2, условия совместности системы 

(2.1.3) выполняются, но не тождественно. Тогда система (2.1.3) может 

иметь лишь некоторое частное, либо особое решение. Пусть условия 

совместности системы (2.13) выполняются тождественно. Если о.д.у. вида 

(2.1.5) имеет решение (в общем случае регулярное, либо сингулярное по r), и 

система (2.1.3) разрешима, тогда многообразие её решений определяется 

формулой (2.1.8). Если в системе (2.1.3) её правые части не зависят от 

искомой функции, то решение системы вблизи особой точки r=0,  при  

 20  , может быть многозначной функцией по переменной   . 

В п.2.1.2. исследуем п.д.- систему вида [115-116] 

);,(),;(),( 1 urb
u

rumra
r

u
r nn 


 








 

,                     (2.1.10) 

где )(),(,, 0

211 DCuRDCbma  . Допустим, что для нее будут выполнены 

условия (М0). Тогда из системы (2.1.10) можно определить некоторые частные, 

либо особые решения системы формулами  )2,1(),(  ihu i  . Также, если 

условия совместности системы (2.1.10) выполняется, но не тождественно, 

тогда из этого соотношения можно находить некоторое частное решение 

системы. Для того чтобы условие совместности системы (2.1.10) выполнялось 

тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функция ),,( urb   (вне особой 

точки) имела вид 

  );(),();(;),,( 1 umrAuMf
MA

rurb n 


 

















 

,  (2.1.11) 
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где  

1
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),(,
);(

);(

0 r

n

u

u

dt
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ta
rA
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d
uM







 . При этом значении функции b(r,

u, ) интегрирование системы (2.1.10) приводит к о.д.у. вида 

),( Vf
d

dV



 ,     (2.1.12) 

где функция ),( Vf  определяется из соотношения (2.1.11). Если о.д.у. (2.1.12) 

имеет решение, то исходная система также разрешима и многообразие её 

решений определяется явной формулой 

 ),(),(;),( 1 CÔrAMru   
.    (2.1.14) 

Теорема 2.2. Пусть в п.д.- системе (2.1.10) )(),(,, 0

211 DCuRDCbma   

и   выполнены условия леммы 2, и   условие совместности системы (2.1.10) 

выполняется, но не тождественно, тогда   найдётся некоторые частные 

решения системы. Для тождественного выполнения условия совместности 

системы (2.1.10), необходимо и достаточно, чтобы функция ),,( urb   

определялась в виде формулы (2.1.11). Если задача Коши для о.д.у. (2.1.13) 

имеет решение, то система (2.1.10) также разрешима и многообразие её 

решений определяется формулой (2.1.14).  Если в постановке задачи 

требовать, чтобы  )(),(1 DCbDCa nn  
, то решение системы, 

представленное в виде разложения Тейлора, явно выявляется порядок 

особенности решения системы (2.1.10). 

В п.п.2.1.4 – 2.1.8 рассматриваются некоторые подклассы системы (2.1.3), 

когда в ней функция 
nurhurura  ),(),();,(  , либо );,( ura  -однородная 

по первому и третьему аргументам различного вида, например, (2.1.27), 

(2.1.31), (2.1.35) и другого вида. Во всех случаях находятся классы функций 

);,( urb  , для которых обеспечивается  тождественное выполнение условий 
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совместности рассматриваемых систем. При этом многообразие всех решений 

систем определяются аналогично формулами вида (2.1.8), (2.1.14), 

исследуется поведение решения в особой точке. Также можем рассматривать 

п.д.- систему   

);(),();,( 1 umrb
u

rura
r

u
r nn 


 








 

 

и получить предыдущий результат и теорему 2 для системы (2.1.10). 

Приведены конкретные примеры, когда решения некоторых нелинейных 

п.д.- систем в окрестности особой точки на плоскости могут быть 

однозначными, либо многозначными. 

В §2.2 изучен сингулярный полный дифференциал функции трёх переменных 

dzuzyxrdyuzyxqdxuzyxpdun );,,();,,();,,(  ,  (2.1.15) 

где   )0;0;0(,10),,(),(),(,, 0

2222

0

211  DDzyxzyxDDCuRDCrqp  .     

Переходя к сферической системе координат заменой 

,sinsin x    cos,cossin  zy , (0  2,0,1  ),   

преобразуем (2.1.15) к  следующей  равносильной п.д.- системе 

),;,,(),;,,(),;,,( 11 uc
u

ub
u
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u nnn 








 













 
   (2.1.16) 

.cossinsinsin

,sincoscos,cossinsincossin





qpc
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В этих формулах функции  hqp ,,  зависят от всех переменных  ),,(  . 

Аналогично работам Л.Г.Михайлова [108-110], допуская выполнение условий 

(М0): ,0lim,0lim,0lim 1

0

1

00






































 





 










uuu nnn
 получаем  

необходимые условия: 0);,,0(,0);,,0(,0);,,0(  ucubua  . Из  трёх 

равенств имеем )3,2,1(),,(  ihu i  . Причём эти функции, будут лишь 
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непрерывными особыми, или частными решениями системы. Также, если в 

системе  (2.1.16) функции cba ,, удовлетворяют условиям малости    

)(,),(     nn ocboa  ( ,10   ), то при выполнении условий (N1) 

решении исходной системы во всей области  D  является непрерывно. 

Допустим, что условия (N1) для системы (2.1.16)   выполняются тождественно. 

Тогда, считая    2,0,10    за область  интегрирования  системы 

(2.1.16), методом последовательных приближений получаем [111-112], что 

многообразие решений  системы находится формулой 

 ),(;,,
1

),,(
1

CVhu
n







   или 

 ),(;,,
1

),,( 01
uVhu

n






 .            (2.1.17) 

При этом, справедлива следующая 

Теорема 2. 3. Пусть в п.д.- системе (2.1.16) ).(),(,, 0

211 DCuRDCcba   Если 

условия совместности (N1) выполняются, но не тождественно, тогда  

существуют некоторые частные, либо особые решения системы. Если 

функции cba ,, - удовлетворяют условиям (М0), (М), то полученные решения 

системы во всей области D  будут непрерывными. Если условия (N1) 

выполняются тождественно, то система (2.1.16) разрешима и многообразие 

её решений определяется формулой (2.1.17). Причём этого вида решения 

системы в случае  10  n  в области  D  и при 1n  в D0  , является 

непрерывным, в точке  0  соответственно имеет особенность 

логарифмического порядка при 1n  и  )1(n  го порядка при 1n . Во всех 

других случаях решение системы, частное либо общее ее решений, в данной 

области является однозначным. 
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В п.2.2.3 рассматривается п.д.- система с разделяющимися переменными   

относительно искомой функции 

),(),,(),(),,(),(),,( 11 uhc
u

ugb
u

usa
u nnn 








 













 
(2.1.18) 

Если для системы (2.1.18) будут выполнены условия (М0), то, получим 

0)(,0)(,0)(  uhugus ; тогда только .constu   будет частным решением 

системы в особой точке данной области. Если в системе (2.1.18) будут 

выполнены условия малости, ),(),,(),(),,( 1     nn oboa  

)10(),(),,( 1    noh , то при тождественном выполнении условия 

совместности, решение системы во всей области будет непрерывным. 

Тождественное выполнение условия совместности системы (2.1.18) возможно, 

если функции, находящиеся в правых частях системы, определяются 

формулами 

1) .),(),(),(),( 11 constushgcba nnn     

При этом система (2.1.18) разрешима и многообразие её решений 

определяется   формулой  )()()(),,,( 1  FBACSu    . 

2) Если считать, что ),,( a  - вполне определённая функция, то необходимо 

выполнение условий 

 ),,(exp),(),,( 1  Ab n ,  ,
),,(

),,(

1

dt
t

ta
A

n



  

 ),,(exp),(),,( 1  Ac n  
,       

















                       (2.1.19) 

   )()(exp1)()( usuSuhug   

При этих видах функций hsgcba ,,,,, - условия совместности системы  

(2.1.18) выполняются тождественно и многообразие её решений определяется 

формулой 
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 CASu .                   (2.1.20) 

Решения системы вида (2.1.18), как и функции ),,( A  в области 
0D , 

являются непрерывными,  в точке 0  при 1n  также -непрерывными, а в 

случаях 1n  имеют особенность порядка (n-1) и логарифмическую 

особенность соответственно. 

В п.2.2.4 рассматривается п.д. - система вида 

1 1( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , , ; )n n nu u u
a h u b h u c u             

  

   
    

  
,   (2.1.21) 

где )(),(,,, 0

211 DCuRDChcba  . Если для этой системы будут выполнены 

условия (М0), то из (2.1.21), аналогично [108-110] можно определить 

некоторые частные, либо особые решения системы. По аналогии с п.3.2.3 

утверждаем, что условия совместности системы (2.1.21) выполняются 

тождественно, если 

  );(),,();(;);,,( 0
01 uhuHf

H
uc n 




 


















 

,  (2.2.22) 

где   1
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 . 

Теорема 2.4. Пусть в системе (2.2.21) ).(),(,,, 0

211 DCuRDChcba   Если 

для этой системы выполняются условия (М0), а также условия совместности 

системы выполняются, но не тождественно, тогда найдётся некоторое 

частное, либо особое решение системы. Для того чтобы условия 

совместности системы (2.2.21) выполнялись тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы взаимосвязь функции );,,( uc   с функциями a( , …), b(

, …) и  h( , …) определялась формулой (2.2.22). Если о.д.у. вида (2.1.13) имеет 

решение, то система (2.2.21) также разрешима и многообразие её решений 
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определяется явной формулой. Причём это решение системы  (2.2.21) в случае 

1n  во всей области D , при 1n  в точках области 
0D  непрерывно, а в точке 

0  имеет особенность  )1(n го порядка. Для устранения порядка  

особенности  в точке 0  необходимо, чтобы в этой точке  

)10(),(),,(    noa . 

В п.2.2.6 -2.2.10 рассматриваются некоторые нелинейные п.д.- системы, 

где они преобразуются к линейным системам. Для этих систем, учитывая 

взаимосвязь коэффициентов, устанавливается тождественное выполнение 

условий совместности. Далее находятся точные решения рассматриваемых 

систем и исследуются поведения решений систем в особой точке. 

В  §4 главы 2  в основном рассматриваются п.д.- системы с произвольным 

числом независимых переменных (в n - мерной сфере) с сингулярной точкой. 

Рассматриваем п.д.- систему вида 

)(,0),,1(),,(
1

22 





 n

k

kk

k

m xmnkuxa
x

u
 .          (2.4.1) 

Переходим к n -мерным сферическим координатам  вида: 
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cossin...sinsin,sin...sinsin
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(2.4.2) 

Тогда предыдущая система преобразуется к виду 

1

1 1 1 2 1( , ; ), ( , ; ), ( 1, ( 1)), ( , ,..., ). (2.4.3)n n

k n

k

u u
a u a u k n         

 



 

 
    

 
 

Легко заметить, что для системы (2.4.3) в сингулярной точке нельзя поставить 

задачу Коши, ибо при 0  из системы (2.4.3)  имеем ),1(,0);,0( niuai  . 
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Из этих соотношений  можно определить функции  )(ihu  , которые  будут 

частными решениями системы. Причём эти требования совпадают с 

выполнением условий (М0) к данной системе. Если  далее считать, что 0 , то 

получаем, что задачи Коши с заданием  0  для системы (2.4.3)  может быть 

поставлена  в виде 

0uu   при )10,20(,, 0

)0()0(

0   kkk  .     (2.4.4) 

Очевидно, что если условия совместности системы (3) выполняются, но не 

тождественно, то можно находить некоторые частные решения системы. 

Допустим, эти условия выполняются тождественно, и кроме того потребуем, 

чтобы функции  );,( uak   удовлетворяли условиям (М) [110],[190-191]: 

1)  ),1(.),(;0,);,(),();,( 11 nkconstK
u

a
KuaRDCua k

kk 



   

2) в силу п. 1, функции );,( uak   по переменной   будут                 

удовлетворять условию Гёльдера );10();,0();,(  


kkk Luaua  

3)  тогда существуют числа hba о ,,0  такие, что  при 000 , buua   и при 

достаточно малом числе  Kbah /,min 000   обеспечивается единственность 

решения задачи Коши для исходной системы (2.4.3).  Имеет место следующая: 

Теорема 2. 5. Пусть в п.д. - системе (2.4.3) ),(),( 0

211 DCuRDCak   и 

кроме того будут выполнены все три условия (М). Если для системы (2.4.3) 

будут выполнены условия леммы 2, и условия совместности данной системы 

выполняются, но не тождественно, то существует некоторые частные, 

либо особые решения системы. Пусть условия совместности системы (2.4.3) 

выполняются тождественно; тогда существует единственное  решение 

задачи Коши (2.4.4) вне особой  точки 0 ,  а в точке 0  решение системы 
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имеет особенность  порядка (п-1) и логарифмическую особенность 

соответственно. 

Допустим, что в системе (2.4.3) функции ( , ), 1,i ia a i n   , то есть 

))1(,1(,0,
),(
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),(
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,  (2.4.5) 

причём  ),(1 a  считается вполне определённой функцией, тогда условия 

совместности системы выполняются, если 
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 ,        (2.4.6) 

где  )(1  k  являются некоторыми вполне определёнными функциями. При 

этих значениях функций ),(1 ka  условия совместности системы (2.4.5) 

,....)2,1,,(, 
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k

k
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 будут выполнены и многообразие её решений 

определяется формулой вида 

),()(),(  AФCu  ;                                     (2.4.7) 

где  .
),(

),(,),...,,0,...,0()(

1

1
1

1

1 dt
t

ta
AdФ

m

n

k

knkk  









  

Заметим, что в формуле (2.4.7), если  10 m , то решение системы в 

замкнутой области  D  и в области 0D , в случаях 1m ,  является непрерывным. 

Причём   решение системы,  в  точке 0 ,  при  1m , и 1m  ,  

соответственно имеет логарифмическую  особенность, и  особенность (m-1)-

го порядка. Допустим, что во внешней части n - мерного шара D , то есть в 






 
1

1

22 )20,1(,
n

k

kxD   функция ),(1 a  удовлетворяет 
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условию разрешимости  для п.д.- системы (2.4.5), то есть, если  , тогда  

требуются следующие условия [293-296], [190-193]: 

1) функция ),(1 a  всюду в D  была ограничена и однозначна; 

2) аргументы i  удовлетворяют неравенствам  ),1(20 nii   ; 

3) существуют конечные пределы ),1(),,(lim
0

niai 





; 

4) функция   
m

a



 ),(1   ( 1m )  была интегрируема на промежутке ),1(  . 

Тогда вне области D  все решения п. д. - системы (2.4.5) однозначно, 

непрерывно и определяются следующей формулой: 










 )1(,
),(

)(),( 1 dt
t

ta
ФCu

m  .                        (2.4.8) 

Тем самым для исходной п.д.- системы решается граничная задача.  

Теорема 2.6. Пусть в п.д.- системе  (2.4.5) ).(),(, 0

211

11 DCuRDCaa k 

Если для системы (2.4.5)  будут выполнены условия (М0), то получим, что в 

точке вырождения 0  искомая функция всюду в области постоянна. Для 

того чтобы условия совместности системы (2.4.5) выполнялись во всей 

области, необходимо и достаточно, чтобы взаимосвязь между функциями 

11 acak - определялись формулами вида (2.4.6). Тогда задача Коши (2.4.4) для 

п.д.- системы (2.4.5) имеет единственное решение и определяется формулой 

(2.4.7). При этом, такого вида решения системы (2.4.5) в случаи 10 m  в 

области D   и при 1m  в области 0D  будут непрерывными, а в точке 0  при 

1m  соответственно имеют логарифмическую особенность  (при 1m ), и 

особенности  ( 1m )-го порядка при 1m .  Если  в п.д.- системе (2.4.5) 

)(),(, 21

11



  DCuDCaa k ,  и для этой системы будут выполнены  условии 
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совместности,  тогда вне области D  решение п.д.- системы (2.4.5) будет 

представлено формулой (2.4.8). Причём такой вид решения системы  вне 

области D  является ограниченным, непрерывным   и однозначным. 

Замечание. Отметим, что условия предыдущей теоремы 2.6 можем 

применять во всех случаях, (в двумерном и произвольном случаях), п.д.- систем 

с сингулярной точкой на плоскости и в пространствах. 

В п.2.4.3 - 2.4.4 рассматриваются линейные системы, приводящие к 

линейным п.д.-системам, для которых определяются взаимосвязи 

коэффициентов, обеспечивающие тождественное выполнение условий 

совместности вида 

),...,,(,0),,1(,)()( 21 n

k

kk

k

m xxxxmnkuxquxp
x

u





 ,       (2.5.16) 

при  ,0k  и  )(),(,Z; 0

21 DCuDCqpjk kk  . Для этих п.д.- систем 

при проверке условий (М0), (N1) и других, находятся многообразия решений в 

явном виде. Причём  исследуется поведение решений систем в точке  0 . 

В п.2.4.5 рассматривается нелинейная п.д.- система вида 

),...,,(),)1(,1(,
);,(

),;(
),(
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m

nk
ubu

up
au














, (2.5.23) 

где  )(),(,, 0

211 DCuRDCbpa k  . Если для системы (2.5.23) будут 

выполнены условия (М0),  то из этой системы находятся её частные решения 

формулами njhu j ,1),(   . Тем самым, из этих формул определяется 

поведение решения системы в точке вырождения. Допустим, что условия 

совместности системы выполняются, но не тождественно, тогда найдётся 

некоторые функции ),1(),,(h 2

ni Ciu   , которые могут быть (либо не 

быть) некоторыми частными решениями системы [110], [190]. 
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Для того чтобы условия совместности системы (2.5.3) выполнялись 

тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функции );,( ubk   

определялись следующими формулами 

 1( , ; ) ; ( , ) ( , ) ( , ),

( 1, ( 1)).

m

k k

k k

А Р
b u f P u A p u

k n

       
 

   
    

  

 

       (2.5.24) 

Учитывая (2.5.24), проинтегрируем систему (2.5.23) и получим п.д.- систему с 

регулярными правыми частями 

))1(,1(),;( 



nkVf

V
k

k




,                          (2.5.25) 

если задачи Коши (2.5.4) для этой системы имеет решение, то исходная 

система (2.5.23) также разрешима и многообразие её решений определяется 

формулой [295] 

 ),(),(;),( 0

1  uVAPu  
или  ),(),(;),( 1  CVAPu  

. (2.5.26) 

Теорема 2.7. Пусть в п.д.- системе (2.5.23)  )(),(, 0

211 DCuRDCba k  . 

Если в точке вырождения для системы (2.5.23) выполняются условия (М0), то 

можно определить n- частных, либо особых решений системы.  Если условия 

совместности п.д.- системы (2.5.23) выполняются, но не тождественно, то 

найдутся   не более чем  
2

nC =0,5n(n-1) функций, которые могут быть 

частными решениями исходной системы. Для того чтобы условия 

совместности системы (2.5.23) выполнялись тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы взаимосвязь между функциями ))1(,1();,(  nkubk   и 

),(),,( upa   определялись формулами вида (2.5.24). Если задача Коши для 

системы (2.5.25) имеет решение, то исходная система также разрешима и 

многообразие её решений определяется формулой (2.5.26). Причём такой  вид  
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решения системы (2.5.23) (без учёта предыдущих условий) ,в случае  10 m  

в D   и при 1m  в области 
0D ,  являются непрерывными, а в точке 0  

соответственно имеют логарифмическую особенность при m=1, и 

особенности ( 1m )-го порядка при m>1. 

В  п.2.4.6  рассматривается п.д.- система вида  

1 1 1

1 2

( , ; ), ( , ; ),

(1, 1), 0, ( , ,..., ),

k k k k

i

i

n

u u
a u b u

i n k

      
 

   

   
 

 

   

                    (2.5.28) 

где  )(),(, 0

211 DCuRDCba i  , причём функция ),,( 1 ua k   - однородная 

функция по первому и последнему аргументам. Если проверять выполнение 

условий (М0) для системы (2.5.28), то получим единственную функцию 

)(hu  , являющуюся частным решением системы. Если условия совместности 

системы выполняются, но не тождественно, то можем получить 
2

nC  функций, 

где они могут быть (или не быть) некоторыми частными решениями системы. 

Для того чтобы условия совместности системы (2.5.28) выполнялись 

тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функции  

)(),;,( 1 uzzb k

i

    имели вид 

 
( , )

( , ; ) ; ( , ) ln [ (1, ; ) ( 1) ],

( 1, ( 1)).

i i

A
b z f A z a z k z

i n

 
     



 
       

 

 

      (2.5.30) 

Учитывая формулы (2.5.30), интегрируем систему (2.5.28) и приводим её к 

виду (2.5.25). Если задача Коши для этой системы имеет решение, то исходная 

система также разрешима и многообразие её решений определяется формулой 

 ),(ln;
1

),( 0

1

1



 uVAu

k
 

 . 

При этом для решения системы (2.5.28) имеет места условия теорема 1.12. 
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ОБЗОР ГЛАВЫ 3  

Материалы главы 3 посвящаются некоторому классу обобщённых 

систем Коши-Римана для системы двух и n –комплексных независимых 

переменных. 

3.1. Некоторые сведения из теории функций и комплексных 

дифференциальных уравнений 

Класс А (аналитические функции). К этому классу мы относим широко 

известные  аналитические по комплексным переменным функции 𝑓(𝑧), а 

также  𝑓(𝑧, 𝜁), где 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,   𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂  либо 𝑓(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑛) где  𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 +

𝑖𝑦𝑘 . 

Класс RA (вещественно - аналитические функции). К этому классу относятся 

функции 𝑓(𝑥, 𝑦), которые в окрестности каждой внутренней точки (𝑥0, 𝑦0)  

данной области могут быть представлены  сходящимися степенными рядами 

n

nk

k

nk yyxxyxfyxf )()(),(),( 0

0,

000  



.                     (3.1.1) 

Аналогично определяются функции произвольного числа независимых 

переменных из класса RA. Заметим,  что всякая такая функция допускает 

аналитического продолжения на комплексные переменные (заменами  𝑥, 𝑦 на 

,z ). С другой стороны, любую такую функцию (четного числа переменных) 

можно считать аналитической функцией  по комплексно сопряженным 

переменным 𝑧, 𝑧̅, ибо можно в (3.1.2) заменить ).(5,0),(5,0 zzyzzx   На 

аналитические функции комплексных переменных можно перенести многие 
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результаты из вещественного анализа и теории дифференциальных уравнений. 

Поскольку для переопределенной системы уравнений 

);,(),;,( Wzq
W

Wzf
z

W



 









,                                      (3.1.3) 

 
 

где  qp, - заданные функции,  а также   𝑊- неизвестная функция,  

аналитические по всем переменным, справедливы такие же результаты, как и 

для систем вещественных дифференциальных уравнений в полных 

дифференциалах. Не будем приводить этих материалов, изложенные в 

известном учебнике Э.Гурса и других материалов [4], [5], [7-10], [17-20], [70-

78], [82-85], [121-122], а также в других работах. 

В п.3.1 рассматриваются основные понятия обобщённых систем Коши- 

Римана (о.с.К.- Р.), для двух и более независимых комплексных переменных. 

Также рассматриваются некоторые виды (классы) о.с.К.- Р., с регулярными 

коэффициентами.  В случаи тождественного выполнения условий 

совместности систем, многообразия решений изучаемых систем определяются 

через произвольную аналитическую функцию двух и большего количества 

комплексных независимых комплексных переменных. 

А - класс аналитических функций, для которых выполняются равенства 

0 fz     либо           ,...)2,1(,0  if
iz ; 

RA-  класс вещественно-аналитических функций, указанные выше формулой 

(3.1.1). 

Сk - класс непрерывно дифференцируемых до порядка k функций. 

В работах И.Н.Векуа ([17-20]) и Л.Г.Михайлова [72-77], [82-88] [93], 

[98,100] и других авторов, в классе непрерывных и непрерывно-

дифференцируемых функций, были изучены линейные и квазилинейные 
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о.с.К.-Р. как с одним, двумя, так и с многим числом комплексным 

независимым переменным, с регулярными правыми частями вида 

);,,,(),;,,,( 22112

2

22111

1

Wzzzzf
z

W
Wzzzzf

z

W










,           (3.1.4) 

где  )(, 221 ПRAff   по 21 , zz  и аналитические по переменной W функции,  то есть 

0




W

f k . При этом за областью  3П   считаем бицилиндр (то есть 

топологическим пересечением  цилиндров)  в комплексной плоскости,  
2П - 

полицилиндр. Поэтому в работе будем пользоваться обозначениями 

 bWkazzzzП kk  ),2,1(,),( 213 , )2,1(,,  kiyxziyxz kkkkkk ; 

)2,1(,
2
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k

y

f
i

x

f
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   [37], [41-43]. 

Также И.Н. Векуа и Л.Г. Михайловым были исследованы квазилинейные 

переопределённые обобщённые системы Коши-Римана и п.о.с. К.-Р. 

(переопределенная обобщённая система Коши-Римана), например, вида 

),1(),;,,...,,,,( 2211 nkWzzzzzzf
z

W
nnk

k





                  (3.1.5) 

где  )( nk ПRAf   по всем комплексным переменным,  аналитический по   

переменной W , то есть    )(,0 1 nkW
ПRAWf , где 1nП - (n+1) –мерный 

полицилиндр:  bWnkazzzП kkn  ),,1(,)( )0(

1 ,   ),...,,( 21 nzzzz  . Иначе 

говоря, в системах (3.1.1) и (3.1.4) функции )2,1(),,( kzzf k  и ),1( nk    будем 

считать  вещественно - аналитическими по независимым  переменным kz , и 

аналитическими по искомой функции. 

Обобщенными аналитическими функциями называют решения 

обобщенной системы Коши-Римана 



 

47 

 

 

 

)()()( zcWzbWza
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                                      (3.1.6)       

Теория обобщенных аналитических функций изложена в монографиях И.Н. 

Векуа [17-20] и Л.Г.Михайлова [71-77], З.Д.Усмонова [235], Раджабова Н. 

[160-162, 175-177] С.Х.Сафарова [85-86], Э.М.Мухаммадиева, С.Байзаева[4], 

[122] и других авторов. Если в (3.1.6) 0)(,0)(  zbza , то неоднородная система 

Коши-Римана имеет частное решение 

),(,
)(1

)()(0 








dddS

z

dSc
cTzW

D




   

а  общее решение определяется формулой )()()( cTzzW  ,  где  )(z  - 

произвольная аналитическая функция. В другом частном случае, когда  𝑎(𝑧) ≡

0,    𝑐(𝑧) ≡ 0, многообразие всех решений даётся формулой   )(exp)( zzW 

, где 𝜔(𝑧) ≡ 𝑇𝑏. В общем случае решение однородной системы (3.1.6), когда  

𝑐(𝑧) ≡ 0   (но 𝑎(𝑧) ≠ 0,    𝑏(𝑧) ≠ 0), тем же способом, получаем первую 

основную формулу  теории обобщенных аналитических функций 

  







 b

W

W
aTzzzzW )(,)(exp)()( .                      (3.1.7) 

Хотя формула (3.1.7) и не является явной, она весьма полезна для 

качественного изучения свойств функции W(z). 

С другой стороны,  в общем случае, непосредственно интегрируя 

однородное уравнение, из (3.1.6) при 0)( zc   получаем интегральное 

уравнение 

 bWWaTzzW  )()( .                                    (3.1.8) 

Как доказывается в работах И.Н.Векуа [17-20], и [12], [72-75] оно всегда имеет 

единственное решение вида 

)(Г)(Г)z()z(W  21 ,                                ( 3.1.9) 
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где  Γ1, Γ2 − резольвенты интегрального уравнения. Формулу (3.1.7) называют 

формулой представления 1-го рода, а (3.1.9)-формулой представления 2-го 

рода. 

В качестве начальных данных для систем (1) и (2)   примем 

),( 210 zzW   при )0(

kk    ( 2,1k ),  или ),...,,( 210 nzzzW  , ( nk ,1 ).   (3.1.10) 

В этой главе настоящей работы, в отличие от предыдущих работ,   

рассматриваются некоторые классы п.о.с. К.- Р. с линейными, нелинейными и 

квазилинейными правыми частями и с сингулярными коэффициентами  

(сингулярными точками). Учитывая результаты работ [71]-[80], [82] (для 

регулярных правых частей систем),  для изучаемых  п.о.с. К.-Р. 

устанавливается тождественное выполнение условий совместности 

изучаемых систем. Далее находятся многообразия их решений явными 

формулами, и анализируется поведение решений систем в особых точках, и в 

их окрестностях. 

В п.3.2 по аналогии с [100] рассматривается п.о.с. К.-Р. вида 
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            (3.2.1) 

где   )(),(),(, )0(

332 ПRAWПAmПRAba    по всем переменным. Для 

непрерывности решений системы (3.2.1) будем требовать, что если выполнены 

условия леммы Михайлова Л.Г. 

1) )2,1(,0)(lim )0(

)0(
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zz kk

, то необходимо выполнение 

условий    0);,(,0),,,(,0),,,( 210

)0(

22

)0(

110

)0(

22

)0(

11  Wzzmbzzzzbazzzza .  (М0) 

Из последнего равенства имеем ),( 21 zzhW  . Такая найденная функция 

является частным решением исходной системы (см. [100], [121]). После 
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аналитического продолжения функции в системе (3.2.1) заменой  )2,1( kzk
 на  

k  преобразуем систему (3.2.1) к виду 

(0)

1 1 1 1 2 2 1 2

(0)

2 2 1 1 2 2 1 2

2

( ) ( , , , ) ( , ; ),

( ) ( , , , ) ( , ; ).

W
a z z m z z W

W
b z z m z z W

   


   



 




 



                         (3.2.2) 

Допустим, что в системе (3.2.2) ),,,( 2211  zza  считается вполне определённой 

функцией. Тогда утверждаем, что условие совместности системы (3.2.2) 

выполняется тождественно, если 

 ),,,(),,()(),,,( 2211221

)0(

222211  zzAzzqzzb  , где ),,( 221 zzq   как  и 

,...)( 1zb -известные функции. Учитывая значение функций ,...)( 1zb , 

проинтегрируем систему (3.2.2) и, переходя к прежним переменным,  получим 

явное решение исходной системы  формулой 

 ),(),,,(),,(;,),,,( 21221122121

1

2211 zzzzzzAzzzQzzMzzzzW   .     (3.2.3) 

При этом решение системы, как и функция, ),,,( 2211 zzzzA  в точке )0(

11 zz   имеет 

логарифмическую особенность. Если считать, что в системе (3.2.2) функции в 

её правых частях в области  3П  являются аналитическими, то применяя 

теорему вычетов к интегралам, будем иметь непрерывную функцию вида :

),,,(2),,,( )0(

22

)0(

112211 zzzziazzzA   . При этом решение системы во всей 

замкнутой области будет непрерывным. 

В п.3.2.4 рассматривается п.о.с. К.-Р. с различными разделяющимися 

переменными вида [93], [100] 
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, (3.2.3) 
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где  )(),(,),(,,, )0(

332 ПRAWПApmПRApmba  . Аналитически продолжая  

функций в области 
2П , заменой  kz  на новые переменные )2,1( kk , 

преобразуем систему (3.2.3) к следующему виду 
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   (3.2.4) 

Допустим, что в системе (3.2.4) )2,1( 



k

W

k
  всюду на данной области 

считаются ограниченными. Тогда, если в системе (3.2.4) выполняются условия 

(М0), то есть 

)2,1(,0)(lim )0(

)0(


















k

W
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k

n

kk
zz kk 

, то необходимо 0(...)(...),,0,0 00  pmba . 

Из последних двух равенств получим  )2,1(),,( 21  izzhW i . Эти найденные 

функции, возможно, будут частными, либо особыми решениями системы. Это 

означает, что если для данной системы требовать выполнение условий (М0), 

то в точке вырождения система может иметь только лишь частное, либо особое 

решение. Допустим, что в системе (3.2.14) функции ba, удовлетворяют 

условию малости, тогда при тождественном выполнении условия 

совместности, решение системы  во всей области непрерывно. Для того чтобы 

условие совместности системы (3.2.4) выполнялось тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы взаимосвязь между функциями abmp ,;,  

определялись следующими формулами 
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                      (3.2.15) 

либо 
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          (3.2.16) 

При этом, исходная система разрешима и многообразия её решений 

определяются формулами вида 

 ),,(),,(),(;,),,,( 2212112121

1

2211 zzzBzzzAzzzzMzzzzW  
  (3.2.17) 

либо 

 







  ),,(),(ln

1
),,,(;,),,,( 22121221121

1

2211 zzzBzzzzzzAzzMzzzzW 


. (3.1.8) 

Тогда  многообразие решений системы (3.1.16), определяемое формулой 

(3.1.17), во всей данной замкнутой области непрерывно и формула вида 

(3.1.18)- непрерывна по переменной   2z , а  при 
)0(

11 zz  , имеет особенность 

(n-1)-го порядка при 1n , и логарифмическую особенность при n=1и 

непрерывно, если ей применять теорем о вычетах. 

В п.3.2.5.  рассматривается квазилинейная   п.о.с. К.-Р. вида 
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    (3.2.19) 

где  )(),(),(,, 3

)0(

32 ПAmПRAWПRAmba по переменным  z1,W. В 

системе (3.2.19) аналитически продолжив в функций в данной области, 

заменой переменных kz  на )2,1( kk , получим 
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                          (3.2.20) 

Допуская, что в системе (3.2.19) будут выполнены условия (М0), при переходе 

к пределу, будем иметь 

0);,,,(,0);,,(,0 )0(

22

)0(

11

)0(

2210  WzzbWzzma  . 
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Из последних двух равенств  имеем, что )2,1(),,( 21  kzzhW k
 в точке 

вырождения будут частными решениями исходной системы. Из условии 

совместности системы (3.2.19) имеем, что для тождественного её выполнения 

необходимо и достаточно, чтобы функция );,,,( 2211 Wzzb   принимала вид 
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 (3.2.21) 

Учитывая формулы (3.2.21), проинтегрируем систему (3.2.20) и затем, 

переходя к прежним переменным, получим [110-111]: 

 ),,(),,,(),(;,,),,,( 221221121221

1

2211 zzzFzzzzAzzzzzMzzzzW   .      (3.2.22) 

Теорема 3.3. Пусть в п.о.с. К.-Р. (3.2.19) ),(),(,, )0(

32 ПRAWПRAmba   

 bПAm ),( )0(

2
 аналитическая по переменной W функция. Если в системе 

уравнений (3.2.19) её данные функции удовлетворяют условию (М0), и условие 

совместности системы (3.2.20) выполняется, но не тождественно, то, 

определяется некоторое частное решение данной системы, либо такие 

решения отсутствуют. Для того чтобы условие совместности системы 

(3.2.20) выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, чтобы 

функция );,,,( 2211 Wzzb   принимала вид формулы (3.2.21). Если комплексное 

дифференциальное уравнение, полученное из интегрирования системы 

(3.2.20), имеет определённое решение, то система (3.2.19) также разрешима 

и многообразие её решений определяется формулой (3.2.22). Причём такой 

вид решения системы (3.2.21) является непрерывным по 2z  всюду в области, 

в точке )0(

11 zz     имеет особенность  )1(n го порядка при 1n , а при 1n  

имеет логарифмическую особенность. Если в системе (3.2.19) её правые 

части  как функции  в области 
3П  считать аналитическими, то решение  

данной системы   непрерывно всюду в области. 
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В п.3.2.8. рассматривается п.о.с. К.-Р. вида 

,
)(

);,,,(
),;,,(),,,(

)0(

22

2211

2

2212211

1
nzz

Wzzzzb

z

W
Wzzzmzzzza

z

W












      (3.2.35) 

где   )(,),(),(,, 3

)0(

22 ПAbmПRAWПRAmba по переменной W. Если считать, 

что система (3.2.35) удовлетворяет условию (М0), то аналогично предыдущему 

п.3.2.5., получим два частные решения системы. Для того, чтобы условия 

совместности системы (3.2.35) выполнялась тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы взаимосвязь функции );,,,( 2211 Wzzzzb  и );,(),,( 11 Wzmza 

определялась формулой вида (3.2.37), где в этой формуле   функция, 


1

0

2212211 ),,,(),,,(

z

dtzztzazzzzA - регулярная и непрерывная в 
2П . При этом, в 

силу формулы (3.2.21), процесс интегрирования системы приводится к 

регулярному комплексному дифференциальному уравнению (к.д.у.). 

Интегрируя это к.д.у., получим непрерывное его решение. Затем, переходя к 

предыдущим  переменным, находим многообразие решений исходной 

системы формулой вида  (3.2.25),  непрерывной,  всюду в области  
2П ,  и для 

него будут справедливыми   условия равносильна теоремt, к теоремы 3.5. 

В п.3.2.9. рассматривается п.о.с. К.-Р. вида 
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 (3.2.43) 

где   mПAbПRAWПRAmba ),(),(),(,, 3

)0(

32  аналитическая по переменным 

Wz ,1  функция. Делая замену kz  на  k , аналитически продолжим в функции 

в системе (3.2.43). Тогда она преобразуется к следующей форме 
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         (3.2.44) 
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Если считать, что система (3.2.44) удовлетворяет условию (М0), т.е. 

)2,1(,0)(lim )0(

11)0(
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, 

то необходимо, получаем ,0);,,(,0 2210  Wzzma       .0);,,,( 22

)0(

11 Wzzb   Из 

последних двух равенств имеем )2,1(),,,( 2  izzhW i  . Эти найденные функции 

будут лишь частными решениями системы (3.2.44). Для того чтобы условие 

совместности системы (3.2.44) выполнялась тождественно, необходимо и 

достаточно,  чтобы функция  );,,,( 2211 Wzzb   определялась в виде 
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   (3.2.45) 

где  ),,,(),;,,( 221121  zzAWzzM  определяются интегральными формулами,  как 

и п.3.2.4. Учитывая значение функции )...,( 1 Wzb  из (3.2.45), проинтегрируем 

систему (3.2.44) и затем, переходя к прежним переменным, получим 

многообразие решений системы явной формулой вида (3.2.22). 

В п.3.4.1-3.4.2. (в случаях 1n , и 1n )  рассматриваются п.о.с.К.-Р. вида 
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,     (3.4.1) 

где  knПRAWПRAbha ,0),(),(,, )0(

32 произвольное целое число.  В системе 

(3.4.1) аналитически продолжив в ее функций, по переменным kz  на k , 

преобразуем данную систему к  виду 
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. (3.4.2) 

В силу [40-46], если потребовать, чтобы для системы (3.4.77) выполнялись 

условия  (М0), то в необходимом условии, в  особых точках имеем  
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Из последнего соотношения получим: ),(,0 21 zzhWW  . Эти функции будут 

двумя частными, либо особыми решениями исходной системы. 

При этом достаточно, чтобы частные производные функции W  по 

переменным 21 ,   были ограниченны всюду в данной области. Если в системе 

(3.4.2) функции bha ,, удовлетворяют условиям малости, то при 

тождественном выполнении условий совместности, система (3.4.2) имеет 

непрерывное решение. 

Для того чтобы условие совместности системы (3.4.2) выполнялось 

тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функция );,,,( 2211 Wzzb   

принимала вида 
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Учитывая такое значение функции  ),...;( 1 Wzb , проинтегрируем систему (3.4.2) 

и получим к.д.у. вида (3.2.29), то есть:  );,,( 221

2

Vzzf
V








, где функция 

),...;( 1 Vzf  определяется из формулы (3.4.3). Далее,  интегрируя к.д.у. вида 

(3.2.3) по переменной 2 , аналогично [98], будем иметь 

)5.4.3()].,(;,,[ 21221 zzzzVV    

Затем, переходя к прежним переменным, определим многообразие решений 

системы (3.4.2) формулой 

   
1 1 2 2

1/(1 )

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2

( , , , )

exp ( , , , ) ( , , , ) [ , , ; ( , )] k

W z z z z

A z z z z B z z z z V z z z z z 



 
.        (3.4.5) 

Теорема 3.10. Пусть в п.о.с. К.-Р.  (3.4.1)  ),(),(,, )0(

32 ПRAWПRAbha   

 kn ,0 целое число. Если для системы (3.4.1) будут выполнены условия (М0), 
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то можно найти два частных решения системы. Если функции bha ,,  

удовлетворяют условию малости, то при выполнении условия совместности 

системы (3.4.1), также имеет непрерывное решение. Для того чтобы условие 

совместности системы (3.4.2) выполнялось тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы функция ),...,( 1 Wzb  принимала вид (3.4.3). Если к.д.у. 

(3.2.28) имеет решение вида (3.4.3), то система (3.4.1) также разрешима и 

многообразие её решений определяется формулой (3.4.5). Причём такого вида 

решения, системы (3.4.1)  в точке  )0(

11    области
2П , при n=1 имеет 

логарифмическую особенность и особенность  )1(n го порядка при n>1. 

Если считать, что в системе (3.4.1), на данной  области  функции bha ,,  

являются аналитическими,   то по теореме вычетов функция ),,,( 2211  zzA  и 

решение системы будут непрерывными на данной области. 

В п. 3.5.1. рассматриваются некоторые классы п.о.с. К.- Р., в которых 

правые её части являются однородными, либо обобщёнными однородными 

функциями, либо квазилинейными функциями. В первом пункте этой темы 

рассматривается п.о.с. К.- Р. следующего вида: 
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   (3.5.1) 

где   gfПRAWПRAgf ,),(),(, )0(

32 аналитические  по переменной W функции.  

Выполняя аналитическое продолжение в функции переменным  kz , на новые 

переменные k ,  преобразуем систему (3.5.1) к  виду 
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 (3.5.2) 

Учитывая [306, 308, 314, 323, 334] и другие, в системе (3.5.2) переходя к 

пределу  при  0k , проверим выполнение условий (М0). То есть, если  
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, 

то необходимо, чтобы  0);0,,0,(,0);0,,0,( 2121  WzzgWzzf . Из этих двух 

равенств получим: ),,(),,,( 12122211  zzhWzzhW  . Найденные нами функции 

будут частными, либо особыми решениями исходной системы. Если в системе 

(3.5.2) функции ),...;(),,...;( 1 WzgWzf  по переменным )2,1( kk  удовлетворяют 

условию Гёльдера по показателю  )10(   , то есть 

,);,,0,();,,,( 12212211


 KWzzfWzzf                          

,);0,,,();,,,( 22112211


 KWzzgWzzg                        (М1) 

то в случае тождественного выполнения условия совместности, многообразие 

решений системы (3.5.2) во всей области 
2П  будет непрерывным. Допустим, 

что условие совместности системы (3.5.2) выполняется тождественно. Тогда 

аналогично [323], интегрируя систему (3.5.2) и переходя к прежним 

переменным, получим 

 )],(;,,[;,,,),,,( 2122122112211 zzzzzFzzzzHzzzzW  .                 (3.5.3) 

Заметим, что если правые части системы уравнений (3.5.2) в области  3П  

считаются аналитическими, то применяя ей теорему о вычетах,  сможем 

определить непрерывное решение системы. В противном  случае решение 

исходной системы в особой точке 01    имеет логарифмическую особенность. 

В п. 3.5.3. рассматривается п.о.с. К.-Р. вида 
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2211
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)0(

11

2211

1 












,  (3.5.11) 

где  gfmПWAWПRAgf ,,0),(),(, )0(

32 аналитические функции по 

переменной W.  В системе (3.5.11) аналитически продолжим в области 2Ï ,  

заменой kz  на k . Тогда система (3.5.11) преобразуется к виду 
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                           (3.5.12) 

Теперь проверим, что если система (3.5.12) удовлетворяет условиям (М0), то в 

особых точках необходимо  .0);,,,(,0);,,,( )0(

22

)0(

11

)0(

22

)0(

11  WzzgWzzf    Из 

этих двух соотношений будем иметь: ),,(),,,( 12122211  zzhWzzhW  , и эти 

функций будут частными решениями исходной системы. А также если 

условие совместности системы  (3.5.12) выполняется, но не тождественно, то 

из него сможем определить функцию ),,,( 2211  zzhW  , которая, возможно, 

будет решением системы (3.5.12). Допустим, что условие совместности 

системы (3.5.12) выполняются тождественно. Тогда, интегрируя первое 

уравнение системы (3.5.12) по переменной 1  от точки 01   до  )0(

11   , 

аналогично [37], получим 



1

0

1)0(

11

2211

221
)(

);,,,(
),,(






 dt

t

Wztzf
zzVW

m
. Очевидно, что 

этот интеграл в точке )0(

11 t  не существует. Поэтому в некоторой окрестности 

этой точки, применяя результаты [22], методом последовательных 

приближений из того интеграла имеем:  

)],,(;,,)(,[),,,( 22122

1)0(

11112211  zzVzzFzzW m . Дифференцируя последнее 

соотношение по переменной 2 , подставим её результат во второе уравнение 

системы (3.5.12). C другой точки зрении, если считать, что в системе (3.5.12) 

правые ее части (то есть функции )П(Ag,f 3 ) в области 3П  являются 

аналитическими функциями, то к интегралам от этих функций, можно 

применять теорему вычетов. Тогда в результате интегрирование, получим 

непрерывную функцию 
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Такая функция очень хорошо влияет на непрерывность решений системы 

(3.5.12). 

В § 3.5.4.  рассматривается п. о. с. К.-Р. с нелинейными правыми частями 

произвольного числа независимых переменных [323-334] 
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,               (3.5.13)                                            

где  0),(),( )0(

1   nПRAWПRAf nnk . Выполняя аналитическое продолжение в 

системе (3.5.13), заменяя 
kz   на  

k , преобразуем её к виду 
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.   (3.5.3) 

По аналогии с [39-46], если для системы (3.5.13) будут выполнены условия 

(М0), то есть ,0)(lim )0(

)0(
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 то при ограниченности 

k

W




 

необходимо, чтобы выполнялись равенства ,...),,(,...),,,( 12122211  zzhWzzhW  . 

Тогда получим ограниченное решение системы (3.5.3). Если же в области nП   

функции kf  удовлетворяют условию  малости, то также получим непрерывное 

решение системы. Допустим, что предыдущие условия не выполняются, а 

будут выполнены условия совместности системы. Тогда, интегрируя систему 

(3.5.3) по всем переменным  в классе ),( )0(

1nПRA  будем иметь  
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 . (3.5.14) 

Легко заметить, что в (3.5.14)  в случаи (слабой особенности) 10 m  

интегралы представляют как непрерывные функции, при 1m  все интегралы 
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в соответствующих точках  )0(

kk   ,  будут иметь логарифмические 

особенности, а при 1m  имеют особенность ( 1m )- го порядка. По аналогии 

с [44], считая, что в системе (3.5.13) и в  (3.5.14) функции ),...,( 1 nk zf   являются 

аналитическими  по всем аргументам, применяя теорему вычетов, получим 

непрерывную функцию вида: 
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Тогда, после перехода к прежним переменным, решение исходной системы 

также в области nП , по всем переменным будет непрерывным. 

В п.3.5.5. нами рассматривается п.о.с. К.- Р. с разделяющимися 

переменными 
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  (3.5.15) 

где niПRAWПRAff nni ,2),(),(, )0(

11   . Выполняя аналитическое продолжение в 

функций предыдущей системе по переменным  kz , заменяя их на  k , 

преобразуем её к виду 
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. (3.5.16) 

Если в системе (3.5.16) будут выполнены пределы  ,0)(lim )0(

)0(
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m
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то необходимо ),1(),,...,(,0 1 nizzhWf nioi  . Эти найденные функции 

будут частными решениями исходной системы.  Если в системе (3.5.16) 

считать, что функции )П(Af,f ni 121  , то в процессе интегрирования системы 

(3.5.16)  сможем применять теоремы вычетов. В результате получим 

непрерывную функцию, являющуюся решением системы (3.5.16). Во всех 
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этих случаях, получим некоторые частные решения системы. Для того, чтобы 

условия совместности системы (3.5.16) выполнялись тождественно,  

необходимо  и  достаточно, чтобы взаимосвязь между функциями  (...)if  с 

(...)1f , а также ,...)( 1zq  с ,...)( 1zp  определялась следующими формулами 
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В этих случаях многообразия решений исходной системы, после перехода к 

прежним переменным определяются соответствующими формулами 
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(3.5.19)  
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Теорема 3.17. Пусть в  п.о.с. К.-Р. (3.5.15) 

),(),(,,, )0(

11  nni ПRAWПRAffqp  0m , )(, 1 nПAqp . Если для системы 

(3.5.15) будут выполнены условий (М0), и условия совместности данной 

системы выполняются, но не тождественно, то система может иметь 

определённого количества частных, либо особых решений (либо такие 

решения отсутствуют). Для того чтобы условия совместности системы 

(3.5.15) выполнялись тождественно, необходимо и достаточно, чтобы 
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взаимосвязь между функциями (...)(...), 1ff i
 и (...)(...),pq  определялась 

соответствующими формулами (3.5.17)  и  (3.5.18). При этом исходная 

система разрешима, и многообразия её решений определяются 

соответствующими формулами (3.5.19) и (3.5.20). Причём  решение системы 

вида (3.5.19) во всей области являются непрерывными вида (3.5.20) при 

10 m  в nП , и при 1m  в 
)(

nП 0

1  непрерывно, а в точке )0(

11    при 1m  имеет 

соответственно логарифмическую особенность (при  1m ) и особенность 

 )1(m го порядка при 1m . 

В п.3. 5. 6 рассматривается п. о. с. К.-Р., содержащая правую часть с 

разделяющимися переменными относительно неизвестной функции: 
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 (3.5.22) 

где    jinnji ffmПWAWПRAff ,,0),(),(, )0(

1 аналитические функции по W . 

Выполняя аналитические продолжения в  функциям системы (3.5.22), по 

переменным kz  и заменяя их на новые переменные ),1( nkk  , преобразуем 

систему к  виду 
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        (3.5.23) 

Если в системе (3.5.23) в случае ограниченности функции 
k

W
 будут 

выполнены условия (М0), то есть, если 
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то необходимо  ,0);,,...,(,0 )0(

10  Wzzpf nni  0);,,...,( )0(

1 Wzzf nnj  . 

Из этих двух равенств имеем частные решения системы 

),1(),,...,( 1 nkzzhW nk  . Пусть условия совместности системы (3.5.23) 

выполняются, но не тождественно, тогда из этих соотношений сможем 

определить некоторые функции, которые могут быть, либо могут и не быть 

решениями системы.  Для того чтобы условия совместности системы  (3.5.23) 

выполнялись тождественно, необходимо и достаточно, чтобы  взаимосвязь 

между функции ),...,1((...) nkjf j   с данными функциями (...)(...), pf i - 

определялись формулами 
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Действительно, при этих значениях функций (...)jf   условия совместности 

системы  (3.5.23) выполняются тождественно  и процесс её интегрирования 

приводится к интегрированию системы (3.5.26). Аналогично [323], интегрируя 

эту систему, затем переходя к прежним переменным, получим многообразие 

решений исходной системы следующей формулой 

 ),,...,,,,...,(),,...,,(),...,(;,,...,,,,...,

)27.5.3(),,...,,(

111111111
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nnkkknnnnnkkk
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Теорема 3.19. Пусть в п.о.с.К.-Р. (3.5.23) ),(),(,, )0(

1 nnji ÏRAWÏRApff  

jfp, аналитические  функции по переменной  W . Если для системы (3.5.24) 

будут выполнены условия (М0) в точках вырождений, и условия совместности 

системы (3.5.24) выполняются, но не тождественно, то система может 
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иметь некоторое частные, либо особые решения, или несовместна. Для того 

чтобы условия совместности (N20)  выполнялись тождественно, необходимо 

и достаточно, чтобы взаимосвязь функции (...)jf  с функциями  pf i ,  

определялась формулами вида (3.5.24). Если система вида (3.5.26) имеет 

решение, то система (3.5.23) также разрешима и многообразия её решений 

определяется формулой (3.5.27). Если считать, что в системе (3.5.24) 

)(,, 12  òji ÏApff , то есть являются аналитическими функциями  по всем 

переменным, то в силу теоремы вычетов, системы (3.5.24) и (3.5.23) во всей 

области имеют непрерывное решение . Если в системе (3.5.23) указанные 

условия не выполняются, то решение системы в случаи 10 m  в области 

)П( n , при 1m  в  )0(

1nÏ  является непрерывным, а при  1m  в области  nП  

соответственно имеет логарифмическую особенность (при 1m ) и 

особенность  )1(m го порядка 

(при 1m ). 

     Замечание.  Если в работе рассматриваются систем дифференциальных 

уравнений выше чем первого порядка, то производя замены, уменьшаем 

порядка дифференциальных уравнений. Решая полученные системы уравнений 

как в работе, затем переходим к прежним уравнениям. Тем самым, получаем, 

что многообразия решений данной системы будет богатым, чем систем 

дифференциальных уравнений первого порядка. 

Приложение теории систем дифференциальных уравнений в 

частных производных первого порядка в решении задач 

экономики и экологии 

 

Известно, что задачи экономики решаются на основу математические 

теории. В том числе в действия свободного рынка, реклама продаваемых 

товаров выполняют главную роль. Например, моделью торговля товаров, с 
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учётом рекламы, и скорость получаемые дохода посредников (магазинах) 

определяется формулой [282], [287], [307]: 

                                           ( ) , ., ( 1...., ). (1)k k

k
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a u N u a const k n

t


    

  

Условия совместности данной системы выполняются тождественно, а 

многообразие ее решений определяется следующей формулой                      

                      1 2( ) , ( , ,... ). (2)
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Формула вида (2) называется уравнением логистики в процессе торговля 

товаров. В частном случае, в случаи 9,0)0(,5,2,10;2,1 21  uaaNk  как 

начальное условие исходной задачи,  
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найдётся модели количество покупателей товаров, определяемой формулой  
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       Таким образом, получено, что использование различных форм рекламы 

(на примере компании Индиго), число клиентов постоянно увеличивается. 

Проведённый   анализ в работе [287] показывает, что в 2005 году по сравнению 

с 2003 годом этот показатель составил 198%.  В компании Индиго были 

применены всевозможные виды реклам, кроме использования сети Интернета. 

А также в работе исследуются приложения п.д.- систем случаи эластичности 

функции экономических задач, в решении задач экологии, биологии, а также 

экономики пчеловодство. 

Приложение систем уравнений в полных дифференциалах с 

сингулярными точками 

Во второй главе работы, рассматриваются задачи о применении системы 

дифференциальных уравнений в полных дифференциалах (п. д.- систем), в 
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которых если условия совместности систем выполняются тождественно, то 

многообразия решений изучаемых систем находятся определяемыми 

формулами. Причём исследуя решения систем вне шаров, тем самым   

находятся решение граничных задач внутри, вне данной области, а также в 

центре шара многомерной действительной плоскости.  Тем самым, для п.д.- 

систем с сингулярными точками, находятся решения граничных задач. 

Приложение переопределённых обобщённых систем Коши-Римана с 

сингулярными коэффициентами. 

В третьей главы работы, рассматриваются классы систем уравнений в 

частных производных в комплексной плоскости, в классе вещественно 

аналитических функций. Очевидно, если в некоторых точек области данные 

функций систем являются аналитическими, то вещественные и мнимые их 

части функций удовлетворяют условиями Коши-Римана, а также 

дифференцируемые по каждым переменным, и т.д. в окрестности некоторые 

фиксированных точек данной области, функции систем в окрестности 

некоторой особой точки могут быть разлагаются в сходящие степенные ряды, 

или в ряды Тейлора (по вещественным, либо по комплексным переменным). В 

случаи тождественного выполнения условий совместности, системы 

разрешимые определёнными формулами (явно либо неявно). Вторая сторона 

задачи заключается в том, что при каких видов линейных, или нелинейных, 

либо квазилинейного вида функций изучаемых систем, условия совместности 

систем выполняются тождественно? Решению этой задачи посвящается вся 

предлагаемая диссертация, в том числе и третьей главы диссертации. 

Поскольку в решении задач появляются сингулярные решения задач, поэтому 

для исключения эти точки вырождения в работе, применяя к полученным 

решениям, изучаемым систем теоремы о вычетах. Тем самым получаем 
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многообразия решений систем, содержащиеся произвольную аналитическую 

функцию, непрерывным на всей данных областей. Причём, в этих найденных 

в явном, либо неявном видах решений систем, произвольные аналитические 

функций могут быть зависимы от одной, либо от произвольного числа 

комплексных переменных z, либо от других комплексных независимых 

переменных zk (k=1,2,…,n). 
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ГЛАВА 1 

 § 1.1. Системы уравнений в полных дифференциалах  с сингулярными 

линиями 

  Вначале приведём некоторые вспомогательные материалы из класса 

регулярных систем уравнений в полных дифференциалах первого порядка с 

одной неизвестной функцией на плоскости и в многомерном пространстве.  

§ 1.1.1. Совместные системы двух уравнений в частных производных первого 

порядка (системы в полных дифференциалах) 

Аналогично [229-231], [257] будем рассматривать, п.д.- систему вида  

                               ),,(),,,( uyxb
y

u
uyxa

x

u










,
 
                                      (1.1.0) 

где  )(, 1 DCba  , 
-
 заданные функции из класса  𝐶1, а искомая функция 

),( yxuu    принадлежит классу   𝐶2, то есть  )(2 DCu . Дифференцируя первое 

уравнение системы  (1.1.0)  по переменной 𝑦, а второе по  𝑥,  и, приравнивая 

вторые смешанные  производные, получим условие совместности системы, 

соотношением  

                                   𝑎𝑦 + 𝑏 ∙ 𝑎𝑢 = 𝑏𝑥 + 𝑎 ∙ 𝑏𝑢,    (N1) 

которое,  является необходимым и достаточным  условием  совместности 

системы (1.1.0).  Для систем типа (1.1.0) имеется несколько различных 

наименований. Во- первых, их называют совместными системами, во-вторых 

переопределенными  и  в- третьих, системами в полных дифференциалах 

(п.д.-системы). .Это последнее название  объясняется  тем её частным 

случаем, когда заданные  функции  );,(),;,( uyxbuyxa
 
не зависят от неизвестной 

функции  𝑢, т. е.   𝑎′𝑢 = 0,       𝑏′𝑢 = 0. Тогда условие (N1) принимает  вид    

xy ba 
 
. 
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В этом случае выражение dyyxbdxyxa ),(),(   будет полным 

дифференциалом  функции ),( yxu , как 𝑑𝑢,  и  нахождение функции  ),( yxuu   

осуществляется известным интегрированием  по переменным 𝑥 и  𝑦:    

                           

y

y

x

x

dxbdtytaCyxu

00

.),(),(),( 0                     

     В общем случае для системы (1.1.0) условие (N1) либо может выполняться 

на какой-то конкретной функции, являющейся единственным решением 

системы, либо может выполняться тождественно по всем переменным, и 

только в этом случае существует многообразие решений с одной 

произвольной постоянной.                                                 

     Определение 1.  Система (1.1.0) называется вполне интегрируемой, если 

она разрешима и её решение содержит одну произвольную постоянную.                 

     Определение 2. Соотношение (N1), когда оно выполняется тождественно, 

называется условием полной интегрируемости системы (1.1.0). 

      Определение 3. Система вида (1.1.0) называется переопределённой, если 

в ней количество неизвестных функции меньше числа уравнений. 

      Теорема 1. Тождественное выполнение соотношения (1.1.0) является 

необходимым и достаточным условием полной интегрируемости системы 

(N1). 

      Необходимость. Допустим, что существует многообразие решений 

системы (1.1.0), и имеет вид 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝐶. Требуется доказать, что условие 

совместности (N1) выполняется тождественно относительно u . Допустим 

противное, т.е. условие (N1) выполняется, но не тождественно. Тогда по 

теореме о неявной функции  [251], существует решение,   и оно представляет 

),( yxuu  , как функцию от  𝑥  и 𝑦, и эта функция, не содержащая 
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произвольного постоянного, может быть единственным, либо некоторым 

частным  решений системы (1.1.0), что противоречит условию теоремы. 

         Достаточность. Пусть (N1) выполнено тождественно. Интегрируя  

первое  уравнение  системы (1.1.0) по переменной  𝑥,  считая 𝑦 параметром, 

можем записать 

                         )](,,[ yVyxu         
 
     (1.1.1) 

Подставляя (1.1.1) во второе уравнение (1.1.0), будем иметь: 

),,( uyxb
dy

dV

Vy









 
, 

или  

                    
 

)0(,
))(;,(])(;,;,[





 V

V

y yVyxyVyxyxb

dy

dV





.    1.1.2) 

Покажем, что правая часть (1.1.2) не зависит от  переменного 𝑥. Для этого, 

дифференцируем правую часть обыкновенного дифференциального 

уравнения (о.д.у.) (1.1.2) по переменной x, и покажем, что оно равно нулю. 

Тогда в числители этой дроби, получим соотношение, которое преобразуется 

к виду                                 

                     0)()(  VxyVxyxux bbb  .   (1.1.3) 

 Так как функция )](;,[ yVyxu    из (1.1.1) есть решение первого 

уравнения системы (1.1.0), то имеем: 

     𝒰𝑥 = 𝜑𝑥 = 𝑎, 𝜑𝑦𝑥 = [𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢)] = 𝑎𝑦 + 𝑎𝑢 ∙ 𝑢𝑦 = 𝑎𝑦 + 𝑎𝑢 ∙ 𝜑𝑦, 

VuVuVVxVx auauyxa   ]);,([)( . 

Тогда соотношение (1.1.3) принимает вид  

                         0)()(  yVuVuyyuxx baaabb  . 
 
        

Поскольку условие (N1) выполняется тождественно, то перенесение его 

слагаемых справа налево даёт нуль. Это означает , что правая часть о.д.у. 
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(1.1.3) зависит только от независимого переменного  𝑦. Интегрируя (1.1.3), 

найдем общее решение о.д.у.. Подставляя  найденное  значение  V(y) в (1.1.2), 

получим многообразие всех решений системы (1.1.0), и оно содержит одну 

произвольную постоянную.  Тем самым, теорема полностью доказана.   

       Совершенно аналогично рассматривается система  в полных диффе- 

ренциалах для функции от произвольного числа независимых переменных. 

Пусть функция  𝒰 = 𝒰(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) удовлетворяет п.д.-системе  

                       );,...,,( 21 uxxxf
x

u
nk

k





,  

 
 (𝑘 = 1,2, … , 𝑛).   (1.1.4) 

Находя  и приравнивая вторые смешанные производные из уравнений  с 

номерами 𝑖    и   𝑗, получим соотношения 
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 .                   (N2)   

 
Аналогично предыдущим, для системы (1.1.4) с условиями (N2) справедливы 

определения 1.1.3, а также имеет место утверждение, аналогичное теореме 

1.1. 

      Теорема 2.  Для полной интегрируемости системы (1.1.4) необходимо и 

достаточно, чтобы тождественно выполнялись условия (N2).  

       Необходимость. Пусть система (1.1.4) разрешима, и многообразием  её 

решений будет 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝒰) = 𝐶. Будем доказывать тождественное  

выполнение условий (N2). Допустим противное, т.е. предположим, что 

известно многообразие решений системы (1.1.4) и хотя бы одно из условий 

(N2) выполнено, но не тождественно. Тогда из этого соотношения  по теореме 

о неявной функции (см.[251]) существует функция 𝒰 = 𝜑(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

которая будет единственным либо частным решением, что противоречит  

условию теоремы. 

          Достаточность. Пусть условия (N2) выполняется тождественно. 
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Интегрируем первое уравнение  системы (1.1.4) по 𝑥1 (считая в ней  

𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛- параметрами). Полученное решение должно удовлетворять 

оставшимся (n-1) уравнениям системы (1.1.4). Для этого, 

продифференцировав полученное решение вида  𝒰 =

𝜑[(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛; 𝒰1(𝑥2, … , 𝑥𝑛)] по переменным 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, подставим 

результат в систему (1.1.4) и получим:  

 
),2(,
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Аналогично вышеуказанным, можно доказать, что правые части уравнений 

последней системы не зависят от переменного 𝑥1. Продолжая этот процесс, 

на (n-1) –м шагу, получим одно   о.д.у., не зависящее от независимых 

переменных (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−1).  Интегрируя этого  систему уравнения, получим 

решение о.д.у. по одной переменной nx . Переходя к прежним переменным, 

получим общее решение исходной системы (1.1.4), содержащее одно 

произвольное постоянное. 

         Специально остановимся на том хорошо известном частном случае, 

когда  в (1.4) функции 𝑓𝑘 не зависят от 𝒰, то есть;   ),...,,( 21 nk

k

xxxP
x

u





,                                                   

условия совместности которого примут вид 𝜕𝑥𝑗
𝑃𝑖 = 𝜕𝑥𝑖

𝑃𝑗         (𝑖, 𝑗 =

1,2, … , 𝑛,    𝑖 ≠ 𝑗). Тогда решение этой системы даётся формулой                                
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§ 1.1.2. Случай, когда одно из уравнений с разделяющимися переменными 

Пусть в системе (1.1.0) первое из уравнений с разделяющимися 

переменными, (см. [257]])  иначе говоря, пусть 
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              ),(),(),,( yxmyxuyxa                                  
 
(1.1.5) 

В этом случае условие полной интегрируемости (у.п.и.) (N1) принимает вид 

        yyuux mmabmbmb    .                                               (N2) 

 
 Как указано выше, вначале решим уравнение относительно функции  𝑏0  

                       𝑏𝑥 + 𝑎 ∙ 𝑚 ∙ 𝑏𝑢 = 𝑎 ∙ 𝑚𝑢.                                                      (1.1.6) 

Вводя неявную функцию  𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑏) = 0, имеем: 

                   𝑉𝑥 + 𝑎 ∙ 𝑚 ∙ 𝑉𝑢 + 𝑎 ∙ 𝑚𝑢 ∙ 𝑉𝑏 = 0.                                              (1.1.7) 

Уравнение (1.1.7) равносильно  системе о.д.у. в симметричной форме  

                                    
𝑑𝑥

1
=

𝑑𝑢

𝑎∙𝑚
=

𝑑𝑏

𝑎∙𝑚𝑢
=

𝑑𝑦

0
.                             

Эта система имеет три  функционально- независимых первых интеграла 

𝜓1 ≡ 𝑏 − 𝑙𝑛𝑚(𝑦, 𝑢) = 𝐶1, 𝜓2 ≡ 𝑦 = 𝐶2, 𝜓3 ≡ 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐶3, 

где 𝑀(𝑦, 𝑢)  и    𝐴(𝑥, 𝑦) − первообразные соответственно к функциям 
1

𝑚(𝑦,𝑢)
 

по 𝑢  и  𝑎(𝑥, 𝑦) по 𝑥 соответственно. Тогда решение уравнения (1.1.7) будет  

                      𝐹[𝑏 − 𝑙𝑛𝑚(𝑦, 𝑢); 𝑦;   𝑀(𝑦, 𝑢) −  𝐴(𝑥, 𝑦)] = 0, 

где  𝐹 − произвольная функция от своих аргументов. 

Обращая функцию 𝐹 относительно  первого аргумента, получим общее 

решение уравнения (1.7) 

               𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝑙𝑛𝑚(𝑦, 𝑢) + ℊ[𝑦, 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)], 

где ℊ −некоторая вполне определённая, как  и AMb ,,   функция. 

Одним из частных решений уравнения (1.7) будет 

                       𝑏0(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝑙𝑛𝑚(𝑦, 𝑢) + 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦). 

Будем искать общее решение уравнения (1.7) в виде 

   𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝑒𝑏0(𝑥,𝑦,𝑢) ∙ 𝑈    или  𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝑚(𝑦, 𝑢) ∙ 𝑈 ∙ 𝑒𝑀(𝑦,𝑢)−𝐴(𝑥,𝑦),   

(1.1.8)  

где 𝑈 − новая неизвестная функция. 
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Подставляя (1.1.8) в (N1), получим:      

           𝑚 ∙ 𝑈𝑥 + 𝑎 ∙ 𝑚2 ∙ 𝑈𝑢 = (𝑎𝑦 ∙ 𝑚 + 𝑎 ∙ 𝑚𝑦) ∙ 𝑒𝑀−𝐴.                          (1.1.9) 

Решение уравнения (1.10) состоит из суммы частного решения уравнения 

(1.10) и общего решения однородного уравнения        𝑚𝑈𝑥 + 𝑎 ∙ 𝑚2 ∙ 𝑈𝑢 = 0. 

Это уравнение равносильно системе  

                                               
𝑑𝑥

𝑚(𝑦,𝑢)
=

𝑑𝑢

𝑎(𝑥,𝑦)∙𝑚2(𝑦,𝑢)
=

𝑑𝑦

0
,                                     (1.1.10) 

первыми интегралами которой, будут   𝑦 = 𝐶1    и   𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐶2.                              

Отсюда получаем общее решение однородного уравнения  

                                  �̃� = 𝜑[𝑦; 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)], где 𝜑 −  

произвольная функция. Одним из частным  решений уравнения (1.1.9) будет 

𝑈0 = [𝐴𝑦(𝑥, 𝑦) − 𝑀𝑦(𝑦, 𝑢)] ∙  𝑒𝐴(𝑥,𝑦)−𝑀(𝑦,𝑢).    Тогда общее решение уравнения 

(1.1.9) примет вид 

             𝑈 = 𝜑[𝑦; 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)] + [𝐴𝑦(𝑥, 𝑦) − 𝑀𝑦(𝑦, 𝑢)] ∙  𝑒𝐴(𝑥,𝑦)−𝑀(𝑦,𝑢). 

Подставляя значения 𝑈 в (1.1.8), получим:   

  𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) = {𝑓[𝑦; 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)] + [𝐴𝑦(𝑥, 𝑦) − 𝑀𝑦(𝑦, 𝑢)]} ∙ 𝑚(𝑦, 𝑢),    

(1.11) 

(где 𝑓[𝑦; 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)] = 𝑒𝑀(𝑦,𝑢)−𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝜑[𝑦; 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)]), 

),( AMyf  -произвольная, либо вполне определённая как и );,( uyxb  

функция. Формула (1.1.11) даёт класс всех функций 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢),  которые 

удовлетворяют у.п.и. (N1), при заданной функции 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢) вида (1.1.5). Если 

𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) задана, то, конечно,  и f(y; M-A)  будет известной функцией. 

Надо отметить, что решение уравнения (1.1.6) относительно  𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢), а 

также системы (1.1.4) можно находить  и  другим методом. 
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  Пусть считаются заданными 𝑎(𝑥, 𝑦, ),   𝑚(𝑦, 𝑢), и условие (N1) выполняется 

тождественно. Требуется найти вид 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢). Учитывая (N1), перепишем 

первое уравнение системы  (1.1.5): 

             
𝒰𝑥

𝑚(𝑦,𝑢)
− 𝑎(𝑥, 𝑦, ) = 0      или   𝜕𝑥[𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)] = 0. 

Интегрируя последнее уравнение, получим: 

                               𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝜑(𝑦),    

 (1.1.12) 

где 𝜑 − некоторая неизвестная функция. 

Дифференцируем соотношение (1.1.12) по   𝑦: 

                           𝑀𝑦(𝑦, 𝑢) − [𝐴𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑀𝑢(𝑦, 𝑢) ∙ 𝑢𝑦 = 𝜑′(𝑦) 

или  

                        𝜑′(𝑦) =
𝑏(𝑥,𝑦,𝑢)

𝑚(𝑦,𝑢)
+ 𝑀𝑦(𝑦, 𝑢) − 𝐴𝑦(𝑥, 𝑦).                              (1.1.13) 

Легко показать,что правая часть о.д.у. (1.1.13) не зависит от  переменного x, 

то есть: 

                                𝐷𝑥 [
𝑏(𝑥,𝑦,𝑢)

𝑚(𝑦,𝑢)
+ 𝑀𝑦(𝑦, 𝑢) − 𝐴𝑦(𝑥, 𝑦)] = 0. 

Действительно, раскрывая последнее равенство, имеем: 

                                 
𝑏𝑥+𝑎∙𝑚∙𝑏𝑢

𝑚
−

𝑏

𝑚2
∙ 𝑚𝑢 ∙ 𝑎 ∙ 𝑚 −

𝑎∙𝑚𝑦

𝑚
− 𝑎𝑦 = 0, 

что  равносильно соотношению  

                          𝑏𝑥 + 𝑎 ∙ 𝑚 ∙ 𝑏𝑢 − 𝑎 ∙ 𝑚𝑢 ∙ 𝑏 − 𝑎 ∙ 𝑚𝑦 − 𝑎𝑦 ∙ 𝑚 = 0, 

которое заведомо выполняется в силу (N1). Это означает, что правая часть 

о.д.у. (1.13) не зависит от переменного  x,  и есть некоторая функция вида 𝑓 =

𝑓(𝑦, 𝜓)  или (после подстановки значения 𝜓 из (1.1.12)) 

                                            𝑓 = 𝑓[𝑦; 𝑀(𝑦, 𝑢) − 𝐴(𝑥, 𝑦)].                                          

Тогда о.д.у. (1.1.13) принимает вид    𝜓′ = 𝑓(𝑦, 𝜓), где 
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                       𝑓(𝑦, 𝜓) =
𝑏(𝑥,𝑦,𝑢)

𝑚(𝑦,𝑢)
+ 𝑀𝑦(𝑦, 𝑢) − 𝐴𝑦(𝑥, 𝑦)                          (1.1.14) 

           Теорема 3. Пусть в системе (1.1.4) 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢) имеет вид (1.1.5), 

𝑎, 𝑚, 𝑏𝜖𝐶1, 𝑢𝜖𝐶2. Для полной интегрируемости системы (1.4) необходимо и 

достаточно, что 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) имела вид (1.1.10). Тогда система (1.1.4) 

эквивалентна о.д.у. (1.1.13). Если о.д.у. (1.1.13) с учетом (1.1.14) разрешимо  

в  квадратурах, то исходная система также  разрешима  в квадратурах, и 

многообразие ее решений выражается формулой 𝒰(𝑥, 𝑦) = 𝑀−1[𝑦; 𝐴(𝑥, 𝑦) +

𝜓(𝑦)]  где  𝜓 − является общим решением о.д.у. (1.1.13).  

 

§ 1.1.3. Случай, когда правая часть одного из уравнений-однородная   

функция нулевого порядка 

 

Будем рассматривать систему уравнений в частных производных (см. 

[229]- [2315]) 

            𝒰𝑥 = 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢),  𝒰𝑦 = 𝑏(𝑥, 𝑦,
𝑢

𝑥
)                                     (1.1.15) 

где  𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢)- однородная функция нулевого измерения  по переменным 𝑥, 𝑢, 

то есть,  при  любым  значениям переменной  𝑡, будет выполнено  

);,();,( uyxatuytxa  .  Подстановкой 𝒰 = 𝑥 ∙ 𝜗 приводим систему (1.1.15) к 

виду 

               𝜗𝑥 =
1

𝑥
[𝑎(1, 𝑦, 𝜗) − 𝜗, ]     𝜗𝑦 =

1

𝑥
∙ 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜗, ).                          (1.1.16) 

у.п.и. для системы (1.1.16) примет вид 

                         𝑥 ∙ 𝑏𝑥 + (𝑎 − 𝜗) ∙ 𝑏𝜗 = 𝑎𝜗 ∙ 𝑏 + 𝑥 ∙ 𝑎𝑦 .                                (N3)  

Решая соотношение (N3) как линейное уравнение относительно );,( vyxb ,
 
 

получим: 
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𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜗, ) =
1

𝑥
{𝑒2𝐴(𝑦,𝜗) ∙ 𝜑[𝑦; 𝐴(𝑦, 𝜗) − 𝑙𝑛𝑥] − 𝑥2 ∙ 𝐴𝑦(𝑦, 𝜗)} ∙ [𝑎(1, 𝑦, 𝜗) −

𝜗],(1.1.17) 

где 𝐴(𝑦, 𝜗) − одна из первообразных к 
1

𝑎(1,𝑦,𝜗)−𝜗
  по переменной 𝜗  (причём 

предполагается, что 𝑎 ≠ 𝜗),   𝜑 − произвольная функция. Тогда система 

(1.1.16) принимает вид 
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Так как  
1

𝑥2
= 𝑒−2𝑙𝑛𝑥, то первое слагаемое в правой части  второго уравнения  

из последней системы, можно переписать в виде      
1

𝑥2
𝑒2𝐴(𝑦,𝜗) ∙

𝜑[𝑦; 𝐴(𝑦, 𝜗) − 𝑙𝑛𝑥] = 𝑒2[𝐴(𝑦,𝜗)−𝑙𝑛𝑥] ∙ 𝜑[𝑦; 𝐴(𝑦, 𝜗) − 𝑙𝑛𝑥] = 𝑓[𝑦; 𝐴(𝑦, 𝜗) −

𝑙𝑛𝑥], где  𝑓 − новая неизвестная функция. Тогда, окончательно система (1.16) 

примет вид 
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    .          (1.1.18) 

Теперь приступим к интегрированию системы (1.1.18).                              

Интегрируя первое уравнение системы по переменной  x, получим: 

                               𝐴(𝑦, 𝜗) − 𝑙𝑛𝑥 = 𝜓(𝑦)                                                  

Продифференцируем последнее равенство по переменной 𝑦: 

                
yd

d
AvA yyv


 .    или   );(

]);,1([

);,(
vyA

vvyax

vyxb

dy

d
y






.              (1.1.19) 

Теорема 4. Пусть в системе (1.1.15) 

 ),,(),(),(, 0

211 vyxaDCuRDCba   однородная функция нулевого 
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измерения по переменным 𝑥, 𝑢.  Для полной интегрируемости системы 

(1.1.15), необходимо и достаточно, чтобы  );,( vyxb  имела вид (1.1.17). Если 

о.д.у. (1.1.19) с учетом (1.1.17) разрешимо в квадратурах, то исходная 

система также разрешима, и многообразие ее решений выражается 

формулой  𝒰(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∙ 𝐴−1[𝑦; 𝑙𝑛𝑥 + 𝜓(𝑦)].  При этом, решение системы 

(1.1.15) по переменной   y   всюду в области непрерывно, а по переменной x  в 

точке  x=0   имеет логарифмическую особенность.             

§ 1.1.4. Случай, когда правая часть одного из уравнений-обобщенная 

однородная функция 

Рассмотрим систему уравнений  

                               𝒰𝑥 = 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢),     𝒰𝑦 = 𝑏 (𝑥, 𝑦,
𝑢

𝑥𝑘),          (1.1.20)  

где  𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢) - обобщенная однородная функция по 𝑥, 𝑢, то есть для любого 

𝑡 

и некоторого целого числа 𝑘  ),,(),,( 1 uyxatutytxa kk    

Заменив в системе (1.20)   𝒰 = 𝑥𝑘 ∙ 𝜗,  будем иметь  [229-231]  

𝜗𝑥 =
1

𝑥
[𝑎(1, 𝑦, 𝜗) − 𝑘𝜗],   𝜗𝑦 =

1

𝑥𝑘
∙ 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜗).                              (1.1.21) 

Условии совместности системы (1.1.21) будет 

                𝑥 ∙ 𝑏𝑥 + (𝑎 − 𝑘𝜗) ∙ 𝑏𝜗 = 𝑎𝜗 ∙ 𝑏 + 𝑥𝑘 ∙ 𝑎𝑦 .                                (1.1.22) 

       По аналогию с предыдущим случаям,  решая (1.1.22) как линейное 

уравнение относительно функции  𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜗), получим: 

  ]),,1([),(
~

]ln),(
~

;[
1

),,( 1),()1( kvvyaxvyAxvyAye
x

vyxb k

y

vyAk    ,  (1.1.23)     

где �̃�(𝑦, 𝜗) одна из первообразных по 𝜗 к функции 
1

𝑎(1,𝑦,𝜗)−𝑘𝜗
 (при, 𝑎 ≠ 𝑘𝜗),

𝜑 − произвольная функция. Тогда система (1.1.21) примет вид 
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 . 

Делая замену  

                                  �̃�(𝑦, 𝜗) − 𝑙𝑛𝑥 = 𝜓(𝑦),                                        (1.1.24) 

приведём последнюю систему к о.д.у. вида (1.1.13), в правой части которой 

функция 𝑓 - определяется через функции  𝑎  и 𝑏 формулой  

                          𝑓(𝑦, 𝜓) =
𝑏(𝑥,𝑦,𝜗)

𝑥𝑘∙
[𝑎(1, 𝑦, 𝜗) − 𝑘𝜗] + 𝐴𝑦(𝑦, 𝜗).              (1.1.25) 

       Если  о.д.у.  (1.1.13) с учётом (1.1.25) имеет решение, то исходная система 

также разрешима, и многообразия её решений найдётся определённой 

формулой.  При этом, справедлива следующая теорема. 

       Теорема 5. Пусть в системе (1.1.20) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶1,   𝑢 ∈ 𝐶2 и  𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢)- 

обобщенная однородная функция. Для полной интегрируемости системы 

(1.1.21) необходимо и достаточно, чтобы функция  𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜗) имела вид 

(1.1.23). Если о.д.у. (1.1.19) с учетом (1.1.25) разрешимо в квадратурах, то 

исходная система разрешима  в квадратурах, и многообразие ее решений 

выражается формулой 𝒰(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑘 ∙ �̃�−1[𝑦; 𝑙𝑛𝑥 +  𝜓(𝑦)], непрерывной во 

всей области. 

§ 1.1.5. Случай, когда одно из уравнений системы - типа Бернулли 

Пусть в системе (1.0)  𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑢) имеет вид  
nuyxhuyxauyxa ),(),();,(  , т.е. 

                             );,(,),(),( uyxb
y

u
uyxhuyxa

x

u n 








.            (1.1.26)                 

Тогда условие совместности (1.1.26) примет форму [229-231] 

𝑏𝑥 + (𝑎 ∙ 𝑢 + ℎ ∙ 𝑢𝑛) ∙ 𝑏𝑢 = (𝑎 + 𝑛 ∙ ℎ ∙ 𝑢𝑛−1) ∙ 𝑏 + 𝑎𝑦 ∙ 𝑢 + ℎ𝑦 ∙ 𝑢𝑛. 
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Преобразуем систему   (1.1.26) к более простому виду. Для этого умножим 

обе части уравнений системы (1.1.26) на (1 − 𝑛)𝑒(𝑛−1)𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝑢−1, где 𝐴(𝑥, 𝑦)- 

одна из первообразных от 𝑎(𝑥, 𝑦)  по  𝑥, а затем объединим обе стороны 

второго уравнения с  (1 − 𝑛) ∙ 𝐴𝑦(𝑥, 𝑦) ∙ 𝑒(𝑛−1)𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝑢1−𝑛.  

Тогда система  (1.1.26) примет вид 
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или     
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  Сделав замену        

𝑒(𝑛−1)𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝑢1−𝑛 = 𝜗,   и обозначая  

 

  









 );,(),(),(exp;,)1(),()1(

),,(),()1(exp),()1(

)1/()1/( vyxyxQvyxAyxfvnvyxAn

yxqyxAnyxhn

nnnn

y 
  (1.1.27)  

    

   

приведём данную систему к виду 

                                𝜗𝑥 = 𝑞(𝑥, 𝑦),    𝜗𝑦 = 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝜗).                                    (1.1.28) 

Система (1.1.28) относится к типу, изученному в п.1.1. Для полной 

интегрируемости системы  (1.1.28) необходимо и достаточно, чтобы  

                                       𝛽(𝑥, 𝑦, 𝜗) = 𝑄𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑓[𝑦; 𝜗 − 𝑄(𝑥, 𝑦)], 
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где  𝑄(𝑥, 𝑦) − одна из первообразных  к  𝑞(𝑥, 𝑦)   по 𝑥, 𝑓 −произвольная, либо 

некоторая вполне определённая  функция. Подставляя значение 𝛽(𝑥, 𝑦, 𝜗) во 

второе равенство из (1.1.27), будем иметь: 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝜗) = 𝐴𝑦(𝑥, 𝑦) ∙ 𝒰 +
1

1−𝑛
∙

{𝑄𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑓[𝑦; 𝑒(𝑛−1)𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝑢1−𝑛 − 𝑄(𝑥, 𝑦)]} ∙ 𝑒(𝑛−1)𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝑢𝑛 

(1.1.29)  

Таким образом, исходная система привелась к виду 
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Сделав замену                         𝑒(𝑛−1)𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝑢1−𝑛 − 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝜓(𝑦) 

получим о.д.у. вида (1.1.19), где функция 𝑓 определяется равенством  

 𝑓(𝑦, 𝜓) = (1 −)[𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) − 𝐴𝑦(𝑥, 𝑦) ∙ 𝒰] ∙ 𝑒(𝑛−1)𝐴(𝑥,𝑦) ∙ 𝑢−𝑛 − 𝑄𝑦(𝑥, 𝑦). 

(1.1.30) 

Здесь функция  𝒰(𝑥, 𝑦) выражается через 𝜓(𝑦) формулой 

                    𝒰(𝑥, 𝑦) = [𝑄𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝜓(𝑦)]
1

1−𝑛 ∙ 𝑒𝐴(𝑥,𝑦),                         (1.1.31) 

𝜓 -является решением о.д.у. (1.1.19) 

Теорема 6. Пусть в системе (1.1.26)  𝑎, ℎ, 𝑏 ∈ 𝐶1,    𝒰 ∈ 𝐶2 . Для полной 

интегрируемости системы (1.1.26) необходимо и достаточно, чтобы при 

заданном ),( yxa  и ℎ(𝑥, 𝑦) функция 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑢) имела вид (1.1.29). Если о.д.у. 

(1.1.19) с учетом (1.1.30) разрешимо в квадратурах, то система (1.1.26) 

разрешима в квадратурах и многообразие ее решений выражается формулой 

(1.1.31). 
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  § 1.2. Об интегрировании системы двух нелинейных уравнений в 

полных дифференциалах с сингулярными линиями 

    В этом параграфе работы нами рассматриваются системы уравнений в 

полных дифференциалах (п.д.- систем) с различными видами сингулярными 

линиями. Учитывая [269]-[276], нами исследуются случаи, когда условия 

совместности изучаемых систем выполняются тождественно и в этом 

параграфе приводятся способы, либо методы нахождения решения каждой 

системы.   Здесь нами проверяется выполнение условий малости, либо 

ограниченности и другие случаи, при выполнении условий совместности 

которых, найдутся некоторые частные, либо единственные решения системы.  

1.2.1. Рассмотрим одну квазилинейную  п.д.- систему с сингулярной линией 

                         ),,,( uyxa
x

u





       ,

),,(
ny

uyxb

y

u





   )0( n         (1.2.1)  

где ),(, 11 RDCba    ),( 0

2 DCu   ,0),(0  yyxDD  .yy<0,0),( 00  xxyxD .         

Особую линию y=0 для системы (1.2.1) обозначим через Г2. Условие 

совместности системы (1.2.1) имеет   вид:  

               0;
);,(

);,( 




























u

b
a

x

b

u

a
b

y

a
y

y

uyxb
DuyxaD n

ny  .     (N1) 

Для формулы (N1), будут выполняться два случая: а) Пусть условие (N1) 

выполняется как функциональное соотношение, зависящее от (x, y, u), но не 

тождественно. Тогда в силу теоремы о неявной функции, из (N1) сможем 

определить функцию u = h(x,y),  регулярную, либо с сингулярной линией y=0. 

Если эта функция удовлетворяет системе (1.2.1), то получим некоторое 

частное решение системы (1.2.1). В противном случае, система (1.2.1) – 

несовместна. Так как второго уравнения системы (1.2.1) на точках линии y=0  

интегрировать нельзя, а также на точках этой линии y=0 ставить задачи Коши 
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нельзя, поэтому, исключая точки линии y=0 из области D ,  задачу Коши для 

системы (1.2.1) ставим следующим образом: 

                u= u0   при   x = x0,   y = y0   )0( y , (0 < y0 ≤ y ≤ 1)                      (В) 

Тогда для существования решения этой системы требуется, чтобы (см. [109]-

[113]) в случае ограниченности  yu  , имел место переход  к пределу в системе  

уравнений  (1.2.1) при  0y . Тогда  получим следующие соотношения: 

      

0)(lim,0lim
00



















 y

u
y

x

u
y n

y

n

y
,   0),0,(,0),0,( 00  auxabuxb  . (M0) 

Откуда имеем, что выполнение  равенства  0);0,(,0);0,(  uxbuxa   является 

достаточным.  Из этих двух равенств имеем: u = hi(x), (i=1,2).  Эти найденные 

функций могут удовлетворять системе (1.2.1), поэтому они будут некоторыми 

частными, либо особыми решениями системы (1.2.1). Также для 

существования непрерывного решения системы (1.2.1), требуем, чтобы  

                        ),(),,(  nyouyxb
  )10(                                     (М1)

 

Выполнение условий  (M1) для существования решений системы (1.2.1) 

является достаточным. Также известно, что если система (1.2.1) имеет 

многообразие решений, то тождественное выполнение условий (N1) является 

необходимым. Покажем, что оно и является достаточным. Допустим, что 

условие (N1) во всех точках области D   кроме точек линии Г2: y=0 

выполняется тождественно и будут выполнены условии  (В): 

1) 

;.)(,0,0,),,(,);,(),();,(),;,( 11 constK
u

b

u

a
KuyxbKuyxaRDCuyxbuyxa 









  

2) функция );,( uyxb  по переменной y будет удовлетворять условию 

Гёльдера, 
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то  есть )10(,.);0,();,(  


yLuxbuyxb , либо ;);0,();,(



n

yLuxbuyxb  

3) существуют числа  
000 ,, hba  такие, что при выполнении  

000 ,, buayax   и достаточно малом числе 









K

b
ah 0

00 ,min  (К –константа 

Гёльдера) обеспечивается единственное решение задачи Коши для п.д.- 

системы  (1.2.1).  

Тогда  интегрируя первое уравнение системы (1.2.1) по переменной  x, как 

регулярное обыкновенное дифференциальное уравнение (о.д.у) по 

переменной  х, считая  у- параметром, методом последовательных 

приближений, получим: 

                                        u(x,y)=H [x,y,y0, ψ(y)],                              (1.2.3) 

где ψ = ψ (y)- новая неизвестная, H (x,y,y0, ψ(y))-  известная функция. 

Продифференцировав соотношение (1.2.3) по переменной у, и подставляя её 

результат во второе уравнение из (1.2.1) будем иметь: 

                                     
ny

uyxb

dy

dH

y
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y

u ),,(
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Откуда получаем обыкновенное дифференциальное уравнение (о.д.у.) 
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.  (1.2.4)  

Для нахождения   решений  о.д. у. (1.2.4)  по переменной у, прежде всего, 

покажем, что правая  часть о.д.у.  (1.2.4)  не зависит от независимой 

переменной х. Дифференцируем  правую часть о.д.у. (1.2.4) по  переменной  

х. 
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Поскольку  uny a
y

b
a 

yxH , тогда числитель в последней  формулы 

принимает вид:  

                       
0)()(  xy

n

uy

n

yx HHybHabaybab   .    (1.2.5) 

    Так как по предположению, условие (N1) выполняется тождественно, то 

равенство (1.2.5) также будет выполняться тождественно. Таким образом, мы 

доказали, что правая часть о.д.у. (1.2.4) зависит только от переменной y. 

Далее интегрируя о.д.у. (1.2.4) методом последовательных приближений, 

учитывая задачу Коши (В), в отрезке   0 < y0 ≤ y ≤ 1, получим функцию  ψ 

(y)=Р(y, u0). 

     С другой стороны, для существования непрерывного решения о.д.у. (1.2.4) 

необходимо, чтобы выполнялось условие (М0)
 
. При этом достаточно, чтобы  

)(),( DCyf  ,  где )0(,
),,(

),( 



 



 H
H

Hyuyxb
yf

y

n

 и при 0y , 

,),0(),(lim 0
0

 fyf
y




)0),0(( 00  ff .  )( )0(0   . Учитывая эти 

результаты, (см. [40]-[44]) имеем, что в случае  существования предыдущего 

предела,
 
 при   0 ≤ n < 1, решение системы в области D  является непрерывным, 

а при n≥1 (в общем случае), соответственно имеет логарифмическую 

особенность при 1n  и (n-1)- го порядка особенности, при 1n . И тогда 

многообразие решений системы (1.2.1) определяется формулой  

                  
 ),,(,,,),( 1

00 CyyPxyxHyxu n
  .             (1.2.6) 

Теорема 1.1. Пусть в п.д.- системе  (1.2.1) 
),(, 11 RDCba    ),( 0

2 DCu  где 

20 ГDD  . Если условие (N1)  выполняется, но не тождественно, тогда   

существует некоторое частное, либо особое решение системы (1.2.1). 
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Пусть условие совместности (N1)  по всем переменным (x,y,u) выполняется 

тождественно,  и  о.д.у. (1.2.4) имеет решение. Тогда система (1.2.1) 

разрешима и задача Коши (В)  для системы (1.2.1), имеет решение вида 

(1.2.6). Причем, это  решение системы (1.2.1) при  0 ≤ n < 1 в D  и, при n ≥ 1 

в D0 – непрерывно, а  в особых точках  линии Г2: y = 0 , соответственно 

имеет логарифмическую (при n = 1)  и  (n-1) – го порядка (в случаи n > 1) 

особенности,  а  по переменной x- непрерывно всюду в области D . 

 Замечание.  Если в системе (1.2.1) функция b(x,y,u) удовлетворяет 

условию:  b(x,y,u)=o(yn-ε)  (0 ≤ ε< 1),  то при тождественном выполнении 

условий совместности (N1) система (1.2.1) разрешима и ее решение во всей 

области D  будет непрерывным по всем переменным. 

1.2. 2.  Рассмотрим п.д.- систему вида [293-296] 

)0(,
);,(

),;,( 








n

x

uyxb

y

u
uyxa

x

u
n ,                                        (1.2.7) 

где   0x:Г),(),(),(, 100

211  DDDCyxuRDCba . Условие 

совместности п.д.- системы (1.2.7) имеет вид: 

          0)(;)( 1 







  bnbababxax

x

b
DaD uxuy

n

nxy .    (N2)  

      Допустим, что необходимое условие совместности (N2) выполняется. То 

есть,  существует некоторое решение системы (1.2.7). Тогда, при подстановке 

этой условной функции в каждое уравнение системы, должны получить 

тождества. Покажем, что тождественное выполнение условие (N2) является, 

также достаточным (для  существования многообразия решений системы 

(1.2.7)). Для этого, учитывая задачу Коши, или начальное условие, в первом 

уравнении системы (1.2.7) в виде 

                         0uu    при 000 ),0( yyxxx   ,  (1.2.8)  
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будем интегрировать первое уравнение системы (1.2.7), как обыкновенное  

дифференциальное уравнение (о.д.у.) по переменной x , считая y - 

параметром. После применения  метода последовательных приближений, 

будем иметь: 

                      
   );,(,)(;,),( hyxahyVyxhyxu x  ,     (1.2.9) 

где ))((,),()( 000 uyVyxuyV  - новая неизвестная функция, а  )(;, yVyxh -

известная, причём непрерывная по всем переменным. Дифференцируя 

соотношение (1.2.9) по переменной y , подставляя результат во второе 

уравнение системы (1.2.7), получим  о.д.у.  вида: 
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  .     (1.2.10) 

Покажем, что правая часть о.д.у. (1.2.10) не зависит от переменной  x, то есть, 

0fDx . Действительно: 

0
)(
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fD .       (1.2.11)  

Поскольку  в соотношении (1.2.11) имеет место     
yyxyx uyxahh ));,(()(  

uny a
x

b
a  ,  и функция (1.2.9) является решением первого уравнения 

исходной системы, то должны показать, что она также удовлетворяет второму 

уравнению системы (1.2.9) и получим тождественное выполнение условия 

(N2). Тем самым получим, что  в  о.д.у. (1.2.10) функция )();( 1 DCVyf  , и 

правая часть о.д.у. (1.2.10) не  зависит от переменного x  . Поэтому,  

интегрируя о.д.у.  (1.2.10) по переменной  y, при условии Коши вида (1.2.8), 

методом последовательных приближений  (см.[61]), получим:   ),( yCÔV   или 

),( 0 yuÔV  . Тогда многообразие всех решений системы (1.2.7), либо решение  

задачи Коши для п.д.- системы (1.2.7) будет представлено соответствующими   

формулами: 

 ),(;,),( yCÔyxhyxu    либо   ),(;,),( 0 yuÔyxhyxu  .   (1.2.12)  

Теорема 1.2. Пусть в п.д.- системе  (1.2.7) 

 100

211 ),(),(, ГDDDCuRDCba  . Если условие совместности (N2) будет 

выполнено, но не тождественно, тогда из этого соотношения можно 
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определить некоторую функцию  ),( yxpu  , которая  будет некоторым 

частным решением системы (1.2.7). Если же условие (N2) для п.д.- системы 

(1.2.7) будет выполнено тождественно, тогда существует многообразие 

всех решений системы (1.2.7), либо задачи Коши (1.2.8) для системы (1.2.7), 

и определяются соответствующими функциями вида (1.2.12), непрерывными 

во всей области D . 

По аналогии п.д.- системы (1.2.7), можно рассматривать систему вида 
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uyxb
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 , 

где   0:Г),(),(),(, 200

211  yDDDCyxuRDCba . В случае 

тождественного выполнения условие совместности этой системы, можно 

получить равносильный результат к теореме 2. 

1.2.3.  Будем  рассматривать п.д.- систему вида: 

                            
nx
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u ),,(
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),,( uyxb
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,
                                   (1.2.13) 

где, ),(, 11 RDCba   
),( 0

2 DCu  ,10,),( 00  xxyyxD 
  

удовлетворяющее задачу Коши (1.2.8).                                                              

Условием совместности системы (1.2.13) будет: 
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  или   uyux

n abababx 
            (N3) 

Если условие (N3) выполняется, но не тождественно, тогда решая (N3), в силу 

теоремы о неявных функциях, получим: u=H(x,y). Если эта функция 

удовлетворяет системе (1.2.13), то она будет некоторым частным решением 

системы. В противном случае, система (1.2.13) - несовместна. Если a(x,y,u) в 

точках линии х=0 удовлетворяет условию малости 

                            
),(),,(




n
xouyxa

  
)10(  x

                   (M1) 
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то решение системы (1.2.13) всюду в )(D может быть непрерывным. А также, 

если будут выполнены условия (M0) (см. [301]-[304]), то есть  yx uu  ,
 в точках 

линии х=0 имеют нули менее чем  п - го порядка, так, чтобы при 

ограниченности  yx uu  ,  
0lim,0lim

00



























 y

u
x

x

u
x n

x

n

x , тогда из правых частей 

системы будем иметь  .0),,0(,0),,0(  uybuya , а из этих  двух равенств, имеем  

)2,1(),(  iyhu i . Эти две функции будут частными, либо особыми  решениями 

данной системы.  

 С другой стороны, при х=0  из (N2)  имеем 

             uyu ababa 
,

))(),,0()(,,0(),,0( yCuyHuyauyb  ,       

 (1.2.14)                      

где   
)),(),,0((,

)(ln
),,0(

0

uyuyadz
a

a
uyH

u
y




  . При этом,  условие  

совместности преобразованной п.д. - системы   

),,( uy
x

u





))(),,0()(,( yCuyHuy

y

u







 

  выполняется тождественно, а ее решение в классе )(2 DC   существует, и 

задача Коши для этой системы имеет единственное решение вида:  

),,(),( 0uyxPyxu   .                             (1.2.15) 

Только отметим, что решение системы (1.2.13), на точках границы Г1:{х=0} в 

виде (1.2.15) не будет содержать всякое решение системы (1.2.13). Для 

выполнения этого требования необходимо тождественное выполнение 

условий (N3)  во всей области D . Пусть условие (N3)  выполняется 

тождественно и условии (В) будут выполнены по переменной x , считая 
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непрерывным по y. Интегрируя второе уравнение системы (1.2.13), покажем , 

что выполнение условий (N3), также является достаточным. При этом, в 

результате интегрирования второго уравнение системы как    о.д.у.  по 

переменной y (считая х- независимым параметром), применяя метод 

последовательных приближений, получим: 

                      
 )(,,,),( 0 xVyyxhyxu  ,                 (В1) 

где h(…) –известная, а V=V(x)- новая неизвестная функция. 

 Дифференцируя обе части равенства  (В1) по переменной  х, подставим 

ее значение в систему (2.1): 
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Откуда получим о.д.у. вида: 
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)0,0(  vhx

.          (1.2.16) 

 Покажем, что правая часть о.д.у. (1.2.16) не зависит от переменного у. 
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Так как   
,

nuxVx
x

a
bbh 

  то числитель последней дроби примет вид: 

0)()(  zyx

n

Vux

n

uy Hhxahbabxbaa
. 

Поскольку было принято тождественное выполнение условий (N3), то каждые 

множители последнего равенства зависят только от переменной  х, то есть: 
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  (1.2.17) 

Аналогично [301]-[304], для о.д.у. (1.2.17) будем требовать выполнение 

условия (М0): если  
0lim

0









 dx

dV
xn

x ,  то необходимо, чтобы выполнялось

0),0( 0  fuf . 

  Поэтому ограничивая область интегрирования  в о.д.у. (1.2.17)   на отрезке  

),10(  x
 ])1;0(( 0 x   будем иметь: 

                                 


1

x

nt

v)f(t,
)( dtCxV

.              (1.2.18) 

     Известно, что в последнем интегральном равенстве, в случаи   0 ≤ n< 1,  

решение интегральное уравнение  (1.2.18)  на полуинтервале (0;1]  

непрерывно. Аналогично предыдущим случаям,   можем определить, что 

решение о.д.у. (1.2.18) при  n=1 и  n>1 в области D0 существует, и 

непрерывно, а на точках линий  вырождения Г1: х=0, имеет логарифмическую 

особенность (при n=1) и (n-1)-го порядка при n>1. 

Теорема 1.3. Пусть в п.д.- системе (1.2.13) 
),(, 11 RDCba      

),( 0

2 DCu
 .Если в точках линии Г1: х=0,  a(x,y,u)  удовлетворяет условию 

(М0) , тогда при тождественном  выполнении условий (N3), и выполнении 

равенства (1.2.14), существует только  лишь непрерывное решение системы 

(1.2.13), ,определяемое  формулой (1.2.15). Если условие (N3) всюду в D ,  кроме 

точки линии х=0 выполняется  тождественно, тогда   задачи Коши  для 

о.д.у. (1.2.16)  имеет единственное решение. При этом, существует 

многообразие решений системы (1.2.13) непрерывное в D  при 0 ≤ n< 1, а при 
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n=1 и n>1 соответственно имеет особенность логарифмическую  при n=1 и  

(n--1)-го порядка при  n>1. 

  1.2.4.  Будем рассматривать п.д.- систему   

       
nx

uyxa

x

u ),,(





  ,     ,

),,(
ny

uyxb

y

u





  (n ≥ 0),               (1.2.19) 

где    ),(, 11 RDCba      
),( 0

2 DCu
        210 1,0),( ÃÃDyxyxD 

 . 

Условием совместности  п.д.- системы  (1.2.19) будет: 

                                       ux

n

uy

n babxabay 
                                 (N4) 

Как известно, система (1.2.19)  в точках линий вырождений  х=0, у=0 не 

интегрируема. Допуская от противного, т.е. пусть в   (N4)  х=0, у=0 , получим: 

      
,

0

0

0
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u

b
a

u

a
b

 откуда имеем ),0,0(),0,0( uaub  . 

Тогда  всюду в области D   имеем  constyxu ),( .  Допустим, что по 

аналогии с  [303],  в случае ограниченности yx uu  ,  на данной области,  для 

системы (1.2.19) будут выполнены условия (М0), то есть,  

если ,0lim,0lim

0
0

0
0































 y

u
y

x

u
x n

x
y

n

y
x  то необходимо 0),0,0(,0),0,0(  ubua . (М0) 

Из этих двух соотношений легко получим, 
,constu 

которое будет некоторым 

частным, либо особым  решением  системы.  Допустим, что условие (N4) 

всюду в D0 (кроме точки линии х=0, у=0) выполняется  тождественно. Более 

того, функции a, b в точках линий х=0, у=0 удовлетворяют условиям малости:       

     
),(),,(  nxouyxa  ),(),,(  nyouyxb   )10(   .                        (М1) 

Тогда при тождественном выполнении условий совместности системы 

(1.2.19) 
,uxuy    в классе )(2 DC существует непрерывное решение 
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системы (1.2.19) (см. [231]) допустим, что условие (N4) всюду в D  (кроме 

точки линий вырождения  х=у=0 )  выполняется тождественно. 

Приступим к интегрированию системы (1.2.19). Пусть в интеграле 

,
),,(

)(),(
1

dt
x

uyta
yVyxu

x n   10 0  xx
, тогда  на отрезке  1;  

существует точка  1;x  такая, что применяя  к интегралу метод 

последовательных приближений, будем иметь:  

                                     )(,,,),( 1 yVyxxhyxu n  ,   (1.2.20) 

где при  х→0 и  n ≥1, существует  
.))(,,,(lim 1

0
yVyxxh n

x




 

Дифференцируя предыдущую функцию по переменной  у, подставим ее 

результат во второе уравнение  системы (1.2.19)     

,
),,(

nvy
y

uyxb

dy

dV
hh

y

u






 

откуда имеем:   

            

,
V

n

y

n

hy

hyh

dy

dV






 или 
).),((

),(

V

y

n

n h

hyh
Vyf

y

Vyf

dy

dV






      (1.2.21) 

По аналогии с [289]-[300], допустим, что о.д.у. (1.2.21) удовлетворяет 

условию (М0), то есть;    если при ограниченности 
,yV 
  

,0lim
0










 dy

dV
y n

y  то 

необходимо получим, что   
,0),0( Vf
  и  тогда  

.constV 
. 

Легко показать, что правая часть о.д.у. (1.2.21) не зависит от переменной   х. 

Аналогично  предыдущим, интегрируя о.д.у. (1.2.21) (по переменной у), 

получим V=Ф(y,C) или V=Ф(y,u0). Причем решение о.д.у. (1.2.21) в точке у=0 

при  n<1 непрерывно, а при n ≥ 1, соответственно будет иметь особенности 

логарифмического  и  (n-1)- го порядка. А также, для существования 
   

непрерывных  решений о.д.у. (1.2.21)  достаточно, чтобы 
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)10(),(),(   nyoVyf  .  При этом, в случае выполнения условий (М1) в 

области D можем определить   решение о.д.у. (1.2.21) и системы (1.2.19) 

формулой вида (1.2.20).  А задача Коши  вне особых линий вырождения, для 

системы (1.2.19) имеет единственное решение. 

        Теорема 1.4. Пусть в п.д. - системе (1.2.19) ),(, 11 RDCba   

),( 0

2 DCu  )( 210 ÃÃDD    . Если в системе (1.2.19)  ,0),0,0(),0,0(  ubua   

а также в точках линии х=0, у=0 выполняется условие (М1) , условие 

малости, и условие (М0), тогда существует непрерывное решение системы 

(1.2.19) ( .constu  ). Если условие (N4) выполняется, но не тождественно, то 

определяется некоторое частное решение системы, либо такое решение 

отсутствует. Пусть условие (N4) будет выполнено тождественно, и задача 

Коши  для о.д.у. (1.2.21) имеет решение. Тогда существует непрерывное 

решение системы только при n<1 в области  D , и при n ≥1  в D0 . При этом  

решение системы (1.2.19) при  1n  на точках линии вырождений,   по обеим 

переменным имеет соответствующие логарифмическую (при n=1) и (n-1)-го 

порядка (при n>1) особенности . 

1.2.5.  Рассмотрим п.д.- систему вида: 

                

,
),,(

ny

uyxa

x

u






  
,

),,(
nx

uyxb

y

u






                                      (1.2.22) 

где   ),(, 11 RDCba      
),( 0

2 DCu
  1,0  yx . Условием 

совместности системы  (1.2.22) будет: 

                
n

ux

nn

uy

n nxybabynyxabax 
.        (N5) 

Аналогично предыдущим пунктам легко заметить, что каждые уравнения 

отдельно в системе (1.2.22), в точках линий вырождения х=0, у=0 области D  
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неинтегрируемые. При х=0, у=0 из (N5) имеем, что 

,0),0,0(),0,0( constubua   и данная система на линии вырождения может 

иметь только лишь решение u=const.  Если для п.д.- системы (1.2.22) будут 

выполнены условия  0lim,0lim
00



























 x

u
y

y

u
x n

y

n

x ,   то необходимо получим, 

что  0),0,0(,0),0,0(  ubua  (см.[289]-[300]). Откуда имеем  .constu   

   Если в системе (1.2.22) a(x,y,u),  b(x,y,u) по переменным  x,y 

удовлетворяют условию малости: 

)(),,(  nyouyxa  , 
),(),,(  nxouyxb   )10(         (М1),  

то полученная п.д.- система в случае тождественного выполнения условия  

(N5), во всей  области 210 ГГDD   имеет непрерывное решение. В 

противном случае,   система (1.2.22) может иметь некоторое частное решение 

непрерывное только в области  D0.   При тождественном выполнении условий 

(N5) система  (1.2.22) в D0 имеет непрерывное решение, а в точках линий Г1: 

х=0;   Г2: у=0 имеет особенности n – го порядка по одной из переменных  x, 

либо  y (при  n>1).  

1.2.6. Будем рассматривать п.д.- систему вида: 
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nx
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u
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(1.2.23) 

где ),(, 11 RDCba      
),( 0

2 DCu
      ;10  DD

 
0:1  x

. 

Условие совместности системы (1.2.23) принимает вид: 

                       
.1

y

a
xbnx

u

a

u

b
a

x

b
x nnn



























 

    (N6)        

Очевидно, что в точках линии: Г1: х=0 условия задачи Коши    задавать нельзя. 
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Аналогично [300],  для существования решения системы (1.2.23) 

предположим, чтобы                               

            
,0)(lim

0






 x

u
xn

x
  

,0)(lim
0






 y

u
x n

x

   
т.е.   

0),,0(,0),,0( 00  buybauya
.   

    Из этих двух равенств получаем:   
)(yu ii 

 )2,1( i . 

  Эти функции  )(yu ii     удовлетворяют каждому уравнению системы 

(1.2.23), и они будут  частными, либо  особыми решениями системы (1.2.23). 

С другой стороны, подставив х=0   в  (N6), имеем: uu abba   ,    то есть     

).,()();,( uyayuyxb   В таком случае, также  возможно , получим, 

некоторое частное решение системы. Допустим, что условие (N6) во всей 

области D  выполняется тождественно (кроме точек линии х=0). Тогда в 

результате интегрирования второго  уравнения системы (1.2.23), как о.д.у.  по 

переменной  у, с учетом того, что   х -  является постоянный параметр, при 

10  x  , получим: 

                             
 )(,,,

1
),( 0 xVyyxh

x
yxu

n


                             
 

Далее,  дифференцируя последнее равенство по переменной  х, подставим ее 

результат в первое уравнение системы (1.2.23)  

                          
nnn

v

n

x

x

uyxa

x
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x

h

x

h
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u ),,(V
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Откуда легко получим о.д.у. вида: 

                  Vv

x

hx

nh

h

ha

dx

dV









                           (1.2.24) 

Аналогично предыдущим, легко доказать, что дифференцирование о.д.у. 

(1.2.24) по переменной у даёт соотношение:  
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.0)())( 1  

Vyy

n

Vux

n

y

nn

u hhxbhbabxaxbnxa
    (1.2.25) 

 Так как по условию постановки задачи, требовалось тождественное 

выполнение условие (N6), то равенство (1.2.25) также будет выполняться 

тождественно. Если считать, что задача Коши (1.2.10) для о.д.у. (1.2.24) (вне 

линии вырождения) имеет определённое решение, при   
10  x ,  то 

получим интегральное уравнение  

                                   
 

dt
t

tVytq
CxV

x

n

1

0 )(,,
)(

.
                 (1.2.26) 

 Очевидно, что интегральное уравнение в точках линии х=0 (в случаи  

)1n  не существует, поэтому на  10  x , интегрируя последнее о.д.у. на 

отрезке [ε,1]  методом последовательных  приближений, получим: 

)()( xQCxV   либо  ),()( 0 xQuxV   )0()),0,(( 000  xxuuC
. 

При этом, если перейти к пределу последнего решения системы, при х→0,   

получим, что в точках линии вырождения х=0, решение о.д.у. (1.2.24) может 

иметь логарифмическую особенность при n=1 и (n-1)-го порядка при n>1.   

Тогда решение системы   (1.2.23), по общей теории примет вид: 

 )(,,,
1

),( 01
xQCyyxh

x
yxu

n



    либо  

 )(,,,
1

),( 001
xQuyyxh

x
yxu

n




.(1.2.27) 

  Тогда, многообразие решений исходной системы всюду в D0 –является 

непрерывным, а в точках линии Г1:х=0  имеет особенности  (n-1)- го порядка. 

Теорема 1.5. 
Пусть в п.д.- системе (1.2.23)  ),(, 11 RDCba      

)( 0

2 DCu
. Если условие совместности системы (1.2.23) выполняется, но не 

тождественно, тогда она имеет некоторое частное решение. Если  a(x, y, 



 

98 

 

 

 

u), b(x, y, u) удовлетворяют условия (М0) и (M1), тогда решение системы 

всюду в D , будет непрерывным. Если условие (N6) всюду в области D  

выполняется, но не тождественно, тогда система(1.2.23) может иметь 

некоторое частное решение. Пусть условие (N6)  выполняется 

тождественно (кроме точки линии x=0)  , и если задачи Коши для о.д.у. 

(1.2.24) имеет решение, тогда исходная система (1.2.23) также разрешима 

и многообразие её решений и решение задачи Коши определяются 

соответствующими формулами (1.2.27). Причём решение системы (1.2.23) в 

области D0  является непрерывным, а в точках линии x=0 имеет особенности 

(n-1)-го порядка.  

1.2.7.  Рассмотрим п.д.- систему вида: 
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ny
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u
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)0( n                          (1.2.28) 

где  ],0[),(, 111 kRRDCba      )( 0

2 DCu   ;20  DD    0),(2  yyx
. 

 Условием совместности системы (1.2.28) будет: 

                        
anyabaybaby n

uy

n

ux

n 1
 .     (N7) 

 Если для системы (1.2.28) выполняются условия (М0) и условие 

малости, то система может иметь некоторые частные решения. Если 

аналогично предыдущего пункта условие (N7) выполняется, но не 

тождественно, тогда решая (N7) , будем иметь некоторую функцию u=h(x,y). 

Если эта функция удовлетворяет системе (1.2.28), то она будет некоторым 

частным, либо особым решением системы. В противном случае, система 

(1.2.28) – несовместна. Допустим, что условие (N7) выполняется 

тождественно по всем переменным (x,y,u) (кроме точки линии Г2:у=0).  Тогда 

в результате интегрирования системы (1.2.28) , аналогично п.2.4, получим: 
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 или  
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1
),( 001

xQuxyxh
y
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А также для системы (1.2.28) имеет место предыдущая теорема.  Причем, 

решение исходной системы в D  непрерывно по переменной  х,  всюду на 

данной области, а по переменной у только в области D0 ,  причём, в точке у=0 

имеет особенности (n-1)-го порядка.   

§ 1.3.  Об интегрировании одного класса п.д.- систем, для которых 

правая   часть одного из уравнений с разделяющимися переменными 

1.3.1. Рассмотрим п.д.- систему 

         
),(),( uymyxa

x

u






     
,
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ny

uyxb

y

u






                                        (1.3.1) 

где n- произвольное целое положительное число,  ),(, 11 RDCba     

)( 0

2 DCu
  искомая функция. Очевидно, что для системы (1.3.1) задачу 

Кошу в точках линии у=0 задавать нельзя. Потому, что при y→0 , из второго 

уравнения системы (1.3.1) получим: b(x,0,u)=0. Откуда легко получим 

u=φ(x). С другой стороны, если эта функция u=φ(x) удовлетворяет первому 

уравнению системы (1.3.1), тогда она будет некоторым частным решением 

системы. Также добавим, что для существования некоторого  непрерывного 

решения системы (1.3.1), необходимо, чтобы при ограниченности частные 

производные функции по каждым переменным удовлетворяющим условиям:   

0lim,0)(lim
00



















 y

u
y

x

u
y n

y

n

y .  Условие совместности п.д.- системы  (1.3.1) 

имеет вид:  

0)(),(),(  mamaybmabuymyxab yy

n

uux      (N8) 
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Если условие (N8) выполняется, но не тождественно, тогда в силу теоремы 

существования о неявной функции [251], из (N8) сможем иметь некоторую 

функцию ),( yxu  . Если эта функция удовлетворяет п.д.- системе (1.3.1), 

тогда эта функция будет некоторым частным решением системы. В 

противном случае система (1.3.1) – несовместна. 

     Нашей главной целью является нахождение многообразий решений 

системы (1.3.1). Для этого потребуется тождественное выполнение условий 

(N8). Это требование  выполняется  тогда и только тогда, когда  функция b(x, 

y, u) имеет вид (функции  ),(),,( uymyxa  считаются известными) 

  ),(),(),(;),,( uymyyxAuyMyf
y
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y

A
uyxb n 




















              
 (1.3.2) 

Итак, для функции b(x, y, u) вида (1.3.2)  условие (N8) будет выполняться 

тождественно, и является необходимым условием существования решений 

п.д.- системы (1.3.1). Покажем, что оно также является достаточным. Для 

этого, интегрируя первое уравнение системы (1.3.1) сделаем замену: 

                        ),(),( yxAuyM   ,                  (1.3.3) 

где ,
,(

),(

0


u

u
ym

ds
uyM

     
x

x

dtytayxA

0

,),(),(   )(y  - новая неизвестная 

функция. Дифференцируя обе части (1.3.3) по переменной у, подставим её 

значение в (1.3.1) и получим регулярное о.д.у. вида: 

                                                            ),( 


yf
dy

d
 .                             (1.3.4)  

Если задача Коши для о.д.у. (1.3.4) имеет решение, то существует 

единственное решение системы (1.3.1)  и оно определяется явными 

формулами: 

)];(),(;[),( 0

1 yuyxAyMyxu  

 или   );(),(;1 ycyxAyMu  

   (1.3.5)
 



 

101 

 

 

 

Теорема 1.6. Пусть в п.д.- системе (1.3.1) ),(, 11 RDCba      
)( 0

2 DCu
. 

Если условие (М0)   и условие совместности  (N8) выполняется, но не 

тождественно, то  существуют некоторое частные решения системы, 

либо система (1.3.1)-несовместна. Для тождественного выполнения условий 

совместности (N8)   необходимо и достаточно, чтобы функция  b(x, y, u)  

имела вид (1.3.2). Если задача Коши для системы (1.3.1) имеет решение, 

тогда существует единственное решение либо многообразия решений  

системы (1.3.1)   выражающееся явными формулами (1.3.5) . Причем эти 

решения системы во всей области  являются непрерывными. 

1.3.2. Будем рассматривать систему: 
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       (1.3.6) 

где ),(,, 11 RDCmba      
),( 0

2 DCu
 a,b,m- заданные функции,  u(x, y)-

искомая функция, n≥0 (целое число). Аналогично   предыдущим, для системы 

(1.3.6), в точках линии х=0, у=0  задачи Коши задавать нельзя, поскольку при  

х=0, у=0, n≥0, и ограниченности  yx uu  ,
  
из выполнении условии (М0), в этих 

особых точках получаем;   a=a0   m(0,u)=0,  b(0,y,u)=0.  Отсюда имеем, что 

,constu   и они   будут частными, либо особыми  решениями системы (1.3.6). 

Условие совместности системы (1.3.6) имеет вид: 

              
)( yy

n

uux

n mamaybmabambx 
.           (N9) 

    Допустим, что условие (N9) выполняется, но не тождественно. Тогда из 

(N9),  в силу теоремы существования о неявной функции [251], можно 

определить функцию ),(1 yxu  . Если эта функция удовлетворяет системе 

(1.3.6), то она будет некоторым частным её решением, в противном случае, 
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система (1.3.6)- несовместна.  А также, если для системы (1.3.6) будут 

выполнены условия (М0), то система может иметь некоторое частное 

решение. Известно, что )(,, 1 DCmba    (по постановке задачи). Кроме  того, 

нам необходимо  знать, существует ли в какой-то форме взаимосвязь между 

функциями  a, m, b , причём считая a(x,y) и m(y,u) заданными вполне 

определенными функциями  в (N9), решим его в  как линейное неоднородное 

уравнение относительно функции  b(x,y,u). В результате получим: 
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 ,    (1.3.7) 
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 .         (1.3.8) 

При этом значение функции b(x,y,u), условие (N9) для системы (1.3.6) 

выполняется тождественно. В процессе интегрирования первого уравнения 

системы (1.3.6) заменяем:  ),(),( yxAuyM  где )(y  -новая 

неизвестная функция. M(y,u)  и  A(x, y)  определяются формулой (1.3.8). 

Дифференцируя обе части последнего равенства по переменной у, подставим 

её значения в систему (1.3.6) и с учетом  (1.3.7) имеем о.д.у. вида (1.3.4), где 

функция  f(y,ψ)  имеет вид: 
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uyM
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n










  

Так, что здесь,  функция f(y,ψ) как и  a, b, m, M, A  будет  вполне определенной 

функцией. Если задача Коши   для  о.д.у. (1.3.4) имеет решение, тогда система 

(1.3.6) также разрешима и многообразие ее решений определяется формулой 

вида (1.3.5), где функция A(x,y) определяется по формуле (1.3.8). 
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Теорема 1.7. Пусть в п.д.- системе (1.3.6) ),(,, 11 RDCmba   
),( 0

2 DCu
  где 

 ,)10,10,()(  yxyxD
  D0 – та же область D , но без точек линий х=0. 

Если условия (М0) и (N9) выполняются, но не тождественно, тогда  

находится некоторое частное решение системы (1.3.6), либо система не 

совместна. Для тождественного выполнения условий (N9) необходимо и 

достаточно, чтобы функция b(x,y,u) имела вид (1.3.7). Если задача Коши для 

о.д.у. вида (1.3.4) имеет решение, тогда система (1.3.6) также разрешима и 

многообразия решений, либо её единственное решение  - определяется 

формулой вида (1.3.5).  Причём этого вида решение системы в точках линии  

х=0 соответственно имеют логарифмическую (при n=1) и (n-1)-го порядка 

(при n>1) особенности, а по переменной у всюду в области  D  является 

непрерывным. 

1.3.3. Рассмотрим п.д.- систему вида: 
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)0( n                     (1.3.9) 

),(,, 11 RDCbma 
    

),( 0

2 DCu
  ,)1,0,(0  yxyxDD   

Если считать, что п.д.- система (1.3.9) удовлетворяет условию (М0), то 

необходимо  получим  0),0,0(,0),0(,00  ubuma . Откуда имеем .constu   

Условие совместности системы (2.31) имеет вид: 

     
amnxmamayxbmxyanybambyxy n

yy

n

u

n

ux

n 111 )()()(  
  (N10) 

Допустим, что условие (N10) выполняется, но не тождественно. Тогда из этой 

соотношении [251], имеем: ),( yxu  . Если эта функция удовлетворяет 

системе (1.3.9), то она будет некоторым частным решением системы. В 

противном случае, система (1.3.9)-несовместна. В связи с тем, что нам 
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требуется найти многообразие решений системы, поэтому будем искать такой 

класс функций  b(x,y,u), для которого обеспечивалась бы тождественное 

выполнение условий (N10). Аналогично предыдущим случаям, из (N10)  

получаем, что для тождественного выполнения условий совместности 

системы (1.3.9) необходимо и достаточно, чтобы функция b(x,y,u) принимала 

вид: 
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    (1.3.10) 

 где 
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dtytayxA
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   f(y,ψ) – некоторая вполне 

определённой  как и  );,( uyxb   функция. Затем, интегрируя первое уравнение 

системы (1.3.9), по переменной х, считая в нём у- независимым  параметром, 

сделаем замену: 

                  


ny

yxA
uyM

),(
),(

 ,                                     
             (1.3.11) 

где )(y  -новая неизвестная функция.  Дифференцируя (1.3.11) по 

переменной у, подставим её результат в (1.3.9), и с учетом (1.3.10) получим, 

о.д.у. вида (1.3.4), в котором функция  f(y,ψ)  определяется из формулы 

(1.3.10).  Если это о.д.у.  (1.3.4)  имеет решение  вида   ),,( yChu     тогда 

исходная система также разрешима, и многообразие её решений определяется 

формулой: 

               







  );(
),(

;),( 1 yCh
y

yxA
yMyxu

n  .          (1.3.12) 

Таким образом, для системы (1.3.9) справедлива предыдущая теорема 6. 

Причем это решение по переменной  y  в области  D0, при n<1 является 
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непрерывным, а при n≥1  имеет особенности (n)-го порядка.  По переменной  

x оно всюду в области   D   является непрерывным.  

1.3.4. Будем рассматривать п.д.- систему 
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)0( n                                        (1.3.13) 

где ),(,, 11 RDCbma      
),( 0

2 DCu
  ,20  DD

 
 0),(2  yyx  

Условие совместности системы (1.3.13) принимает вид: 

amnymamaybmabamby n
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n

uux

n 1)( 
 .   (N11) 

Если в системе  (1.3.13) ,0)(lim
0






 x
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y n

y
  

,0)(lim
0






 y

u
y n

y

 то имеем, что   

a(x,0 ) m(0,u)=0,   b(x,0,u) =0. Откуда имеем: u=const,  u=u(x), которые  

могут быть некоторым частным решением системы, либо только одна из этих 

функций может быть решением системы (1.3.13). 

Допустим, что условие (N11) выполняется, но не тождественно. Тогда в силу 

теоремы о неявных функциях [251], из (N11) получим: 
),( yxu 
. Если эта 

функция удовлетворяет системе (1.3.13), то она будет некоторым частным 

решением системы. Если в системе (1.3.13)  a(x,y) и  b(x, y, u) удовлетворяют 

условию  

),)()(),(   yyoxyxa    )),(),(),,(   nyouxuyxb  )10(           (1.3.14) 

то при  тождественном выполнении условий (N13) в области D  существует 

непрерывное решение системы. Аналогично предыдущим пунктам легко 

получим, что условие (N11) выполняется тождественно, тогда и только тогда, 

когда  зависимость b(x, y, u) с функций  a (x,y) и m( y, u) задаётся формулой:  
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    (1.3.15) 
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где ,
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 f(y,ψ) – произвольная функция. 

Итак, для п.д.- системы (1.3.13) с учетом (1.3.15) условие  (N9) выполняется 

тождественно. Поэтому интегрируя первое уравнение системы (1.3.13) по 

переменной  х,  как о.д.у., с параметром у, сделаем замену: 

,
),(

),( 
ny

yxA
uyM     где )(y  -новая неизвестная функция.  

Продифференцировав это равенство по переменной у, подставим ее результат 

во второе уравнение системы (1.3.13). В результате получим о.д.у. вида 

(1.3.4), где функцию f(y,ψ) можно определить по формуле (1.3.15). Если о.д.у. 

(1.3.4) имеет  решение, либо задача Коши   для о.д.у. (1.3.4) имеет решение, 

тогда исходная система также разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой );( yC  либо );( 0 yu  . Тогда многообразие 

решений исходной системы можно выразить следующей формулой:  
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 (1.3.16) 

     Теорема 1.8.  Пусть в п.д.- системе (1.3.13) где ),(,, 11 RDCbma      

),( 0

2 DCu
  ,20  DD

 
)0:( 2  y . Если условие совместности (N11) 

выполняется, но не тождественно, тогда существует некоторое частное 

решение системы (1.3.13). Если функции a(x,y) ,  b(x, y, u) удовлетворяют 

условию (1.3.14), тогда при тождественном выполнении условий (N11)  

система (1.3.13) имеет только лишь непрерывное решение. Для 

тождественного выполнения условий (N11)   необходимо и достаточно, 

чтобы  b(x, y, u) имела вид (1.3.15). Если задача Коши для о.д.у. вида (1.3.4), 

где  f(y,ψ)  определяется из (1.3.15), имеет решение, тогда исходная система 

(1.3.13) также разрешима и многообразие ее решений определяется 
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формулой (1.3.16). Если в (1.3.16) n<1, в D   решение задачи непрерывно, а при 

n≥1, решение системы в точках линии Г2:у=0 имеет особенности порядка n 

по переменной y , а по переменной х всюду в области является  непрерывным. 

 

§1.4. О формуле представления решений однородных п.д.- 

систем  с сингулярными линиями 

1.4.1. Допустим, что задана п.д.- система: 
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     (1.4.1) 

где a(x,y,u) –однородная нулевого порядка по x, u, то есть: 

),,,(),,( uyxatuytxa     ),(, 11 RDCba      )( 0

2 DCu   0D - аналогично в п.3., та 

же область D , но без точки линии х=0, у=0. Делая замену zxu  , 

преобразуем систему (1.4.1) к виду: 
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      (1.4.2) 

Условие совместности системы (1.4.2) имеет вид: 

        
0)(  zy

n

zx abaxybzabx
             (N12) 

Допустим, что условие (N12) выполняется, но не тождественно. Тогда считая 

(N12) как линейное неоднородное уравнение, относительно функции  b(x,y,z) 

будем иметь: 
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где  
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 при 
a

,  и f(y,ψ) –как и b(x,y,z) , вполне 

определенная функция, то есть:  
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Так как, с учетом функции  b(x,y,z) вида (1.4.3) условие (N12) для системы 

(1.4.1) выполняется тождественно, поэтому, проинтегрируем первое 

уравнение системы (1.4.1):  
)(ln);( yxzyA   

   и дифференцируя ее по 

переменной у, подставим ее результат во второе уравнение системы (1.4.1) и 

получим о.д.у. вида (1.3.4), в котором функция  f(y,ψ)  определяется формулой 

(1.4.4). Если задача Коши для  о.д.у. (1.3.4) имеет   решение,  то исходная 

система (1.4.1) также разрешима, и многообразие её решений определяется 

формулой: 

 ),(ln;),( 1 yCxyxAyxu  

     либо     );(ln;),( 0

1 yuxyxAyxu  

  .    (1.4.5)         

 При этом задача Коши  для системы (1.4.1) имеет единственное решение. А 

также полученное решение исходной системы, формулой (1.4.5) в точках 

линии х=0 имеет логарифмическую особенность при n=1, а особенность по 

линии у=0 устраняется. 

1.4.2. Если задается п.д.- система    
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             (1.4.6) 

где ),,,(),,( 1 uyxatutytxa kk   т.е. а(x,y,u) - обобщенная однородная функция 

по переменным x, u причем   
)(),(, 0

211 DCuRDCba 

, то заменой вида  u=xkz, 

преобразуем п.д.- систему (1.4.6) к п.д.- системе вида (1.4.2) Затем также 

определяется класс функции b(x,y,z) для которых условие совместности 

системы (1.4.6) выполняется тождественно, а многообразие решений 

определяется формулой. 
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                           ),(ln;),( 1 yCxyAxyxu k  

  .   (1.4.7) 

Теорема 1.9.  Пусть в п.д.- системе (1.4.1)  a(x,y,u) однородная нулевого 

порядка по переменным x,u причем, 
),(, 11 RDCba 

    )( 0

2 DCu , либо в 

системе (1.4.6 ) a(x,y,u)   обобщенно-однородная функция. Если условие (N12) 

для этих систем выполняются,  но не тождественно, тогда  находятся 

некоторые частные решения системы (1.4.1) и (1.4.6). Для тождественного 

выполнения условий (N12) необходимо и достаточно, чтобы функция b(x,y,z) 

имела вид (1.4.3). Если  задача Коши  для о.д.у. вида (1.3.4 )  имеет решение, 

тогда исходные системы (1.4.1) либо (1.4.6) также разрешимы  и 

многообразие их решений определяются соответствующими формулами 

(1.4.5), либо (1.4.7), причём эти решения в зависимости известной обратной 

функции, во всей данной области будут непрерывными. 

1.4.3. Рассмотрим п.д.- систему 

                

),,,(
1

),,,(
1 1

1

1 uxyxb
xyy

u
uyxa

xx

u n

nn

n

n
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      (1.4.8) 

где   
  0:,0:,),(),(, 212100

211  yГxГГГDDDCuRDCba
. Причём 

),,( 1 uyxa n

- однородная по первому и третьему аргументам функция. Если 

условие совместности п.д.- системы (1.4.8) выполняется, но не тождественно, 

то в силу теореме о системе неявных функций [251], можно определить из 

этого условия некоторую функцию, которая  будет некоторым частным 

решением системы.  Допустим, что условие совместности системы (1.4.8) 

выполняется тождественно. 



 

110 

 

 

 

Прежде чем интегрировать систему (1.4.8), делая замену вида  
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,  преобразуем её в следующем виде: 
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,
)1(),,1(

Zyxb
xyy

Z

x

ZnZya

x

Z
n











              (1.4.9)  

Условие совместности системы (1.4.9) выполняется тождественно, тогда и 

только тогда, когда функция 
),,( Zyxb
 принимает вид: 

   

 ZnZya
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   (1.4.10)                                

Теперь с учётом значения функции   
)ln),((),,( xZyAVVyf 

, определяющего 

из соотношения  (1.4.10),  будем интегрировать о.д.у.  вида (1.3.4). Если 

решение о.д.у. (1.3.4)  представимо  формулой  
),( CyÔV 
, то многообразие 

решений п.д.- системы (1.4.8) принимает вид:  

   
 ),(ln;

1
),( 1

1
CyVxyA

x
yxu

n
 



.                                       (1.4.11) 

Теорема 1.10. Пусть в п.д.- системе (1.4.8)  
 2100

211 ),(),(, ГГDDDCuRDCba 

.    Если  условие совместности системы (1.4.8) выполняется, но не 

тождественно, тогда   находится некоторое частное решение системы, 

либо система (1.4.8) несовместна. Для того, чтобы условие совместности 

системы (1.4.8) выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, 

чтобы функция  
)(),,( 1uxZZyxb n

 имела вид(1.4.10). Если о.д.у. вида (1.3.4) 

имеет решение, то исходная система также разрешима и многообразие её 
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решений определяется явной формулой (1.4.9). Если на данной системе   
1n

 

, то решение системы (1.4.8) во всей области будет непрерывным. А в случае  

n>1 решение системы по переменной  y  всюду в области непрерывным, по 

переменной  x  по линии вырождения  x=0  имеет особенности (n-1)- го 

порядка. 

§ 1.5. О формулах представления решений одного класса нелинейных 

п.д.-систем 

1.5.1.    Рассмотрим п.д.- систему вида: 

,),(),( kuyxhuyxa
x

u






       
ny

uyxh

y
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                                  (1.5.1) 

)(),(,, 0

211 DCuRDChba 

, 0D - та же область D , но без точки линии  у=0   

(0<y≤.1). Здесь же, в точках линии вырождения у=0 задачу Коши задавать 

нельзя. Поскольку при у=0 и ограниченности  y

u





  в D требуется выполнение 

условий (М0) , то есть, если  
0lim,0lim

00



























 y

u
y

x

u
y n

y

n

y
 , то необходимо 

получим 
0,0)0,(,0)0,( 00  uhxhaxa

 .  Откуда получим  
0),(  uxu 

. Если 

эти функции удовлетворяют каждому уравнению  системы  (1.5.1) , то  

)(,0 xuu 
 будут некоторыми  особыми  либо частными решениями 

системы (1.5.1). В противном случае п.д.- система (1.5.1) – не имеет 

решений. Поэтому задача Коши для системы (1.5.1) выбирается в виде: 

                  0uu 
 при  ,0xx  0yy  ).0( 0 y

                     (1.5.2) 

Условием совместности системы (1.5.1)  будет: 



 

112 

 

 

 

0)()()( 1   k

yy

nk
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k

x uhuaybkhuabhuaub
. 

(N13) 

Допустим, что условие (N13) выполняется, но не тождественно. Тогда в силу 

теоремы о неявной функции (см. [251]), решая (N13) по u, имеем: u=P(x,y). 

Если эта функция удовлетворяет каждому уравнению системы (1.5.1), тогда 

она будет некоторым частным решением системы (1.5.1). В противном 

случае, система (1.5.1) несовместна. Решая (N13) как линейное неоднородное 

уравнение,  относительно функции b(x,y,u) будем иметь: 

   kyxAkkyxAn

yy

n ueyxHueyfyxH
k

uyxAyuyxb ),()1(1),()1( ),(;),(
1

1
),(),,( 














,
(1.5.3) 

где 
x

dtytayxA
0

,),(),(
    



x

ytAk dteythkyxH
0

),(1 ,),()1(),(
 

При этом значения функции b(x,y,u), условие совместности (N13) выполняется 

тождественно. 

Замечание.  Если п.д.- систему (1.5.1) выбрать в виде  

,
),(),( k
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yxh
u

x

yxa
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u
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      (1.5.4) 

),(,, 11 RDChba      )( 0

2 DCu ,  0D
- та же область D , но без точек линии 

х=0, у=0  ,)1,0,(  yxyxD или же ),( 210  DD  ,0:1  x 0:2  y . 

 Для системы (1.5.4) условием совместности будет: 

)()()( 1 k
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         (N14) 

 Для существования непрерывного решения системы (1.5.4) необходимо 

чтобы ,0)(lim
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Тогда из системы (1.5.4) будем иметь ,0)0,()0,(  kuxhuxa
 b(x,0,u) =0. Из 

этих двух равенств и из (N14) получим:
 

,0u  ,))(( 1

1

 kxPu   )(xqu  , 
kuhuauxb 00),0,(   

Подставляя ,0u  в третье равенство, опять получим )(xqu  . При этом из 

системы (1.5.4) имеем, что либо ,constu   либо система может иметь, лишь 

некоторое частное решение, либо система (1.5.4) несовместна. Для того чтобы 

условие (N14) выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, чтобы 

взаимосвязь между функциями b(x,y,u) с  a(x,y) и h(x,y) определялась 

формулой вида (1.5.3) . Отличие между функцией b(x,y,u) из (1.5.1) от новой 

заключается в том, что в новом виде функции A(x,y) и H(х,у) определяются 

формулами: 


1

,
),(

),(
x

n
dt

t

yta
yxA     



1

),()1( .
),(

)1(),(
x

ytAk

n
dte

t

yth
kyxH  

Легко заметить, что в этих формулах при n<1 функции А(х,у), Н(х,у) будут 

непрерывными, а при  n=1 и n≥2  в точках линии х=0 соответственно имеют 

логарифмического и особенности степенного (n-1)-го порядка. 

 Далее интегрируя первое уравнение системы (1.5.4) по переменной х, 

считая  у- параметром, получим:   ,),(),()1(exp 1   yxHuyxAk k
 

)(y  - новая неизвестная функция. Дифференцируя последнее равенство по 

переменной у, подставим ее значения во второе уравнение системы (1.5.4) и 

в результате получим о.д.у. вида (1.3.4) , в котором функция f(y,ψ) имеет вид: 

    ),(),()1(exp),(),,()1(),( yxHuyxAkuyxAuyxbkyf y

k

y
 

    
 (1.5.5) 

Если задача Коши  для о.д.у. (1.3.4) с учетом (1.5.5) имеет   решение, тогда 
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исходная система (1.5.4) также разрешима и многообразия ее решений 

определяется формулой: 

                         ),()1/(1
),(),(),( yxAk

eyCФyxHyxu 


.                    (1.5.6) 

При этом задача Коши   для п.д.- систем (1.5.1) и (1.5.4) имеет единственное 

решение. Причем эти полученные решения исходной системы при n<1 

являются непрерывными, а при n=1 и  n≥2  соответственно имеют 

логарифмического и (n-1)-го порядка особенностей. 

Теорема 1.11.  Допустим, что в п.д.- системах (1.5.1) и (1.5.4) 

),(,, 11 RDCbha  -заданные функции, )( 0

2 DCu - искомая функция. Если 

условие (N14) выполняется, но не тождественно, тогда может 

определяться некоторое частное, либо особое решение системы. Для того 

чтобы условие совместности (N14) выполнялось тождественно, необходимо 

и достаточно, чтобы взаимосвязь между функциями b(x,y,u) с  a(x,y) и h(x,y) 

и правая часть первого уравнения (1.5.1) определялась формулой (1.5.3). Если 

задача Коши для о.д.у. (1.3.4) (с учетом значении функции f(y,ψ) вида (1.5.5)), 

имеет решение, тогда системы  (1.5.1)  и (1.5.4) также разрешимы и 

многообразия их решений определяются формулой вида (1.5.6).   

1.5.2.  Будем рассматривать п.д. систему 
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   )0( n     (1.5.7) 

где    a(x,y) , h(x,y) , b(x,y,u)- заданные функции.  )( 0

2 DCu - искомая 

функция, 
,20  DD
 

 0),(2  yyx
. Условие совместности системы (1.5.7) 

принимает вид: 
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(N15) Заметим, что при у=0 система (1.5.7)  не интегрируема. Поэтому, для 

существования непрерывного решения системы требуем, чтобы выполнялись 

 (см.[109]-[113])
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При этом можем иметь некоторое частное решение системы (1.5.7) в виде 

0u  . Допустим, что условие  (N15) по всем переменным выполняется, но не 

тождественно. Тогда из  (N15) можем иметь функцию  ),( yxu  . Если эта 

функция удовлетворяет системе (1.5.7), то она будет некоторым частным 

решением исходной системы. В противном случае, система (1.5.7) 

несовместна. Если же в системе (1.5.7)  a(x,y) ,  h(x,y)   и  b(x,y,u) 

удовлетворяют условиям 

),()(),(  nyoxpyxa ),()(),(  nyoxqyxh ),(),(),,(  nyouxruyxb )10(  

,(М1)          

то при тождественном выполнении условий (N15), и интегрируемости вида 

о.д.у. (1.3.4) система (1.5.7) имеет
     

непрерывное решение во всей замкнутой 

области D .
 

Допустим, что в первом уравнении системы (1.5.7) 
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Правые части равенств из системы (1.5.8), соответственно обозначим через  

),,( yx ),,,(  yx  и     vuyxAk k  1),()1(exp . Тогда будем иметь(см.[269-

271]): 
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 Условие совместности этой системы выполняется тождественно, если 

 ),(;),(),,( yxBvyfyxBvyx y  ,   )),(),((
0

dtytyxB
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Переходя к прежним переменным, получим общий вид функции b(x,y,u) 

следующей формулой:   
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(1.5.9)

 

 В этой формуле f(y,ψ) – вполне  определяется через функцию a, h, b и 

их преобразования. Далее подставляя значения  b(x,y,u)  в систему (1.5.7), 

убедимся, что условия её совместности выполняются тождественно. 

Интегрируя первое уравнение из (1.5.7) по переменной  х, считая у – 

параметром, делаем замену: 

                              
,),(

),(
)1(exp 









  yxBu
y

yxA
k k

n
 

где )(y  - новая неизвестная функция. Дифференцируя последнее 

равенство по переменной у, подставим ее результат в (1.5.7)  получим о.д.у. 

вида (1.3.4), где в нём функцию f(y,ψ) можно определить по формуле (1.5.9). 

Если о.д.у. (1.3.4) с учетом указанной  функции f(y,ψ)  имеет решение, тогда 
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исходная система также разрешима и многообразие её решений определяются 

формулой: 

 
          k

n
yCyxB

y

yxA
yxu 









 1

1

),(),(
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exp),( 

.
          (1.5.10) 

Если при всех ,),( Dyx   ,0),( yxA  тогда в (1.5.10) непрерывность решении 

системы (1.5.7) следует из )(
),(

exp DC
y

yxA
n










. В случае, когда  ,0),( yxA    то 









ny

yxA ),(
exp  и B(x,y) одновременно в D0 – непрерывны, а в самих точках линии 

вырождения  у=0 имеют особенности (n)-го порядка. 

Теорема 1.12.  Пусть в п.д. (1.5.7) ),(,, 11 RDCbha   )( 0

2 DCu
20  DD .  

Если условие (М0) выполнено,  а также условии (N15) выполняется, но не 

тождественно, тогда существует некоторое частное решение системы. 

Для того чтобы условие  (N15) выполнялось тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы  функциями b(x,y,u) имела вид (1.5.9). Если о.д.у. (1.3.4) с 

учетом значения функции f(y,ψ) (определяющей из (1.5.9)) имеет решение, то 

исходная  система также разрешима и многообразие её решений 

определяются формулой вида (1.5.10). Причём это решение при n≤1, А>0 и 

произвольное n, A<0 в  D    непрерывно, а при  n≥1  и  A>0 в D0 непрерывно и 

в точках линии у=0  имеет особенности  n - го порядка. 

1.5.3. Рассмотрим п.д.- систему 
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  )0( n             (1.5.11) 

где  a(x,y) , h(x,y) , b(x,y,u) )( 11 RDC  ,  )( 0

2 DCu , ),( 210  DD  

 ,0),(1  xyx   0),(2  yyx . Условие совместности системы (1.5.11) 

будет: 
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        (N16)      

Если условие (N16) выполняется, но не тождественно,  то из этой 

соотношении, в силу теоремы   о неявной функций (см. [251]),  получаем 

функцию  u=φ(x,y). Если  функция u=φ(x,y)  удовлетворяет системе (1.6.1), то 

она будет некоторым частным решением системы. В противном случае, 

система (1.5.11) несовместна.  

Условие совместности системы (1.5.11) выполняется тождественно, тогда и 

только тогда, когда зависимость между функциями  b(x,y,u)  с  
ny

yxa ),(
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ny

yxh ),(  

определяется формулой: 
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 dxyxB
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  ,),()1(exp),()1(),( yxAkyxhkyx   f(y,ψ) – вполне определенная 

функция и определяется из соотношения (1.5.12). По аналогии с п. 5.1 

интегрируем первое уравнение (1.5.11) и делаем замену  

                                     ,),(
),(

)1(exp 1 








  yxBu
y

yxA
k k

n
                   (1.5.13) 

где )(y  - новая неизвестная функция. Дифференцируя обе части 

равенства (1.5.13) по переменной у, подставим ее значение в  (1.5.11) и с 

учетом (1.5.12) получим о.д.у. вида (1.3.4) , где функция  f(y,ψ)  определяется  

формулой: 
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    ),(),()1(exp),(),,()1(),( yxHuyxAkuyxAuyxbkyf y

k

y
   .                   (1.5.14) 

Если о.д.у. (1.3.4) с учетом значения функции  f(y,ψ) из (1.5.14) имеет вполне 

определенное решение, тогда система (1.5.11) также разрешима и 

многообразие ее решений определяется формулой вида (1.5.12). 

Теорема 1.12(а).  Пусть в п.д.- системе  (1.5.11) ),(,, 11 RDCbha   заданные 

функции.  )( 0

2 DCu - искомая функция. ),( 210  DD .  Если  условие 

совместности (N16) выполняется, но не тождественно, то существует 

некоторое частное решение системы. Для тождественного выполнения 

условий  (N16) необходимо и достаточно, чтобы функции b(x,y,u)  с  a(x,y) , 

h(x,y) была связана формулой  (1.5.12).  Если  задача Коши   для  о.д.у. (1.3.4), 

с учётом   значения функции f(y,ψ)  вида (1.6.4) имеет решение, тогда 

исходная система также разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой вида (1.5.10). Причем это решение при   n≥0  в D0  

непрерывно, а в точках линии Г1+Г2 имеет особенности  n-го порядка. 

 

§ 1.6.  О формулах представления решений системы   уравнений   с 

разделяющимися переменными  п.д.- систем с сингулярными линиями 

 1.6.1. Теперь рассмотрим п.д.- систему вида [284-300]: 

)0(),(
),(

),(
),(










nuq

y

yxb

y

u
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u
nn       (1.6.1) 

где 

   0),(,0),(),(),(),(,,, 212100

211  yyxxyxDDDCuRDCqpba . 

Условием совместности п.д.- системы (1.6.5) будет: 

)(0)()())()()()(( 17Nuqbxupayuqupuqupab x

n

y

n   

Если условие (N17)  выполняется, но не тождественно, тогда в силу теоремы о 

неявной функций из (N17) , можно определить функцию ),( yxu  .  Если эта 
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функция удовлетворяет системе (1.6.1), то ее считаем некоторым частным 

решением системы. В противном случае, система (1.6.1)- несовместна.   

Теперь потребуем, чтобы условие совместности (N17) выполнялось 

тождественно. А это требование возможно в двух случаях: 

1)      .0,0,0 
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xx
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y
pqqp           

      Откуда будем иметь:  

),()()(,)(),(,)(),( constuqupyyyxbxyyxa nn   (1.6.2) 

      Подставляя значения   a, b, p   в системе (1.6.5) , получим: 

),()(),()( uqy
y

u
uqx

x

u
 









 

Условие совместности этой системы выполняется тождественно, а 

многообразие ее решений можно представить непрерывной  в D  функцией: 
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1 yBxACQddttCQyxu
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  . (1.6.3) 

 2)Допустим, что в (N17): 
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имеем  
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Так как в этом соотношении, левая часть равенства зависит только от 

переменного u, а правая часть от (х,у), тогда приравнивая их некоторому 

постоянному  , будем иметь: 

         )(),(),(1)( ),()( yeyyxbupeuq yxAnuP   
                  (1.6.3) 

где .
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При этих значениях )(uq и ),( yxb из (1.6.3), система принимает следующий 

вид: 

  ),()(),(
),( )),()((),( upeey

y

u
up

x

yxa

x

u ухАuPyxA

n









     (1.6.4) 

Для системы (1.6.4) условие (N17) выполняется тождественно. 

Проинтегрируем первое уравнение из (1.6.4) по переменной х и делаем 

замену:  ))((.),()( yyxAuР   . Дифференцируя это соотношение по 

переменной  у,  подставим  значение во второе ее уравнение, и будем иметь: 

  ))()((,)(ln
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При этом значение )(y , многообразие решений п.д.- системы (1.6.4) примет 

вид:  

           .)(ln
1

),(),( 1









  yBCyxAPuxu 


      (1.6.5) 

Теорема 1.13. Пусть в п.д.- системе  (1.6.1)   ),(),(,,, 0

211 DCuRDCqpba   

  )(1,0),( 210  DyxxyxD .Если в системе (1.6.1) )(,, upba  

удовлетворяют условию (1.6.2), то многообразие решений системы всюду в 

D  непрерывно и выражается формулой (1.6.3). Если в п.д.- системе (1.6.1) 

выполняется условие ,
























nn y

b

xx

a

y
то для тождественного 

выполнения условий (N17) необходимо и достаточно, чтобы зависимость  

между функциями ),( yxb   с  ),( yxa  и )(up  с )(uq  определялись формулой вида 

(1.6.4). Тогда п.д.- система (1.6.1) разрешима явно и многообразие ее решений 

определяется формулой (1.6.5). 

 Заметим, что полученные решения системы формулой (1.6.5), всюду в 

D  при ,1,10,10  nyx  является непрерывной при 1n  и 1n , в 
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особой точке соответственно имеет логарифмическую и )1( n -го порядка 

особенностей по переменной х , а по у  всюду в D - непрерывно. 

1.6.3. Будем  рассматривать  п.д.- систему вида: 
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nn       (1.6.6) 

где  ,0),(),(),(),(,,, 1100

211  xyxDDDCuRDCqpba  

Условием совместности системы (1.6.6) будет: 
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          (N18) 

или   .0)()( 1   bnxpqqpabqbpax n

xy

n
 

Допустим, что условие (N18) выполняется, но не тождественно, тогда из него 

получим ),( yxu  .  Если функция ),( yxu   удовлетворяет системе (1.6.6), 

то она будет некоторым частным ее решением. В противном случае, система 

(1.6.6)- несовместна.   

 Вопрос о тождественном выполнении условий (N18) можем 

рассматривать в следующих случаях: 

а) Пусть в (N20)   .0,0 
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Откуда имеем:  

              ).()(,)(),(),(),( upuqyxyxbxxyxa nn                  (1.6.7) 

При этом, решение системы (1.6.6) определяется формулой: 

)),()((),( 1 yBxACPyxu   .)()(,)()(
00

 dyBdttxA

yx

         (1.6.8) 
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Причем это полученное решение системы, всюду в области D  является 

непрерывным. А также если в системе (1.6.6) ),(),,( yxbyxa  удовлетворяют 

условию малости: 

            )(,)()(),10(),(),(),(),( 1Mupuqxoyxbxoyxa nn   
 

то решение системы (1.6.6) при consty )(  существует и в области  D  

является непрерывным. 

б) Допустим, что в условии    (N18) ,0, 
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тогда из этого функционального равенства, получим: 

               )(1)(),(),( )(),( upeuqyexyxb uPyxAn     ,     (1.6.9) 

где ,
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   )(y - вполне определенная функция. 

При этих значениях функции )(),,( uqyxb  из (1.6.9), для системы (1.6.6) 

условий (N18) выполняется тождественно, и многообразие решений системы 

определяется формулой вида (1.6.5). Причем  ),( yxA  из (1.6.9) при n<1 в D  , 

и при 1n  в области 0D  решение системы (1.6.6) будут непрерывными, а при 

n≥1,  в особой точке соответственно имеют логарифмическую и )1( n -го 

порядка особенностей. 

Теорема 1.14.  Пусть в п.д.- системе (1.6.6) 

),(),(,,, 0

211 DCuRDCqpba   10 ÃDD  .Пусть  условие (N18) 

выполняется, но не тождественно.  Тогда система (1.6.6) имеет некоторое 

частное решение системы. Для тождественного выполнения условий   (N18) 

необходимо и достаточно, чтобы функции qpba ,,,  и их взаимосвязи 

определялись формулами (1.6.7),  либо (1.6.9).  Тогда система (1.6.6) 

разрешима и многообразие ее решений определяются соответствующими 
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формулами (1.6.5) и  вида (1.6.8). Причем, если функции ),(,),( yxbyxa  

удовлетворяют условию (М1) , то решение системы (1.6.6) при  consty )(  

существует и непрерывно в D . 

Замечание.  Если мы рассмотрим п.д.- систему: 
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где  ),0),((),(),(),(,,, 2200

211  yyxDDDCuRDCqpba то для 

существования решений этой системы имеет место предыдущее 

утверждение. 

г) Теперь рассмотрим п.д.- систему: 
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nn   ,                (1.6.10) 

   .0),(,0),(),(),(),(,,, 212100

211  yyxxyxDDDCuRDCqpba  

Условием совместности системы (1.6.10) будет: 

                     .0)( 
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Если условие (N19) выполняется, но не тождественно, тогда  

существует некоторое частное решение системы. Тождественное выполнение 

условий (N19) будем рассматривать в следующих случаях:     

а) Пусть в (N19) : .0,0,0 
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Откуда имеем: ).()(,)(),(,)(),( upuqxyyxbyxyxa nn    

При этих значениях qpba ,,,  система (1.6.10) разрешима,  многообразие ее 

решений определяется формулой:  

                    )]()([),( 1 yBxACPyxu  
  .     (1.6.11). 
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б) Пусть в (N19) .,0 
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Тогда условие (N19)  выполняется тождественно, если: 
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(1.6.12) 

При этих значениях ),()( yxbиuq система (1.6.10) разрешима и многообразие 

её решений определяется формулой: 

                        .)(ln
1),(

),( 1









  yBC

y

yxA
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n 
.      (1.6.13) 

Теорема 1.15.  Пусть в п.д.- системе (1.6.10) 

),(),(,,, 0

211 DCuRDCqpba    210 ÃÃDD  . Если  условие (N19) 

выполняется, но не тождественно, тогда существует  некоторое частное 

решение системы (1.6.10).  Для того, чтобы условие (N19) всюду в D  (кроме 

точки линии Г1, Г2) выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, 

чтобы взаимосвязь функции ),(),( yxaсyxb , )()( upсuq  определялась 

формулами (1.6.7) и (1.6.12).   При этом система (1.6.10) разрешима и 

многообразие её решений определяется соответствующими формулами 

вида (1.6.11) и  (1.6.12). Причем формула вида (1.6.11) всюду в D  является 

непрерывной, а решение системы формулой  (1.6.12) по переменной х в D  

непрерывна, по переменной у,  в  D0  - непрерывна, а в точках линии Г2:у=0 

имеет особенность порядка  n. 

§ 1.7. О формуле представления решений некоторых линейных  п.д. 

систем  с сингулярными линиями  

1.7.1. Рассмотрим один случай из системы (1.5.11) в виде: 
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где knDCuRDChba ,),(),(,, 0

211  - произвольные целые числа, .0n  

Условие совместности системы (1.7.8) имеет вид: 
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Допустим, что условие (N20) выполняется, но не тождественно. Тогда решая 

последнее соотношение, как линейное уравнение, будем иметь:  0),( yxu , и 

регулярную функцию: 
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Очевидно, что 0u  является тривиальным решением системы (1.7.1). Если 

)(),( 1 DCyxu    удовлетворяет системе (1.7.1), то она будет считаться 

некоторым частным решением системы. В противном случае, система (1.7.1)- 

несовместна.  Для существования многообразия решений системы  

необходимо, чтобы условие (N20)  по всем переменным выполнялось, 

тождественно. Это необходимое требование выполняется, если: 
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Пусть в этих равенствах ),( yxa - считается некоторой конкретно заданной 

функцией. Тогда имеем: 
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(1.7.2) 

При этих значениях функции ),(),,( yxhyxb - п.д. система (1.7.1) разрешима 

явно и определяется формулой: 

                         ,)()1()(),(exp),( 1

1

kyBkCyyxAuxu                 (1.7.3) 
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где  .)()(,)()(
00

 dyBdy

yy

   По последней формуле (1.7.3) легко 

определить, что решение системы (1.7.1) по переменной у всюду в D  

непрерывно, а по х, только при 1n . Если 1n  либо 1n , тогда решение 

системы в точках линии 0x , соответственно имеет особенности целого 

порядка.  

Теорема 1.16. Пусть в п.д.- системе (1.7.1) ).(),(,, 0

211 DCuRDChba 

Если  условие (N20) выполняется, но не тождественно, тогда система (1.7.1) 

кроме тривиального решения, может иметь  некоторые частные решения.  

В противном случае система (1.7.1) кроме  тривиального   решения,  других 

решений не имеет. Для тождественного выполнения условия (N20) 

необходимо и достаточно, чтобы функции ),(),,( yxhyxb  из системы (1.7.1) 

имели вид (1.7.2). Тогда система (1.7.1) разрешима и многообразие её 

решений определяется формулой (1.7.3). При этом, решение исходной 

системы  непрерывно,  по переменной у   для всех в 0n  и по переменной х,  

только при 1n . Если 1n , то решение системы (1.7.1) в точках линии 

вырождения 0x  имеет особенности целого порядка. 

1.7.2. Для п.д.- системы вида: 
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    (1.7.4)  

где 00

211 ),(),(,, DDCuRDChba  - та же область, как и в предыдущих 

системах.  

Условие совместности системы   (1.7.4)   принимает следующий вид: 
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Пусть  условие (N21) выполняется, но не тождественно. Тогда решая  

соотношение (N21), как алгебраическое  уравнение, имеем:    

                                        0),( yxu ,     .),(),( 1

1

 kyxyxu        

Легко определить, что 0u  является тривиальным решением системы 

(1.7.4). Если   .),(),( 1

1

 kyxyxu   удовлетворяет системе (1.7.4),  то она будет 

некоторым другим частным  решением системы. В противном случае, 

система (1.7.4), кроме тривиального решения, других решений не имеет. 

Допустим, что условие (N21) выполняется тождественно, т.е.: 
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Если в этих двух равенствах ),( yxa  считается некоторой вполне 

определенной функцией, то ),(),,( yxhyxb  через эту функцию выражаются 

следующим образом: 
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 (1.7.5) 

В  этом случае, п.д.- система (1.7.4) разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой: 
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.(1.7.6) 

 Из формулы (1.7.6) легко определить, что решение п.д.- системы (1.7.4)  
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по переменной  х - всюду в области  D  будет непрерывным. А также решение 

системы,  в случаи 10  n  в области  D ,  и  при  1n  в  0D  по переменной  у 

является непрерывным,  в точке 0y    имеет особенности  n-го порядка.   

Теорема 1.17.  Пусть в п.д.- системе (1.7.4) 

).(),(,, 0

211 DCuRDChba   Если  условие (N21) выполняется, но не 

тождественно, тогда система  кроме тривиального решения,  может 

иметь  некоторое частное решение.  В противном случае система (1.7.4) 

кроме тривиального, другие решения не имеет. Пусть условие  совместности 

(N21) выполняется тождественно. Это требование возможно тогда и 

только тогда, когда  функции ),(),( yxhиyxb  имеют вид (1.7.5). При этом 

система (1.7.4) разрешима явно и многообразие её решений определяется 

формулой (1.7.5). Причем, решение системы вида (1.7.6), по  переменной х   

для всех целых чисел  0n ,  и по переменной у  при 1,0),(  nyxA  в 

области D и при 0),(,1  yxAn  в 0D , является непрерывным, а при 

0),(,1  yxAn  по переменной  у в точках линии  y=0  имеет особенности 

целого порядка, по переменной  х- непрерывно.   

 1.7.3.  Для п.д.- системы вида:  
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nnn                 (1.7.7) 

где 100

211 ),(),(,,  DDDCuRDChba ,  условие совместности будет 

иметь вид: 
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Если  условие (N22) выполняется, но не тождественно, то аналогично 

предыдущим, система (1.7.7), кроме тривиального решения, может иметь 
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некоторое частное решение. Допустим условие (N22) выполняется  

тождественно. Это необходимое требование возможно, если:  

                 0)1(,0
2
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  .        (1.7.8) 

Считая, что в последней системе ),( yxa - вполне известная функция, тогда из 

(1.7.8) будем иметь: 

      

  


























 






,
),(

),(,),()1(exp)(),(

),()((
),(

)(),(

0

0

dt
t

yta
yxAyxAkxyyxh

yxAyxdt
t

yta
yxyxb

x

x

n

n

y

n

x

x

n

yn





    (1.7.9) 

При этих значениях ),(,),( yxhyxb  условие (N22) выполняется тождественно, и 

многообразие ее решений определяется следующей формулой: 

          ,)(),( 1

1
)(),(

k
ySyxA yCeuxu 

         

 (1.7.10)  

где   dekydyS

y

Sk

y

)()1()(,)()(
0

)()1(

0


 . 

Теорема 1.18.  Пусть в п.д.- системе (1.7.7) ),(),(,, 0

211 DCuRDChba   

.10  DD .Если  условие (N22) выполняется, но не тождественно, тогда 

система (1.7.7) кроме тривиального,  может  иметь,   только лишь 

некоторые частные решения.  Если в системе (1.7.7) hba ,,  удовлетворяют 

условию малости по переменной х, т.е.: 

)(),10()(),(),(),(),(),( 1Mxoyxhxoyxbxoyxa
nnn







, 

тогда решение системы (1.7.7) во всей области D  (в случае тождественного  

выполнения условий (N22)) непрерывно. Для того, чтобы условие (N22) во всей 

области D  (кроме точки линии Г1) выполнялось тождественно, необходимо 
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и достаточно, чтобы функции ),(),(),( yxасyxhиyxb  были взаимосвязаны 

формулой (1.7.9). При этом система (1.7.7) разрешима и многообразие ее 

решений определяется формулой (1.7.10). Причем это решение при  10  n  

во всей области D  будет непрерывным, а при  1n в точках линий Г1  имеет 

особенности целого порядка (либо степенного порядка).   

 § 1.8. О поведении решений одной нелинейной п.д.- систем на линии 

вырождения 

1.8.1. В настоящем пункте рассматривается, п.д. – система 
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      (1.8.1) 

где nkDCuRDCba kk ,),(),(, 0

211  - целые числа, )0( n . Если в системе 

(1.8.1) k=1, то ее решение можно найти как в системе (1.)Условие 

совместности, системы (1.8.1) будет:  

                                    ,0),(),(  kuyxQuyxP                                       (N23) 
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Заметим, что если в (N23) : 0),(,0),(  yxQyxP , тогда решая её  

алгебраическим путём, получим:   .),(),(,0),( 1

1

kyxHyxuyxu   Очевидно, что 

0u  является тривиальным решением п.д.- системы (1.8.1). Если 

  kyxHyxu  1

1

),(),(   удовлетворяет систему (1.8.1), то она будет некоторым 

частным решением системы. В противном случае, убедимся, что система 

(1.8.1), кроме тривиального, других  решений не имеет. Допустим, что в (N23) 

0),(,0),(  yxQyxP , то есть условие  (N23)  выполняется тождественно. 
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В системе (1.8.1) делаем замену ku1
,  и приведём её к линейному виду, а 

так же считая, что ),( yx  являющееся полным дифференциалом функции 
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так чтобы ,
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удовлетворяют условию  0),( yxP , то есть .
)()( 0
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Тогда умножая систему (1.8.1) на  ),( yxåxp , преобразуем систему 

линейного уравнения, (1.8.1) к  п.д.- систему вида: 
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.               (1.8.2)  

 Так как было требовано, что 0),(,0),(  yxQyxP  следовательно для 

инвариантной п.д.- системы (1.8.2) предыдущее условие также будет 

выполняться автоматически, она разрешима явно и многообразие ее решений 

записывается формулой: 
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Переходя к прежней переменной, получим многообразие решений п.д.- 

системы (1.8.1) следующей формулой: 
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 Теперь анализируем полученное решение системы и функции ),( yx  в 

точках линии вырождения 0xx   и 0yy  : 



 

133 

 

 

 

1)  Если )2,1(),(),,( kyxbyxa kk  удовлетворяют условиям малости:      















),10(),)((),)((),(

),)((),)((),(

0202

0101





nn

nn

yyobyyoyxa

xxobxxoyxa
  (М2) 

тогда в системе (1.8.3)  ),( yx  и решение системы  во всей области D  при 

тождественном выполнении условий совместности (N23), будут 

непрерывными (по каждым независимым переменным). 

    Если, при 1n ,   условие (М2) не выполняется, то в системе (1.8.2 ),( yx  и 

),( yxu  на всей D - непрерывны. Если же 1n  тогда решение п.д.- системы 

(1.8.1) в 0D - непрерывно, а в точках линии 01 : xx   и 02 : yy   имеет 

особенности степенного порядка (в целом). Заметим, что при 1  в 
),( yxe
 

может оказаться интегралы виды dtxx
x

p





0

1

0
0)(  или  dy

y

q





0

1

0
0)(    на 

линии 0xx   , 0yy   могут сходиться, если 0,0 00  qp . В противном случае, 

такие интегралы в точках линии 0xx   , 0yy   либо имеют логарифмическую 

особенность (при 000  qp  ), либо в целом имеют особенности степенного 

порядка )0,( 00 qp .  

Теорема 1.19. Пусть в п.д.- системе (1.8.1) 

00

211 ,),(),(, DDDCuRDCba kk  - те же области, указанные в предыдущих 

пунктах. Если условие (N23) выполняется, но не тождественно, тогда 

система (1.8.1) кроме тривиального решения,  может иметь некоторое 

частное решение. Пусть условие совместности (N23) выполняется 

тождественно. Тогда система (1.8.1) разрешима и многообразие её решений 

определяется явной формулой (1.8.3). Причем это решение в случае, когда 

),(),( yxbиyxа kk  удовлет-воряют условию (М2) , либо решение системы 
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(1.8.1) при 1n , во всей области D  будет непрерывным. Если же условие (М2) 

не выполняется, а также 1n , тогда решение системы (1.8.1) в точках 

линии вырождения 01 : xx   и 02 : yy   имеет особенности степенного 

порядка. 

1.8.2. Для п.д.- системы вида: 
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где 100

211 ),(),2,1()(,  DDDCukRDCba kk . Условие совместности 

имеет вид: 

                                   ,0),(),(  kuyxQuyxP     (N24) 
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 . 

 Аналогично, предыдущему легко определить, что если условие (N24)  

выполняется, но не тождественно, тогда из нее имеем: 

  .),(),(,0),( 1

1

kyxHyxuyxu   Очевидно, что 0u  является тривиальным 

решением системы (1.8.4). Если вторая найденная функция, также 

удовлетворяет системе (1.8.4) , тогда она будет  считаться некоторым 

частным решением системы. 

 Если в системе (1.8.4) функции ),(),,( yxbyxа ii  удовлетворяют 

условию: 

),10(;2,1),)((),)((),( 00    ixxobxxoyxa n

i

n

i  (М2) 
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то  система (1.8.4) разрешима и многообразие ее решений является 

непрерывным во всей области D . Допустим, что условие (N24 )  выполняется 

тождественно. В начале, аналогично в предыдущем пункте,  делая замену 

vu k 1
, преобразуем систему (1.8.5)   к линейной системе: 
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.(1.8.6) 

Если считать, что ),(1 yx  является интегралом п.д.- системы: 
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тогда умножая обе части (1.8.6) на 

 ),()1(exp 1 yxk  ,   получим следующую преобразованную систему: 
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Так как система (1.8.6) и последняя п.д.- система инвариантные, поэтому из 

равенства 0),( yxQ  следует выполнение условий совместности последней 

системы. Следовательно, интегрируя последнюю систему и переходя к 

прежним переменным, получим: 

                             ,),(),( 1

1
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),(1 k
yx

yxCeyxu  
     (1.8.7) 
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 . 

Легко определить, что решение п.д.- системы (1.8.6),  представляющее 

формулой (1.8.7) в области 0D   в точках линии Г2 по переменной y -

непрерывно, а по переменной  x  имеет особенности порядка )1( n . 
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Теорема 1.20. Допустим, что в п.д.- системе (1.8.4) 

),(),(, 0

211 DCuRDCba ii    (i=1,2), 10 ÃDD  . Если условие совместности 

(N24) выполняется, но не тождественно, тогда система (1.8.4),  кроме 

тривиального решения 0u , может иметь некоторое частное решение. 

Если коэффициенты системы (1.8.4): 
ii ba , - удовлетворяют условию (М2), то 

при constii  , , система имеет во всей области D  непрерывное решение. 

Допустим, что условие совместности (N24) выполняется тождественно. 

Тогда система (1.8.4) разрешима и многообразие ее решений определяется 

формулой (1.8.6). Причем найденное многообразие решений в области 0D  

является непрерывным, причём по переменной  у всюду в области 

непрерывно, в точках линии 1   по х  при 1n - непрерывно, а при 1n  имеет 

особенности )1( n - го порядка.  

1. 8.3. Рассмотрим п.д.- систему c сингулярной линией вида: 
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   (1.8.8) 

где 00

211 ),(),(,, DDCuRDChba  . Допустим, что для системы (1.8.8) будут 

выполнены условии (М0), то есть 0)(lim,0)(lim 00
00
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xxxx
, то  

необходимо, чтобы выполнялись 0),(,0),(,0),( 000000  hyxhbyxbayxa . 

Условием совместности системы будет: 
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(N25) 

Если равенство (N25)  выполняется, но не тождественно, тогда решая его 

алгебраическим методом, получим: 

  )(),(,),(),(),0),() 1
1

1

1 DCyxHyxHyxuбyxua k   . 
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 Нетрудно заметить, что 0u  является тривиальным решением системы 

(1.8.8). Если   )1/(1
),(),(

k
yxHyxu


  также удовлетворяет системе (1.8.8), то она 

будет частным решением системы. В противном случае убедимся, в том, что 

система (1.8.8) кроме тривиального, других решений не имеет. Допустим, что 

условие совместности (N25) выполняется тождественно. Считая ),( yxa  в 

(1.8.8) конкретно-заданной функцией, из (N25) имеем: 
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(1.8.9) 

где )(),( yy  - некоторые вполне определенные функции. При этом, данная 

система преобразуется к виду: 
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Условие совместности этой системы выполняется тождественно, и в 

результате её интегрирования, будем иметь: 
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         (1.8.10) 

где dt
xt

yta
yxAdyB
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n

y

 


0 00
)(

),(
),(,)()(  . 

Аналогично предыдущим случаям, легко убедимся, что если 

),(),,(),,( yxhyxbyxa  удовлетворяют условию (М2), а также в системе 

(1.8.9) при 1n ,   0),( yxA , полученное решение системы формулой (1.8.8), 

всюду в области D  является непрерывным. Если же в (1.8.9) 1n , и 0),( yxA  
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тогда решение системы формулой (1.8.10) в 0D  будет непрерывным, а в 

точках линии 01 : xx   имеет особенности экспоненциального вида по 

переменной x. 

Теорема 1.21. Пусть в п.д.- системе (1.8.8) )(),(,, 0

211 DCuRDChba 

. Если условие совместности (N25) выполняется, но не тождественно, тогда 

она кроме тривиального решения 0u , может иметь некоторое частное 

решение, либо кроме тривиального других решений не имеет. Для 

тождественного выполнения условия совместности системы (1.8.8) 

необходимо и достаточно, чтобы функции ),,(),,(),,( yxañyxhyxb были 

взаимосвязаны формулами (1.8.9). При этом, система (1.8.8) разрешима и 

многообразие ее решений определяется явной формулой (1.8.10). Если hba ,,  

удовлетворяют условию малости (М2) и в системе (1.8.8)  1n , то решение 

системы всюду в D   будет непрерывным. Если же в этой системе 1n , то 

решение системы в 0D - будет непрерывным, а в точках линии 01 : xx   

имеет особенности экспоненциального порядка. 

1.8.4. Для п.д.- системы: 
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где )(),(),(,, 2100

211  DDDCuRDChba . Если для системы (1.8.11) 

будут выполнены условия 0)(lim,0)(lim 00
00
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u
yy n
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n

yy
, то 

необходимо 0),(,0),(,0),( 00000  yxhbyxbayxa . Условие совместности  

будет представлено в виде:   

                         ,0),(),( 11  kuyxQuyxP      (N26) 
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Если условие (N26) выполняется, но не тождественно, тогда решая его как 

алгебраическое уравнение, получим 

  )(),(,),(),(,0),( 1

2
1

1

2 DCyxHyxHyxuyxu k   . 

 Аналогично предыдущим случаям, получим, что система (1.8.11) кроме 

тривиального решения ,0),( yxu может иметь некоторое частное решение. 

Пусть в системе (1.8.11) функции ),(),,(),,( yxhyxbyxa  удовлетворяют 

условию: 

.)10(),)((),(

),)((),(),)((),(
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00













n

nn

yyoyxh

yyoyxbxxoyxa
           (М2) 

Тогда при тождественном выполнении условий (N26)  , система (1.8.11) во 

всей области D  имеет непрерывное решение. Допустим, что условие (N26)  

выполняется тождественно, т.е. 0),(,0),(  yxQyxP . Из этих двух равенств, 

считая ),( yxa  данной функции, сможем определить функции вида 

),,(),,(),,( yxañyxhyxb следующими формулами: 
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 .       (1.8.12) 

Действительно при этих значениях функции ),,(),,( yxhyxb условие 

совместности системы (1.8.11) выполняется тождественно, причем, во втором 

уравнении системы особенность по переменной y  в точках 2  устраняется, а 

ее решение принимает вид формулы (1.8.12) из предыдущего пункта. Причем, 

это решение во всей области D  по переменной y , а по переменной x  в 0D  

является непрерывным, в точках линии 01 : xx   при 10  n  также 
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непрерывны, а при 1n , соответственно, имеет особенности степенного 

порядка и для исходной системы (1.8.11) и удовлетворяет условиям теоремы 

предыдущего пункта. 

§ 1.9.   О поведении решений одного класса нелинейных п.д.- систем на 

линиях вырождения плоскости 

1.9.1. Теперь будем рассматривать более общую, чем предыдущим, п.д.-  

систему: 
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nn               (1.9.1) 

где  02100

211 0,),(),(),(,, xxyyxDDCuRDCbma   .  

Прежде чем решить систему (1.9.1), проверим её поведение на линии их 

вырождения. При ограниченности производных от искомых функций, 

переходим к пределу в системе (1.9.1) при 0xx , либо стремлении  yx uu  ,  к 

нулю до порядка менее чем (п-1)-го, следующим образом (см. [283]-[292]) 

),,()(lim),,(),()(lim 0000
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.  (М0) 

Если считать, что значение этих пределов равна нулю, то получим 

0),,(,0),( 0  uyxbuym . Из этих двух равенств получим )2,1(),(  iyhu i . 

Если хотя бы одна из этих функции удовлетворяет систему (1.9.1), то она 

считается некоторым частным решением системы. Это означает, что данная 

система на линии вырождения, возможно, может иметь некоторые частные 

решения, либо такие решения отсутствуют. 

Условием совместности системы (1.9.1) будет: 
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Допустим, что условие (N27) выполняется, но не тождественно, тогда из этого 

соотношения имеем некоторую функцию ),( yxhu  . Если эта функция 

удовлетворяет систему (1.9.1), то она будет частным решением системы. В 

противном случае, система (1.9.1) не совместна. 

Условие совместности (N27)  выполняется тождественно, если при конкретно 

заданных ),,(,),( yxmyxa функция ),,( uyxb принимает следующий вид: 

   ),()(),(),(;),(),(),,( 0 uymxxyxAyxMyfuyMyxAuyxb n

yy  , 

(1.9.2) 

где );(,
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- вполне 

определенная функция, выражающаяся через функции bma ,, -  формулой : 

),(),(
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0

yxAyxM
uymxx

uyxb
AMyf yyn




 .  (1.9.3) 

    С учетом значения функции ),,( uyxb , из (1.9.3) условие (N27) выполняется 

тождественно. Проинтегрируем первое уравнение системы (1.9.1) по 

переменной x , считая y - независимым параметром, при этом заменяем: 

)(,),(),( yyxAuyM   - новая неизвестная функция.  Дифференцируя 

обе части последнего равенства по переменной y , подставим её результат во 

второе уравнение системы (1.9.1), и в результате, получим о.д.у. вида (1.3.4),  

где  функция  ),( yf  определяется формулой (1.9.3).  Если  задача  Коши  для 

о.д.у.  (1.3.4)  имеет  решение, тогда п.д.- система  (1.9.1)  (с учетом (1.9.2)), 

также разрешима, и многообразие ее решений определяется явной формулой: 

   ),(),(;),(,),(),(;),( 0

11 yuyxAyMyxuycyxAyMyxu   
  (1.9.4) 
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Поскольку ,
)(

),(
),(

0 0

dt
xt

yta
yxA

x

n 
  при 

0xx   имеет особенности различного 

порядка, точнее говоря, при 1n  всюду в D - непрерывно, при 1n  

и 1n , соответственно имеет особенности логарифмического порядка и ( 1n

)- го порядка, следовательно, решение исходной системы в зависимости 

функции 1M  может иметь особенности выше указанного порядка. 

Теорема 1.22.  Пусть в  п.д.- системе  (1.9.1) 

00

211 ),(),(,, DDCuRDCbma  - та же область, но  без точки линии  01 xxÃ 

. Для того, чтобы условие совместности  (N27)  выполнялось тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы функция ),,( uyxb  из системы (1.9.1) 

принимала вид (1.9.4). При этом, если о.д.у. (1.3.4) с учетом значения функции 

),( yf   из формулы (1.9.2) имеет  решение, тогда система  (1.9.1) также 

разрешима и многообразие ее решений определяется формулой (1.9.4). 

Причем этого вида решение данной системы, при 1n  всюду в D  является 

непрерывным, а при 1n  и 1n   являясь в 0D - непрерывным, в точках линии 

0xx   соответственно имеет особенности логарифмического и )1( n -го 

порядка. Если же ),( yxa  на окрестности особой линий вырождения 0xx   

удовлетворяет условию (М0), то решение системы (1.9.1) всюду в области D  

будет непрерывным. 

1.9.2.   Далее, по аналогии п.д.- системы  (1.9.1) рассмотрим систему: 
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где )(),(,, 0

211 DCuRDCbma  . Условие совместности  системы 

(1.9.5) имеет вид:  
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 Если условие совместности (N28)  выполняется, но не тождественно, 

тогда решая (N28) (в силу теоремы о неявной функции), относительно 

переменной  u, получим; ).,( yxu   Если полученная функция удовлетворяет 

уравнениям системы (1.9.5), то она будет некоторым частным решением 

системы. В противном случае, система (1.9.5) несовместна. Допустим, что 

условие (N28)  всюду в  D ,  кроме точки линий 00 , yyxx   выполняется 

тождественно. Это требование выполняется тождественно, тогда и только 

тогда, когда:  

   ),()(),(),(;),(),();,( 0 uymyyyxAuyMyfyxMyxAuyxb n

yy  ,    

где функции ),(),,( uyMyxA соответственно выражаются  через функции 

),(,),( uymyxa . Далее интегрируя первое уравнение системы (1.9.5) по 

переменной x , заменяя     ),(),( yxAyxM , ),(y   и дифференцируя 

по переменной  y , подставим ее значения в систему (1.9.5), получим о.д.у. 

вида (1.3.4), где ),( yf  определяется по формуле (1.9.6). Если о.д.у. (1.3.4), 

имеет решение,  то п.д.- система (1.9.5) также разрешима и многообразие  ее 

решений определяется формулой вида (1.9.4). При этом, для системы (1.9.5) 

справедлива теорема 1.21 и замечание к этой теореме о гладкости решений 

системы  (1.9.5) в области 0D , а точнее в особых точках линий 00 , yyxx  .  

1.9.3.Рассмотрим   п. д - систему вида:  
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                                   (1.9.6) 

где 00

211 ),(),(,, DDCuRDCbma  - та же область D , только без точки 

линий 0yy  .  Заметим, что если в системе (1.9.6) 
 nyyoyxa )((),( 0  , 
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)10(),)((),,( 0   nyyouyxb   тогда при тождественном выполнении 

условий совместности, существует непрерывное в D  решение системы.  

Если для системы (1.9.6) выполняются условия (М0), то есть 

,0)(lim 0
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 x
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yy n

yy
0)(lim 0

0















 y

u
yy n

yy
, тогда аналогично [112]-[113], из 

(1.9.6) будем иметь; 0),,(,0),(,0),( 0000  uyxbuymayxa . Из этих равенств 

имеем )(, xhuconstu  . Эти найденные значения искомой функции будут 

частными, либо особыми решениями системы. А также если функции mba ,,  

удовлетворяют условию малости, тогда система имеет только лишь вполне 

определённое решение. Для нахождения многообразия решений системы, 

требуется тождественное выполнение условие совместности системы 

исходной системы. Условие совместности п.д.- системы (1.9.6) примет вид: 
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Если условие совместности (N29)  выполняется, но не тождественно, то решая 

его как функциональное уравнение, получим ),,( yxHu   с  регулярной, либо 

сингулярной в точках линии 00 , yyxx   функцией. Если эта функция 

удовлетворяет каждое уравнение системы (1.9.6), то она будет некоторым 

частным решением системы. В противном случае, система (1.9.6) 

несовместна. 

Допустим, что условие (N29) для системы (1.9.6) выполняется тождественно  

(кроме точки линий 00 , yyxx   в области D ). В результате интегрирования 

первого уравнения системы (1.9.6) по переменной  x, считая y - независимым 

параметром, получим: 
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Дифференцируя обе части (1.9.7)  по переменной y , подставим её результат 

во второе уравнение системы (1.9.6) , и получим о.д.у. вида: 
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.        (1.9.8)   

Правую часть формулы (1.9.8) обозначим через вполне определенную 

функцию ),( yf , где )(y  - определяется из формулы (1.9.7). Тогда из 

равенства 
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.(1.9.9) 

Таким образом, нами получено, что взаимосвязь между функциями  ),,( uyxb  

с  ),,(,),( yxmyxa определяется формулой (1.9.9), которая обеспечит 

необходимое условие тождественного выполнения условий  (N29). 

Далее интегрируя о.д.у. (1.9.8), считая ),( CyÔ  либо  );( 0uyÔ   общим 

или единственным решением, получаем многообразие решений исходной 

системы следующей формулой: 
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Теорема 1.23.  Пусть в п.д.- системе (1.9.6) 

)(),(,, 0

211 DCuRDCbma  ,  00 0,),( yyxyxD   . Если условие  29N  

выполняется, но не тождественно, тогда система (1.9.6) может иметь 
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некоторое частное решение. Для тождественного выполнения условий  29N   

необходимо и достаточно, чтобы функция ),,( uyxb  имела вид (1.9.9).  Если 

задача Коши для о.д.у. (1.9.8) имеет  решения, тогда исходная система  

также в области 
0D  разрешима и многообразие ее решений определяется 

формулой (1.9.10).  При этом решение системы (1.9.6) во всей D  по 

переменной x , является непрерывным, а по переменной y , в точках линии 

0yy   имеет особенности n -го порядка.  

1.9.4. Будем рассматривать п.д.- систему  

        ),,(,
)(

),(

)(

),(

00

uyxb
y

u
u

xx

yxh
u

xx

yxa

x

u k

nn















 ,                 (1.9.11) 

где  000

211 0,),(),(),(,, xxyyxDDCuRDChba   . Условием 

совместности п.д.- системы (1.9.11) будет:  

).()()()( 1

0

k

yy

k

u

k

x uhuabuhkabhuaubxx  
  (N30) 

Если условие совместности (N30)  выполняется, но не тождественно, тогда в 

силу теоремы существования о неявных функциях, имеем ),( yxHu  . Если эта 

функция удовлетворяет  системе (1.9.11) , то она будет некоторым частным 

решением системы. В противном случае, система (1.9.11) несовместна. 

Допустим, что для системы (1.9.11) выполняется условии (М0), то есть 

0)(lim,0)(lim 00
00
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xx
.  Тогда из правых частей системы 

(1.9.11) будем иметь; 0),,(,0,0),(,0),( 00000  uyxbuhyxhayxa . Откуда 

получим: )(,0 yuu  . Эти найденные значения  функции  ),( yxu  будут 

только лишь частными решениями исходной системы. С другой стороны, 

допустим, что условие совместности системы выполняется, но не 

тождественно. Тогда из этого соотношения сможем найти некоторое частное 
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решение системы, либо такого решения нет. Таким образом, в этих случаях 

мы можем найти только частное решение системы. Но этих предположений  

для нахождения многообразия решений системы недостаточно. Допустим, 

что в системе (1.9.11) ),(),,( yxhyxa - считаются некоторыми вполне 

определенными функциями. Обозначая,  ),,(
)(

),(

0 0

yxAdt
xt

yta
x

n



  умножим обе 

части уравнений системы (1.9.11) на   kuyxAkn  ),()1(exp)1( . Объединив 

к обеим частям равенства п.д.- системы (1.9.11) функцию 

,),()1( 1),()1( nyxAn

y ueyxAk   имеем: 
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В этой системе,  делая замену вида   ,),()1(exp 1 vuyxAk k  
где ),( yxvv    

новая неизвестная функция, обозначим в правых частях последней системы: 
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. (1.9.12) 

Тогда система (1.9.12) примет следующий вид: 
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    (1.9.13) 

Аналогично предыдущим пунктам, условие совместности системы (1.9.13) 

имеет вид (см.  [271]):  
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Пусть условие совместности (N31)  выполняется, но не тождественно. Тогда 

из (N33)  сможем определить функцию v  в виде ),( yxQv  . Далее переходя к 

прежней переменной, имеем:   )1/(1),( ),(),( kyxA yxQeyxu  . Если эта 

функция удовлетворяет п.д.- системе (1.9.13), то она будет некоторым 

частным решением системы. В противном случае, система (1.9.13) 

несовместна. Так как ,
)(

),(
),(

0 0

dt
xt

yta
yxA

x

n


  то эта функция и функция, 

),( yxu как  решение системы в D  при 1n  будут непрерывными. Также, 

если для всех 0),(,0 0  yxaxx , то  ),(exp yxA - будет сходящимся 

интегралом, поэтому ),( yxu в  D - непрерывна. Если  же 0),( yxa то при 

1n , ),( yxu имеет особенности степенного порядка. Для того, чтобы 

условие (N31)  выполнялось тождественно, необходимо  и достаточно, чтобы 

),,( vyx  в системе (1.9.13) имела вид: 
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dt
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Затем подставив значение ),,( vyx  из последнего равенство в системе (1.9.13) 

и с учетом замены 
),()1(1 yxAkk evu   , будем иметь: 
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.(1.9.14)    

При этом значении функций ),,( uyxb  и замены 

    ),(),()1(exp 1 yxBuyxAk k
, где )(y   новая неизвестная 

функция, процесс интегрирования системы (1.9.13) сводится к 

интегрированию о.д.у. вида (1.9.8), в котором функцию  ),( yf можно 
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определить из формулы (1.9.14). Если задача Коши и регулярное о.д.у. (1.9.8) 

имеют решения, то исходная система также разрешима и многообразие ее 

решений, определяется формулой:  

  )1/(1),( ),(),(),( kyxA CyyxBeyxu   .           (1.9.15) 

Заметим, что по формуле (1.9.15) можно определить непрерывное решение 

системы (1.9.11) вплоть до границы области D , по линии 
0xx  . Потому что,  

функция ),( yf - непрерывна по переменной y .  

Теорема 1.24.Пусть в п.д.- системе (1.9.11) .),(),(,, 100

211  DDDCuRDChba  

Для тождественного выполнения условия  совместности (N30) , необходимо 

и достаточно, чтобы функция ),,( uyxb  имела вид (1.9.14). Если о.д.у. (1.9.8) 

с учетом значения функции ),( yf ,  определяющейся по формуле (1.9.14), 

имеет   решение, тогда система (1.9.11) также разрешима, и многообразие 

ее решений определяется формулой (1.9.15). Причем это решение по 

переменной y - всюду в D , а также по переменной x - при   0),(,,0 0  yxAxx

-всюду в D  при 10),(  nèyxA  решение системы в 
0D непрерывно, а в 

точках линий 
0xx   имеет особенности экспоненциального порядка. 

1.9.5.     Рассмотрим п.д.- систему вида: 
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 ,       (1.9.16) 

где 00

211 ),(),(,, DDCuRDChba  - та же область, что и выше. Если в 

системе (1.9.16) k=1, либо a=h , то этой системе можно применять 

предыдущие результаты, с п.1.9.1. Условие совместности системы (1.9.16) 

будет:  
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Учитывая результаты в [269]-[273], всюду в области D , находим 

непрерывное решение системы (1.9.16). Для этого, прежде всего будем 

требовать выполнение условия (М0), то есть, 

0)(lim,0)(lim 00
00




























 y

u
xx

x

u
xx n

xx

n

xx
. При выполнении этих условий, 

имеем 

0).,(,0,0),(,0),( 00000  uyxbuhyxhayxa . Из последнего соотношения  

будем иметь )(ypu  . В этом случае, )(,0 ypuu   будут только лишь 

частными решениями данной системы. Если в системе (1.9.16) функции bha ,,

- удовлет-воряют  условию малости, то также получим некоторое решение 

системы. 

Допустим, что условие (N32) выполняется, но не тождественно. Тогда решая 

(N32) относительно ),( yxuu  , в силу теоремы о неявных функций, будем 

иметь: ),( yxQu  . Если эта функция удовлетворяет системе (1.9.16), то она 

может быть некоторым частным решением системы. Иначе говоря, система 

(2.128) – несовместна. Допустим, что условие (N32) выполняется 

тождественно. Наша цель заключается в том, что при каких значениях 

функции ),,( uyxb  условие (N32) может быть выполнено тождественно, если 

),(),,( yxhyxa  считаются заданными функциями. 

Аналогично  п. 16, преобразуем систему (1.9.16). В этой системе совершив 

замену:
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получим более простого вида систему (1.9.17). В начале, из условия (N32) 

определим функцию ),,( vyx  в виде: 

        
 ),(;),(),,( yxBvyfyxBvyx y           (1.9.18) 

где f – вполне определенная как ),,( vyx - функция. Затем подставив значение 

),,( vyx  во второе равенство последней системы и затем, переходя к прежней 

переменной, определим функцию ),,( uyxb  следующей формулой: 
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 . 

(1.9.19) 

Итак, при таком значении функции ),,( uyxb  из (1.9.19), условие (N32) 

выполняется тождественно, и ее интегрирование приводится к о.д.у. вида 

(1.9.8), где функция  ),( yf  определяется из (1.9.19). Если это о.д.у. (1.9.8) 

имеет решение, то система (1.9.16) также разрешима и многообразие ее 

решений определяется формулой вида (1.9.15). Заметим, что если правая 

часть второго уравнения п.д.- системы (1.9.16)  имеет вид: 
nyy

uyxb

y

u

)(

),,(

0





, то 

выполняя предыдущие действия, для новой системы определим функцию 

),,( uyxb  , обеспечивающую тождественное выполнение условия 

совместности (N32) в виде: 
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И тогда, решение системы определяется в виде формулы аналогичной   

(1.9.15). Легко убедимся, что при значении функции ),,( uyxb  формулами 

(1.9.19) и (1.9.20), условие совместности  (N32) выполняется тождественно. 

Следовательно, интегрирование системы (1.9.16) приводится к 

интегрированию о.д.у. вида (1.9.8), где функция  ),( yf  определяется по 

формуле (1.9.19), либо (1.9.20). Если это регулярное о.д.у. имеет  решение, 

тогда система (1.9.16) также разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой  вида (1.9.15), где ),( CyÔ  или ),( 0uyÔ  

определяет многообразие решений, либо единственное решение задачи Коши 

для о.д.у. (1.9.8).  Аналогично предыдущим случаям,  можем определить, что 

в области 
0D - вся решения, а  в области D ,  при 0),( yxA , а также при 1n  

решение системы (1.9.16) может быть непрерывным. При других знаках: 

)),((0),( DyxyxA  и 1n ,  решение системы на границе Г имеет особенности 

степенного порядка. Аналогично предыдущим, теорема 23 верна и для 

условий нашей системы (1.9.16). 

1.9.6.  Теперь рассмотрим п.д.- систему вида: 
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 (1.9.21) 

где )(),(),(,, 2100

211  DDDCuRDChba . Допустим, что для системы 

(1.9.21) выполняются условия (М0), то есть    

0)(lim,0)(lim 00
00
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.    При выполнении этих соотношений, 
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из (1.9.21) будем иметь 0),,(,0,0),(,0),( 00000  uyxbuhyxhayxa . 

Откуда получим: )(,0 ypuu  . Эти найденные функции будут некоторыми 

частными, либо особыми решениями системы. Условие совместности 

системы (1.9.21)  будет:  

                    k

nnnn

k

n

u

n

k

nn

u
yy

h

y
u

yy

a

y
b

yyxx

uhka

xx

b

yy

uh

yy

ua

xx

b

x






















































































)()()()(

)()()()(

0000

1

0000

                    
(N33) 

Допустим, что условие (N33)  выполняется, но не тождественно, тогда в силу 

теоремы о неявной функции [251],  из этого функционального соотношения, 

будем иметь: ),( yxu  . Если эта функция удовлетворяет систему (1.9.21), 

то она будет некоторым частным решением системы. В противном случае, 

система (1.9.21) – несовместна. 

Если функции hba ,, - удовлетворяют условию малости: 

)(),10(),)((),,(

),)((),(),)((),(

10

00

Myyouyxb

yyoyxhyyoyxa

n

nn













 

то при тождественном выполнении условий (N33) , многообразие решений 

системы (1.9.21) всюду в области D , будет непрерывным. 

Допустим, что функциональное равенство (N33)  считается, как линейное 

неоднородное уравнение относительно функции ),,( uyxb , а  ),(),,( yxhyxa  

считаются данными или известными функциями. Тогда аналогично 

предшествующим пунктам, решая  (N33), как линейное уравнение, 

относительно ),,( uyxb  получим: 
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)1(exp),(),(,),(),(
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    - вполне 

определенная, как и ),,( uyxb  - функция. Так как при этом, значения функции 

),,( uyxb  условий (N33)  выполняется тождественно, поэтому интегрируя 

первое уравнение системы (1.9.22) по переменной  x, как о.д.у. с параметром 

y , сделаем замену:   
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.     (1.9.23) 

Далее, дифференцируя обе части (1.9.23) по переменной y , подставим ее 

результат во второе уравнение системы (1.9.22), и с учетом (1.9.23) будем 

иметь о.д.у. вида (1.9.8), которое может иметь решение, тогда исходная 

система также разрешима и многообразие ее решений определяется 

формулой: 
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   .              (1.9.24) 

Теорема 1. 25. Пусть в п.д.- системе (1.9.21) 

),(),(,, 0

211 DCuRDChba  .  .210  DD  Если для системы (1.9.21) 

выполняются условия (М0), и условие малости, то получим некоторое 

частное решение системы. Если  условие  совместности (N33)  выполняется, 

но не тождественно, тогда система (1.9.21) может иметь некоторое 

частное решение. Для тождественного выполнения условий совместности 
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системы (1.9.21)  необходимо и достаточно, чтобы функция ),,( uyxb  имела 

вид (1.9.22).  Если коэффициенты  hba ,,  удовлетворяют условию (M1),  то 

при тождественном выполнении условий  (N33),  решение системы (1.9.21)  во 

всей области D , по обеим переменным yx,  будет непрерывным. Если о.д.у. 

вида (1.9.8), с учетом значения функции ),( yf из (1.9.22) имеет решение, то 

исходная система также разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой (1.9.24). Причем полученное решение системы 

непрерывно по x - всюду в D ,  а по y  имеет особенности  n -го порядка, 

если  0),( yxA и непрерывно, если ,0),( yxA особенности 

экспоненциального порядка. 

§ 1.10. О формуле представления решений некоторых квазилинейных 

п.д.- систем с однородными правыми частями               

1.10.1. Будем рассматривать п.д.- систему 
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 ,        (1.10.1) 

где 100

211 ),(),(,  DDDCuRDCba , причем ),,( 0 uyxxa   однородная 

нулевого порядка по первой и третьей аргументам, то есть: 

),,(),),(( 00 uyxxautyxxta  . Делая замену, ,)( 0 zxxu   преобразуем 

систему (1.10.1)  к  виду: 

                    

,
),,(

,
),,1(

00 xx

zyxb

y

z

xx

zzya

x

z
















       (1.10.2) 

 Допустим, что для системы (1.10.2) выполняются условия (М0), то есть 

0)(lim,0)(lim 00
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xxxx
. То из (1.10.2) имеем 0),,(,0),,1( 0  zyxbzzya . 

Из этих двух соотношений имеем )(),( yfzyz  . Возможно, что хотя бы 

одна из них будет частным решением системы. Если условие совместности 



 

156 

 

 

 

системы (1.10.2) выполняется, но не тождественно, то получим некоторое 

другое частное решение системы, либо такое решение отсутствует. Условие 

совместности системы (1.10.2)  выполняется тождественно, если функция 

),,( zyxb   примет вид: 

            

  ).),,1(()ln(),(;)(),,( 00 zzyaxxzyAyf
y

A
xxzyxb 













        (1.10.3) 

 Отсюда легко определить функцию ),( vyf  в виде 
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Интегрируем первое уравнение системы (1.10.2) по переменной  x  ,  и делаем 

замену:   )((,ln),( 0 yxxvyA  новая неизвестная функция). 

Дифференцируя обе части   равенства  (1.10.4) по переменной y , имеем: 
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 Если о.д.у. вида (1.9.8), то есть   ),( 


yf
dy

d


     

имеет решение, тогда 

исходная система также  разрешима и многообразие ее решений определяется 

формулой:                      

                                  

  )5.10.1(,),(ln;)(),( 0

1

0 yCxxyAxxyxu  

 

где ),( yC   либо ),( 0 yu  - решение   о.д.у. вида (1.9.8) 

Теорема 1. 26. Пусть в п.д.- системе (1.10.1) ),(),(, 0

211 DCuRDCba   

,10  DD причем ),,( 0 uyxxa   - однородная нулевого порядка по 

переменным ux, . Если для системы (1.10.2) условия (М0) выполняются, то 

можем иметь некоторое частное решение системы. А также, если условие 

совместности системы (1.10.2) выполняется, но не тождественно, то  
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получаем некоторое частное решение системы, либо такое решение 

отсутствует.  Для тождественного выполнения условия  совместности 

системы (1.10.2) необходимо и достаточно, чтобы функция 

 uxxyxb  1

0 )(;,  имела вид (1.10.3). Если c учетом значения функции  

),( yf  из (1.10.3),  о.д.у. вида (1.9.8) имеет решение, тогда п.д.- система 

(1.10.1) также разрешима и многообразие ее решений определяется 

формулой (1.10.5). Причем полученное  решение системы  в зависимости от 

функции 1A , может иметь логарифмическую особенность (в точках линии 

01 : xx  ), либо всюду в  D  непрерывно. 

 Заметим, что предыдущее утверждение верно и для п.д.- системы: 
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где функция ),,( 00 uyyxxb   однородная нулевого порядка по переменным 

0yy 
 
то есть   ),,())(,( 0000 uyyxxbutyytxxb 

. 

1.10.2.  Будем рассматривать п.д.- систему вида: 

  )1(,)(;,),,,)(()( 00

1
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  nuxxyxb
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u
uyxxaxx

x

u nnn

  (1.10.6) 

где 100

211 ),(),(,  DDDCuRDCba . Причем функция   );,( 0 uyxxa
n

  

однородная   по первому и  последним аргументам функции, то есть: 

  ),,(),,)(( 00 uyxxautyxxta
nn  . Заменяя, t   на 

nxx )(

1

0
, имеем: 

    .)(;,1,, 00 uxxyauyxxa nn   Опять делаем замену вида: ,)( 0 zxxu n  и 

тогда система (1.10.6) преобразуется к виду:  
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 .                  (1.10.7) 
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Условие совместности этой системы, выполняется тождественно, если 

аналогично предыдущему, функция  ),,( zyxb  примет вид: 

   znzyaxxzyAyfzyAxxzyxb y

n  ),,1()ln(),(;),()(),,( 00  ,    

(1.10.8) 

где 


  fna
nya

d
zyA

z

z

),(,
),,1(

),(

0





произвольная функция. 

 Далее интегрируем первое уравнение системы (1.10.7) по переменной 

x , и делаем замену  )()ln(),( 0 yxxzyA  . Дифференцируя это равенство по 

переменной y , подставим  результат во второе уравнение системы (1.10.7) и  

получим о.д.у. (1.9.8), где функция ),( yf  определяется из формулы (1.10.8). 

Если о.д.у. вида (1.9.8) имеет  решение, то исходная система также разрешима 

и многообразие ее решений определяется формулой: 

  ,),()ln(;)(),( 0

1

0 yCxxyAxxyxu n  

   
(1.10.9) 

где ),( yC - является решением о.д.у. (1.9.8). 

Теорема 1.27. Пусть в п.д.- системе (1.10.6) ),(),(, 0

211 DCuRDCba   

,10  DD причем функция   ),,( 0 uyxxa
n

  - является однородной нулевого 

порядка. Если для системы (1.10.6) будут выполнены условия (М0), то можем 

найти некоторое частное решение системы. А также если условие  

совместности системы выполняется, но не тождественно, тогда  

находится некоторое частное решение системы, либо такого решения нет. 

Для тождественного выполнения условий совместности системы (1.10.7),  

необходимо и достаточно, чтобы функция ))(,,( 0 uxxyxb n  имела вид 

(1.10.8). Если о.д.у. вида (1.9.8)  имеет решение, тогда система (1.10.8) 

также разрешима и многообразие ее решений определяется формулой 
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(1.10.9). Причем полученное  решение системы (1.10.6)  в зависимости от 

обратной функции 1A  к A , всюду в D  будет непрерывным. 

1.10.3. Будем рассматривать п.д.- систему 

            

 )/(;,),;,( xyuyxbx
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u
uyxyay
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u










 ,     (1.10.10) 

где 200

211 ),(),(,  DDDCuRDCba . Причем 

);,();,( uyxyatuytxya  , т.е. функция );,( uyxya однородная нулевого 

порядка по ),( uxy . Совершая замену ,zyxu   где ),( yxzz  новая 

неизвестная функция, преобразуем систему (1.10.10) к виду: 
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                   (1.10.11) 

 Условие совместности системы (1.10.11) выполняется тождественно, 

тогда и только тогда, когда: 

               zzyaxzyAyfzyAzyxb y  ),,1(ln),(;),(),,(
,         

(1.10.12)   
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),(
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yf

ya

d
zyA

Z

вполне определенная, как и ),,1(),,,( zyazyxb - 

функция. Интегрируя первое уравнение системы (1.10.11)  по переменной 

x , считая y - независимым параметром, получим: 

                      )((,ln),( yxzyA  новая неизвестная функция). 

Продифференцировав последнее соотношение по переменной y , подставим 

результат во второе уравнение системы (1.10.11) и в результате, получаем 

о.д.у. вида (1.9.8), где функция ),( yf  определяется из формулы (1.10.12). 

Если о.д.у. вида (1.9.8) имеет решение, то система (1.10.11) и заведомо 

система (1.10.10) интегрируется явно, и многообразие ее решений 

определяется формулой: 
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 .),(ln;),( 1 CyxyAyxyxu  

    
(1.10.13) 

          Теорема 1.27. Пусть в п.д.- системе (1.10.10) 

,),(),(, 200

211  DDDCuRDCba и функция  ),,( uyyxa  - однородная 

нулевого порядка по первому и третьему аргументам.  Для тождественного 

выполнения условия совместности системы (1.10.11),  необходимо и 

достаточно, чтобы функция ),,( zyxb  имела вид (1.10.12).  Если c учетом 

функции ),( zyf определяющее из (1.10.12)  о.д.у. вида  (1.9.8) имеет решение, 

тогда система (1.10.12) также разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой (1.10.13). Причем такого вида  решения системы, во 

всей области D  является непрерывным.  

       Заметим, что если в системе (1.10.10) );,( uyxya - является обобщенно-

однородной, то также для него будет справедливой предыдущая теорема 1.27. 

1.10.4 Будем рассматривать п.д.- систему вида: 

 uxyxbx
y

u
uyxax

x

u kkk  








;,),,,(1

  ,    (1.10.14) 

где 100

211 ),(),(,  DDDCuRDCba . Условием совместности системы 

(1.10.14) будет:  

    )(., 36Nuxzabkaxbuxkabx k

yu

k

z

k

x

   

Если условие (N36)  выполняется, но не тождественно, то в силу теоремы о 

неявной функции [251], имеем: ),( yxhu  . Если эта функция удовлетворяет 

системе (1.10.14), то она будет некоторым частным решением системы. В 

противном случае, система (1.10.14) – несовместна. Заметим, что  в системе 

(1.10.14) ),,( uyxa - является однородной относительно, 
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ux,  то есть ),,(),,( uyxatuytxya  . Совершая замену: 

,; 1
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zxu kkk
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 преобразуем систему (1.10.14) к виду: 

 zyxb
y

z
zka

xx

z
,,),(

1











.  
    (1.10.15). 

Тогда условие совместности (N36)  примет вид:   

                      )(, 37Nabkabzkabx yzzx
  

Условие (N37)  выполняется тождественно, тогда и только тогда, когда: 

    zkaxzyAyfzyAzyxb y  ln),(;),(),,(         (1.10.16). 

При этом значении функции ),,( zyxb , условие (N37) выполняется 

тождественно. Интегрируя первое уравнение системы (1.10.15), делаем 

замену: 

 )((ln),( yxzyA  новая неизвестная функция). 

Продифференцировав эту функцию по переменной y , подставим ее значение 

во второе уравнение системы (1.10.15) и с учетом значения функции ),( uyxb  

из (1.10.16), получаем о.д.у. вида (1.9.8), в которой ),( yf  определяется из 

формулой: 

)),,1((,),(),,(
),,1(

),,(
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kzzya
ka

d
zyAгдеzyA

zkzya

zyxb
yf

z

y 





  


       (1.10.17) 

Если задача Коши для о.д.у.  (1.9.8) , с учетом значения функции  f(y,z)   из 

(1.10.17) имеет  решение, тогда исходная система также разрешима и 

многообразие ее решений определяется формулой: 

  ,),(ln;),( 0

1 uyxyAxyxu k        (1.10.18) 

Причем полученное решение системы во всей области D  является 

непрерывным. 
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Теорема 1.28. Пусть в п.д.- системе (1.10.14) 

)(),(,, 0

211 DCuRDChba  .Если  условие  совместности (N37)  выполняется, 

но не тождественно, тогда  существует некоторое частное решение 

системы, либо система (1.10.14) – несовместна. Для того, чтобы условие 

(N37)  всюду в области  D  выполнялось тождественно  необходимо и 

достаточно, чтобы функция ),,( zyxb  в системе (1.10.15) имела вид (1.10.16) 

. Если задача Коши для о.д.у. (1.9.8)  имеет  решение, тогда исходная система 

(1.10.14) также разрешима и многообразие ее решений определяется 

формулой (1.10.18). Причем полученное решение системы (1.10.14), всюду в 

D  является непрерывным. 

1.10.5. Теперь будем рассматривать п.д.- систему вида: 
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k   ,      (1.10.19) 

где ),,(,),(),(, 1

100

211 uyxaDDDCuRDCba k - однородная 

нулевого порядка функции, относительно переменных ux, . Аналогично 

предыдущим пунктам,  делая замену: 
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11

1 1
,

)1(1
)),,((, , преобразуем систему 

(1.10.19) к более упрощенному виду:  
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                          (1.10.20) 

Условие совместности  п.д. – системы (1.10.20) выполняется тождественно, 

если  

    )21.10.1(.
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Проинтегрировав первое уравнение системы (1.10.20),  по переменной x , 

совершим замену ,ln),(  xzyA
  )(y  -

новая неизвестная функция. 

Продифференцировав это равенство  по переменной y , подставим ее 

результат во второе уравнение системы (1.10.20) и с учетом (1.10.21), 

получаем о.д.у. вида (1.9.8). Если задача Коши для  о.д.у. вида (1.9.8) имеет 

решение, тогда система (1.10.19), также разрешима и многообразие ее 

решений,  при переходе к прежним переменным имеет вид:  

   .),(ln;
1

),(,),(ln;
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1

1

1

1
uyxyA

x
yxuCyxyA

x
yxu

kk
  





  

(1.10.22) 

       Теорема 1.29. Допустим, что в  п.д.- системе (1.10.19)  

)(),(,, 0

211 DCuRDChba  ,   ),,( 1 uyxa k
- однородная функция нулевого 

порядка по переменным ux, . Если  условие  совместности (N37)  для п.д.- 

системы (1.10.20) выполняется, но не тождественно, тогда существует 

некоторое частное решение системы (1.10.20). Для тождественного 

выполнения условия совместности системы (1.10.20) необходимо и 

достаточно, чтобы функция ),,( zyxb   имела вид (1.10.21) .  Если о.д.у. вида 

(1.9.8)  имеет  решение, то система (1.10.19) также разрешима и 

многообразие ее решений определяется формулой (1.10.22). Причем 

полученное решение системы  в зависимости от функций 1A , может иметь 

особенности не менее чем )1( n - го порядка. 

Заметим, что аналогичный результат справедлив, также и для п.д.- системы 
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где  ,0),(,),(),(, 2100

211  yyxDDDCuRDCba причем  uyxb k ,, 1  

однородная, нулевого порядка по переменным uy,  функция. При этом, 

многообразие решений системы представимо формулой: 
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а это решение в 
0D   является непрерывным  (в зависимости обратной 

функции 1B , на линии )0(:2  y  имеет особенности не менее чем )1( k -го 

порядка.  

§ 1.11.  Системы уравнений в полных дифференциалах с тремя 

уравнениями, с сингулярными линиями 

 1.11.1. Будем рассматривать п.д.- систему вида: 
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     (1.11.1) 
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Условия совместности системы (1.11.1) имеют вид: 
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 Допустим, что условия (N38)  выполняются, но не тождественно. Тогда 

в силу теоремы о неявной функции (см.[251]),  из каждого соотношения  (N38), 

получим: )3,2,1(),,(  izyxHu i . Если хотя бы одна из этих функций, 
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удовлетворяет системе (1.11.1), то она будет некоторым частным решением 

системы. В противном случае, система (1.11.1)- несовместна.  

 Считая первое и третье  равенства из (N38), как два линейных 

неоднородных уравнения, относительно соответствующих функций cb,  

получим: 
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    (1.11.2) 

 где  gfndt
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-  две произвольно 

определенные,  как и cb,  - функции. Подставляя значения ),,,( uzyxb и 

),,,( uzyxc в систему (1.11.1) , легко получим, что третье равенство из (N38) 

преобразуется в виде: 
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v
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v
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f




















                    

где функции )(f и )(g  определяются из формулы (1.11.2). 

Очевидно,  что при значениях функции cb,  из (1.11.2) условия совместности 

(N38) частично выполняются тождественно. Допуская, что условие (N38)  

выполняется тождественно, проинтегрируем первое уравнение системы 

(1.11.1) по переменной  x. 

                               VzyxAuzyM  ),,(),,(             (1.11.3) 

где ),( zyVV   новая неизвестная функция, а ),,( VzyM и ),,( zyxA  указанные 

интегралы в (1.11.2) , и с учетом значений функции cb,  из (1.11.2), получим 

регулярную п.д.- систему вида: 
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 ,          (1.11.4) 
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для  которой условие совместности системы (1.11.4) также выполняется 

тождественно.  Тогда, система (1.11.4)  разрешима и многообразие ее 

решений определяется формулой: 

                                    ),(),( zyFCzyV   , либо ),(0 zyFuu  . 

Переходя к прежней переменной в (1.11.1) получим:  

 ),(),,(;;);;( 1 zyFCzyxAzyMzyxu  
          (1.11.5) 

Заметим, что решение системы (1.11.1) определяемое формулой (1.11.5), 

всюду в 3  является непрерывным, а в точках плоскости 
0xx  , как и функции 

),,( zyxA  при 10  n  является непрерывным, а при 1n , соответственно имеет 

особенности логарифмическую и )1( n -го порядка. 

     Теорема 1.33.  Пусть в п.д.- системе (1.11.1) ),(),(,,, )0(

3

21

3

1 ПCuRПCcba    

 0003
)0(

3 ,, zzyyxx  . Если в системе (1.11.1) выполняются условия 

(М0), то система может иметь только лишь некоторое частное решение. 

Если условия (N38)  выполняются, но не тождественно, тогда система 

(1.11.1) может иметь некоторое частное решение, либо несовместна. Для 

тождественного выполнения условия совместности (N38) , необходимо и 

достаточно, чтобы функции ),,,( uzyxb и ),,,( uzyxc определялись формулами 

(1.11.2) и третье равенство из условия (N38)  выполнялось тождественно. 

Тогда система (1.11.1) разрешима и многообразие ее решений находится в 

виде (1.11.5). Причем это решение в случае 10  n  и выполнении условий (М1)   

является  в ( 3 ) непрерывным, а при 1n  в ( ))0(

3 - непрерывно и в точках 

поверхности 0xx   соответственно имеет особенности логарифмическую и 

)1( n -го порядка.  

1.11.2.  Будем рассматривать п.д.- систему: 
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    (1.11.6) 

где  0),(),(,,, 0

211  nDCuRDCmcba . Условие совместности системы (1.11.6) 

имеет вид: 
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 Если для системы (1.11.6) будут выполняться  условия (М0), то есть 

0)(lim,0)(lim,0)(lim 000
000
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zz
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yy

n

xx
, при   

ограниченности частных производных от искомой функции по всем 

переменным, либо,  если zyx uuu  ,,  в точках особых плоскостей  

000 ,, zzyyxx   имеют нули порядка  не менее чем порядка     п-1 ,  то 

необходимо  получим ,0),,(,0),,( 000  zyxbazyxa  0),,,(,0),( 0  uzyxcuzm .  Из 

этих равенств, имеем:  ),(),( yxuzu   . Эти две функции будут частными, 

либо особыми решениями системы (1.11.6). Если в )( 36N  первое равенство 

выполняется, а остальные  два  равенства выполняются, но не тождественно, 

тогда в силу теоремы о неявных функциях, из   )( 39N  имеем: 

)2,1(),,(  izyxHu i . Если хотя бы одна из этих двух функций удовлетворяет 

системе (1.11.6), тогда она будет считаться некоторым частным решением 

системы. В противном случае, система (1.11.6) – несовместна. Легко 

определить, что условие совместности )( 39N  выполняется тождественно, если 

функция ),,,( uzyxc имеет вид: 
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где  
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При этом, процесс интегрирования системы (1.11.6), приводится к 

интегрированию о.д.у. вида (1.9.8.), то есть ),( 


zf
dz

d
 , где ),( zf  

определяется из (1.11.7)  а )(z  , как новая неизвестная функция является 

решением первых двух равенств системы (1.11.6): )(),,(),( zzyxuzM   . 

Если решение о.д.у. вида (1.9.8) определяется в виде ),( CzÔ либо 

),( 0uzÔ , то исходная система также разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой:  

            ),(),,(;);,( 1 czzyxzMzyxu   
 .                     (1.11.8) 

       Теорема 1.34. Пусть в п.д.- системе (1.11.6) ),(),(,,, 0

211 DCuRDCmcba   

0,
3

1

0  


nDD
i

i . Если для системы (1.11.6) будут выполнены условия (М0),а 

также  условия (N39) выполняются, но не тождественно, тогда находятся 

некоторые частные решения системы, либо  такие решения отсутствуют. 

Для того, чтобы условия (N39)  выполнялись  тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы функция  ),,,( uzyxc  имела вид (1.11.7). Если о.д.у. вида 

(1.9.8) имеет решение, тогда исходная система также разрешима и 

многообразие ее решений определяется формулой (1.11.8). Причем это 

решение при 10  n  в D , а при  1n  в 0D -  является непрерывным, а в точках 
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поверхности 
01 : xx   , соответственно имеет логарифмическую 

особенность (при 1n  ) и особенности )1( n -го порядка (при 1n ). 

1.11.7. Рассмотрим п.д.- систему вида: 
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где  ,),(),2,1(),(,,,0
3

1

00

211 



i

iii DDDCuiRDCbacn . Если для системы 

(1.11.9)  выполняются условия (М 0 ), то есть;   

,0)(lim,0)(lim,0)(lim 000
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 тогда из исходной 

системы имеем  
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Откуда будем иметь некоторые частные решения  ),(,0 yxpuu  .  

Условие совместности системы (1.11.9) имеет вид: 
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)( 40N  

 Допустим, что условие )( 40N  выполняется, но не тождественно, тогда из 

первого его равенства имеем: ),,(,0 1 zyxHuu  , а из остальных двух 

равенств )3,2(),,(  izyxHu i .  Очевидно, что 0u  является тривиальным 

решением первых двух уравнений системы (1.11.9). Если же 0u  

удовлетворяет и третьему его уравнению, тогда может оказаться, что система 
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(1.11.9) имеет тривиальное решение. Если хотя бы одна из функций 

),,( zyxHu i  удовлетворяет системе, то она будет частным решением системы 

(1.11.9). В противном случае, система (1.11.9)-несовместна. 

Допустим, что условие )( 40N  выполняется тождественно. Тогда аналогично 

предыдущим пунктам, в п.д.- системе (1.11.9) для двух уравнений, умножая 

обе части уравнений системы (1.11.9) на ku  , сделаем замену 

),,(, zyxvvvu k   и преобразуем систему (1.11.9) к  виду: 
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 Поскольку в )( 40N  :  
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, тогда находится такая 

функция 
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1  , что последняя система 

преобразуется к виду:  
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        (1.11.10) 

Для п.д.- системы (1.11.10) условия совместности выполняются 

тождественно, тогда и только тогда, когда в этой системе функция ),,,( wzyx  

имеет вид,    ),,(),,,(,),,(,),,,( 111

1 zyxzyxzyxwzf
z

wzyx yx 
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где 
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 Учитывая значение функций ),,,(),,,( wzyxzyx  , перепишем функцию 

),,,( uzyxc  в следующем виде: 
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.(1.11.11) Таким образом, нами получен общий вид функции  ),,,( uzyxc , для 

которой 

условие )( 40N  будут выполняться тождественно. Далее, интегрируя первые 

два уравнения системы (1.11.10) подставим в третье уравнение и с учетом 

значения функции ),,,( uzyxc  из (1.11.11) получим о.д.у. вида (1.9.8), в котором 

функция ),( zf определяется из (1.11.11). Если )(z  является решением 

о.д.у. (1.9.8) и представимо в виде ),( ÑzÔ , тогда многообразие решений 

системы (1.11.9) определяется следующей формулой:       

      kczzyxzyxzyxu  1

1

),(Ô),,(),,(exp);,(    .        (1.11.12) 

 Заметим, что в (1.11.12) особенности  ),,( zyx и ),,( zyx  по 
nxx )( 0  

сохраняется, а остальные особенности системы устраняются.  Поэтому в 

точках поверхности 0xx   можно оценить решение системы (1.11.9). 

Теорема 1.35.  Пусть в п.д.- системе (1.11.9)   )(,,, 0

211 DCuRDCcba ii  . Если 

условия совместности системы (N40) выполняются, но не тождественно, 

тогда она может иметь,  тривиальное решение, либо некоторые частные 

решения. Для того, чтобы условия (N40)  выполнялись тождественно,  
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необходимо и достаточно, чтобы функция ),,,( uzyxc принимала вид (1.11.11).  

Если о.д.у. вида (1.9.8) для функции ),( zf  определяющийся  из (1.11.11), 

имеет какой-либо вид решения, тогда система (1.9.8) также разрешима и 

многообразие ее решений определяется формулой  (1.1.12). Причем это 

решение п.д.- системы (1.11.9) по переменным zy, - регулярное, а по 

переменным x , при 10  n всюду в D  и при 0n  в 10  DD  является 

непрерывным, при 1n  и 1n  в точках поверхности 01 : xx   

соответственно имеет логарифмическую  и  )1( n - го порядка 

особенностей. 

1.11.8. Рассмотрим п.д.- систему: 
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, (1.11.13) 

где  ),,,(),,),((),(),(,, 0

211 uzyyxautzyyxtaDCuRDCcba  . 

Совершив замену  vyxu  )( , имеем: ,)(,)(,)(
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преобразуем систему (1.11.13) к виду:  
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.                    (1.11.14). 

Условия совместности системы (1.11.14) выполняются тождественно, если: 
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(1.11.15) 

 При этих значениях функции cb,  из (1.11.15) условия совместности 

системы (1.11.13) и (1.11.14) выполняются тождественно. Интегрируя первое 

уравнение системы (1.11.14), имеем:  
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                                wyxvzyA  )ln(),,( ,                                     (1.11.16) 

где ),( zyww  - новая неизвестная функция. Продифференцировав, 

предыдущее равенство по переменным zy,  подставим в остальные уравнения 

системы (1.11.14) и относительно новой искомой функцией, получим: 

                     ),,,(),,,( wzyg
z

w
wzyf

y

w










                (1.11.17) 

где функции gf , - определяются из (1.11.15) через коэффициенты системы 

(1.11.14) либо (1.11.13). Поэтому систему (1.11.17) называем регулярной 

системой относительно переменных wzy ,, . Условия совместности системы 

(1.11.17) совпадают с третьим условием совместности системы (1.11.14), т.е.: 

                      0,0  zyvzwzwy cbcbcbfgfgfg  .  (N41) 

Если условия )( 41N  выполняются, но не тождественно, то возможно 

существует некоторое частное решение системы (1.11.17) определяющееся 

формулой ),,( ÑzyHw  . Затем подставляя значение w  в (1.11.17), обращая ее 

по переменной v   и переходя к прежней переменной, получим: 

                )ln(),,(;;)();,( 1 yxCzyHzyAyxzyxu    .                       (1.11.18) 

Функция (1.11.18) представляющая общее решение системы (1.11.13) всюду 

в D , кроме точек плоскости xy   в пространстве, является непрерывной, а в 

точках этой плоскости имеет логарифмическую особенность, в частности, в 

точках этой плоскости -непрерывно. 

Теорема 1.36.  Допустим, что  в п.д.- системе (1.11.13)  ),(,, 11 RDCcba   

,)( 0

2 DCu     0),,(0  zxzyxDD , причем  ),,,( uzyyxa   является 

однородной функцией по первому и последнему аргументам. Если условия 

совместности системы (1.11.13) либо (1.11.14) выполняются, но не 

тождественно, тогда возможно будет определено некоторое частное 
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решение системы. Для того, чтобы условия совместности  системы 

(1.11.14)  выполнялись тождественно,  необходимо и достаточно, чтобы 

функции cb,  определялись формулой (1.11.15).  Если  регулярная п.д.- система 

(1.11.17) имеет решение вида ),,( czyHw  , либо ),,( 0uzyHw  , то система 

(1.11.13) и задачи Коши   для системы (1.11.13) имеет и притом 

единственное решение вида (1.11.18). Полученное решение системы (1.11.13) 

всюду в D ,  кроме точки плоскости 0 yx  является непрерывным, а в 

точках этой плоскости имеет логарифмическую особенность. 

1.11.9. Теперь будем рассматривать п.д.- систему: 
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,(1.11.19) 

где  ),,,(,)()(),(,, 0

211 uzyxaDCDCuRDCcba  - однородная функция 

нулевого порядка, по ux,  то есть: ),,,(),,,( uzyxatuzytxa   . Заменяя kx
t

1
  и 

сделав замену  
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преобразуем систему (1.11.19) в следующем виде:  
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  .                (1.11.20) 

Условиями совместности системы (1.11.20) будут: 
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                      )( 42N  
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Допустим, что условие )( 42N  выполняется, но не тождественно. Тогда из )( 42N  

имеем хотя бы одну из функций )31(),,(  izyxHv i
которые,  могут быть 

решением системы (1.11.19) и (1.11.20). Тогда такие решения системы 

(1.11.20) называем частными решениями системы. Иначе, система (1.11.20)- 

несовместна. Для того, чтобы условие  )( 42N  выполнялось тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы функции  ,...)(xb  и ,...)(xc имели вид: 

   

   







vkvzyaxvzyAzygvzyAvzyxc

vkvzyaxvzyAzyfvzyAvzyxb

z

y

)1(),,,1(ln),,(;;),,(),,,(

)1(),,,1(ln),,(;;),,(),,,(

,(1.11.21) 

где  gfvka
kzya

d
vzyA

v

v

,),)1((,
)1(),,,1(

),,(

0




  


- произвольные функции. 

По аналогии  других пунктов, легко убедимся, что при таких значениях 

функции cb,  условия )( 42N  выполняются тождественно. Далее интегрируя 

первое уравнение системы (1.11.20) по переменной x  получим: 

                               )),((,ln),,( zyWWWxvzyA   .    (1.11.22) 

Дифференцируя соотношение (1.11.22) по переменным y  и z , подставим их 

результат в систему (1.11.20) и с учетом функции cb,  из (1.11.21), получим 

систему (1.11.17), где функции gf ,  можно выразить через acb ,, ,  из формул 

(1.11.21).  Если задачи Коши для системы (1.11.20) имеет решение вида 

),,( 0uzyHW  , то подставляя значению функции W  в (1.11.22), обращая 

функцию ),,( WzyA по переменной W и переходя к прежней переменной, будем 

иметь: 

 xuzyHzyA
x

zyxu
k

ln),,(;,
1

);,( 0

1

1
 


 .       (1.11.23) 
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Заметим, что функция (1.11.23), представляющая многообразие решений 

системы (1.11.19), при 1k  всюду в D  непрерывна, а при )2(1  kk  в точках 

поверхности 0x  имеет особенности  1k -го порядка. 

Теорема 1.37.  Пусть в п.д.- системе (1.11.19)   )(,),, 0

211 DCuRDCcba  .  В 

случае, когда условия )( 42N выполняется, но не тождественно, возможно 

существует  некоторое частное решения системы. Для того, чтобы условие 

(N42 ) выполнялось тождественно,  необходимо и достаточно, чтобы 

функции cb,  имели вид (1.11.21).  Если задачи Коши для п.д.- системы 

(1.11.20) имеет решение, то система (1.11.19) также разрешима и 

многообразие ее решений определяется формулой (1.11.23). Причем решение 

системы (1.11.19) при 1k  во всей области  D  и при 1k  в области 
0D  

является непрерывным, а в  точках плоскости 0x  имеет особенности не 

менее чем  1k - го порядка. 

§ 1.12.   Системы уравнений в полных дифференциалах  произвольного 

числа независимых переменных, с сингулярными коэффициентами 

1.12.1.  Рассмотрим п.д.- систему вида: 
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 ,                 (1.12.1) 

для которой    0),,(),(,) 1100

211  xxxDDDCuRDCf ni  . 

Условия совместности системы (1.12.1) имеет вид: 
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 Допустим, что условие )( 43N  выполняется, но не тождественно. Тогда 

решая каждое соотношение из 
2

)1( nn
- в )( 43N , в отдельности сможем 

получить функции ).,2,1(),,( 1   kxxHu nk  Если хотя бы одна из этих 

функций ),,( 1 nk xxHu   удовлетворяет системе (1.12.1), то она будет 

считаться некоторым частным решением системы . 

 Для существования непрерывного решения системы (1.12.1) 

необходимо, чтобы: 

1)   0)(lim 1
01







i

m

x x

u
x  при всех ),1( ni  . 

2) Функция ),,( 0 nxxuu   и все её производные 
ix

u




 всюду в D  были 

непрерывны и ограничены.  Тогда аналогично (см.[319]- [322]), в точках 

поверхности 01 x  в n - мерном пространстве 0),,,,0( 2 uxxf ni  .  Применяя 

соотношениям )( 43N  теорему о системе неявных , будем иметь функции 

)1,1(),,( 2  nixxHu ni  , где возможно получим, некоторые частные, либо 

особые решения системы. А также, из условии )( 43N  при 01 x будем иметь: 
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  следовательно 

получаем: ),,,,0(),,,0(),,,,0( 222 uxxfxxuxxf nininj   .  Учитывая 

0),,,,0( 2 uxxf nj  , опять получим 0),,,,0( 2 uxxf ni  . Откуда следует 

),,( 2 ni xxHu  . Если хотя бы одна из этих функции удовлетворяет системе 

(1.12.1), то она будет некоторым частным решением системы (1.12.1). В 

противном случае, исходная система несовместна. 
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            Допустим, что условие )( 43N  выполняется тождественно и задача 

Коши   для системы (1.12.1) имеет вид: 

         
0uu   при ),2()10(,0),0( 1

)0(

1

)0(

1

)0(

11 njxxxxxx j  .    (1.12.2) 

Интегрируем  подсистему уравнений из (1.12.1)  
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, 

по  переменным nxxx ,,, 32  , считая 1x  - параметром. Применяя теорему 

существование и единственности для регулярных п.д.- систем, получим: 

             )(,,,,
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u nm
 ,                       (1.12.3) 

где )( 1xv - новая неизвестная функция.  Далее дифференцируя обе части 

равенства (1.12.3) по переменной 1x , подставим в систему (1.12.1): 
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и получим обыкновенное дифференциальное уравнение (о.д.у.) вида: 
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.              (1.12.4)  

Покажем, что правая часть о.д.у. (1.12.4) не зависит от переменных 

nxxx ,,, 32  . Для этого достаточно проверить, что выполняются     
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              Подставляя значение 
j
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f
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 1

11

2

 в первой скобке, 

получим тождество. А это означает, что правая часть последнего о.д.у. 

(1.12.4) зависит только от переменных 1x  и v . Если задача Коши (1.12.2)  для  

о.д.у. (1.12.4) имеет решение, то это решение выражается формулой  

),( 01 uxv  , либо ),( 1 Cxv  . При этом формула (1.12.3) преобразуется к 

виду:   

  ),(;
1

)( 1

1

CxxF
x

xu
m

 , либо   ),...,,(,),(;
1

)( 2101

1

nm
xxxxuxxF

x
xu    ,  

(1.12.5)              

являющиеся решением системы (1.12.1). При этом, функция F  в точке 01 x

в наибольшем варианте, может иметь нуль, либо, логарифмическую 

особенность, и тогда решение системы (1.12.1) в точках поверхности 

вырождения 01 x  имеет особенности )1( m - го порядка. 

 Допустим, что процесс интегрирования системы (1.12.1) выполняется с 

первого ее уравнения, тогда интегрируем первое уравнение, как о.д.у. по x1, и 

считая nxx ,,2   параметрами.  При этом задача Коши (1.12.2) для этого 

уравнения имеет решение вида: 

 dt
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uxxtf
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211
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),,,,(
),,(


   .       (1.12.6). 

Это интегральное уравнение можно преобразовать в виде: 
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 Из этой формулы  заметим, что (1.12.7) при 01 x , как решение системы 

имеет особенности )1( m -го порядка, а по оставшимся переменным – 

непрерывно, и в (1.12.7), )()( 1 DCxj   . Для дальнейшего удобства, решение 

интегрального уравнения (1.12.6) перепишем в виде формулы   (1.12.5) , то 

есть  

 ),,(,,,,
1

22111

1

nnm
xxvxxxF

x
u 


  .                     (1.12.8) 

Далее дифференцируя (1.12.8) по переменным  nxxx ,, 32  , подставим их 

результат в систему (1.12.1), и получим:  
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   .     (1.12.9) 

Теперь проверяя, что правые части системы (1.12.9) не зависят от 1x  , придем 

к первой группе из условий совместности )( 35N . Тогда систему (1.12.9) в 

удобной нам форме , можно записать как регулярную  п.д.- систему: 

                              ),,,( 2 vxxg
x

v
nj

j





.                       (1.12.10) 

Задача Коши для этой системы будет иметь вид 0vv   при ),2(,0 njx j  .  При 

этом, получим решение задачи Коши для системы (1.12.9) формулой: 

        cxxxFv n ,,,, 320     либо    0320 ,,,, uxxxFv n . 
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Подставляя значение ),...,,( 32 nxxxvv   в (1.12.9) получим многообразия 

решений исходной системы в виде: 

           ),,,(;,,,
1

020211
uxxFxxxF

x
u nnm




 .          (1.12.11) 

Теорема 1.38.   Пусть в п.д. – системе (1.12.1)   )(,) 0

211 DCuRDCf i  .  Если 

условия совместности )( 43N выполняются, но не тождественно, тогда  

возможно найдётся, хотя бы одно из частных решений системы. Если в 

системе (1.12.1)  ),,,( 1 uxxf ni   по переменной х1  имеет нуль т-го порядка, то 

при выполнении условий  (N43) существует непрерывное решение системы.  

Пусть условия (N43) выполняются тождественно. Тогда существует 

единственное решение системы (1.12.10)  удовлетворяющее  задачи   Коши. 

Причем это решение всюду в D  непрерывно  по переменным ),,( 2 nxx  , и  в 
0D  

по всем  ),,,( 21 nxxx  , а в точках поверхности 01 x  имеет особенности )1( m

-го порядка при 1m  и логарифмического порядка при 1m .  

 Теперь в дальнейшем будем рассматривать , более конкретные случаи в п.д.- 

системах   (1.12.1). 

1.12.2. В дальнейшем будем рассматривать п.д.- систему вида: 
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   (1.12.12) 

где   )(,),, 0

211

1 DCuRDCbpa i  . В системе (1.12.12) ibpa ,,1 - считаются 

непрерывно-дифференцируемыми функциями, но правые части этой 

исходной системы в точках поверхностей ),1(0 njx j   при 1m  не 

интегрируемы. Поэтому, аналогично в [319]-[322] , потребуем выполнение 

условия (М0) 
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.          (1.12.13)  

При этом ,     достаточно требовать ограниченности ,,
1 ix

u

x

u








 в особых точках 

),1(0 njx j  . Тогда из системы (1.12.13) необходимо имеем: 

  ,0,,,0 0121  axxa n  0),,,,0(,0),,,( 22  uxxbuxxp nin  .   Откуда получим 

),1(),,,( 2 njxxHu nj   .   Если эти функции удовлетворяют систему 

(1.12.12), то они будут частными, либо особыми  решениями системы, в 

противном случае, исходная система не совместна. С другой стороны  в 

точках плоскостей ),1(0 njx j   задачу Коши ставить нельзя.   Поэтому, нам 

надо будет выбрать, начальные условия в задаче  Коши не в тех точках  )0(

jx , а 

в какой-то 0
)0(
jx наиближайшие к точкам поверхностей вида 0ix , то 

есть 0uu   при ),1(
)0(

nixx ii  . Условиями  совместности п.д.- системы 

(1.12.12)  записываются в виде: 
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Из этих формул также получим, что при 0,01  ixx  

0000

1 , 
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ji . Отсюда следует, что 

),,,( 1 uxxbb nij   если 0jb , то  0ib  и 0
0
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 и 0

0














u

p
. При этом 

можно получить только лишь некоторое частное решение системы. 
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Допустим, что функциональные равенства  (N44)  выполняются, но не 

тождественно. Тогда из этих равенств по теореме о системе неявных 

функций, возможно, получим только некоторое частное решение системы, 

либо и такие решения отсутствуют. Для существования многообразия 

решений системы (1.12.12) необходимо и достаточно, чтобы (N44)  

выполнялись тождественно. Возможно, что эти требования можно получить 

частично из первых )1( n  равенств (N44) следующим образом: 
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где i
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),,,(
),,(

0

1

)0(
1

.2

21

1

211
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 -вполне 

определенные как и ),,,( 1 uxxb ni  - функции. Если в (N44) требовать 

тождественного выполнения второй группы условий, то следует 

интегрировать исходную систему. Поэтому в результате интегрирования 

первого уравнения системы (1.12.37) будем иметь [313-319]: 

)),,((),,(),,,( 212 nnn xxVVVxxAuxxP   .     (1.12.15) 

 Дифференцируя обе части равенства (1.12.15) по переменным ix  , 

подставив их значения в систему (1.12.12), учитывая (1.12.14), получим 

регулярную п.д.- систему: 

),2(),,,( 2 nivxxf
x

v
ni

i





 .     (1.12.16) 

 Если задача Коши для регулярной п.д.- системы имеет решение, тогда 

исходная система также разрешима и многообразие ее решений определяется 

формулой:  
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 );,,(),,(;,,),,( 0212

1

1 uxxHxxAxxPxxu nnnn   
 ,   (1.12.42) 

где );,,( 02 uxxHv n - решение системы (1.12.41). 

 Причем решение п.д.- системы (1.12.41) по переменным 
nxx ,,2   всюду 

в D , по переменной 1x  только при 10 m и в 
0D  при 1m  будет 

непрерывным, а в точках поверхности 01 x  при 1m соответственно имеет 

особенности логарифмического (при 1m ) и )1( m -го порядка при 1m .  

Теорема 1.39. Пусть в п.д. - системе (1.12.12)   )(,),, 0

211 DCuRDCpba ji  . 

Если условия (N44) выполняются, но не тождественно, то возможно 

существуют некоторые частные решения системы (1.12.12). Для того, 

чтобы условие  (N44) выполнялись  тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы функции ),,,( 1 uxxb ni   относительно данных функции 

),,,(),,,( 21 uxxpxxa nn   определялись формулами (1.12.14). Если задачи 

Коши для п.д.- системы (1.12.16) (где  функции );,,( 2 vxxf ni   определяются 

из (1.12.14)) имеет решение, тогда система (1.12.12) также разрешима  и 

многообразие ее решений определяется  формулой (1.12.17). Причем это 

решение системы, как и ),,,( 1 nxxA  по переменным ),,,( 2 nxx   всюду в D , по 

1x  только при 10 m  и в 0D  при 1m  являясь непрерывным, в случае 01 x , 

при 1m  соответственно имеет логарифмическую и )1( m -го 

особенностей. Если в системе (1.12.12) функции ibpa ,,  удовлетворяют 

условиям  1M , то решение системы (1.12.37)  в области  D  будет 

непрерывным. 

1.12.3.  Будем рассматривать п.д.- систему: 



 

185 

 

 

 

),1,,1(,
),,,(

),;,,(
),,( 1

1

1 nkjki
x

uxxb

x

u
uxxp

x

xxa

x

u
k

j

nj

j

nkm

i

ni

i

















,(1.12.18) 

где   )(,),, 0

211 DCuRDCbpa ji  . Легко заметить, что правые части 

системы (1.12.43) при 1m  в точках 0,0  ji xx не интегрируемы. Поэтому, 

аналогично [313]-[319], потребуем, чтобы в особых точках существовали 

пределы: 
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.                           (1.12.19) 

При этом из первой и второй группы системы (1.12.43) соответственно 

получим:   0);,,(,0;,, 11  uxxbuxxP njnk  . Откуда будем иметь: 

),)1(,,1,(),,,(),,,( 211 nkjkinjixxxHuxxhu njnri    , которые могут 

быть, либо не быть решениями системы (1.12.43). Условиями совместности 

системы (1.12.43) будут: 
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 .     )( 45N  

Допустим, что условия )( 45N  выполняются, но не тождественно. Тогда из 

этих равенств можно определить функции ),,,2,1(),,,( 21   txxxHu nt  

такие,  что хотя бы одна из них может быть решением системы (1.12.18). 

Такие решения, полученные из )( 45N возможно будут частными решениями 
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системы (1.12.18). Пусть первая группа из соотношения )( 45N   выполняются 

и там, же ),,,( 211 nxxxa  считается конкретно заданной функцией. Тогда из 

этой группы имеем, что: 
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Обозначая ),,,(
),,,(

1

.1
0

uxxP
xxp

d
nk

u

u nk


 



 


, в процессе интегрирования 

первой группы системы (1.12.18), будем иметь: 

),,((),,(),,,(),,,( 111321 nknnnk xxvvvxxAxxxuxxP      

(1.12.45) Вторая группа соотношений из )( 45N  выполняются 

тождественно, тогда и только тогда, когда имеет место следующее 

взаимосвязи функций 
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  Из этих формул можно определить функции jf : 
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jjnk
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.(1.12.22)  

 При этом, правые части равенства (1.12.22) не зависят от ),,( 1 kxx  . 

Теперь дифференцируя обе части равенства (1.12.45) по переменным 

),,,( 21 nkk xxx   подставим их результат в систему (1.12.43), и с учетом 

(1.12.46) получим регулярную п.д.- систему вида (1.12.41), где в этой системе 



 

187 

 

 

 

функции jf  определяются по формуле (1.12.47). Если задача Коши для 

регулярной п.д.- системы (1.12.41) имеет решение, тогда исходная система 

также будет разрешимой и многообразие ее решений определяется формулой: 

 );,,(),,(),,(;,,),,( 012111

1

1 uxxHxxxxAxxPxxu nknnnkn  

   . 

(1.12.23) 

 Аналогично предыдущим, решение системы (1.12.43) и функции 

),,( 11 nxxA   при 10 m  в D  и 1m  в 
0D  являясь непрерывными,  при 01 x  и 

1m      соответственно имеют особенности логарифмического и )1( m -го 

порядка. 

Теорема 1.40. Допустим, что в п.д.- системе (1.12.43)  ,),, 11 RDCpba ji   

)( 0

2 DCu .  Если условия )( 52N  выполняются, но не тождественно, тогда 

возможно  существуют некоторые  частные решения системы.  Для 

тождественного выполнения условий )( 52N , необходимо и достаточно, 

чтобы функции ),,,( 1 uxxb nj   имели вид (1.12.46).  Если задача Коши для п.д.- 

системы (1.12.41) где функции jf  определяются формулами  (1.12.47) имеет 

решение, то исходная система также разрешима  и многообразие ее 

решений определяется  формулой вида (1.12.48). Причем в D , при 10 m  и 

в 
0D  при 1m  являясь непрерывным, а при 1m  в точках поверхностей 

),1(0 kixi   соответственно имеет логарифмическую особенность  (при 

1m  ) и особенности )1( m -го порядка, при 1m  .  

Замечание. Если в п.д.- системе (1.12.43) 11  ni  и nj  , то предыдущими 

рассуждениями от новой системы, условие теоремы  44  верно и для новой 

системы. Отличие предыдущего рассуждения от новой системы заключается 

в том, что процесс интегрирования сингулярной п.д.- системы, приводится к 

интегрированию одного обыкновенного дифференциального уравнения. 
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1.12.4. Рассмотрим п.д.- систему вида: 
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,   (1.12.24) 

где   )(),,(,,, 0

2

1

11 DCxxuRDCbha njii   причем 

nkjnrri ,1,12,,1  . 

Если для системы (1.12.24) будут выполнены условия (М0), то есть: 

,0lim,0lim
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 то при ограниченности производных по всем 

переменным, необходимо, чтобы .0),0,...,0(,0,0,0 000  ubuha jii  Откуда  

имеем некоторые особые решения системы. 

Условия совместности п.д.- системы (1.12.24) имеют вид: 
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 Если все условия из  (N46) выполняются, но не тождественно, тогда из 

второй группы этих соотношений, будем иметь:   1

1

1 ),,(,0  k
nxxHuu  , 

а из остальных равенств  














 





2

)1(

2

)1(
,,2,1),,,( 1

rrnn
jxxHu nj  .  

Очевидно, что 0u  для первой группы уравнений из системы (1.12.24) 

считается тривиальным решением. Если такая функция 0u  удовлетворяет 

остальные )( rn   уравнений, а также  другие функции ),,( 1 nj xxHu  и 

  1

1

1 ),,(  k
nxxHu   удовлетворяют системе (1.12.24), то все эти функции   
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будут считаться  некоторыми частными решениями системы. Если в системе 

(1.12.24) jii bha ,, - удовлетворяют условиям: 

)10(,),,,,,()(
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),,,,,,()(),,(

111
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,  )( 1M  

то при тождественном выполнении условий (N46), существует  непрерывное 

по  r  решение (r- целое положительное число).  Условиями совместности 

системы (1.12.24) будут linliuQuP k

ii  ),,1,(,0 . Пусть эти 

условия выполняются тождественно, причем так, чтобы: 
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 Тогда третья группа из условий )( 46N  будет выполняться 

тождественно, если функции ),,,( 1 uxxb nj   имеют вид:  
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Итак, по всем требованиям для п.д.- системы (1.12.25),  условия )( 46N  

выполняются тождественно, поэтому в результате интегрирования первой 

группы уравнений системы (1.12.24), и    заменяем  

Vxxue n

kxxk n 
),,( 12

1),,()1( 11  
, 
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где ),,( 1 nr xxVV  - новая неизвестная функция.  Учитывая значения 

функции jb  из системы (1.12.25), проинтегрируем всю систему (1.12.24). В 

результате, получим регулярную п.д.- систему  

                    ),,2,1();,,( 1 nrrjVxxg
x

V
nrj

j

 



 .                      (1.12.26)                   

 Если задачи Коши для п.д.- системы (1.12.26) имеет решение, тогда 

исходная система (1.12.24) также разрешима и многообразие ее решений 

определяется явной формулой: 

  ),,(
1

1

01121
11);,,(),,(),,( nxx

k
nrnn euxxHxxxxu

   
  .(1.12.27)                          

Причем это решение в D  при 10 m  и в 
0D  при 1m  является непрерывным, 

а в  точках поверхностей 0,0  ji xx соответственно имеет логарифмическую 

особенность при 1m , и особенности )1( m -го порядка при 1m . 

Теорема 1.41. Пусть в п.д.- системе (1.12.24)   )(,,, 0

211 DCuRDCbha jii  . 

Если условия совместности )( 46N  выполняются, но не тождественно, то 

возможно  существуют некоторые  частные решения системы (1.12.24).  

Для того, чтобы условия )( 46N  выполнялись тождественно,  необходимо и 

достаточно, чтобы функции ),,,( 1 uxxb nj   имели вид (1.12.25).  Если задача 

Коши для п.д.- системы (1.12.26)  имеет решение, то система (1.12.24) , 

также разрешима  и многообразие ее решений определяется  явной формулой 

(1.12.27). Причем это решение системы в  D , при 10 m  и в 0D  при всех  )(m  

является непрерывным, а в точках поверхностей 0,0  ji xx при  1m  

соответственно имеет логарифмическую особенность  (при 1m  ) и 

особенности )1( m -го порядка, при 1m  . Если функции удовлетворяют 



 

191 

 

 

 

условиям )( 1M , то решение системы (1.12.49) во всей области D  будет 

непрерывным. 

1.12.5. Рассмотрим п.д.- систему: 

  )1(),2(,,,,),,,,( 1111

1

1

1
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(1.12.28) 

где   )(,, 0

211

1 DCuRDCaa i  причем ),,,( 11 uxxa n  является 

однородной нулевого порядка по ux ,1 , то есть 

),,,(),,...,,( 11211 uxxautxtxa n . В начале заменяя t  через 
mx

1 , а затем 

совершая замену Vxu
m

1 , преобразуем систему (1.12.28) к виду: 

    ),1();,,(,
);,,,1(

1

1

21

1

nivxxa
x
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x

VmVxxa

x

V
ni

i
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.  (1.12.29) 

Условия совместности системы (1.12.29) выполняются тогда и только тогда, 

когда: 

  ),2()()ln),,,(;,,),,,();( 112122

1 niVmaxVxxAxxfVxx
x

A
Võa nnin

i

i 












  , 

(1.12.30) 

где функции, ),,( 32 xxf i  как и ),,( 1 uxai  , являются вполне определёнными 

функциями. Так как функции ia  - обеспечат тождественное выполнение 

условий совместности системы (1.12.29), поэтому интегрируя первое 

уравнение системы,  будем иметь:  

)),,((,ln),,,( 2121 nn xxWWWxvxxA   .  

Дифференцируя обе части этого равенства по переменным ),2( nixi  , 

подставим их результаты в систему (1.12.29) и получим регулярную п.д.- 
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систему вида (1.12.26). Если задача Коши для этой системы имеет решение, 

то система (1.12.29) также разрешима и многообразие ее решений 

определяется формулой: 

 );,,(ln;,,),,( 0212

1

111 uxxHxxxAxxxu nn

m

n  


 .         (1.12.31) 

Теорема 1.42. Пусть в п.д.- системе (1.12.28)  11

1, RDCaa i   причем 1a  -

однородная по первой и последним аргументам функция )( 0

2 DCu . Для того, 

чтобы условия совместности системы (1.12.28) выполнялись 

тождественно,  необходимо и достаточно, чтобы функции ),,( 21 xxai  

имели вид (1.12.30).  Если задача Коши для п.д.- системы вида (1.12.26)  

имеет решение, то система (1.12.28) также разрешима  и многообразие ее 

решений определяемое  формулой (1.12.31) непрерывно во всей области  D . 

По аналогии системы (1.12.28) рассмотрим п.д.- систему:  
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 ,                           (1.12.57)   

где   )(,, 0

211

1 DCuRDCaa i  ,

),,,(),,,,( 12111,211 uxxxauxtxxtxa
mmm

n

m    

  Заменяя 1t  на 
mx

1 ,  и затем  Vux
m

1 , преобразуем систему (1.12.57) 

 к виду: 
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 .    (1.12.58) 

 Аналогично п.2.59, выполняя все требования к системе (1.12.58), 

получим многообразие решений системы (1.12.57) формулой: 
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 );,,(ln;,,
1

),,( 0212

1

1

1 uxxHxxxA
x

xxu nnmn   

.   (1.12.59) 

При этом имеем, что в случае тождественного выполнения условий 

совместности системы (1.12.58) многообразие её решений во всей области  
0D  

являясь непрерывным, в точках плоскости 01 x  имеет особенности не более 

чем )1( m -го порядка. 

      Замечание.  В предыдущих параграфах работы нами была рассмотрены 

различные типы п.д.- систем с одной, либо со многими сингулярными точками 

на плоскости, либо в произвольном   n- мерном пространстве.  В случаи 

тождественного выполнения условий совместности для исходной системы, 

многообразия решений систем находятся, удовлетворяющие задаче Коши (вне 

особых точек плоскостей ). Если для таких же классов п.д.- систем, изучить и 

исследовать гладкость решений по некоторым сингулярным линиям, например 

00 , yyxx   либо прямых 
)0(

ii xx  , либо плоскостей 
)0(

ii xx  , то получим 

аналогичные результаты по виду формул представления решений и гладкость 

решений, а также порядок особенностей в особых точках.   
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ГЛАВА 2. ФОРМУЛЫ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ   УРАВНЕНИЙ 

В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ С СИНГУЛЯРНЫМИ ТОЧКАМИ 

 

§ 2.1. О формуле представления решений двух уравнений в полных 

дифференциалах с сингулярными точками 

   В  [293]-[296] частично наших работ, а также [102]-[110] 

Л.Г.Михайлова, в [208-211] Э. Рузметова, и его учеников [146-152] Пирова 

Р., [62-69]Мирзоева А.,[267-269] Шоймкулова Б.М., [260-264] 

Шамсуддинова Ф., [213-219] Саидова Б.Б., Шадманова  М.Х., [125-132] 

Назаровой З.И., и других учеников академика Раджабова Н.,  были 

исследованы различные классы уравнений в полных дифференциалах 

(п.д.), функций двух и трёх независимых переменных с сингулярными 

точками. В случаи тождественного выполнения условия совместности 

изучаемых систем, авторами  были найдены многообразия решений 

исследуемых систем, а также были исследованы,  поведения решений 

систем вблизи и в самых особых точках вырождении данной области. 

Прежде чем исследовать п.д.- систем с сингулярными точками, 

рассмотрим следующие примеры: 

1.Пусть дана п.д.- система  

,cos
)1(

cos

)1(

cos
sin,cos

sin2 2

1

2 u
krk

u
u

r

r

r

u
kk



































 для которой 

выполняется условие совместности. Интегрируя данную систему, 

получаем функцию 

















 1

sin

)1(

sin

)2(

2
cos),(

12 krkrk
Carctgru

kk


 ,  

однозначную  и непрерывную  во всей  области. 

2.В качестве другого примера, берём регулярную п.д.- систему вида  

,sin,cos 


 rk
u

r

u










 где k- произвольное действительное число. 
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Условие совместности этой системы выполняется по всем переменным, и 

многообразие ее решений определяется формулой Crkru   cos),( .  

Полученное решение  системы, непрерывно во всей области, но на 

границах области – многозначно:  )2,(2)0,(  ruCrkCrru 

. 

   3.В качестве третьего примера, выбираем  п.д.- систему с сингулярными 

коэффициентами  вида  ,)sinln(,
cos

urk
u

u
r

r

r

u


















 где k- 

произвольное действительное число. В этой системе ее функций в точке r=0 

имеют особенности первого порядка. Условие совместности этой системы 

выполняется по всем переменным, и многообразие ее решений определяется 

формулой вида  )coslnexp(),(   rkrСru .  Полученное решение  

системы, непрерывно во всей области, но на границах данной отрезки – 

многозначно:  )2,()ln2exp()lnexp()0,(  rurrkrrru  . Тем 

самым получаем, что многообразие решений п.д.- систем на плоскости могут 

быть многозначным, либо однозначным. 

       Во второй главе работы, аналогично предыдущим, рассматривается 

один   класс нелинейных  уравнений в полных дифференциалах первого 

порядка с сингулярной точкой того или иного порядка. Для изучаемых в 

дальнейшем п.д.- систем рассматриваются   вопрос о тождественном 

выполнении условия совместности и нахождение многообразия решений 

систем в явном виде, либо  в квадратурах. А также исследуются поведения 

решений систем, на точках вырождения, находящихся в замкнутой 

области.   

     Л.Г.Михайловым  изучены классические и  линейные п.д.- системы   

двух уравнений  в полных дифференциалах  ([102]-[110]), а также в [293-
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298], [308-309] на плоскости и пространстве,  с сингулярными точками, и 

доказано, что если для п.д.- системы  вида   

),(),,( yxburyxaur yx  ,  или та же система в полярной системе 

координат ),(),,(   rqurpur r  ,  условие совместности системы   

rqrp    выполняется, то существует её решение, непрерывное в области 

0D . Причём, решение системы в сингулярной точке 0r  удовлетворяет 

условиям: 

1) ),(),,(  rqrp   в области D  ограничены; 

2) при любых   20,  ,  существуют  ),(lim),,(lim
00

 rqrp
rr 

; 

3)   если существуют пределы 0lim
0
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u
r
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,  и  0lim

0















 

u
r

r
, то при 

ограниченности частных производных  uur
 ,  необходимо,   чтобы  

  выполнялись условия           ,.(...),0),0(,0),0( 00 Сconstuqqpp   , 

4) то решение системы существует, причём оно многозначно. 

Третий пункт из предыдущих условий означает, что автор улучшает 

поведение решения  изучаемых систем  в сингулярной точке r=0. 

         2.1.1. Следуя Л.Г. Михайлову (см. [102]-[110])  допустим, что  дан 

нелинейный полный дифференциал (п.д.) функции [309]: 

    b(x,y,u)dudxx,y,uadurn  ,                                         

(2.1.1)  

               (1) 

где ,)(),(),,,(),,,(,0 0

21 DCèDCuyxbuyxan     

 10),(),( 22  yxyxyxD , 

 10),( 22

0  yxyxD . Делая  замену независимых переменных  
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,cosrx     sinry  , преобразуем нелинейный полный 

дифференциал   (2.1.1) к виду: 

              durrqdrurpdurn ),,(),,(   ,                                      (2.1.2)              

где )(,,cossin),,(,sincos),,( 1 DCqpbaurqbaurp   ,                          

равносильной  п.д.- системе  [309] 

),,(),,,( 1 urq
u

rurp
r

u
r nn 


 








   либо  
nr

urp

r

u ),,( 





,  

1

),,(






nr

urqu 


. (2.1.3)  

 Условием совместности системы (2.1.3) будет:         

                         


























  qn
r

q
rrp

u

q

u

p
q

p
r nn )1(11


.                      (N)                                                                  

       Прежде всего, заметим, что в обычной форме в особой точке 0r

задачу Коши задавать нельзя, поскольку в системе (2.1.3),  в случае  0r  

имеем: .0),,0(,0),,0(  uqup  Из этих двух равенств получим хотя бы 

одну функцию )(u . Если  эта функция удовлетворяет системе (2.1.3), 

то она будет некоторым особым, либо частным решением системы. А 

также, при 0r  из условия (N) получаем взаимосвязь функции 

),,0()(),,0( uqup   . Подставляя решение ),,0( up   =0 в систему 

(2.1.3), имеем  равенство  )(u . Откуда легко получим, что )(u  будет 

некоторым  частным, либо особым решением системы (2.1.3). С другой 

стороны заметим, что п.д.- систему (2.1.3) в точке 0r  интегрировать 

нельзя, поэтому, аналогично работ Л.Г.Михайлова [102]-[110], требуем, 

чтобы в случае ограниченности uur
 ,   выполнялись следующие условий: 

 Лемма 2. Пусть в системах (2.1.3),  выполняются условий:  

1) функции  );();,(),;,( 1 DCurbura   
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2) для всяких 10,20  r ,  существуют и конечны 

следующие пределы );,(lim),;,(lim
00

urbura
rr




; 

3) при ограниченных значениях  частных производных   






 u

r

u
,  

существуют  пределы, и равны к нулю;

,0lim,0lim 1

00


























 

 

u
r

r

u
r n

r

n

r
, 

то необходимо  чтобы 

),1(,0);,0(,0);,0(,0);,0( nkuaubua k   , 

находятся функции  )2,1(),(  ihu i  ,, являющиеся некоторыми 

частными, либо особыми решениями системы . 

Тогда из системы (2.1.3), необходимо получим предыдущие равенства                                                             

0),,0(,0),,0(  uqup  . Откуда, аналогично предыдущим замечаниям, 

получим некоторые особые, либо частные решения системы. Тем самым, 

не решая систему (2.1.3), сможем определить поведение решение системы 

в точке вырождения. Если функции  p, q –удовлетворяют условии малости 

по r ; )10(),(),( 1    nn roqrop , то в случае тождественного 

выполнения условии (N), можно получить непрерывное решение системы 

(2.2.3). Поскольку для системы (2.1.3), как указано выше, задачу Коши в 

точке 0r  задавать нельзя, поэтому будем брать радиус  r  - отличного от 

нуля и ограниченным  числом-   10  rro  и  20  , точнее говоря;  

0uu   при 0,0  yx ,  либо  0uu   при )20(,),0( 000   rrr

.(2.1.4)   

      Если условие (N)  выполняется, но нетождественно, тогда решая 

соотношение (N) как уравнении, относительно неизвестной функции, в 
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силу теоремы о неявной функции (см. [251]), сможем найти некоторую 

функцию ),( rФu  , которая может быть, (так и не может быть) частным, 

либо особым решением системы (2.1.2).  По этой причине, для 

существования многообразия решений системы (2.1.2) потребуется 

тождественное выполнение условие (N), покажем, что оно будет также 

достаточным.

               

  Пусть условие (N) выполняется  тождественно, то из него получаем 

тождество: 

                       .0)1( 11   qrnpqqrqppr n

ur

n

u

n

                     

(N0)                   

     Интегрируя  второе уравнение из (2.1.3),  как обыкновенное 

дифференциальное уравнение (о.д.у.) по переменной  , считая  r   

параметром, (методом последовательных приближений)  находим  

решение полученного интегрального уравнения по переменной  :  

 )(,,
1

),(
1

rZrh
r

ru
n




 . Тем самым  можем считать )0,()( rurZ  - новой 

неизвестной функцией, а  )(,,1 rZh   известной.                                             

  Дифференцируя это соотношение по переменной  r,   и подставляя в 

первое уравнение из (2.1.3), будем иметь: 
nZnrnn r

p

dr

dZ
h

r
h

r
h

r

n

r

u










.
111

11
 

.                           

Тем самым, мы пришли к  о.д.у.  вида 

                   
Z

r

hr

hrhnp

dr

dZ






)1(
,  или    

r

Zrf

dr

dZ );(
   ,                     (2.1.5)                                                                   

где      
Z

r

h

hrhnp
Zrf






)1(
);( ,   ( 0r  и   0Zhr ).                    



 

200 

 

 

 

Покажем, что правая часть о.д.у. (2.1.5) не зависит от переменной   . 

Продифференцировав правую часть (2.1.5) по переменной  , получим : 

     
 

0
)(

).)1((.)1(
2






Z

ZrZru

hr

hhrhnphhrhnupp 
.          (6)                                                                                                                  

Так как ,
.

1




n

u
rr

r

pq
qrhr  ZuZ hqh  . , то формула (6) принимает вид; 

Поскольку мы требуем, чтобы условие (N) выполнялось тождественно и                               

0.).)1((..)1(.
11











 ZurZnurnu hqrhrhnphr
r

p
qqrqn

r

q
pp

(2.1.6)         

то  равенство (2.1.6) также будет выполняться тождественно. Это означает, 

что правая часть о.д.у. (2.1.5)  зависит лишь от переменного  r . Затем, 

проинтегрировав о.д.у. (2.1.5) по переменной  r,  получим  функцию  

),()( CrHrZ   (в случае 10 0  rr . При этом, многообразие решений,  либо 

единственное  решение  п.д.- системы (2.1.3),   удовлетворяющее задачи 

Коши (4), находим    следующей формулой: 

     ),(,,
1

),(
1

CrHrh
r

ru
n




       либо      ),(,,
1

),( 01
urHrh

r
ru

n



  .             

(2.1.7) 

Таким образом, доказано  следующее утверждение: 

    Теорема 2.1. Пусть в  квазилинейной п.д.- системе (2.1.3) ),(, 1 DCqp   

)( 0

2 DCu ,  00  DD  и выполнено условие леммы 2, а также  выполняется 

условие  (N), но нетождественно, то, существует некоторое частное 

решение п.д.- системы (2.1.3). Если в системе (2.1.3) функции  p, q   

удовлетворяют условии малости, то в случае тождественного 

выполнения условии (N), можно получить непрерывное решение системы  
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во всей области.  Пусть   условие  (N)  выполняется  тождественно, и если  

о.д.у. (2.1.5) имеет решение (в общем случае по r сингулярное),  тогда 

система (2.1.3)  и для неё задача Коши (2.1.4)  также разрешима и её 

решение выражается формулой (2.1.7).Причём это решение системы при  

п<1 непрерывно в области D ,   при п=1 имеет лога-рифмическую 

особенность, а при п>1 имеет особенности (п-1)-го порядка.   

     В частности,  будем рассматривать  п.д.- систему (2.1.3), в том 

случае, когда в ней  функции  qp,  не зависят от переменной  u, вида:                                                

                                       1

),(
,

),(











nn r

rqu

r

rp

r

u 




 ,                            (2.1.8) 

Условие совместности, системы (2.1.8) будет выполняться, если 

функции  p, q взаимно зависимы следующей формулой: 

 ),()(),( 1   rArrq n  
, где 

1
),(

),(
r

n
dt

t

tp
rA


 ,    )(  -вполне 

определённая, как и  ),( b   функция. При этом, многообразие  решений 

системы (2.1.8) определяется формулой  вида  ),()(),(  rABCru   ,  




dB 
0

)()(  - непрерывной во всей области. 

Если полагать, что  )(),( 1 DCrp k , то разлагая её по формуле Тейлора 

по степеням  r,  многообразия решений системы (2.1.8) выразим 

следующей  

формулой: 
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 2.1.2. Рассмотрим ещё более конкретный случай, чем п.д. (2.1.1); 

                                        ),,(),(),( urbrdrumradur kk    , 

где  20),(),(,, 0

21  DCuDCmba ( k -любое целое число), 

равносильное следующей системе: 

                          ),,(),,(
),(

urb
u

um
r

ra

r

u
k
















.                              (2.1.9) 

  Если потребовать, чтобы условие совместности п.д.- системы (2.1.9) 

выполнялось тождественно, то функция  ),,( urb    должна иметь вид 

(ср.[293-298]) : 

     ),(),(),(;),,( umurAuMf
MA

urb 


 

















 ,                   (2.1.10)        

  где 

 ),(),(
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),,(
);(,

),(
),(,

),(
),(

1
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uMrA
um

urb
AMfdt

t

ta
rA
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d
uM
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  . 

     Так  как условие совместности системы (2.1.9) с учётом значения 

функции ),,( urb   из (2.1.10) выполняется тождественно, то интегрируя 

первое уравнение системы (2.1.9) по переменной  r , будем иметь : 

                                 VrAuM  ),(),(  ,                                              (2.1.11) 

где   )(VV   -новая неизвестная функция. Дифференцируя обе части 

(2.1.11) по переменной     и подставляя результат во второе уравнение 

системы (2.1.9),  
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(с учётом  формулы (2.1.10)) будем иметь о.д.у.  вида: 

                                                   .),( Vf
d

dV



                                                 (2.1.12)                                   

Если задач Коши (2.1.4)  в  о.д.у. (2.1.12) имеет решение    вида 

),( 0uVV  , то исходная система (2.1.9) также разрешима, и многообразия 

её решений представимо формулой 

              ),(),(),( 0uVrAuM   ,  ),(),(;),( 0

1 uVrAMru   
. 

(2.1.13)         

Если  в настоящем пункте, как и в [293-295]  потребовать, чтобы 

)(),( 1 DCra k , то функция ),,( urb   и решение задачи Коши  для п.д.- 

системы (2.1.9) , соответственно принимает вид[112]:                                                            

  ,),(),(),,(),(),1(),(
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(2.1.14)                               

 











 



  ),(),1(),(ln)(1
1

)(
; ),( 01
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11 uVArArar
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kjj





(2.1.15) 

Заметим, что если 
0

),(
  )( j!






rj

j

j
r

ra
a


  имеет нули порядка менее чем  

(j-k+2), )2  ,0(  kj ,  или  )10()(),(    jrîra ,  то полученное 

решение исходной системы формулой вида (2.1.15) всюду в D  будет 

непрерывным.   

Теорема 2.2. Пусть в системе (2.1.9) )(,, 1 DCbma  заданные функции, 

ищется решение )( 0

2 DCu . Если для п.д.- системе (2.1.9) будут 



 

204 

 

 

 

выполнены условии леммы 2, а также  условие совместности системы 

(2.1.9) выполняется, но не тождественно, то находятся некоторые 

частные решения системы. Для тождественного выполнения условий 

совместности системы (2.1.9) необходимо и достаточно, чтобы функция 

),,( urb   имела вид (2.1.10). Если задача Коши (2.1.4) в  о.д.у. (2.1.12) имеет 

решения вида  ),( 0uVV  , то исходная система (2.1.9) также разрешима 

и многообразия ее решений явно выражается формулой (2.1.13). Если же, 

),(),( 1 DCra k  то для тождественного выполнения условия 

совместности п.д.- системы (2.1.9) необходимо и достаточно, чтобы 

функция  ),,( urb   была представима формулой вид (2.1.14). Если задача 

Коши для  о.д.у. (2.1.12)  имеет решения вида  ),( 0uVV   (при r 0 ), то 

исходная задача также разрешима в классе )(1 DC k   и многообразие ее 

решений определяется формулой вида (2.1.15).                                                

 2.1.3.Рассмотрим тот случай, когда п.д.- система  (2.1.3) имеет вид:                           

        )(
),( 

    ),( 
),( 

1
un

r

rbu
um

r

ra

r

u
kk

















,                                   (2.1.16) 

где )( , )(,,, 0

21 DCuDCnmba   и тогда условием совместности п.д.- 

системы   (2.1.16)  будет:   

0)(  )( )(
121




























nmmn
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um

r

a
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r

b

r kkk 
.                          (N1) 

  

Допуская, что условие (N1) выполняется, но не тождественно, в силу 

теоремы о неявной функции [251] можем получить некоторую функцию 

).,( rHu    Если эта функция удовлетворяет системе (2.1.16), тогда она 
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будет одним из частных её решений. В противном случае п.д.- система 

(2.1.16)  несовместна. 

        Тождественное выполнение соотношение (N1)  имеет место; если 

а)  0)(,0)(,0 ,0
),( 

 ,0
),( 

1




























unumnmmn
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r kk







Отсюда легко получим: 

)( ;)(),(  ;)(),( 1 umn(u)rrrarrb kk    ,                         

(2.1.17) 

где )(),( r - вполне определенные функции, как и constrbra  , ),(), ,(  

При этих значениях m(u)n(u),rbra ),,(),,(  п.д.- система (2.1.16) 

разрешима и  многообразие ее решений с учетом  формулы (2.1.17) 

представимо в виде: 

 )()(),( 0

1  ArBuMru  
,  

r

dttrBdA
  

00

)()( ,)()( 


, 

(2.1.18)                 

причем )( ,)(
)(

)(),(),( 21

0

DCuDC
tm

dt
uMrBA

u

u

  .                           

б) Допустим, что в соотношении  (N1) выполняются следующие 

равенства:  


























 kk r

a

r

b

r 
 

1 ,   bkbra r )1(                               (N2) 

 Если в условии (N1)  будет выполнено   0lim '

0



r

r
b , то имеем: 

)()()1(),( rbkra   , и  0lim '

0



a

r
, то ))(),((),0( 1   krrbconstb , то в   

точках )(,,),,( 1 DCbaDur  .  Условие (N1) будет выполнено  
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тождественно, если функции (u)m(u) nrbra   ,  ),,( , ),(  взаимно 

связаны формулами (см. [294-299]):  

     )()(exp1)(,),(exp),( 1 umuMunrArrb k   
, const ,   

(2.1.19)                     

где   
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.                 

Тогда процесс интегрирования п.д.- системы   (2.1.16) сводится к 

интегрированию   о.д.у.   вида   dedV V )( . Решая задачу Коши 

для этого уравнения, и переходя к прежней переменной,  будем  иметь: 

 








  )(ln
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),(),( 0

1 


 BurAMru ,  


dB 
0

)()( .     

(2.1.20)   

     Если в постановке задачи необходимо требовать, чтобы 

)(),( 1 DCra k ,  

то, аналогично п.2.1.2, разлагая функцию ),( ra  по формуле Тейлора 

по степеням r, находим многообразие решений  системы (2.1.16)   

следующей формулой:  
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       (2.1.21) 

Теорема 2.3. Пусть в  п.д.- системы (2.1.16) )(,,, 1 DCnmba  ,

)( 0

2 DCu . Если для системы (2.1.16) выполняются условия леммы 2, а 

также условие совместности данной системы выполняется, но не 
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тождественно, то данная система имеет некоторое особое, либо 

частное решение.  Для тождественного выполнения условия (N1) 

необходимо и достаточно, чтобы функции ),,( ,),(  rbra  m(u)(u)n  ,  

были взаимосвязаны соответствующими формулами (2.1.17) либо 

(2.1.19). Тогда   п.д.- система (2.1.16) разрешима и многообразие ее 

решений выражается соответственно формулами (2.1.18), либо (2.1.20) .  

Если же в постановке задачи требуется  чтобы )(),( 1 DCra k , тогда 

многообразие ее решений выражается  явной формулой (2.1.21), но 

возможно многозначной на данной области. 

2.1.4. Пусть в   п.д.- системе:  
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                                  (2.1.22) 

где ),,( ra ),( rh , ),(),,(
__

1 DCurb  )( 0

__
2 DCu . Условие совместности 

системы уравнений (2.1.22) будет выполняться тождественно, если 

функция ),,( urb   имеет вид: 

     ,),()1(exp),(),()1(exp;
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  Так как с учетом значения функции ),,( urb   из (2.1.23) условие 

совместности п.д.- системы (2.1.22) выполняется тождественно, поэтому, 

делая замену  

          ))((,),(),()1(exp 1  VVVrFurHn n  
,                  (2.1.24) 
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и интегрируя п.д.- систему (2.1.22), получим о.д.у. вида (2.1.12), в которой 

функция ),( vf   выражается через функции ),,,( urb   ),( rH и ),( rF   

определённой формулой. Если задача Коши (2.1.4) для о.д.у. вида (2.1.12), 

с учетом значения функции ),( Vf   из (2.1.23) имеет решение, например: 

)(),,( 0uCCÔV   , )20(   , то исходная п.д.- система  (2.1.22) 

также разрешима и многообразие ее решений определяется следующей 

формулой: 

   ),( exp),(),(),( 1
1

 rHCÔrFru n  .                                      (2.1.25)     

Теорема 2.4. Пусть в п.д.- системе (2.1.22) )(,,
__

1 DСhba  , )( 0

2 DCu

.Тогда для тождественного выполнения условия совместности   системы 

(2.1.22)  необходимо и достаточно, чтобы функция ),,( urb  принимала 

вид (2.1.23). Если с учетом значения функции ),( Vf    из (24) о.д.у. (2.1.12) 

имеет решение, то задача Коши (2.1.4) и система (2.1.22),   также 

разрешимые и  их решения выражаются формулой вида (2.1.25). Если для 

системы (2.1.22) будут выполнены условия (М0), либо леммы 2,  то  

исходная система может иметь некоторое особое, либо частное 

решение.  

2.1.5. Рассмотрим п.д.- систему вида 
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ura

r

u
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 ,                                     (2.1.26) 

где )(),(, 0

21 DCuDCba  , причём ),,(),,( uratutrta k   - однородная 

функция по переменным  ur,  порядка  к. При к=0, делая замену вида  

vru  , из (2.1.26) будем иметь п.д.- системы вида (при 0k

преобразовании системы выполняется аналогично): 
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.                               (2.1.27) 

Условие совместности п.д.- системы (2.1.27) будет выполняться 

тождественно, если функция  ),,( vrb   принимает вид        

                        vva
A

rvAfrvrb 











 ),,1(.ln),(;),,( 


 ,              (2.1.28)   

где    




v

a
a

d
vA

0

)(,
),,1(

),( 



 ,  и функция ),( Wf  - определяется  из 

(2.1.28). Если при этом значении функции ),( Wf  , о.д.у. (2.1.12)  имеет 

определённое решение, тогда п.д.- система (2.1.26)  также разрешима, и 

многообразия её решений определяется формулой: 

                               ),(ln;),( CHrBrru   .                        (2.1.29) 

Легко заметить, что решение системы (2.1.26)  выражающееся 

формулой (2.1.29) в особой точке  0r  может иметь логарифмическую 

особенность, а в частности, оно может быть всюду  в области  D    

непрерывным .  

2.1.6. Рассмотрим п.д.- систему вида  

                        ,,,),,,( 
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                                             (2.1.30)                                                        

где ),,(),,( 1 uratutrta kk   , то есть ),,( ura  - является обобщённо-

однородной функцией по переменным  ur, . Делая  замену вида  Vru k   

преобразуем систему (2.1.30) в виде 

                   ).,,(
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V
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                                         (2.1.31) 

Условие совместности системы (2.1.31) выполняется тождественно, 

если 
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    kVVaVBrVBfrurb k   ),,1(),(ln),(;),,( 1   ,            (2.1.32)                              
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 При этом значении функции ),,( urb   интегрирование п.д.- системы 

(2.1.31) приводится к о.д.у. вида (2.1.12). Интегрируя   о.д.у. (2.1.12), и 

переходя к прежней переменной, решение системы  (31)  получим 

следующей формулой: 

                                                ),(ln;),( 0uFrHrru k   .           (2.1.33)                                     

Легко заметить, что решение п.д.- системы (2.1.30 представленное 

формулой вида (2.1.33), всюду в области D  является непрерывным, а в 

частности, в точке 0r  оно также может быть непрерывно (частично и 

однозначно).  

Замечание. В работах [102]-[110] , Михайловым Л.Г. было доказано, 

что решение классической п.д.- системы  в особой точке 0r  на плоскости 

– многозначно. Однако, в этом параграфе приводятся примеры, как 

нелинейные п.д.- системы, для которой решение всюду в области   может 

быть однозначным. 

Пример. Рассмотрим нелинейную  п.д.- систему: 
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Условия совместности этой системы выполняется тождественно и её 

решение принимает вид:      
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где М-1 – обратная к функции )(uM , а 
u

m

d
uM

0
)(

)(



, ( )20   . При этом, 

имеем: 









 

k
CMuu

2

2
1)2,1()0,1( 1 . В частности, 

constu
k

CM 











0

1

2

2
1 ,   p

k

k
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2
. Тогда, получим единственное 

решение системы, удовлетворяющее данное начальное условие, однозначно. 

Причём полученное решение системы в точке  вырождения  0r  имеет 

особенности  ( 1k )-го порядка. Если же  uum 2cos)(  ,  то решение данной 

системы во всей области будет непрерывным и  однозначным, а в некоторых 

других случаях, возможно, будет многозначным.         

2.1.7. Рассмотрим п.д.- систему вида  
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  ,                                  (2.1.34)

 

  

где ),,(),,( 1 uratutrta kk   , то есть ),,( ura  - обобщённо-

однородная функция по переменным r,u. Совершая замену Vru k  

преобразуем систему (2.1.34) в виде 

).,,(
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Vrb
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V
kVVa

rr

V
k




 








                                                    (2.1.35)  

Условие совместности системы (2.1.34) выполняется тождественно, если 

    kVVaVBrVBfrVrb k   ),,1(),(ln),(;),,( 1   ,           (2.1.36)   

где 



 ka

ka

d
VB

V




  ,
),,1(

),(
0

. Функция )ln(...),( rBf   

определяется из (2.1.36). При этом значении функции ),,( Vrb   

интегрирование п.д.- системы (2.1.34) приводится к интегрированию о.д.у. 
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вида (2.1.12). Интегрируя о.д.у. вида (2.1.12), и переходя к прежней 

переменной, будем иметь решение системы  (2.1.34) формулой: 

 ),(ln;),( 0uFrHrru k   .                                                    (2.1.37)                                                              

Легко заметить, что решение п.д.- системы (2.1.34) представленное 

формулой (2.1.37), всюду в области D  является непрерывным, и для 

системы (2.1.34) выполняется условие теоремы 4. 

2.1.8. Рассмотрим п.д.- систему  
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 ,                            (2.1.38)                                           

где )(, 1 DCba   -данные функции, )( 0

2 DCu - искомая функция,  00  DD

, причём ),,( ura n 
 -однородная по первому и третьему аргументам 

функция. Совершая замену Vur n  , преобразуем систему (2.1.38)  в 

следующем виде 
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.                                                           (2.1.39) 

Условие совместности системы  (2.1.38) имеет следующий вид:  
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r )( .                                              (N3)                                                                                                                     

Условие (N3) выполняется тогда и только тогда, когда функция ),,( Vrb   

имеет вид; 

  )(),),,1((ln),(,),,( mVamVVarVAf
A

Vrb 












 


 .            (2.1.40)  

Учитывая значения функции ),,( urb   из (2.1.40), интегрируем систему 

(2.1.39), и получим о.д.у. вида (2.1.12), где функция ),( Vf   определяется 

из (2.1.40). Если задача Коши (2.1.4) для о.д.у. (2.1.12), имеет решения 
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определённого вида, тогда п.д.- система (2.1.38) также разрешима, и 

многообразие её решений определяется формулой 

                           ),(ln;
1

),( 0

1 uHrA
r

ru
n

  
.                                   (2.1.41)       

 Таким образом, имеет место 

Теорема 2.5. Пусть в п.д.- системе (2.1.38) )(),(, 0

21 DCuDCba  . 

Если из условия (N3) найденная функция ),( rHV   удовлетворяет 

системе (2.1.38), то она будет некоторым частным решением системы. 

В противном случае, система (2.1.38) несовместна. Для того, чтобы 

условие (N3) выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, 

чтобы функция ),,( Vrb   имела вид (41). Если  о.д.у. вида (2.1.12) с учётом 

функции ,...)(f  из (2.1.40) имеет решение, то исходная система (2.1.38) 

также разрешима и многообразие её решений определяется формулой 

(2.1.41). Причём, такого вида решения системы (2.1.38) по переменной   

всюду в D , и по переменной r в области D0  является непрерывным, а в 

точке r=0  имеет особенности n –го порядка.   

§ 2.2.  О формуле представления решений нелинейных систем уравнений 

в полных   дифференциалах с сингулярными точками в трехмерном 

пространстве 

 В работах Л.Г. Михайлова (см. [102]-[110]) были изучены полный 

дифференциал (п.д.) вида  

     dzzyxcdyzyxbdzzyxadun ),,(),,(),,(  , где  

)(),(,, 0

21 DCuDCcba  ,   10),,( 222  zyxzyxD  ,  00  DD ,   (

222 zyx  ), равносильный  

системе линейной уравнений в полных дифференциалах (п.д.- систем)  



 

214 

 

 

 

                   ),,(),,,(),,,( zyxc
z

u
zyxb

y

u
zyxa

x

u nnn 













 .      (2.2.1)          

При выполнении условия совместности этой системы, в работе были 

исследованы свойства вырождения в сингулярной точке 0  и найдено 

многообразие решений изучаемых систем. Доказано, что решение систем 

в множестве всегда  является однозначным. 

  Как известно, в особой точке 0  задачу Коши задавать нельзя, 

поскольку в этой точке предыдущую систему интегрировать нельзя. 

Поэтому аналогично работы  Л.Г.Михайлова  [110], переходя к пределу   в 

случае 0  в системе (2.2.1), будем иметь:    

0,0,0)0,0,0(,0limlimlim 000
000
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.),,,( constzyxu  (М0) 

Это означает, что каков бы ни было решение системы (2.2.1),  в точке 

вырождение оно является постоянное. А также, если в системе (2.2.1) 

требовать, чтобы  ),(),,(   nozyxa    )(),,(),(),,(     nn ozyxcozyxb , то 

решение системы (2.2.1) в области D  будет непрерывным. Учитывая эти 

условия  всюду (  2,0  ),  в работе, нами рассматривается один класс 

квазилинейных, либо нелинейных уравнения в п.д. с сингулярной точкой 

0  различного порядка. Доказывается, что именно в определённых 

случаях условия совместности  классы систем выполняются тождественно 

и  интегрируются явно. А также, нами исследуется поведение решений 

систем в  D   и  самой сингулярной точке 0 . 

2.2.1. Рассмотрим нелинейный полный дифференциал с сингулярной 

точкой 0  порядка n, вида (см.[295]) : 

,),,,(),,,(),,,( dzuzyxrdyuzyxqdxuzyxpdun                         (2.2.2) 
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где  ,),,( Dzyx    10),,( 2222  zyxzyxD  , )(,, 1 DCrqp 

, )(),,( 2 DCzyxu  ,  00  DD , то есть 
0D  является шаром радиуса 

)10(    с выколотой точкой 0 ,  20,20  . 

Переходя в сферической системе координат,  cossinx , 

 sinsiny ,  cosz  ( 10,20,20   ) преобразуем 

п.д. (2.2.2) к виду: 

,),,,(),,,(),,,(  ducdubduadun                      (2.2.3) 

где функции a, b, c имеют вид: 





















cossinsinsin),,,(

sinsincoscoscos),,,(

cossinsincossin),,,(

qpuc

rqpub

rqpua

 

при этом   p, q, r зависят от новых переменных ),,,( u , например,  

),cos,sinsin,cossin( upp   и )(,, 1 DCcba  . 

Уравнение (2.2.3) равносильно п.д.- системе  
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,             (2.2.4) 

для которой условием совместности будет: 
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(N1) 

Аналогично [251], утверждаем, что, если условия (N4) выполняются, но 

не тождественно, тогда из этих трёх соотношений, алгебраическим 

способом, можно определить некоторые функции )3,2,1(),,,(  iFu j  . 

Если хотя бы одна из этих функций удовлетворяет системе (2.2.4), то она 

будет ее частным решением. В противном случае система (2.2.4) 

несовместна.  

         А также заметим, что для системы (2.2.4) в точке 0  условию 

Коши задавать нельзя. Потому, что в этой точке правые части системы 

(2.2.4) неограниченны. Для этого, аналогично работам Л.Г.Михайлова 

[102]-[110], требуем выполнение условий в лемме 2, т.е.: 

                     0lim,0lim,0lim
000








































 










uuu nnn
.               (M0) 

  При этом, из правых частей уравнений системы (2.2.4) необходимо 

будем иметь 0),,,0(,0),,,0(,0),,,0(  ucubua  . В силу теоремы о 

системе неявных функциях [251], из этих трёх равенств, получим  

)3,2,1(),(  ihu i  . Если хотя бы одна из этих функций удовлетворяет 

системе (2.2.4), то она будет некоторым частным, либо особым решением 

данной системы. С другой стороны, если в трёх равенствах из (N4) 

подставить 0 , то опять получим: 

                 
000000
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Из этих трёх уравнений также имеем 

),,(),(),,,(),( uacuab   . Подставляя значения функции cb,  в 

предыдущие  равенства, получим единственную функцию 0),,,0( ua  . 
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Откуда имеем ),( hu  , а она может оказаться частным решением 

системы, либо такого решения нет.  

Пусть условие (N4) Du  ),,,(   выполняется тождественно. Тогда,   

интегрируя систему (2.2.4) получим, что многообразие решений системы 

выражается через одно произвольное постоянное. Причем,  найденное 

решение системы (2.2.4), почти всюду в области D ,  (кроме точки 0 )  

является непрерывным, а в точке 0  [294-296] возможно имеет место:  

а) при n < 1 всюду в D  является непрерывным; 

б) при 1n  в области 0D  непрерывно, а в точке 0  имеет особенности    

различного порядка, т.е. логарифмического при  n=1,  или  (n-1)-го 

порядка в случаи  1n .    

в) если функция a( ),,, u  в точке 0  имеет нуль порядка  n (n 1 )  

         0),,,(lim 


ua
o




 , )10(),(),,(),,,(    nouua ,              (М) 

то решение п.д.- системы (2.2.4) всюду в D   будет  непрерывным.      

         Действительно пусть условия совместности (N4) по всем переменным 

выполняются тождественно. Тогда проинтегрировав последние два 

уравнения системы (2.2.4) по переменным , , считая    независимым 

параметром, последовательным приближением получим: 

                                         ))(,;(
1

);,,(
1




 Vuhuu
n




,                       (2.2.5) 

где ),( uVV  - новая неизвестная функция. Далее, дифференцируя обе 

части (2.2.5) по переменной  , подставим её результат в систему (2.2.4), и 

получим 
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Проверим, что правая часть обыкновенного дифференциального 

уравнения  

(о.д.у.)  (2.2.6) не зависит от независимых переменных , . Для этого, 

продифференцировав правую часть (2.2.6), по указанным переменным,  

получим,  что оно зависит только лишь от переменного   . То есть, 

получим второе и третье равенства из (N4). Так как ранее условились, что 

эти равенства из (N4)  выполняются тождественно, поэтому  это действие 

означает, что правая часть о.д.у. (2.2.6) зависит лишь  от переменного   .  

Прежде чем интегрировать о.д.у. (2.2.6), проверим выполнение условия  

0lim
0










 


 d

dV
.  Если так, то  необходимо 0),0( 0  sVs . В силу [291], о.д.у. 

(2.2.6) может иметь во всей области непрерывное решение ),( CVV  .  

Подставляя значение  V=V( C, )  в (2.2.5), а тогда, получаем многообразие 

решений системы (2.2.5) формулой  

                                          ),(;,,
1

),,(
1

CVhu
n







 .                                 

(2.2.7) 

При этом, полученное решение системы (2.2.4) в точке 0  имеет 

особенности ( 1n )- го порядка, а в других точках области является 

непрерывным. 

Теорема 2.6.  Пусть в п.д.- системе (2.2.4) )(),(,, 0

21 DCuDCcba  . 

Если условия совместности (N4)  выполняются, но не тождественно, а 

также в исходной системы выполняется условии леммы 2, тогда   

существуют некоторые частные решения системы, либо такого решения 

нет. Если функции cba ,,  удовлетворяют условии (М), то либо частное, 

либо общее решение системы (2.2.4) во всей области будет непрерывным. 
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Если выполняются условия из (В), то в точке вырождения система, 

имеется некоторое частное решение исходной системы. Если условия 

(N4) выполняются тождественно, тогда система (2.2.4) разрешима и 

многообразие её решений определяется формулой (2.2.7). Причём,  

многообразия решений системы (2.2.4), в  виде (2.2.27), в случае  10  n  в 

области D , а также при 1n  в 0D  непрерывно, а при 1n  в точке 0  

соответственно имеет особенность (n-1)- го порядка и логарифмическую 

особенность. 

      2.2.2. Ещё раз будем рассматривать уравнение в п.д. (см. [295]): 

  ,),,(),,(),,( dzzyxrdyzyxqdxzyxpdun  (9) 

где переход к сферической системе координат аналогично предыдущим, 

позволяет преобразовать эту п.д. в виде (2.1.3), где  a, b, c  не зависят от   u,  

т.е.: 
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,                           (10) 

при этом условие (N4) принимает вид: 
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.                     (N0) 

Первые два равенства условия (N0) выполняются почти всюду в D  

(кроме точки 0 ),  когда имеет место: 
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При этом система (2.2.10) принимает вид: 
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Легко проверить, что выполнение равенства 
 






 cb
 в (N0), влечет за собой 

















.    Учитывая это равенство, интегрируем первое уравнение (2.2.8): 
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  .      (2.2.9)                                 

Подставляя ),,( u  из (2.2.9) в (2.2.8), получим: 

),( 





V
,  ),( 






V
. 

Интегрируя эту  п.д.- систему по переменным  , , имеем: 

)(),(),0(),(),( 1

00

DCcddCV   


. 

Тогда многообразие решений системы (2.2.7) принимает вид: 

),(),,(),,(   ACu   (2.2.10) 

Полученная функция вида (2.2.10), являющаяся решением системы 

(2.2.8), причём оно при  10  n  принадлежит классу )(2 DC , при 1n  в 

точке 0  имеет логарифмическую особенность: 

Cadt
t

ata
u 


  ),(ln),,0(
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,    (2.2.11) 

а при 2n  почти всюду в D  является однозначным и непрерывным 

(кроме точки O ). Для того, чтобы решение системы  (2.2.7) всюду в 
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D  было непрерывным, необходимо, чтобы )10(),(),,(    noa . 

При 1n  формула (2.2.11) в точке 0  неограниченна и имеет 

особенность не более, чем (n-1)-го порядка.     

Если )(1 DCa n    тогда после разложение функции ),,( a  по 

степеням  , по формуле Тейлора имеем: 
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(2.2.12)                      

Теорема 2.7. Пусть в п.д.- системе (2.2.7)  )(),(,, 0

21 DCuDCcba  .   

Если условие (Nо) выполняется D ),,(  , то  п.д.- система (2.2.7) 

разрешима и многообразие ее решений выражается формулой (2.2.11). 

Если же )(1 DCa n , то многообразие решений системы  (2.2.7) 

выражается формулой (2.2.12).  При этом, если в  (2.2.7) n < 1, то 

решение  системы во всей области D  является непрерывным и 

однозначным. Причем решение системы   в точке 0  при n = 1 имеет 

логарифмическую особенность, а при n > 1 имеет особенность не более 

чем (n-1)-го порядка, а в остальных точках области D  является 

непрерывным . Если в п.д.- системе  (2.2.7) 1n  выполняются  условия 

(М) и леммы 2, то  системы вида (2.2.7)   D   будут иметь  непрерывное  

решение. 

2.2.3. Рассмотрим п.д. вида: 

 duhcdugbdusadun )(),,()(),,()(),,(  ,     

  равносильной п.д.- системе:  
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(2.2.13) 

где )(),(,,,,, 0

21 DCuDChgscba  . 

Условие совместности системы (2.2.13) имеет вид: 
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            (N5)             (N2) 

Тождественное выполнение условия (N5) можно рассматривать в 

следующих случаях: 

а) 0''  sggs ,    0''  hssh ,   0''  hggh . 
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Откуда получаем: 

)( na  ,  )(1   nb ,  )(1   nc ,  .),( constuShg      

При этом в области D  существует непрерывное решение системы 

(2.2.13) и выражается формулой: 

 )()()(),,( 1  CBACSu   ,         (2.2.14)                                    

где S-1 – обратная к функции S(u) по переменной u. 

б) Допустим в (N5) выполнены равенства: 
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В этом случае условия (N5) выполняются тождественно, если: 
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                                            (2.2.15) 

(17) 

При этом система (2.2.13)   принимает вид: 
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   (2.2.16)                  

Интегрируя первое уравнение  из (18), получим: Интегрируем первого 

уравнения системы (2.2.16)              

),(),,()(  VAuS  ,      (2.2.17)  

(19) 

где V – новая неизвестная функция. 

Дифференцируя (2.2.17) по , , подставим полученный результат в 

оставшиеся уравнения системы (2.2.16). Тогда получим: 
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                                              (2.2.18) 

Учитывая, что четвертое равенство (2.2.15) выполняется, то результат 

интегрирования   системы (2.2.18) дает формулу: 

   


   '' ,,),(ln
1

),( CV . 
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При этом многообразие решений исходной п.д.- системы принимает 

вид: 

 ),(ln
1

),,()( 


  CAuS .        (2.2.19)                                 

Если функция S(u) обратима, то явным решением системы будет: 

 








  ),(ln
1

),,(),,( 1 


 CASu .                           (2.2.20)       

(21) 

Аналогично п. 1 имеем, что решение п.д. (2.2.12) при 1n  во всей 

области D  будет непрерывным. Решение системы вида (2.2.19), либо 

(2.2.20) в точке 0  при 1n  имеет логарифмическую особенность, а 

при 1n  имеет особенности не более чем (n-1)-го порядка. 

 Теорема 2.8. Пусть в п.д.-  системе  (2.2.13) 

)(),(,,,,, 0

21 DCuDChgscba   и условия (N5) выполняются 

тождественно относительно переменных u,,,  . Тогда многообразие 

решений системы (2.2.13) выражается формулами (2.2.14), либо (2.2.20). 

Причем решение п.д. (2.2.12) в виде (2.2.14) во всей области D  является 

непрерывным. Что касается функции  вида (2.2.20), как решение п.д. 

(2.2.12), во всей области D  является непрерывной, при 1n  в 0D  - 

непрерывной, а в самой точке O  она соответственно имеет 

логарифмическую особенность (при n=1), и особенности   порядка (n-1)-

го (при n>1).  

Замечание. Если в условии поставленной задачи необходимо 

потребовать )(),,( 1 DCa n , тогда аналогично п. 1 получим, что 

многообразие решений системы (2.2.12) представимо следующей 

формулой: 
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                  (2.2.21) 

При этом легко заметим, что решение системы в точке вырождения 

0  при 1n  в D , и при 1n  в области 0D  является непрерывным, а при 

1n  в точке 0  соответственно имеет логарифмического и )1( n -го 

порядка 

особенностей.

  

Аналогично формуле (2.2.11) (см. п.1) в (2.2.21) явно выделяется 

наибольший порядок особенности решения п.д. системы в точке 0 .  

2.2.4. Рассмотрим уравнение в п. д.   с сингулярной точке       

 ducduhbduuhadu nn ),,,(),(),,(),(),,(  . 

равносильной    следующей п.д.- системе:   
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(2.2.22) 

где )(),(,,, 0

21 DCuDChcba  . 

Условиями совместности системы (2.2.22) будут: 
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Аналогично предыдущим  случаям, заметим, что систему (2.2.22) в 

точке 0  интегрировать нельзя. Поэтому учитывая результаты работы 

Л.Г.Михайлова- [109],  требуем, чтобы выполнялись следующие 

равенства, как в лемме 2: 

       0lim,0lim,0lim 1
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    При этом из системы (2.2.22) будем иметь 0),,,0(,0),(  ucuh  . В 

силу теоремы о системе неявных функций [251], получим: 

),(),( 21  huhu  . Если хотя бы одна из этих функций удовлетворяет 

системе (2.2.22), то она будет некоторым частным решением системы 

(2.2.22).В противном случае, система (2.2.22)  несовместна. Теперь 

допустим, что условия  (N6)  выполняются тождественно. 

  Заметим, что тождественное выполнение условий (N6) можно 

рассматривать частично, либо в общем случае: 

а) )(),,(  na  ,    )(),,( 1   nb ,  ., constcconstm   

В этом случае полученное решение системы (23) во всей области D  

является непрерывным. 

б) Пусть первое равенство (N6) выполняется. Тогда, интегрируя первую 

пару уравнений системы (2.2.22), аналогично (2.2.18), получим: 
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  nt

ta
VuH   (24) 

),,()(),( 0  VuH  или )(),,(),( 0  VuH  .        (2.2.23) 

При этом последние два равенства условий (N6) выполняются 

тождественно, если функция с( u;,,  ) принимает вид: 
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0 uhuHf

H
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 ,                (2.2.24) 
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Результат интегрирования системы (2.2.22) с учетом функции 

),,,( uc   вида (2.2.24) сводится к интегрированию обыкновенного 

дифференциального уравнения (о.д.у) вида: 

                  ),( Vf
d

dV



    или    dVfdV ),( ,                              (2.2.25) 

(26) 

где функция ),( Vf   определяется из формулы (2.2.24) и выражается через 

функции hcba ,,, . Если о.д.у. (2.2.23) разрешимо в какой-либо форме 

(явно, либо неявно), и его решение представимо в виде ),( CVV  , то 

многообразие решений исходной системы в случае обратимости функции 

),( uH   по переменной     u, принимает вид: 
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(2.2.26) 

где ),( CV   - решение о.д.у (2.2.23). 
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Если в постановке задачи считать )(),,( 1 DCa n , тогда, 

аналогично предыдущему, многообразие решений системы (2.2.22) 

представимо в виде: 
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              (2.2.27) 

(29) 

Теорема 2.9. Пусть в п.д.- системе (2.2.22) )(),(,,, 0

21 DCuDChcba  . 

Для того чтобы условия  (N6) D ),,(   выполнялись  тождественно 

необходимо и достаточно, чтобы функция );,,( uc  имела вид (2.2.24). 

Если о.д.у. (2.2.23) для вполне определенной функции ),( vf  , определяемой 

из (2.2.24) имеет решение, тогда исходная система также разрешима и 

многообразие её решений выражается формулами вида (2.2.25), (2.2.26) 

или (2.2.27). Если условие (N3) выполняется, но не тождественно, тогда 

возможна система (2.2.22) имеет некоторое частное решение, либо не 

совместна. Если функции hcba ,,,  в области D  удовлетворяют условию 

(М1), тогда система (2.2.22) имеет во всей области непрерывное и 

однозначное  решение. 

2.2.5. Рассмотрим п.д. вида: 

 ducdubduhadun ),,,(),,,(),,(),,(  ,   

где )(),(,,, 0

21 DCuDCcbma  , равносильная п.д.- системе : 
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      (N7)         (N4) 

Допустим, что условий (N7) выполняются, но не тождественно. Тогда в 

силу системы о неявных функциях [251], имеем: 

                                        )3,1(),,,(  ihu i                                  (2.2.29)    

Если хотя бы одна из функций   ),,( ihu    удовлетворяет каждому 

уравнению системы  (2.2.28), то она будет некоторым частным решением 

системы. Иначе говоря, система (2.2.28) несовместна.                            

Первые два равенства условий (N7) выполняются тождественно, если 

функции b и c имеют вид: 
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     (2.2.30)  

В формулах (2.2.30) функции h, g произвольные, но с другой стороны 

они выражаются через a, h, b, c следующим образом: 
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(33) 
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Далее в процессе интегрирования первого уравнения системы (2.2.28) 

требуется, чтобы ),,( a   удовлетворяла условию  (М) и вводя замену  

                         ),(),,(),,(  VAuM  ,                                   (2.2.29)

 

(35) 

преобразуем систему уравнений (2.2.28) в нелинейную п.д.- систему с 

регулярными правыми частями: 
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.   (2.2.30)           

(36) 

Тогда третье равенство условия (N3) для системы в п.д. (2.2.30) примет 

вид: 
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.                            (N5                            (N5) 

Если условие совместности (N7) выполняется, но не тождественно, 

тогда    можем найти функцию ),( VV  . Если  эта функция 

удовлетворяет п.д.- систему (2.2.30), то она будет единственным, либо 

некоторым частным решением системы. В противном случае системы 

уравнений (2.2.28) и (2.2.30) считаются несовместными.  

Пусть условие (N7) относительно ),,( V  выполняется тождественно. 

Тогда процесс интегрирования системы (2.2.30) приводит к 

интегрированию о.д.у. вида (2.2.23): 

                                  ),( 



h

d

d
  или  dhd ),( .                 (2.2.31) 

(37) 
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Если о.д.у. (2.2.31) имеет решение, например, в виде );(  C  (см. 

[102-109],[295]), тогда многообразия всех решений п.д.- системы (2.2.28) и 

(2.2.30) выражаются следующей формулой : 

),(),(  CFV   и    ),(),(),,(;;),,( 1  CFAHu           

(2.2.32)

  

Очевидно, что в формуле (2.2.32) функция ),,( A  и решение 

исходной системы, при n < 1 в D  а также  при 1n  в области 0D  является 

непрерывным. А в  точке 0 , при  1n  соответственно имеет 

логарифмическую особенность и особенности  (n-1)-го порядка. Поэтому 

в зависимости от типа  функции )(H  и  )(1 H , порядок особенности 

решения системы в точке 0  либо может ухудшаться, либо, наоборот, 

улучшаться. При этом имеет место 

Теорема 2.10. Пусть  в п.д.системе (2.2.28)  )(),(,,, 0

21 DCuDChcba  . 

Если условие (N6) почти всюду в D (кроме точки 0 ) выполняется, но 

не тождественно, тогда данная система может иметь некоторые 

частные решения, либо несовместна. Для того, чтобы первые два 

равенства условий из (N6) выполнялись тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы функции ),...( b  и ),...( c  имели вид (2.2.30). Если  п.д.- 

система вида (2.2.30) имеет решение  тогда исходная система  (2.2.28) 

также разрешима и многообразие ее решений выражается формулой 

(2.2.32). При этом замена вида (2.2.29) приводит сингулярную систему 

уравнений (2.2.28) в регулярную нелинейную п.д.- систему (2.2.30), 

изученного в п.2.  
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Замечание. Аналогично предыдущим случаям, можно оценивать 

функцию ),,( A  в классе Гёльдера, например, если 
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с точностью до   o . В этом случае,  в поведение функции A(…) явно 

выявляется и решение исходной задачи. 

2.2.6. Рассмотрим уравнение в п.д. 
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(2.2.33)            

где )(),(,,,,, 21 DCuDChgfcba  , 0n , m – произвольное рациональное 

число. 

Данное уравнение  равносильно системе уравнений: 
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(40) 

для которой условием совместности будет: )3,1(,0  iuQuP m

iji   или 
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(N6) 

Условие совместности (N7) можно рассматривать в следующих 

случаях: 

а) Пусть условия (N7) выполняются, но не тождественно. Тогда, решая 

их как три алгебраических уравнения, получим 0u  и ),,( jHu   

)3,2,1( j . Причем функции  ),,( jHu   во всей D  являются 

регулярными. Легко заметить, что 0u  для системы (2.2.34) является 

тривиальным решением. Если хотя бы одна из ),,( jHu   

удовлетворяет системе (2.2.34), то она будет некоторым  частным 

решением данной системы, в противном случае система (2.2.34) 

несовместна. 

б) В этом случае в (N7) приравняем к нулю каждое слагаемое. Тогда 

получим, что в системе уравнений (2.2.34) особенность по переменной    

устраняется и получим регулярное решение данной п.д.системы 

формулой: 

   mmcu  1

1

00 ),,()1(),,(exp),,(  ,                             (2.2.35)                    
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где     )(),(),( '''   cba  ,   

))1exp(()(),)1exp(()(),)1exp(()( 0
0

0
0

0
0 








mcmgmf 














. 

в) Допустим, что условия (N7) выполняются тождественно в общей 

форме: 

)3,2,1(0),,(,0),,(  iQP ii  , 

где  
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Производя замену Vu m 1
, где V– новая неизвестная функция, 

преобразуем систему (2.2.34) в виде: 
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                                     (2.2.36) 

(42) 

Умножая обе части уравнений системы (2.2.36)  в  ),,()1(exp 1 m , 

где 
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,      (2.2.37) 



 

235 

 

 

 

преобразуем ее в виде: 
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  .                           (2.2.38)                                

(43) 

Так как  для системы уравнений (2.2.38) условие (N7), т.е. 0),,( iQ  

(i=1,2,3), выполняются, поэтому, в результате интегрирования п.д. 

системы (2.2.38) и переходя к исходной переменной, имеем: 

  mmCeu  1
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.                                 (2.2.39) 

(44) 

Учитывая п.1 имеем, что: 
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где ),(1 





s
, ),(1 






s
, 11, - некоторые вполне определенные 

функции.  При этом полученное решение системы при n < 1 и 

0),,0()( na  во всей области  являются непрерывными. Если в этой 

формуле 0),,0()( na  и n > 1, то решение системы в точке 0  имеет 

сильную особенность порядка (n-1), при  n = 1 оно имеет 

логарифмическую особенность. 

Итак, справедлива 

D



 

236 

 

 

 

Теорема 2.11. Пусть в   п.д.- системе (2.2.34) ),(,,,,, 1 DChgfcba   

)( 0

2 DCu , m – произвольное рациональное число. Если условия (N7) 

выполняются, но не тождественно, тогда п.д.- система (2.2.34), кроме 

тривиального решения    u= 0, может иметь некоторое частное решение, 

либо других решений не имеет. Если условие совместности (N6) 

выполняется тождественно, тогда  п.д.- система (2.2.34) разрешима и 

многообразие ее решений выражается формулами вида (2.2.35), либо 

(2.2.39). Причем функция вида  (2.2.35) при 0,1 0  an  во всей области  

является непрерывной, при других значениях  n , ),,0(0 aa    в точке 

0  решение (2.2.39) неограниченно и имеет особенности степенного 

порядка.  

2.2.7. Рассмотрим полный дифференциал функции  вида 
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                     (2.2.40)         

где )(),(,,,, 0

21 DCuDCgfcba  , 0n , m – рациональное число. 

П.д. (2.2.40) равносильно следующей п.д.- системе: 
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                                   (2.2.41) 

Условия совместности системы  (46) имеют вид: 

)3,2,1(0),,(),,(  iuQuP m

ii  .                                           
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(2.2.42) 

Допустим, что в п.д.- системе (2.2.41) в случаи ограниченности частные 

производные функции по всем переменным , выполняются условия  [295]-

[304] 

            0lim,0lim,0lim 1
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uuu nnn .                  (М0) 

 Тогда, учитывая обобщение условии леммы 2, получаем, что при 

ограниченности частных производных 
 









 uuu
,,   в системе (2.2.41), 

может иметь тривиального решения исходной системы. 

Допустим, что условия (N7) выполняются, но не тождественно. Тогда, 

решая ее  алгебраическим способом [251], получим  0),,( u  и 

),,(),,(  jHu   ( 3,2,1j ). Очевидно, что 0),,( u  является 

тривиальным решением системы (2.2.41). Если хотя бы одна из функций 

),,( jHu   удовлетворяет  п.д.- систему (2.2.41), то она будет одним из 

частных решений системы, в противном случае утверждаем, что система 

(2.2.41), кроме тривиального, других решений не имеет. 

Пусть условия (N7) выполняются тождественно,  а также ),,( a    

удовлетворяет условию (М1) . Это  требование возможно, если имеет 

место: 
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(2.2.42)        

При этом, в результате интегрирования п.д. системы (2.2.41), получим: 

   )(),()1(),()(exp),,( 2
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DCmcAu m   ,               (2.2.43)

              

где  
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Полученное решение системы (2.2.41) в виде (2.2.43) всюду в области 

 является непрерывным. 

б) Пусть условия (N7) выполняются при выполнении  

0),,( iP ,  .  )3,2,1( i . Тогда  
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(50)
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, s,,,   - вполне определенные и непрерывно- 

дифференцируемые в  функции.  

В этом случае система уравнений в п.д.- система (2.2.41) примет вид: 
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                          (2.2.45) 

Интегрируем первое уравнение этой системы: 

 ),,()1(exp),(),,(  AmVu  ,                                          (2.2.46) 

где V – новая неизвестная функция.  

Дифференцируя решение первого уравнения системы по , 

подставим ее результаты в предыдущей системы и получим п.д.- систему 

с регулярными коэффициентами: 
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.                                                            (2.2.47) 

(52) 

Для регулярной системы уравнений (2.2.47) условие совместности 

выпол-няется тождественно, и многообразие ее решений принимает вид 

(2.2.43). 

В этом случае многообразие всех решений системы (2.2.41) принимает 

вид: 
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Теорема 2.12. Пусть в п.д.- системе (2.2.41) 

0),(),(,,,, 0

21  nDCuDCgfcba . Если выполняются условия леммы 2, а 

также условия (N7) выполняются, но не тождественно, тогда система 

уравнений (2.2.41), кроме тривиального решения, может иметь 

некоторое частное, либо особое решение. Для того, чтобы условия (N7) 

выполнялись тождественно, необходимо и достаточно, чтобы 

коэффициенты системы уравнений имели соответствующие виды 

(2.2.42) и (2.2.44). Тогда данная система уравнений разрешима и 

многообразие ее решений выражаются соответственно формулами вида 

(2.2.46) и (2.2.48). Причем, решение системы вида (2.2.46) во всей  

непрерывно, а решение вида (2.2.48),  при 10  n  во всей области ,  и в 

случаи  1n  в области 0D  непрерывно, а в точке 0  при  1n  имеет 

особенности степенного порядка. 

2.2.8. Рассмотрим уравнение в полный дифференциал (п.д.) 

      ,),,(),,(),,(),,(  dufucdubduadu mn              

  

где )(),(,,, 21 DCuDCfcba  , равносильной в п.д.- системе  
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(2.2.49) 

Условия совместности системы (2.2.49) имеют вид: 
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     (N8) 

Допустим, что в условии (N8) первое равенство выполняется, а второе 

и третье - тождественно не выполняются. Тогда, решая (N8)2, (N8)3 

алгебраи- 

ческим способом [251], получим 0u и )2,1(),,(),,(  jRu j  . 

Если хотя бы одна из функций jRu  (…) удовлетворяет системе (2.2.49), 

то она будет ее частным решением. В противном случае система (2.2.49), 

кроме тривиального, другие решения не имеет. 

Пусть условия (N8) выполняются тождественно. Этот вопрос 

рассматри-вается в следующих случаях: 
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(55) 

При этом система уравнений (2.2.50) принимает вид: 
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                                      (2.2.51) 
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многообразие ее решений непрерывно в D , и принимает следующий 

вид: 
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  mSmcÃAu , (2.2.52) 
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б) Пусть условия (N7) тождественно выполняются, только в случае: 
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Эти равенства выполняются, если: 
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(2.2.53) 

При этом предыдущая система (2.2.51) принимает вид: 
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(2.2.54) 

Интегрируя   систему уравнений  (2.2.54), получим: 

   mmCBAu  1

1

)()1(),(),,(exp),,(  .    (2.2.55) 
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Таким образом, справедливо следующее утверждение: 

Теорема 2.13. Пусть в  п.д.- системе (2.2.49) )(,,, 1 DCfcba  , 

)( 0

2 DCu . Если  условия леммы 2  и условии совместности системы (N8) 

выполняются, но не тождественно, то система (2.2.49), кроме 

тривиального решения, может иметь лишь некоторое частное решение, 

либо не нулевые решения не имеет. Для тождественного выполнения 

условия совместности п.д- системы (2.2.49) необходимо и достаточно, 

чтобы функции fcb ,,  имели соответственно вид (2.2.50), либо (2.2.53). 

При этом   система  (2.2.49) разрешима и многообразие ее решений 

выражается явными формулами (2.2.52) либо (2.2.55). 

Замечание 1. Если учитывать )(),,( 1 DCta n , 
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в случаи 2n , то ),,( A  и решение задачи в точке 0  имеет 

особенность не выше, чем (n-1)-го порядка. 

   

2.2.9. Теперь будем рассматривать случаи, когда изучаемая п.д.   имеет 

вида: 

     dupdugubdufuadu nmmn ),,,(),,(),,(),,(),,( 

, 

 где 0),(),(,,,, 0

21  nDCuDCPgfba . равносильной следующей п.д.- 

системе   
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,                                                  (2.2.56)                                           

для которой условиями совместности исходной п.д.- системы будут: 
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(N9) 

Если считать, что данные функции из системы (2.2.56) удовлетворяют 

условия (М0), то получим, система (2.2.56)  может иметь только лишь 

тривиальное решение.  Если условия (N9) выполняются, но не 

тождественно, то может иметь решения ),,(,0 Huu  , либо исходная 

система никаких других решений не имеет. Поэтому будем требовать 

тождественного выполнения условий (N9) [294,295]. А это требование  

возможно тогда и только тогда, когда  

1),(),,(),,( 
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(2.2.57) 

Производя замену Vu m 1 , перепишем систему уравнений в п.д. (2.2.56) 

в следующем виде: 
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А также, делаем замену: 
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преобразуем 

систему (2.2.58) к более простому виду. 

Условия (N9) для системы в п.д. (2.2.58) выполняются тождественно, 

если функция (...)  принимает вид: 
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.       (2.2.59) 

В этой формуле переходя к исходной неизвестной функции, имеем: 

  

  m

m

um

sumf
s

n
uup

),,()1(exp

),,(),,()1(exp;
1

1
),,,(

0

0

1

0
00































 

 

(2.2.60) 
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Итак, данная п.д.- система для которой условия (N9) выполняются 

тождественно почти во всех точках области D , кроме точки 0 , примет 

вид: 

  

 

























































.),,()1(exp

),,(),,()1(exp;
1

1

)61.2.2(,
),,(),,(

,
),,(),,(

0

0

1

0
00

1

m

m

m

nn

m

nn

um

sumf
s

n
u

u

u
g

u
bu

u
f

u
au






























  

Интегрируя первую пару уравнений системы в п.д. – системы (2.2.61),  

делаем замену  

     ),,(),,()1(exp 0

1

0

mum ,                                           (2.2.62) 

где )(   - новая неизвестная функция. Далее подставим  результат в 

третье уравнение системы (2.2.61) и получим о.д.у. вида (2.2.31), где 

функция ),( f  определяется через данные функции из (2.2.60).  Если 

о.д.у. (2.2.31) имеет какое-нибудь решение вида ),(  c , тогда п.д.- 

система (2.2.58) также разрешима,  и многообразие её решений 

определяется следующей формулой: 

   ),,(exp),(),,(),,( 0
1

1

0   ncsu ,                              

(2.2.63)                           

где ),(  c  - решение о.д.у. вида (2.2.31). 

Аналогично предыдущим пунктам, функция ),,( A  в точке 0  

имеет особенность (n-1)-го порядка, поэтому 0 и s0 в точке 0  имеют 

особенности степенного порядка, а в остальных точках D  являются 

однозначными и непрерывными.   
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Теорема 2.14. Пусть в п.д.- системе (2.2.58) )(,,,, 1 DCPgfba  , 

)( 0

2 DCu . Если условия (N9) выполняются, но не тождественно, то 

система (2.2.58) имеет некоторое частное решение, либо не совместна. 

Для того, чтобы условия (N9) выполнялись тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы функции ),,( b  и ),,( p  соответственно имели 

вид (2.2.57) и (2.2.60). Если о.д.у. вида (2.2.31) имеет решение, тогда  

система (2.2.58)  также разрешима и многообразие всех её решений 

выражается явной формулой (2.2.63). При этом полученное решение 

системы (2.2.58) при 1n  в точке D 0  не ограниченно, имеет 

логарифмическую особенность и особенность не более, чем (n-1)-го 

порядка, а  в других точках области D  - является непрерывным. 

2.2.10. Теперь рассмотрим п.д. вида  

  ,),,,(),,,(),,(),,(  dupduqdubuadu nnmn           

равносильной п.д.- системе  (см. [295]) 
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 ,                                      (2.2.63)                                  

где 0),(),(,,, 0

21  nDCuDCpqba , m – произвольное рациональное 

число.  

Условия совместности системы (2.2.63) имеют вид: 
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      (N10) 

  Если для коэффициентов системы (2.2.63) выполняются пределы 

0lim,0lim,0lim 1
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1

00






































 





 










uuu nnn , то, возможно, 

существует некоторое частное решение системы,  либо такого вида 

решения нет. 

  

 Если функциональные равенства (N10) выполняются, но не 

тождественно, и эти соотношения разрешимы относительно неизвестной 

функции  u, причем   функций )3,2,1(),,,(  ihu i   удовлетворяют 

систему (2.2.63), то они будут ее частными решениями. В противном 

случае  система (2.2.63)- несовместна. 

Допустим, что в п.д.- системе (2.2.63) функций ),,( a  и ),,( b  - 

считаются из класса )(1 DC . Тогда, интегрируя первое и второе равенство 

(N10), как нелинейное неоднородное дифференциальное уравнение в 

частных производных, относительно функций ),,,( uP  , ),,,( uQ   

будем иметь: 
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(2.2.64)                         
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В этом случае п.д.- система (2.2.63) принимает вид : 
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В процессе интегрирования первого уравнения (2.2.65), производим 

замену: 

              VBuAm m   ),,(),,()1(exp 1  ,                        (2.2.66) 

                       (68) 

где ),( VV   - новая неизвестная функция. Дифференцируя (2.2.66) 

по  и , подставим ее результаты в систему (2.2.65) и получим 

регулярную п.д. систему: 
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.                                   (2.2.67)    

(69) 

В п.д.- системе (2.2.67) функции (...)f  и (...)g  относительно своих 

аргументов являются регулярными. Условия совместности системы 

(2.2.67) по виду сходны с третьим равенством условии (N10). Так, что, 

аналогично [308]- [312], в случае тождественного выполнения условия 

(N10)3, и интегрируя систему (2.2.67), имеем:                                  ),,( CVV 

. 

Подставляя значения функций V в (2.2.66), находим многообразие всех 

решений системы (2.2.65) в следующей явной формуле: 

               )),,(exp(),,(),,(),,( 1

1

 AñVBu m .            (2.2.68) 

Формула (2.2.68), представляющиеся решением  системы (2.2.65) 

относительно своих аргументов, является регулярным вне особой точке, а 

функция ),,( A  в точке 0  при 1n , имеет особенности (n-1)-го 

порядка и ),,( Ae  в точке 0  имеет особенность экспоненциального 

порядка (аналогично предыдущим п.п. 1-8). 

Теорема 2.14. Пусть  в п.д.- системе (2.2.65) )(,,, 1 DCqpba  , 

)( 0

2 DCu , m – произвольное рациональное число. Если условия (N10), 

относительно u,,,  , выполняются, но не тождественно,  тогда 

возможно имеется некоторое частное решение системы как функции 

),,( uu  , либо система (2.2.65) несовместна.   Для тождественного 

выполнения условия (N10) необходимо и достаточно, чтобы функции 

),,,( up   и ),,,( uq   имели вид (2.2.64). Если п.д.- система (2.2.67) 

интегрируема, то исходная система (2.2.65) также разрешима и 

многообразие ее решений определяется формулой (2.2.68). При этом, 

решение системы (2.2.65) в случаи 1n  всюду в  области D , и при 1n  в 
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области 0D  является непрерывными. А в самой точке 0  при 1n  

имеет особенности показательного порядка. 

 

Пример. В частности для сингулярной п.д.- системы вида 
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условия совместности выполняются тождественно, и многообразия её 

решений  определяется  формулой  вида  

 







 )ln2()1(

1
),,( 323 


 Carctgu .  

Заметим, что решение данной системы во всей области D , включая 

особую точку 0 , является непрерывным и однозначным.  

 

§ 2.3. Формулы представления решений системы с произвольным 

числом независимых переменных с сингулярной точкой 

 

2.31. Пусть  задан полный дифференциал в многомерном пространстве                
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 равносильной п.д.- системе [293,295]   
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(2.4.1)                                     

причём  условиями ее совместности  будут: 
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(N11) 

     Переходя к сферическим координатам  
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преобразуем исходную систему (2.4.1) к виду (2.1.4) вида: 
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(2.4.2)                                 

где  
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Тогда условия совместности (N11)примут вид : 
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(N12 

 Легко заметить, что для системы (2.4.2) в сингулярной точке 0  

нельзя задавать условия задачи Коши, ибо при 0  из системы (2.4.2) 

автоматически получаются соотношения: 0),,0(,...,0),,0( 11   uaua k  ; 

из них, кстати, могут быть найдены одно либо несколько искомых 

функции ),()( 1 DCHu i    ),...,2,1( ni  .    При этом, в постановке задачи 
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было принято: )(),,(),...,,,( 1

1 DCuaua n  заданные, а   )(),( 0

1 DCu   и 

её производные, по всем переменным считаются ограниченным. С другой 

стороны, при  0   из уравнений (N12) имеем, что   

),,0(),0(),,0( 11 uacuak   , ( 1,1  nk ), причём 0),0( с .  Из предыдущей 

можно найти функций  ,)(kHu    которые могут быть частными 

решениями исходной системы. Если далее считать, что 0 , то получаем, 

что задача Коши с заданием при 0  для системы  (2.4.2)  может быть 

поставлена в  виде: 

                0uu   при 
)0(

0 , kk   (  20 )0(  k , 0< 10   ).     

(2.4.3) 

     Пусть условия (N12) выполняются, но нетождественно. Тогда решая 

систему (N12), как отдельные системы  С 2

n - алгебраических уравнений  и 

применяя к ним теорему существования о неявных функций, найдём 2

nC  

решений:  ),( jFu  ,  2,...,2,1 nCj   (см.[293-296]). После этого рассмотрим 

следующие возможные случаи; 

а) Если хотя бы одна из этих функций удовлетворяет п.д.- системе 

(2.4.2), то она будет некоторым частным её решением. В противном случае 

система (2.4.2)- несовместна. 

б) Если некоторая  часть из (N12) выполняется тождественно, а другая 

часть -нетождественно, то  для   второй части системы сможем требовать 

выполнение условий из а). При этом, получаем некоторые другие частные 

решения системы.     

Теперь допустим, что условия (N12)  выполняются тождественно, и  кроме 

того потребуем, чтобы функции ),,( uak   ( nk ,1 )  удовлетворяли 

условиям  (М): 
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1) )(),,( 1 DCuak  ,  ,),,( Kuak    ,0




u

ak ( ,...2,1k );  ( K=const.)              

2) Как следует из условий;  1), функции ),,( uak   по переменной     

будут удовлетворять условию Гёльдера, т.е.  

)10(),,(),,(  


kkk Luoaua ;              3)существуют числа  ,,ba   такие, 

что при  ,, 00 buuaxx    и достаточно малом числе  









K

b
ah ,min  

обеспечивается единственное решение задачи Коши для исходной 

системы (2.4.2) [295].  Тогда имеет место 

Теорема 2.15. Пусть в п.д.- системе  (2.4.2) ),1()(1 nkDCak  ,

)( 0

2 DCu , и кроме того   выполняются все три условия (М). Если условия 

совместности (N12)  выполняются, но нетождественно, тогда, могут, 

существовать только некоторые частные решения п.д.- системы (2.4.2) 

)1,1(),...,,( 11   njuu nj  . Пусть условия (N12) выполняются 

тождественно; тогда существует единственное решение задачи  Коши 

с заданием вне точки 0  для системы  (2.4.2),  причём тождественное 

выполнения этой совокупности условий (N12) являются  необходимым  и  

достаточным . 

     Доказательство. Аналогично [293]-[296],   легко получить 

необходимое условие существование решений системы (2.4.2).Поэтому 

надо доказать только достаточность  условий существования решений 

системы. Интегрируя (n-1)  уравнений  системы  (2.4.2)  (кроме первого 

уравнения) по переменным ( 121 ,...,, n ),  имеем:                                 

                                        ))(,,(
1

),(
1




 ZHu
m

 ,                                   ( 

2.4.4) 
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где  )(Z  - новая неизвестная функция. Потребуем, чтобы функция вида 

(2.4.4) удовлетворяла первому уравнению системы (2.4.3). Тогда это 

условие даст нам  возможность определить функцию  )(Z .  

Дифференцируя  (2.4.4)  по переменной     и подставляя результат в 

систему (2.4.2), получим  (о.д.у.) вида:  

ZH

HHma

d

dZ












)1(1
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ZH

HHma
Zf

Zf

d

dZ 








)1(
);(,

);( 1
 .   

(2.4.5)                     

    Легко проверить, что правая часть  о.д.у. (2.4.5) не зависит от 

переменных ),...,,( 121  n , то есть              

                                           0
)1(1




















Zk H

HHma








 )1,1(,  nk . 

 Интегрируя о.д.у. (2.4.5) по переменной  ,  имеем ),( CQZ  , то есть 

),( 0uQZ  . Тогда единственное  решение задачи Коши для системы (2.4.2) 

имеет вид 

                                       ),(,,
1

),( 01
uQHu

m






 .                          (2.4.6) 

При этом легко заметить, что решение  системы  (2.4.2)  почти всюду в 

области D  является  непрерывным, а в точке 0  имеет особенности  (m-

1)- го порядка.  Для того чтобы  всюду в области D  получить непрерывное 

решение п.д.- системы (2.4.2), необходимо, чтобы функции ),,(1 ua   и 

)),(,,( 0uQH   

 в точке 0  удовлетворяли условию: 

             ,0),,(lim 1
0




ua 


 либо  ).10(),(0).,(),,(1    muua                 

(М1) 



 

256 

 

 

 

Далее в работе будут рассмотрены  случаи, когда п.д.- система (2.4.2) 

решается  явно либо в квадратурах. 

2.4.2. Рассмотрим линейный однородный полный дифференциал 

функции произвольного числа переменных  

   ,,...,,, 21

1

ni

n

i

i

m xxxxdxxpdu 


   задание которого равносильно п.д.- 

системе 

                     ),,...,2,1(, nixp
x

u
i

i

m 



     либо  )(xp

x

u
i

i

m 



  ,     

(2.4.7)                        

где         0

21 , DCxuDCxpi   ,
0D -n-мерный шар, не содержащий 

точку  0x . Условия совместности п.д.– системы (2.4.7) имеют вид: 

                         jinji
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x

xp

x m

i

j

m

j
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,),1,(,

)()(


.                       (N13) 

     Для непрерывности п.д.- системы (2.4.7) всюду в  D   достаточно, 

чтобы в точке  0   выполнялись условия: 

                             )10().()(    m

i oxp  , ),...,2,1( ni  .                              (M2)                     

     Аналогично [293-300] в п.д.- системе (2.4.7), если перейти к  n- 

мерной сферической системе координат, то получим:   

      )1,1(,),...,,...,,(),,(,),( 1211

1

1 
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 .    

(2.4.8)                                            

При этом, условия совместности (N13) для системы (2.4.8) преобразуются 

к виду 
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(N14)       

     При этом в силу )( 14N , взаимосвязь  между  ),(1 ka  и   ,1a  

может быть записана следующими формулами : 
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(2.4.9)                                                       где )(1  k
- некоторые вполне определённые 

функции. После этого система  

 (2.4.8) примет вид: 
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(2.4.10)               

 Заметим, что при выполнении  условий  ,
i

j

j

i
aa

 







  получаются  

соотношения                                                        

                    )(),1,1,(, jinji
i

j

j

i 
















 .                                            (2.4.11) 

     Аналогично [308], [309], процесс интегрирования системы (2.4.10) 

можно начинать с любого её уравнения, и при этом многообразия решений  

можно отличать с точностью до  произвольного постоянного.  Поэтому 

интегрирование систему (2.4.10)  можно начинать с первого её уравнения. 

Теперь интегрируя первое уравнение  п.д.- системы (2.4.10) по переменной 

 , (переменные ),...,,( 121  n  -считаются параметрами) получим: 

                   
 



1

1 ),
,

),((,),(,





 dt

ta
AVAu

m
                     (2.4.12) 
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где    ),...,,(, 121  nVV   -новая неизвестная функция. 

Дифференцируя обе части равенства (2.4.12) по переменным  k  

(k=1,2,…,n-1)  и подставляя результаты в (2.4.7), получаем регулярную 

п.д.- систему: 

                                   )1,1(, 



nk

V
k

k




  .                                       (2.4.13) 

  Учитывая выполнение условий совместности п.д.- системы (2.4.13),   

интегрируем  систему, и получим:  

          ),...,,,0,...0,0(,,,
1 0

11 



n

k

knkkk

k

dФAФCu



 , 

(2.4.14) 

     Поскольку в п.д.- системе (2.4.13),  при  1m , либо  

   ,,1

  moa   где  сколь угодно малая величина, поэтому решение 

системы всюду в области D  будет непрерывным и однозначным. Тогда 

многообразие решений  п.д.- системы  (2.4.7) всюду в  D   (кроме точки 

0 ) будет непрерывным , а в точке  0 ,  при m =1  имеет 

логарифмическую особенность, а при  m>1  особенности  (m-1)-го  

порядка. Допустим, что в внешней части  п- мерного шара D , то есть D =





n

k

kx
1

22 20),1(,    функции   ,ka  ),1( nk   удовлетворяют 

условиям разрешимости регулярной п.д.- системы (2.4.13).  Потребуем, 

чтобы при   (см.[296]); 

1) функции  ,ka   всюду в области D  были ограничены и 

однозначны; 

2) k -удовлетворяли неравенствам ;20   k  

3) существуют конечные пределы   


,lim ka


  ( nk ,1 ); 
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4) функция  
 

n

a



,1
  интегрируема на промежутке  (1, )  (где 1m ). 

Тогда вне области  DD  все решения п.д.- системы (2.4.8) являются 

однозначными, непрерывными и определяются формулой : 

                                 
 

)1(,
,

, 1  








dt
t

ta
ФCu

m ,             (2.4.15)                           

 где )(Ф -определяется из формулы (2.4.14). Таким  образом, имеет 

место:  

     Теорема 2.16. Пусть в п.д.- системе (2.4.8)     DCak

1,  ,  

считаются данными функциями, а  DCu 2),(    неизвестная функция. 

Для того, чтобы условия совместности п.д.- системы (2.4.7) выполнялись, 

необходимо и достаточно, чтобы функции   ,1ka   и   ,1a  были 

взаимосвязаны  формулой вида (2.4.9). Тогда п.д. – система (2.4.8) 

разрешима и многообразия всех ее решений в области  D  выражаются  

формулой  (2.4.14). При  этом, если 10  m  ,тогда решение системы 

формулы (2.4.14) в  D  будет однозначным , ограниченным и непрерывным 

,  при  m=1 и  ,,1 um    из (2.4.13) во всех точках области будет 

непрерывным , а в точке  0   соответственно имеет логарифмическую, 

и (m-1) –го порядка особенности. Если же    ,1a   удовлетворяет условию 

(М1), тогда функция    ,u  как решение системы (2.4.7), всюду в  D  

будет непрерывным. 

Теорема 2. 17. Пусть в п.д.- системе (2.4.7)  )(),(),( 21   DCuDCak 

, условия (2.4.8) и (2.4.10) выполняются при всех значениях точки 









  221),,(,),( ixDD    . Тогда вне области D  решение п.д.- 
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системы (2.4.7), представленное формулой (2.4.15)   будет ограниченным, 

однозначным и непрерывным .   

2.4.3. Рассмотрим линейную п.д. -систему с сингулярной точкой 0  

    ),...,,(),,1(, 21 nii

i

m xxxxnixquxp
x

u





 .                         (2.4.16)     

(15) 

 В системе (2.4.16), переходя к  п- мерным сферическим координатам, 

имеем:     
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 ,                                    (2.4.17)            

(16)  

где функции ii ba , -выражаются через ii qp ,   ( ni ,1 )- из системы  (2.4.17) 

определёнными формулами, 



n

j

jx
1

22 , 0m  - n мерный замкнутый шар 

 0,10),( 0

1

22 








 


DDxD
n

i

i . Условия совместности п.д.- 

системы (2.4.17) имеют вид: 

,0),(),(   jiji QuP ( nji ,1,  ) , ),...,,(, 121  nji  ,            (N15)  
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Пусть условия совместности (N15) выполняются, но не тождественно,  

то  есть  0,0  jiji QP . Тогда, решая каждого  уравнения из (N15),  

алгебраическим образом [251],  имеем:  ,jHu  , ,...2,1( j , )1(
2

1
nn ).   
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Если хотя бы одна (либо все)   эти  функций ),( jHu  ( ,...2,1j ) 

удовлетворяют п.д.- системе (2.4.17), то получим некоторые частные 

решения системы. В противном случае система (2.4.17) несовместна. Если 

в  (N15)  0),( jiQ ,   ,0, jiP  либо     0,,0,   jiji QP , тогда данная 

система несовместна.  

 Аналогично работ Л.Г.Михайлова [112-114], для непрерывности  

решение системы (2.4.17) в области D  необходимо (при переходе к 

пределу 0  в системе (16)), чтобы выполнялись следующие пределы 

обобщение леммы 2:  

        )10(),(0),(0 
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mm uu








. (М0)                                                                   

При этом, достаточно, чтобы на данной области 
k

uu
D

 






, - были 

ограничены. Тем самым,  не решая систему (2.4.17), определим поведение 

системы в точке вырождения.  Для тождественного выполнения условия 

совместности п.д.- системы (2.4.17) необходимо и достаточно, чтобы в 

условия (N15) выполнялись следующие равенства  

    jinjiQP jiji  ),,1,(,0,,0,  .  Эти равенства дают по частям 

следующие соотношения: 
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 (N16) 

б)     0,,0,   jiji QP  - в целом. 

Пусть вcе равенства из (N16) выполняются, тогда во первых, условия 

совместности  выполняются тождественно, а во вторых, учитывая  первые 

(п-1)    

равенств, получим, существования функции    , -  для которой, 

выполняются следующие соотношения:  
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Умножив обе части уравнений системы (2.4.17) на     ,exp 0 , 

имеем: 
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(17) 

Отдельные равенства из (N6) будут выполняться, если    
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где )(1  k  и )(1  k  как  1ka  и 1kb определяются из (2.4.18), и считаются 

вполне определёнными функциями. Тогда многообразие решений системы 

(2.4.17) определяется формулой:  
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knkkk
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(2.4.20)         

Для того, чтобы решение п.д.- системы (2.4.17) в виде формулы (2.4.20) 

всюду в области  D  было непрерывно достаточно, чтобы   ,1a  и  ,1b  

удовлетворяли условиям: 

        )10(,0,,0, 11     mm ba                        (M1) 

Если же условия (М1) считать невыполненными, то   ,u   

представленное как решение системы (2.4.17) формулой (2.4.20); при 

10  n  во всех точках области )(D , а также при п=1 и п>1 в 0D будет 

непрерывным ,а в точке 0  соответственно будет иметь 

логарифмическую при 1n , или (п-1)-го порядка особенности при 1n . 

Если же в системе (2.4.17) считать, что 0),(lim 1
0







a , ,0),(lim 1
0







b  то 

в точке 0  логарифмическая особенность отсутствует .Если же за 

область интегрирования п.д.- системы (2.4.16) взять открытую внешнюю 

часть области D  , то есть  ,1
1

22


 
n

i

ixD   то в D , при  , 

получим непрерывное и ограниченное  решение п.д.- системы  (2.4.16) 

[296]. 

Теорема 2.18. Пусть  в  п.д.- системе (2.4.16) ),(xpi )()( 1 DCxqi   , 

)()( 0

2 DCxu  .  Если условия совместности (N15) для системы (2.4.16) 

выполняются, но не тождественно, тогда данная п.д.- система может 
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иметь, лишь некоторые частные решения. Для того чтобы условия (N15) 

выполнялись тождественно, необходимо и достаточно, чтобы  ,1ka  

и ),(1 kb  соответственно имели вид (2.4.18). При этом п.д.- система 

(2.4.17) разрешима и многообразие ее решений выражается формулой 

(2.4.20). Если функции ),(),,( 11  ba  удовлетворяют условию (М1), то 

при тождественном выполнении условия (N5) решения системы всюду в 

области  D  будут непрерывными. А также решение п.д.- системы 

(2.4.17) на данной области  будет непрерывным ( если 10  n ) . В точке 

0  при  п=1 и п>1, решение системы соответственно имеет 

логарифмическую и (п-1) –го порядка особенности. Причём, вне шара 

радиуса   )1(   решение п.д.- системы всюду в D  будет непрерывным  и  

ограниченным. 

2.4.4. Рассмотрим п.д.- систему вида 

    ),,1(, niuxquxp
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u k
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где    0

21 )(,)(),( DCxuDCxqxp ii  . Переходя к   п  мерной 

сферической системе координат, получим равносильную ей п.д.- систему 
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,(i=1,2,…,n-1) 

.(2.4.21) 

Для этой п.д.- системы условия совместности примут вид: 

      ),1,(,0),(),( njiuQuP m

jiji   , ji   ,                                 (N17) 
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Допустим, что условия (N17) выполняются, но не тождественно. Тогда 

решая каждое из них как отдельное алгебраическое уравнение, получим: 

       ),....,3,2,1(,,,,0, 2

nj CiÍuu   . 

Легко заметить, что   0, u  для п.д.- системы  (2.4.21)  считается 

триви-альным решением . Если хотя одна из функций     ,, jÍu   

удовлетворяет п.д.- системе (2.4.21), то она будет ее частным решением. В 

противном случае утверждаем, что п.д.- система (2.4.21), кроме 

тривиального, другие решения не имеет. 

 Пусть теперь условия (N17) выполняются тождественно, то есть 

0),( jiP ,   jinjiQ ji  ),,...,3,2,1,(,0, . Откуда, получим функции 

),(),,( 11   kk ba , ( 1,1  nk ) определяющиеся формулами вида (2.4.18), 

которые могут обеспечить тождественное выполнение условия (N17). 

Умножая обе части п.д.- системы (2.4.21) на 
nu 

 и делая замену vu n 1

,  преобразуем ее к линейному виду: 
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где )(),(  ii  ( ni ,1 ) считаются вполне определёнными функциями. Так 

как  для линейной п.д.- системы  (2.4.22)  условия (N17) выполняются 

тождественно, поэтому интегрируя ее, и переходя к прежним переменным, 

получим: 
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     kFkCu  1

1

0 ,)1(),(exp),(  .                                       (2.4.23) 

В этой формуле   ,0  и  ,F  выражаются через интегральные 

представления  функций  iiii ba  ,,,  из системы (2.4.22) . 

Теорема 2.19.Пусть  в п.д.- системе (2.4.21)  ),(),(),,( 1 DCba kk   

 0

2),( DCu  . Если условия совместности (N17) выполняются, но не 

тождественно, тогда п.д. – система (2.4.21) кроме тривиального, 

возможно имеет некоторые частные решения, либо других решений не 

имеет. Для того чтобы условия (N17) выполнялись  тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы взаимосвязь между коэффициентами 

    ,,, kk ba  определялась  формулами вида (2.4.18). Тогда  п.д.- 

система (2.4.21)  разрешима и многообразия  ее решений выражается 

явной формулой  (2.4.23) . Причём,  в случае выполнения  условии (M2),  

решения исходной системы всюду в  D   непрерывно, а в особой  точке 

=0, при 1n   имеет особенности степенного порядка. Если в системе 

(2.4.21) выполняются  (Mo), то возможно существуют некоторые 

частные решения системы (2.4.21), непрерывные в области D . 

2.4.5. Рассмотрим нелинейную п.д.- систему                                                        
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        (2.4.24)  

где )(),(,, 0

21 DCuDCbpa  . При этом, условия совместности системы 

(2.4.24)  

принимают вид : 
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          (N18) 

Если 2

nC  соотношений из (N18) выполняются, но не тождественно, то 

решая их, получим функции ,...)2,1(),,(  jHu jj  . Если хотя бы одна из 

этих функции удовлетворяет системе (2.4.24), то получим некоторые 

частные решения системы. В противном случае система (2.4.24) 

несовместна.  

Для того, чтобы  п.д.- система (2.4.24) всюду в D  имела непрерывное 

решение достаточно, чтобы имели места следующие равенства: 

)10(),(),,(),(),( 1     mm ouboa , а также           

    )1,1(,0lim,0lim 1

00



























 


kk

uu

k

mm








.                             (M2) 

При этом из системы (2.4.24) имеем: 0),,(,0),(  uobup  . Из 

последних двух равенств, соответственно имеем 

,...)2,1(),,(),(0  iohuhu i  . Если хотя бы одна из этих функций 

удовлетворяет систему (2.4.24), то эти функции будут частными 

решениями системы. В противном случае, система (2.4.24) не совместна. 

Тождественное выполнение условий (N8) можно рассматривать в 

различных случаях; то есть, пусть первые (п-1) равенств из (N18) 

выполняются тождественно. Эти требования исполнимы, если функции 

),,( ubk   относительно функций ),(),,( uma   выражаются следующим 

образом: 
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,(2.4.25) 

где     k

u

u

m
fdt

t

ta
A

p

d
uP ,

),(
,,

),(
,

0

1

 








 - произвольные либо как 

),(),,,(  aubk  вполне определённые функции (см.[291]-[296]). Далее 

проинтегрируем первое уравнение п.д.- системы (2.4.24) по переменной 

: 

              VAuP  ),(,  ,                                                                        (2.4.26) 

где V=V( u, )- новая неизвестная функция. Дифференцируя (2.4.26) по 

переменным k  (k=1,2,…,n-1), подставим ее результат в остальные 

уравнения (2.4.24). Учитывая значений функции ),,( ubk  , формулами 

(2.4.25) преобразуем п.д.- систему (2.4.24) в регулярную 

переопределённую п.д.- систему    

               )1,1(),,( 



nkVf

V
k

k




,                                   (2.4.27) 

где функции ),( Vfk   определяются из соотношений (2.4.25). Условия 

совместности этой системы инвариантны ко второй части условия 

совместности из (N18). Аналогично предыдущим работам (см. [299]-[305]), 

допуская правые части п.д.- систему (2.4.27) в различных видах, сможем 

определить такие классы п.д.- системы для которых условия совместности, 

будут выполняться тождественно и многообразие их решений находится 

явно, либо в квадратурах. 
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Что касается изучения гладкости решений п.д.- системы (2.4.24) вблизи 

особой точке 0 , то оно определяется из функции   
1

.
),(

,



 dt

t

ta
A

m  

Легко определить, что как ),( A , так и решение п.д.- системы (2.4.24) в 

области  D  будут непрерывными, когда 0 m<1. Если m=1, либо m>1, 

тогда многообразие решений исходной системы в области )( 0D  будет 

непрерывным, а в самой точке 0  имеет логарифмическую особенность, 

либо (m-1) –го порядка особенности. При этом, исходная система 

разрешима и многообразие ее решений определяется следующей 

формулой  

                            ),...,,(,),(),(,, 121

1



  nCVAPu  ,              

(2.4.28)  

где ),( CV - решение п.д.- системы (2.4.27). 

Теорема 2.20. Пусть в п.д.- системе (2.4.24) )(),(, 0

21 DCuDCba k  . 

Если условия (N18) выполняются, но не тождественно, тогда система 

(2.4.24) может иметь  некоторые частные решения. Для того чтобы 

условия (N18) выполнялись тождественно, необходимо и достаточно, 

чтобы функции ),,( ubk   имели вид (2.4.25). Если регулярная п.д.- система 

(2.4.27) имеет какого-либо вида решение, тогда исходная п.д.- система 

(2.4.24) также разрешима и многообразия её решений выражается явной 

формулой (2.4.28). Причём это решение при 0 m<1 всюду в D  (включая 

точку 0 ) будет непрерывным, а при m=1 и m>1 решение системы в 

точке 0   соответственно имеет логарифмическую,  либо (m-1) –го 

порядка особенностей.  

 2.4.6. Рассмотрим п.д.- систему вида: 
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                       (2.4.29) 

где  ,0),(),(, 00

21  DDDCuDCba i  причём  ),,( 1 ua k  
-однородная 

по первому и последнему аргументам функция. Делая замену вида 

,
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,
1)1(
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  преобразуем систему 

(2.4.29) к  виду 
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.                     

(2.4.30) 

Условия совместности системы (2.4.30) выполняются тождественно, 

если 

     ])1(),,1([ln),(,
),(

),,( zkzazAf
zA

zb i

i

i 












 




  ,            

(2.4.31) 

где ))1((,
)1(),,1(

),(
0





 


  ka

ka

d
zA

z

, ),( Vf i   вполне определённая, 

как и ),,( zbi   функция. При этих значениях функции ),,( zbi   из (2.4.31), 

условия совместности системы (2.4.30) выполняются тождественно. 

Поэтому интегрируя первое уравнение системы (2.4.30) по переменной 

, считая ),...,,( 121  n  параметрами, получим )(ln),(  VzA  , где 

),...,,()( 121  nVV    - новая неизвестная функция. Продифференцировав 

предыдущее равенство по переменным )1,...,2,1(  nii , подставим их 

результаты в остальные (n-1) уравнения системы (2.4.30), с учётом (2.4.31), 

получим  регулярную п.д.- систему вида (2.4.27), в которой функции 
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),( zf i   определяются из формулы (2.4.31).  При тождественном 

выполнении условии совместности п.д.- системы вида (2.4.27), она 

разрешима и её решение определяется формулой ),,( CHV   и тогда 

многообразие решении системы (2.4.28) принимает вид: 

          .),(ln,
1

),( 1

1



 CHAu

k
 

 .                             (2.4.32)  

При этом,  решение системы (2.4.29) в случае 10  k  в области D , а 

также в области 0D  при  1k является непрерывным, и при 1k  в точке 

0  соответственно имеет логарифмическую (при k=1) и ( 1k )-го 

порядка (при k>1)особенности. 

Теорема 2.21. Пусть в п.д.- системе (2.4.29) ),(),(, 0

21 DCuDCba i 

),,( 1 ua k  
 -является однородной по первым  и последним аргументам 

функцией. Для того, чтобы условия совместности системы (2.4.30) 

равносильные к системе (2.4.29) выполнялись тождественно, необходимо 

и достаточно, чтобы функции ),,( zbi    имели вид (2.4.31). Если 

регулярная п.д.- система (2.4.27) имеет определённого вида решения, 

тогда система (2.4.29) также разрешима и многообразие её решений 

находится формулой (2.4.32). Причём это решение при 10  k  всюду в 

области D , и  при 1k в области 0D  является непрерыв-ным,  а в точке 

0  при 1k  соответственно имеет логарифмическую (при k=1) и 

особенность ( 1k )-го порядка (при к>1).  

Приложения системы уравнений в полных дифференциалах, с 

сингулярными точками 

          Во второй главе работы, рассматриваются задачи о применении 

системы дифференциальных уравнений в полных дифференциалах (п. д.- 
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систем), в которых если условия совместности систем выполняются 

тождественно, то многообразия решений изучаемых систем находятся 

определяемыми формулами. Во второй главе работы, как и в первом, 

выделяются классы линейных, нелинейных, либо квазилинейных систем в 

полных дифференциалах, с сингулярными точками. Причём исследуя 

решения систем вне шаров, тем самым   находятся решение граничных 

задач внутри, вне данной области а также в центре шара многомерной 

действительной плоскости. Необходимо заметить, что решения изучаемых 

п.д.- систем на плоскости могут быть многозначным, либо однозначным. 

Эти две грани в решении задач зависят от выбора функций в п.д.- системах.  

В трёхмерном и многомерном пространствах, найденные многообразия 

решений задач будут однозначными [22,28,44,68,125-134,189,215-

219,255,266,294]  и другие работы. 
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Глава 3.  

§ 3.1. Обобщенные аналитические функции одной комплексной 

переменной (линейные и нелинейные уравнения) 

В теории функций комплексного переменного, называемой также 

комплексным анализом, развит аппарат дифференцирования и интегрирования 

по комплексной переменной 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦- в том случае когда  функция,  

),(),()( yxivyxuzf 
  является аналитической, т.е. xyyx vuvu  ,  

 
 Если 

ввести  оператор комплексного дифференцирования 𝜕�̅� =
1

2
(𝜕𝑥 + 𝑖𝜕𝑦), то эти 

условия примут форму 𝜕�̅�𝑓 = 0. Обобщенными аналитическими функциями 

называют функцию являющуюся решением обобщенной системы Коши-

Римана  [12], [17-20], [71-77], [235] вида: 

                 )()()( zcWzbWzaWz                                       (3.1.1) 

  Если  в (3.1.1) 0)(,0)(  zbza , то её называют  неоднородной системой 

Коши-Римана. Частное решение уравнении (3.1.1) даётся формулой  

 


D
z

dSc
TczW ,

)(
)(0



 
, а  общее решение- формулой   TczФzW  )()( - где 

Ф(z)- произвольная аналитическая функция, Тс- интегральный оператор 

Коши-Векуа. 

     В другом частном случае, когда  𝑎(𝑧) ≡ 0,    𝑐(𝑧) ≡ 0, многообразие всех 

решений даётся формулой )()()( zezzW   , где 𝜔(𝑧) ≡ 𝑇𝑏, где 𝜑(𝑧) − 

произвольная аналитическая  функция (а.ф.) 
)()( zФеz  . В общем случае 

однородной системы (3.1.1) когда  𝑐(𝑧) ≡ 0   (но 𝑎(𝑧) ≠ 0,    𝑏(𝑧) ≠ 0 , тем же 

способом получаем первую основную формулу теории обобщенных 

аналитических функций 

𝑊(𝑧) = 𝜑(𝑧) ∙ 𝑒Ω(𝑧),    Ω(𝑧) = 𝑇 {(𝑎 ∙
�̅�

𝑊
+ 𝑏)}.                                     (3.1.2)       
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Хотя формула  вида (3.1.2)   не является явной, но она весьма полезна для 

качественного изучения свойств  функции )(zW . С другой стороны в общем 

случае при c(z)=0, интегрируя (3.1.1), получим интегральное уравнение 

                                           𝑊(𝑧) = 𝜙(𝑧) + 𝑇(𝑎 ∙ �̅� + 𝑏 ∙ 𝑊).               (3.1.3) 

Как  доказываются в [12],[17], оно всегда имеет единственное решение, 

которое имеет вид 

          𝑊(𝑧) = 𝜙(𝑧) + Г1𝜙 + Г2�̅�,                      (3.1.4) 

где  Γ1, Γ2 − резольвенты интегрального уравнения (3.1.4). Формулу (3.1.2) 

называют формулой представления 1-го рода, а (3.1.4)- формулой 

представления 2-го рода. 

 В [20]  И.Н. Векуа впервые была рассмотрена также квазилинейная 

обобщенная система Коши-Римана 

                                     𝜕�̅�𝑊 = 𝑓(𝑧, 𝑊).                                                    (3.1.5) 

При некоторых условиях на  функции 𝑓(𝑧, 𝑊) между решением 𝑊(𝑧) и 

произвольной аналитической функцией 𝜙(𝑧) установлено взаимно - 

однозначное соответствие. Мы не ставим себе задачу дать полный обзор всех 

работ, которые имелись в этом направлении, отсылая к [20]. А также [17], 

установлено взаимно- однозначное соответствие между решениями (3.1.4), 

уравнение (3.1.1) эквивалентно интегральному уравнению 

                         𝑊(𝑧) = 𝜙(𝑧) + 𝑇[𝑓(𝑧, 𝑊)],                                          (3.1.6) 

где  𝜙(𝑧) − произвольная аналитическая функция. При некоторых 

дополнительных условиях на функции 𝑓(𝑧, 𝑊) И.Н.Векуа устанавливает  

существование и  единственность решения уравнения (3.1.6). Изучение (3.1.5) 

продолжено в  работах  [12], к которым мы отсылаем также по вопросу обзора 

других работ. Но наиболее близкой нам является вторая часть работы [71-77], 
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где рассмотрена система двух уравнений типа (3.1.5), о чем подробнее будет 

сказано в дальнейших пунктах работы. 

§ 3.1.1. Обобщенные аналитические функции многих комплексных 

независимых переменных 

Л.Г. Михайлову принадлежит развитие теории обобщенных аналитических 

функций на несколько независимых комплексных переменных [17],[71-77]. Он 

рассматривал обобщённую систему Коши-Римана (о.с.К.-Р.)  

           ),1(),()()( nkzcWzbWza
z

W
kkk

k





                                 (3.1.7) 

где  kkk

kkk

kk cba
y

i
xz

yix ,,,
2

1
,z),z,...,z,(zz kn21 
























  -  заданные и 

𝑊 = 𝒰 + 𝑖𝜗  искомая функция класса 𝐶2. Система (3.1.7) является 

переопределенной, если выполняются условия совместности, получаемые 

после равенстве смешанных производных второго порядка по 

соответствующим комплексным переменным ., jk zz .  Анализ этих условий и 

нахождение многообразие решений очень сложны, и потому их изложение в 

общем случае мы не приводим. 

          Рассмотрим сначала неоднородную систему Коши-Римана, т.е. 

систему (3.1.7) при   𝑎𝑘 ≡ 0,   ),1(,0,0 nkcb kk   . 

          Выполняя перекрестными дифференцированиями в системе уравнений 

вида (3.1.7), получаем необходимые условия совместности 

pjnpjcc jzpz pj
 ),,1,(, , при выполнении которых частное решение 

системы определяется  следующей формулой: 

 )...)(...(...)(],...,[ 1212211111 nnnn cTSSScTScTccÃW   , где   

           






Г D kk
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kk
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а общее решение системы (3.1.7)  (при  𝑎𝑘 ≡ 0,   𝑏𝑘 ≡ 0, 𝐶𝑘 ≠ 0)  имеет вид  
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   ),...,(],...,[ 111 nn zzccWW  ,где ),...,,( 21 nzzzÔ   произвольная аналити-

ческая функция по всем комплексным переменным. Если в системе (3.1.7)   

𝑎𝑘 ≡ 0,   𝑏𝑘 ≠ 0, 𝐶𝑘 ≠ 0, то необходимые условия совместности   линейной 

обобщенной системы Коши-Римана 

                  )...,,2,1(,)( nkcWzbW kkzk
                           (3.1.8) 

записывается в виде 

                      𝑃𝑘𝑗𝑊 + 𝑞𝑘𝑗 = 0,     (𝑘, 𝑗 = 1,2, … . , 𝑛;    𝑘 ≠ 𝑗),           (N1) 

  где   .),,1,(,, jknjkcbcb
z

c

z

c
q

z

b

z

b
P kjjk
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j

j

k
jk

k
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j

k
jk 



















         

 

Если  хотя 

бы одно из  𝑃𝑘𝑗, либо  𝑞𝑘𝑗 отлично от нуля, то система (3.1.8) несовместна. Для 

совместности  системы (3.1.8) необходимо и достаточно, чтобы при всех 

номерах   𝑘, 𝑗,   𝑃𝑘𝑗 ≡ 0, 𝑞𝑘𝑗 ≡ 0.  

Тогда явная формула представления всей решений системы (3.1.8) имеет 

вид 

   n

zz

n

z ceceWzzezW )(

1

)(

11

)( ,...,),...,()(    ,            (3.1.9)                                  

где  ],,...,[ 11 nbb произвольная аналитическая функция (а.ф.). 

Перейдем к случаям, когда в (3.1.7) 𝑎𝑘 ≠ 0. Тогда перекрестное 

дифференцирование в системе (3.1.7) необходимо приводит к большому 

количеству весьма громоздких соотношений, но как показано в [29,30], среди 

них содержатся условия  𝑃𝑘𝑗 = 0,  откуда следует существование  такой 

функции 𝜔, что заменой e−ω ∙ 𝑊 = 𝑈 система (3.1.8) преобразуется к виду 

                             ),1(),()( nkzcWza
z

W
kk

k





.                (3.1.10) 

и ее решение находится формулой  

                              ,]),...,,([),...,,( 212121  TTzzzzzzfW nn   
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где  ,...)( 1z  некоторая вполне определенная аналитическая функция  [77].  

В дальнейшем, вводим следующие обозначения, которыми в дальнейшем  

будем пользоваться:  A - класс аналитических функций, для которых 

выполняются равенства  0




kz

f
,  RA- класс вещественно-аналитических 

функций, то есть функции, представленные  абсолютно сходящимся 

степенным рядом в окрестности некоторой внутренней точки области,  
kC - 

класс непрерывно-дифференцируемых функций. В этой области процесс 

интегрирования функций выполняется интегральными операторами Коши-

Векуа. 

В работах [12], [17]-И.Н.Векуа,  [71]-[77],[82],[88],[98]  и других работ, Л.Г. 

Михайловым, [3]-[4]. С.Байзоевым,[121-122] Э.М.Мухаммадиевым, [157]-

[161], [200] А.Расуловым и другими таджикскими учёными,  изучены 

линейные, нелинейные и квазилинейные обобщённые системы Коши-Римана 

(о. с. К.-Р.),  как с двумя, так и с произвольным числом независимых 

комплексных переменных, в классе вещественно-аналитических фунций 

RA(D).   

              );,,,(),;,,,( 22112

2

22111

1

Wzzzzf
z

W
Wzzzzf

z

W










,        (3.1.11) 

где )( 2ÏRAf k   по z1, z2 ,  3ÏAf k  ,  (k=1,2)  по переменной W, то есть  

0




W

fk
,  bWazzazzzzÏ  ;,),( 2211213 . 

 А  также учитывая kkkkkk iyxziyxz  , , 

),1(,
2

1
nk

y

f
i

x

f

z

f

kkk

























  были рассмотрены переопределённые  

обобщённые системы Коши- Римана (п.о.с.К.-Р.)  общего вида [100]:   
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                  ),1(),;,,...,,,,( 2211 nkkWzzzzzzf
z

W
nnk

k





,         (3.1.12) 

где  1 nk ÏRAf  по всем переменным и аналитическая по W , причём 

 bWnkazzzzÏ kknn  ),,1(,),...,( )0(

11
. Иначе говоря, в системах (3.1.11) и 

(3.1.12) функции ),1(),2,1()zz,( nkkfk   будем считать вещественно-

аналитическими соответственно по всем комплексным переменным 

),...,,( 21 nzzzz  , а также аналитическими по неизвестной функции W . В 

предлагаемой работе рассматривается п.о.с.К. – Р. вида (3.1.12) в классе 

вещественно-аналитической функций  RA(D). Это означает, функций в этом 

классе разлагаются в двукратными многократными сходящимся степенными 

рядами. 

Рассмотрим нелинейные системы типа (3.1.11) и (3.1.12) в классе  RA(D) .  

Тогда после такого аналитического продолжения, функциям систем (3.1.11) и 

(3.1.12) в случаи n=2 и произвольных значениях  n, принимают вид [100]: 

              );,,,(),;,,,( 22112

2

22111

1

Wzzf
W
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W
















 ,                         (3.1.13) 

                );,,...,,,,( 2211 Wzzzf
W

nnk

k








,  ( nk ,1 ) .                                 (3.1.14)  

     В качестве начальных данных для систем (3.1.13) и (3.1.14) будем 

принимать:                                                             

),( 210 zzÔW  при )0(

kk    ( 2,1k ), либо 

     ),...,,( 210 nzzzÔW  , при )0(

kk    ( nk ,1 ), ( nk ,1 ) . (3.1.15) 

Учитывая тождественного выполнения условия совместности п.о.с.К.-Р. 

(3.1.13) и (3.1.14) в определённых формах, находится единственное решение 

задачи (3.1.15) для данных систем. Затем находится многообразие решений 

п.о.с.К.-Р. (3.1.13) и (3.1.14) выражающееся  через произвольные 
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аналитические функции многих независимых переменных ),( 21 zzÔ  и  

),...,( 1 nzzÔ . 

       В предыдущей обзорном материале, были рассмотрены п.о.с. К.- Р. с 

регулярными правыми частями. В случаи тождественного выполнения условия 

совместности систем, находятся непрерывные решения систем, выражающиеся 

через одной произвольной аналитической функцией ),...,( 1 nzzÔ . 

     Далее в предлагаемой работе, рассматриваются некоторые  п.о.с.К.-Р., с 

нелинейными правыми частями с сингулярными  коэффициентами. Учитывая 

тождественное выполнение условия  совместности систем, находятся 

многообразия их решений. Анализируется гладкости  решений систем в 

окрестности особых точках, принадлежащим полицилиндрам либо 

бицилиндрам  (общая часть от топологического пересечения цилиндров) 

),(3 baÏ   либо ),(2 baÏ , и ),( baÏ n для всяких порядках особенностей. 

При этом, учитываются   Mfk max  при  2,1k   или nk ,1 , причём 

bMa   для системы (1.13) и nMabzzzÔbnMa n  ),...,,(, 21  при 2n  для 

системы (3.1.14).   В работах [78, 88, 98, 100] Л.Г. Михайловым впервые была 

рассмотрена переопределенная нелинейная обобщённая система  Коши-

Римана 

                 
);,,,(,);,,,( Wzzg

W
Wzzf

z

W



 









 ,                          (3.1.16)  

где  𝑧, 𝜁 ∈ )(2 aП : |𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝑎, |𝜁 − 𝜁0| ≤ 𝑎    и   𝑊 ∈ 𝑆𝑏: |𝑊| ≤ 𝑏.                             

𝑊 ∈ 𝑆𝑏  (𝑆𝑏 − круг |𝑊| ≤ 𝑏),   будем считать аналитическим  по переменной 

W (класс А), и  вещественно – аналитическим  (класс  RA)  по  переменным 

,z . Последнее означает,  что в окрестности каждой внутренней точки 

указанной области,   функции могут быть представлены сходящимися  



 

280 

 

 

 

степенными рядами по вещественным координатам точки;  

𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂,   если  𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑧,   𝜉 + 𝑖𝜂 = 𝜁. 

 Операция перекрестного дифференцирования в системе (3.1.16), приводит 

к необходимому условию совместности 

                            𝐷�̅�𝑓 = 𝐷�̅�𝑔: 𝜕𝜉𝑓 + 𝑔 ∙ 𝜕𝑊𝑓 = 𝐷�̅�𝑔 + 𝑓 ∙ 𝜕𝑊𝑔,           (N2)       

а решение систем к интегральному уравнению  

.)],,,(;,[),,,(;,,,)],,,(;,[

)Ф(z,),,,(

0 0 0

0  

















z

z

z

z

ddtztWztfzzWzzgdtztWztf

zzW









  

(3.1.17)  

Теорема 3.1.  Пусть в системе (3.1.16)  правые части аналитичны по 𝑊, 

вещественно- аналитические в области Π3(𝑎, 𝑏) и 𝑊 ∈ 𝑅𝐴 .  Если условие (N2) 

выполняется тождественно по  всем переменным  и ее функции   

удовлетворяют  неравенствам ,2),(,2 MabzbMa    ),max( gfM  ,  

тогда  существует многообразие решений системы (3.1.16)  и определяется 

формулой (3.1.17), причём оно содержит произвольную аналитическую 

функцию  )Ô(z,  .     
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§ 3.2. Некоторые классы двух переопределённых обобщённых систем  

Коши-Римана c разделяющимися переменными с сингулярными 

коэффициентами 

3.2.1.  По аналогии с [272]-[279] рассмотрим систем 

);,(
),,,(
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,                  (3.2.1)        

где      )0(

322 ,,, ÏRAWÏAmÏRAba   по всем переменным,  
)0(

32 , ÏÏ - 

называем соответственно бицилиндром и полицилиндром ),2,1(,0  kzz kk   

и    0

0 , WWzz kk
. Условием  совместности системы (3.2.1) будет                                                 

                               0)()(
1

)0(

11

2

)0(

22 










z

b
zz

z

a
zz .                                   (N3)   

Легко заметить, что если в (N3), )2,1()0(  kzz kk , тогда, получим 0,0
12











z

b

z

a ; 

то есть ),,(),,,( 221211 zzzbbzzzaa  . С другой стороны, для непрерывности 

решений системы (3.2.1) необходимо, чтобы при ограниченности 

)2,1(,  kW
kz : 

1)       0)(lim,0)(lim
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11 )0(
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zzzz
,                 )( 0M  

откуда, получим тривиальное решение системы  (3.2.1), из равенства 

0);,( 21 Wzzm , в виде аналитических функций )2,1(),( 21  izzhW i   [272]-[279];   

2) )10(,0),,(,0),,( )0(

22221

)0(

11211 




 





  



zzzzzbzzzzza .     (М1) 

При этом, во втором случае, получим аналитическое (тривиальное) решение 

системы. Если в п.о.с.К.-Р.  (3.2.1)  условий (M0),(N3), (M1)  не выполняются, 

тогда систему (3.2.1) считаем несовместной. Допустим, что условие  (N3) 

выполняется во всей области 3Ï . Аналитически продолжив в п.о.с.К.-Р. (3.2.1) 

к ее функциям систем,   заменив kz  на k  ( 2,1k ), получим: 
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.     (3.2.2) 

Легко убедится, что при этом требовании, условие  (N3)  по всем 

переменным будет выполнено. Поэтому, интегрируя систему (3.2.2), с учётом 

начальных условий (3.1.15) будем иметь: 

         .
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В этой формуле, учитывая  условия (М0), имеем: 
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Обращая  функцию  М(z1,z2 ;W)  по переменной W,  и переходя к прежним  

независимым переменным,  получим:   (3.2.3) 
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.(3.2.4)                                                                                           

Итак,  полученное решение системы (3.2.2) формулой (3.2.4) в полицилиндре 

)0(

3Ï  является  непрерывным, а в точке )2,1(,)0(

k  kzz k  имеет 

логарифмическую особенность.  Если в системе (3.2.2) 

,0,...),(,0,...),( 0

)(0(

110

)(0(

11  bzzbazza то решение системы всюду в D  будет 

непрерывным, а также, если условия  (М0), (М1), (N1) не выполняются, то 

система (3.2.2) несовместна. А также,  отметим, что решение системы (3.2.2) 

формулой  (3.2.4), при обращении функции  M  по  переменной W , вблизи 

особых точек может быть многозначным [].                                                           



 

283 

 

 

 

     Лемма 1. Пусть в  п.о.с.К.-Р. (3.2.1)      )0(

332 ,,, ÏRAWÏAmÏRAba 

. Если выполняется условие (N3)  в точках бицилиндра 
2П , а также 

выполняются условия (M0), (М1) (в случае ограниченности частных 

производных функции W), тогда   существует  непрерывное,  ограниченное и 

частное решение системы (3.2.2). Если функции ba,  удовлетворяют 

условию (М1) , тогда при  0,0 00  ba  всюду в 3П ,  существует непрерывное 

решение  системы (3.2.2). Если для системы (3.2.2) условия (М0),(М1),(N3) не 

выполняются, то решение п.о.с.К.-Р. в области )0(

3Ï непрерывно, а в точке 

)0(

11 zz   имеет логарифмическую особенность. 

 3.2.2.  Рассмотрим  п.о.с.К.-Р. вида 
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, (3.2.5) 

где      )0(

332 ,,,, ПRAWПApmПRAba   по всем переменным в 

полицилиндре 3Ï .  Выполняя аналитические продолжения в полицилиндре 2Ï

, заменой переменных kz  на )2,1( kk , перепишем систему (3.2.5): 
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. (3.2.6) 

    Допустим, что в системе (3.2.6) при ограниченности производных будут 

выполняться следующие соотношения, и существуют пределы 
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WW nn
.          (М0) 

тогда аналогично предыдущим случаям, необходимо получаем, что 

),( 21 zzhW i  (i=1,2) могут быть  некоторыми  частными решениями системы 

(3.2.6) [272], [279]. При этом, нам достаточно требовать  ограниченности, либо 
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в особых точках имеющиеся нуль менее чем (п-1)-го порядка     W
k

  (k=1,2). 

Условие совместности системы (3.2.6) имеет вид 
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.         (N4)  

Допустим, что условие (N4) выполняется во всех точках бицилиндра 
2Ï . 

Тогда интегрируя систему (3.2.6), будем иметь 
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.                (3.2.7) 

Если в постановке задачи считать, что подинтегральные функции ba,  

внутри области являются аналитическими (кроме особых точках )0(

kk  

(k=1,2)), то в интегралах из (3.2.7) можно применять  теоремы о вычетах. 

Затем в (3.2.7) переходя к прежним переменным и обращая функцию 

);,( 21 WzzM  по W , будем  иметь непрерывное  решение системы (3.2.6)  
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Теорема 3.1 Пусть в п.о.с.К.-Р. (3.2.5) )(),(,, )0(

32 ПRAWПRApba  . Если для 

системы (3.2.6) выполняется условии (М2), но не тождественно,  тогда 

система (3.2.5)  имеет некоторое частное решение. Если условия  (М2), и (N2)  

не выполняются, тогда система (3.2.5) несовместна. Допустим, что для 

системы (3.2.5) все указанные условии выполняются, а также условие 

совместности системы (3.2.5) выполняется тождественно, тогда  система 

(3.2.5) разрешима и многообразие её решений определяются формулой (3.2.8), 

непрерывной во всей области )0(

3Ï . Если для п.о.с.К.-Р. (3.2.5)  условии 

совместности  выполняется тождественно, а для функции в правых её 

частях,  условии (М2) не выполняется, то решение исходной системы в 
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области ( )0(

3Ï ) непрерывно, а в точке )0(

1zz   имеет особенности (п-1)-го 

порядка (при п>1), и при  n=1 логарифмическую особенность. 

 3.2.3.  Рассмотрим п.о.с.К.- Р. вида 
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,       (3.2.9) 

где  )(,),(),(, 3

)0(

32 ПApmПRAWПRAba  -по всем переменным. Аналогично   

[272]-[279], [297] для системы (3.2.9) требуем выполнение условий (М0). Тогда 

из системы (3.2.9) имеем 0);,(,0);,(  WzzpWzzm , либо )2,1(),,( 21  izzhW i , 

которые могут быть некоторыми особыми, либо частными  решениями 

системы.  

После аналитического продолжения в  п.о.с.К.-Р.  (3.2.9), заменой 

переменных kz  на  k  преобразуем систему  в следующем виде 
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(3.2.10) 

Условие  совместности системы (3.2.10) имеет вид:  
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Допустим, что условие (N5) выполняется, но не тождественно. Тогда из (N5) 

имеем функцию ),( 21 zzhW  , которая будет некоторым частным решением 

системы (3.2.10). Тождественное выполнение условие совместности (N5) 

справедливо  в следующих случаях: 
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. Откуда легко получим 

             
.)(,),,,()(),,,(

),,,()(),,,(

221

)0(

222211

211

)0(

12211

constmpzzzzb

zzzza








.             (3.2.11)    
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Тогда, в результате интегрирования системы (3.2.10) и перехода к прежним 

переменным, получим: 

             )z,z,z(B)z,z,z(A)z,z(Ф;z,zMW 2212112121

1   .                         (3.2.12) 

При этом решение системы (3.2.9) во всём полицилиндре  
2Ï будет непре-

рывным, аналитическим и в зависимости функции М(z1,z2) 
 возможно будет 

многозначным либо однозначным .  
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. В этом случае условие (N5) 

выполняется тождественно тогда и только тогда, когда имеет место:  
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где 1)0(
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. При этом, система 

(3.2.10) разрешима и многообразие её решений, после перехода к прежним 

переменным, определяется формулой 
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,(3.2.14)     

где  
2
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21221 ,,),,(),,(

z

constdzzzzzB   либо ),( 21 zz  . 

3.2.4.  Теперь рассмотрим п.о.с.К.-Р. вида  
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где )(),(,,, )0(

32 ПRAWПRAmpba  . После аналитического продолжения к 

функциям, по  kz  на k  преобразуем данную систему следующим образом: 
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.            (3.2.15) 

      Для системы (3.2.15) условием совместности будет 
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.   (N6)  

Легко заметить, что интегралы от правых частей системы (3.2.15) в точках 

)2,1()0(  kkk   не существуют. Поэтому, по аналогии с [73-77], в случае 

ограниченности  W
k

 ,   требуем   выполнения пределов, которое следует из 

предельного перехода в системе (3.2.15)                                                                    
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Wzzpzzb 


. Тем самым, имеем возможность 

определить поведение функции в точках вырождений системы (3.2.15). При 

этом из (3.2.15) легко получим, что в точках )0(

kk   ,  ),( 21 zzhW k  (к=1,2), 

являющиеся тривиальным (некоторым частным) решением системы (3.2.15). 

Если условие (N6) в  точках полицилиндра,   кроме )2,1()0(  kkk   выполняется, 

но не тождественно, тогда из (N6) можно определить некоторую функцию 

).,,,( 2211  zzHW   Если эта функция также удовлетворяет систему (3.2.15), то 

она будет некоторым частным решением системы. В противном случае, 

система (3.2.15) –несовместна. Тождественное выполнение условие (N6) 

можем рассматривать в следующих случаях: 

   а) 
   

0,0,0
)0(

221
)0(

112






































pmmp

ba
WWnn


.                                              

Откуда легко получим 

 

 
.);,();,(

),,,(),,,(

),,,(),,,(

2121

211

)0(

222211

221

)0(

112211

WzzmWzzp

zzzzb

zzzza

n

n













   (3.2.161) 
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При этих значениях функции pba ,,  условие (N5 )  выполняется 

тождественно и многообразия её решений определяется формулой 

         ),,(),,(),(;, 2212112121

1 zzzBzzzAzzÔzzMW  
,                   (3.2.16) 

являющиеся  непрерывным  во всей области 3П  по всем переменным. 

  б) Допустим, что условие  (N6) выполняется тождественно в случае, когда; 

               
    














































nn

ba

W

m
p

W

p
m

)0(

221
)0(

112

,0


. 

Тогда из (N6)  cможем определить взаимосвязь между функции ),,,( 2211  zzb   

с ),,,( 2211  zza  а также  );,( 21 Wzzp  с  );,( 21 Wzzm  следующими формулами: 
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 Действительно, при этих значениях pb,  из (3.2.15) условие  

(N5) выполняется тождественно и многообразие ее решений, после перехода к 

прежним переменным, находится формулой  

 











  )z,z,z(B)z,z(Фln)z,z,z,z(A;z,zM)z,z,z,z(W 22121221121

1

2211

1
,   (3.2.18)  

где  
2

0

2221221 .,),,(),,(

z

constdttzzzzzB   либо ),( 21 zz  . При этом, решение 

системы в точке )0(

11 zz   имеет особенности (n-1)-го порядка (при n>1), и 

логарифмического порядка, если n=1. 

Замечание. В силу поставленной задачи, функции ba,  по всем своим новым 

аргументам считаются аналитическими [279], [297], а )0(

11    их особой точкой. 

Следовательно, применяя теорию вычетов к полученному интегралу, получим 
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некоторую непрерывную функцию на данной области. А эта функция и 

решение данной системы, в полицилиндре 3Ï   являются непрерывним.  

Теорема 3. 2. Пусть в п.о.с.К.-Р. (3.2.15)      .,,,, )0(

332 ÏRAWÏApmÏRAba  . 

Если условие (N6) выполняется, но не тождественно, а также выполняется 

условие леммы 1, тогда  определяется некоторое частное, либо особое  

решение системы (3.2.15). Для того, чтобы условие (N6) во всей области 3П

(кроме особой точки )2,1(,)0(  kkk  ) выполнялась тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы функции  (...)b  с  (...)a , а также  (...)p  с  (...)m  

были функционально зависимыми  соответствующими формулами  (3.2.161) и 

(3.2.17). Тогда система уравнений (3.2.15)  разрешима и многообразие её 

решений  определяется соответствующими формулами (3.2.16) либо (3.2.18). 

Причём функции  вида (3.2.16) являющаяся решением системы (3.2.15) во всём 

полицилиндре 3Ï  считается непрерывной.  

3.2.5.   Рассмотрим  п.о.с.К.-Р. вида  
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,       (3.2.19)                          

где       32 ,,,, ПAqmПRAqmp   по переменной  W, т.е.   )0(

3ÏRAW  , 

  )2,1(,,),( )0(

3  kbWazzzzÏ kkkk
. 

 В бицилиндре 2Ï  аналитически продолжим к функциям, по переменным kz

на k  и перепишем систему  (3.2.19) в следующем виде 
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.               (3.2.20) 

Условие совместности системы (3.2.20) в точках бицилиндра 2Ï , кроме 

точки )0(

kk    выполняется тождественно, тогда и только тогда, когда функция 

(..)q  имеет вид: 
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,(3.2.21)  

где функции (...)(...), AM    определяются через соответствующие данные 

функции mp, ,  а функция   (...)f - найдётся из формулы (3.2.21). Поскольку 

интегралы от правых частей системы (3.2.20) в точках )2,1()0(  kkk   не 

существуют,  по  этой причине, по аналогии с  [279],[297], требуем выполнения 

условий )10(),)((),)(( )0(

22
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11     nn îqop ,   либо  

)2,1(,0)(lim )0(
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. При этом из (3.2.20) можем иметь функции 

),,(),,,( 21122211 zzHWzzHW   . Если хотя одна из этих функций 

удовлетворяет системе (3.2.20), то она будет некоторым  частным, либо особым 

решением системы. Иначе говоря, исходная система несовместна. 

Интегрируем первое уравнение системы (3.2.20); 

                             VzzAWzzM  ),,,();,,( 2211221  ,                   (3.2.22) 

где  ),,( 221 zzVV  -новая неизвестная функция. Продифференцировав обе части 

равенства (3.2.22) по переменной 2  , подставив её значение во второе 

уравнение системы  (3.2.20)  с учётом значении функция );,,,( 2211 Wzzq   из 

(3.2.21), будем иметь                           

             );,,( 221

2

Vzzf
V








.                                                      (3.2.23)  

Интегрируя регулярное комплексное дифференциальное уравнение  (к.д.у.) 

(3.2.23) с начальными данными  (3.1.16),  получим: 

           ),z,z(H)z,z(Ф),z,z(V 22121221  , либо ),,(),,( 2210221  zzHWzzV  , 
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где  ),( 21 zzÔ -произвольная аналитическая функция. Далее, подставляя 

значение V из последней формуле в (3.2.22), и переходя к прежним 

переменным, получим:                                    

               ),,(),(),,,(;,, 221212211221

1 zzzHzzФzzzzAzzzMW   .                 (3.2.24)                                                                       

Теорема 3. 2. Пусть в п.о.с.К.-Р. (3.2.19)    ,,,,, 22 ÏAqmÏRAqmp   

 )(ПRAW 0

3 . Если условие совместности системы (3.2.19) выполняется, но 

не тождественно, а также выполняется условии леммы 1, то существует 

некоторое частное, либо особое  решение системы. В противном случае, 

система (3.2.19) несовместна. Для тождественного выполнения условия 

совместности системы (3.2.20) необходимо и достаточно, чтобы функция 

);,,,( 2211 Wzzq   имела вид (3.2.21). Если комплексное дифференциальное 

уравнение (3.2.23) имеет решение определённого вида, то п.о.с.К.-Р. (3.2.19)  

также имеет решение,  и многообразия её решений определяется явной 

формулой (3.2.24). Причём такого вида  решения системы (3.2.19), при 

10  n   во всём полицилиндре 3Ï  и при 1n  в )0(

3Ï  является непрерывным. 

Если 1n , то решение исходной системы в точке )0(

11 zz   соответственно 

имеет логарифмическую особенность при n=1, и )1( n -го порядка при 1n . 

Если же в системе (3.2.20) применять торию вычетов, то решение системы 

(3.2.19) всюду в 3Ï  является непрерывной.                                             

 3.2.6. Рассмотрим   п.о.с.К.-Р.  вида 
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,                   (3.2.25) 

где  )(),(,, 32 ПApПRApba  по переменным Wz ,1 , )П(RAW )(0

3 . Прежде всего 

заметим, что для существования непрерывного решения системы (3.2.25) 

необходимо, чтобы для данной системы выполнялись условия (М0). Тогда из 
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системы (3.2.25) получаем: ,0),,,( 221 Wzzzp , либо ).,,( 2211 zzhW  .  Если  эта 

функция удовлетворяет системе (3.2.25), то она будет частным решением 

системы. Тем самым определяем, что в точке вырождения система (3.2.25) 

может иметь некоторое частное решение. Аналитически продолжив  в 

полицилиндре 
2Ï ее функциям, заменяя 

kz  на  
k , преобразуем п.о.с.К.-Р. 

(3.2.25) к виду  
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.       (3.2.26) 

    Условие  совместности системы (3.2.26) имеет вид 
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.              (N7)  

Если условие (N7) выполняется, но не тождественно, то из этого 

соотношения можно  определить функцию ),,,( 2211  zzhW  . Если эта функция 

удовлетворяет систему (3.2.26), то она будет частным решением системы. В 

противном случае, система (3.2.26) несовместна.  Для того, чтобы соотношение 

(N7)  выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функция 

);,,,( 2211 Wzzb   имела вид   
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 ,  (3.2.27) 

где  


L

W

W

dt
t

ztza
zzA

zzp

d
WzzP 1)0(

11

2211
22,11

221

221

),,,(
),,(,

);,,(
);,,(

0








 . Если функция 

  a (z1,… )  удовлетворяет условию (М0), то функции А(z1,…) и b(z1,…)  всюду в 

бицилиндре 2П будут непрерывными, а в особой точке )0(

11    имеют 

логарифмическую особенность.  Если же в системе (3.2.26) применять теорему 

о вычетах к функции ,...)( 1zA , то получим некоторую  функцию 
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),,,(2,..),( 22

)0(

1111  zzaizA  , непрерывную во всей области. Интегрируем 

первое уравнение системы (3.1.45), как к.д.у., по переменной 1       

   VzzAWzzP  ),,,();,,( 2211221  ,                              (3.2.28)  

где ),,( 221 zzVV  - новая неизвестная функция. Дифференцируя (3.2.28) по 

переменной 2 , подставим её значение во второе уравнение системы (3.2.26) и 

в результате, получим к.д.у. с параметрами 

   );,,( 221

2

Vzzf
V








,                                                   (3.2.29)   

где функция  f(z1,…    ) определяется из соотношения (3.2.27).  Далее интегрируя 

регулярное комплексное дифференциальное уравнение (3.2.27)  по переменной 

2 , будем иметь  )],(;,,[ 21221 zzÔzzVV  . Подставляя значение функции  V  в 

(3.2.28), и переходя к прежним переменным, получим многообразие всех 

решений системы (3.2.25) следующей формулой 

             )],(;,,[),,,(),(;, 2122122112121

1 zzÔzzzVzzzzAzzÔzzPW   .  (3.2.30) 

Теорема 3.3. Пусть в п.о.с.К.-Р. (3.2.25) )(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAbpa  , 

причём   функция  p(z1,…) аналитическая по переменным Wz ,1 . Если для 

системы (3.2.26) выполняется условие (М0), либо условие (N7) выполняется, но 

не тождественно, тогда можно найти некоторые частные, либо особые  

решения системы (3.2.26). В противном случае,  данная система несовместна. 

Для того, чтобы условие (N7) выполнялось тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы функция );,,,( 2211 Wzzzzb  имела вид (3.2.27). Если к.д.у. 

(3.2.29) имеет решение, тогда система (3.2.25) также разрешима и 

многообразие её решений определяется явной формулой (3.2.30). 

3.2.7. Рассмотрим п.о.с.К.-Р. вида  
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,              (3.2.31)                        

где )(,0,0,0),(,, )0(

32
1

ÏRAWbmmÏRAbma
WWZ

 . Для того, 

чтобы решение системы (3.2.31) на данной области было непрерывно, 

необходимо, чтобы в особой точке  )0(

22 zz   существовал предел вида                   

                         0lim
2

2)0(
22














 z

W
z

zz
.                         (М0) 

При этом из системы (3.2.31) необходимо получаем .0);,,,( )0(

2211 Wzzzzb            

Откуда имеем: ).,,( 211 zzzhW  . Если эта функция удовлетворяет систему 

(3.2.31), то она будет лишь особым, либо частным решением системы. В 

противном случае, система (3.2.31) несовместна. После аналитического 

продолжения в области, заменой kz  на k , (k=1,2) преобразуем систему (3.2.31) 

к виду 
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2212211
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 WzzbW
Wzzmzza

W
 .                (3.2.32) 

Условием совместности системы (3.2.32) будет 

   ))((
22

)0(

22
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 . (N8) 

Если условие (N8) выполняется, но нетождественно, то система (3.2.32) 

может иметь некоторое частное решение. В противном случае, система 

(3.2.32) несовместна. Условие (N8)  выполняется тождественно тогда и только 

тогда, когда   функция    );,,,( 2211 Wzzb   имеет вид: 

  );,,(),,,();,,(;,
)(

)();,,,( 221221122121

2

)0(

222211 WzzmzzAWzzMzzf
MA

Wzzb 















 .  

(3.2.33) 
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Учитывая значения функции ,...)( 1zb  из (3.2.33) в системе (3.2.32), 

интегрируем систему, и получим к.д.у.  вида (3.2.29), в ней функция );,,( 2 Vzzf   

определяется из формулы (3.2.33). Если регулярное к.д.у. (3.2.29) имеет 

решение вида )],(,,,[ 21221 zzÔzzVV  , то исходная  система также  будет иметь 

решение и после перехода к прежней переменной, получим : 

   )]z,z(Ф;z,z,z[V)z,z,z,z(A;z,zM)z,z,z,z(W 21221221121

1

2211   .          (3.2.34) 

Причём,  этого вида решение системы (3.2.31) во всей области будет 

непрерывным. А также для п.о.с.К.-Р. вида (3.2.32) справедлива предыдущая 

теорема 3.4. 

    3. 2.8. Рассмотрим п.о.с.К.-Р., являющиеся обобщением предыдущей 

системы (3.2.32) в виде 
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 ,            (3.2.35) 

где  функции )(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAbma  . Аналитически продолжим в системе 

(3.2.35), заменой  2z  на 2 , и преобразуем её в виде 
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.                 (3.2.36)  

Условием совместности системы (3.2.36) будет 
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Если условие совместности (N9) выполняется, но не тождественно, то из 

этого соотношения сможем определить некоторую функцию ),,,( 211  zzhW  . 

Если эта функция удовлетворяет систему (3.2.36), тогда она будет только 

частным решением системы. В противном случае, система (3.2.36) 

несовместна. А также, если для системы (3.2.36) выполняются условий (М0) 

(при ограниченности производных от неизвестной функции), то также сможем 
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получить некоторые частные, либо особые решения системы. Для того, чтобы 

найти многообразие всех решений системы, требуем тождественное 

выполнение условия совместности (N9). Это требование выполняется тогда и 

только тогда, когда функция );,,,( 2211 Wzzb   принимает вид: 

),...;()],,,();,,(;,,[)(

)37.2.3();,,,(

12211221221

22
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22
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WzmzzAWzzMzzf
MA

Wzzb

n





























,  

где   (...),
);,,(

),...,(,),,,(),,,(
0 2

1

0

22212211

1

f
zzm

d
WzMdtztzazzA

W








вполне 

определённая функция. Подставляя значение функции b(z1,…) в системе 

(3.2.36), получаем регулярное к.д.у. вида (3.2.29). Интегрируя первое 

уравнение последней системы, по переменной 1 , получим 

VzzAWzzM  ),,,();,,( 2211221  , где ),,( 221 zzVV  - новая неизвестная функция. 

Дифференцируя последнее равенство по переменной 2 , подставим её 

значения в системе (3.2.36), в результате, получим к.д.у. вида (3.2.29), где   

функция ),...,( 1 AMzf     определяется из формулы (3.2.37). Если считать, что 

функция )],(;,,[ 21221 zzÔzzVV   будет решением к.д.у. вида (3.2.29), то переходя 

к прежним переменным, получаем многообразие решений исходной системы 

следующей формулой 

 )]z,z(Ф;z,z,z[V)z,z,z,z(A;z,z,zM)z,z,z,z(W 212212211221

1

2211   .     (3.2.38)  

Теорема 3.5 Пусть в п.о.с.К.-Р. (3.2.35) ),(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAbma   bm,

являются аналитическими по переменной W .  Если условие совместности (N9) 

выполняется, но не тождественно, а также, при ограниченности частных 

производных функции в системе (3.2.36), выполняются условия леммы 1, тогда  

можно определить некоторое частное, либо особое решение системы. Для 

того, чтобы условие (N9) выполнялось тождественно, необходимо и 
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достаточно, чтобы функция );,,,( 2211 Wzzb   имела вид (3.2.37). Если к.д.у. вида 

(3.2.29) имеет определённого вида решения, то система (3.2.35) также 

разрешима и многообразие её решений определяется явной формулой (3.2.38), 

непрерывной во всей данной области. 

3.2.8. Рассмотрим п.о.с.К.-Р. вида 
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,           (3.2.39) 

где  bmПRAWПRAbma ,),(),(,, )0(

32  аналитические по W . Прежде всего, 

требуем, чтобы в случаи ограниченности частные производные искомой 

функций, для системы (3.2.39)  выполнялись следующие условия леммы 1. 

Тогда по аналогии  [275]-[279], из системы (3.2.39), получим некоторые 

функций ),,(),,,( 21122211 zzрWzzрW   , которые могут быть только лишь 

частными, либо особыми решениями системы. Заменяя  kz  на k , аналитически 

продолжим в системе (3.2.39), и получим  в 3Ï  систему с аналитическими 

правыми частями 
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.               (3.2.40)   

Условие  совместности системы (3.2.40)  выполняется тождественно тогда и 

только тогда, когда функция  ),,,( 2211 Wzzb   в зависимости к функциям ma,  

определяется следующим образом: 
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. (3.2.41) 

где    
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WzMdtztzazzA
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122112211 ),...,(,
);,,(
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1








- 

вполне определенная функция. Если с учётом значения этой функции f(z1,…) 

к.д.у. (3.2.29) имеет решение, то система (3.2.40) также разрешима и 
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многообразия её решений, после перехода к прежним переменным 

выражается явной формулой 












  )]z,z(Ф;z,z,z[V
zz

)z,z,z,z(A
;z,z,zM)z,z,z,z(W

)( 212210

22

2211
221

1

2211 .  (3.2.42)              

 При этом решение системы (3.2.39) в точке )0(

22    имеет особенности 

первого порядка, а по другой переменной является непрерывным. 

Замечание. Если в процессе интегрирования системы (3.2.39) начинать с 

первого её уравнения, то решение системы в точке )0(

11    из )0(

3Ï  имеет 

особенности первого порядка, а по другой переменной, во всей данной области 

является непрерывным, и ей применима предыдущая теорема. 

3.2.9. Рассмотрим п.о.с.К.-Р. вида 
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, (3.2.43) 

где  )(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAmba  , причём bm, -  аналитические по W  функций.   

В системе (3.2.43) аналитически продолжая  функциям по переменной 1z  к  1 , 

будем иметь 
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.        (3.2.44) 

Для непрерывности решения системы (3.2.44) необходимо, чтобы при 

ограниченности частных производных искомой функции, выполнялись 

следующие равенства, как в лемме 1: 

   0)(lim,0)(lim
2

)0(

11

1

)0(

11 )0(
1

)0(
11












 







WW nn
. (М0)   

 Тогда из (3.2.44) сможем определить некоторые функции 

),,(),,,( 21122211 zzhWzzhW   ,  которые  могут быть  частными, либо особыми 
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решениями системы. Условие совместности системы (3.2.44) принимает 

следующий вид: 

22
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Если условие (N10) выполняется, но не тождественно, тогда из него сможем 

определить функцию ),,,( 2211  zzhW  . Если эта функция удовлетворяет 

систему (3.2.44), то она будет одна из частных решений системы. В противном 

случае, система (3.2.44) не совместна. Для того, чтобы существовало 

многообразие решений системы (3.2.44), необходимо и достаточно, чтобы 

условие (N10) по всем переменным выполнялось тождественно. Это требование 

выполняется тогда и только тогда, когда функция );,,,( 2211 Wzzb   принимает 

вид 
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(3.2.45)  

где  
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 . Для того, 

чтобы первый интеграл существовал, необходимо, чтобы функция 

),,,( 2211  zza  удовлетворяла условию малости  

)10(),(,...),( )0(

1111 



n

oza . А также, если в этот интеграл можно 

было применять теоремы о вычетах функции, то функция [58] 
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 будет непрерывной в полицилиндре 2Ï . 

Теперь учитывая значение функции ),...;( 1 Wzb  из формулы (3.2.45), будем 

интегрировать систему (3.2.44). По аналогии предыдущим пунктам, 
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интегрируем первое уравнение системы (3.2.44) по переменной  1 ,  как  к.д.у. 

с параметром 2 , и затем подставим её результат во второе уравнение 

системы. Если полученное к.д.у. имеет решение вида )],(,,,[ 21221 zzÔzzVV  , то 

исходная система (3.2.43) также разрешима, и после перехода к прежним 

переменным, получим многообразия её решений  формулой  

 )]z,z(Ф;z,z,z[V)z,z,z,z(A;z,z,zM)z,z,z,z(W 212212211221

1

2211   .   (3.2.46)  

     Теорема 3.6. Допустим, что в п.о.с.К.Р. (3.2.43) ),(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAbma    

)(, 3ÏAbm  .Если условие совместности (N10) выполняется, но не 

тождественно, а также, каждые функции  mba ,,  в  системе (3.2.43) 

удовлетворяют условию леммы 1, то можно определить  два частных, либо 

особых решений системы. Для того, чтобы условие совместности (N10) 

выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функция 

);,,,( 2211 Wzzzzb  принимала вид (3.2.45). Если к.д.у. вида (3.2.29)  при исходной 

значении функции  );,,,( 2211 Wzzb   из (3.2.45) имеет решение, то исходная 

система также  разрешима и многообразие её решений определяется 

формулой (3.2.46), непрерывной по переменной 2z , а   по 1z  имеет 

особенность(п--1)- го порядка, если п>1. В случаи п=1 имеет логарифмическую 

особенность, в случаи n<1, решение задачи во всей области непрерывно. 

3.2.10. Будем рассматривать квазилинейного п.о.с.К.-Р. вида 
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                                    (3.2.47) 

где  gfÏRAWÏRAgf ,),(),(, )0(

32  аналитические по переменной W. 

Наша цель состоит в обеспечении тождественного выполнения условии 

совместности п.о.с.К.-Р вида (3.2.47), а также нахождения непрерывного,  либо 

сингулярного многообразия решений системы. По этой причине для 
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существования непрерывного  решения  системы (3.2.47), по аналогии с  [298], 

достаточно потребовать ограниченности производной  от неизвестной функции 

по переменной 1z  и выполнения следующих условий:  
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z
.                                   (3.2.48)  

Тогда из системы (3.2.47) имеем:  0);,,0,( 221 Wzzzg . Из этой соотношении, 

имеем  ).,,( 221 zzzhW  . Возможно, что эта функция будет частным, либо особым  

решением данной системы. Выполняя аналитического продолжения к 

функциям системы по переменных kz  на  )2,1( kk , преобразуем систему 

(3.2.47) в виде 
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.              (3.2.49) 

Условием совместности этой системы будет 

01

12

2

1 


































 g

W

g
f

W

f
g

gf



 .      (N11) 

Пусть условие (N11) выполняется, но не тождественно. Тогда из этого 

соотношения, по теореме о неявной функции [251]-[252],  имеем  

),,,( 2211  zzhW  . Если эта функция удовлетворяет системе (3.2.49), то она будет 

ее частным решением . В противном случае, системы (3.2.49) и (3.2.47) не будут 

совместными. Допустим, что условие (N11) выполняется тождественно. 

Проинтегрировав первое уравнение системы (3.2.49) по переменной 1 , как 

регулярной  п.о.с.К.-Р.,  считая остальные переменные параметрами, имеем: 

)],,(;,,,[ 2212211  zzVzzFW  .         (3.2.50) 

Дифференцируя последнюю функцию из (3.2.50) по переменной 2 , 

подставим её значения во второе уравнение системы (3.2.49), и получим 

регулярное комплексное дифференциальное уравнение (к.д.у.) вида 
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 .    (3.2.51) 

Далее доказываем, что правая часть к.д.у. (3.2.51) не зависит от переменного 

1 .  Для этого продифференцируем правую часть к.д.у. (3.2.51) по переменной 

1 ; 

0
)(

))(()(
:0

2

1

1111

1

1 12122
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 .  (3.2.52) 

Преобразуя это соотношение  в числителе последней дроби, получим; 

0)()(])()([
1212 1111

2

1    VVWW FFgFggffggf . 

Поскольку по первому предположению условие (N11) выполняется 

тождественно, тем самым каждые слагаемые в скобках равны нулю. Это 

означает, что правая часть к.д.у. (3.2.52) не зависит от переменного  1 .  Тогда 

интегрируя регулярное нелинейное к.д.у. (3.2.52), имеем: )],(;,,[ 21221 zzÔzzVV 

. 

Далее подставляя значение V  из последнего соотношения в (3.2.48), и 

переходя к прежним переменным, получим решение исходной задачи формулой 

 )]z,z(Ф;z,z,z[V;z,z,z,zF)z,z,z,z(W 2122122112211  .                  (3.2.53) 

Теорема 3.7 Пусть  в  п.о.с. К.-Р.  (3.2.47)   gfÏRAWÏRAgf ,),(),(, )0(

32  

аналитические по переменной W . Пусть для системы (3.2.47) имеет место 

условие (3.2.48),  а также условие (N11) выполняется, но не тождественно, 

тогда из этого  соотношения находим  некоторую функцию  ),,,( 2211  zzhW  . 

Если эта функция удовлетворяет каждое уравнение системы (3.2.47), то она 

будет некоторым частным, либо особым   решением  системы (3.2.47). Если 

условие (N11) выполняется тождественно, тогда исходная система разрешима 
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и многообразие её решений определяется формулой (3.2.53), непрерывной всюду 

в области (бицилиндре) 2Ï . 

Замечание. 1. Если  рассматривать  квазилинейного п.о.с.К.-Р. вида                  

)2(,
)(

);,,,(
),;,,,(

n

1

2211

2

2211

1










n

z

Wzzzzg

z

W
Wzzzzf

z

W
                    (3.2.54) 

либо 

)1(),;,,,(,
)(

);,,,(
2211

22

2211

1










nWzzzzg

z

W

z

Wzzzzf

z

W
n ,        (3.2.55) 

А также, если для указанных п.о.с.К.- Р. условия совместности вида (N11) 

выполняется  тождественно, то  для этих выше указанных п.о.с. К.- Р. вида 

(3.2.54), (3.2.55), будут справедливыми утверждения, равносильные 

предыдущей в теореме 3.7. 

Замечание. 2. Если в п.о.с.К.- Р. (3.2.47), либо (3.2.49) функция  

);,,,( 2211 Wzzzzf  определяется как некоторые функций класса RA, например, 

вида: 

1) )W;z,z,(z)z,z,z,(z);,,,( 22122112211 ðaWzzzzf  , либо 

2)
n

221122112211 W)z,z,z,b(z)z,z,z,(z);,,,(  WaWzzzzf , либо 

3) );,,,(
~

)z;,,,( 221112211 WzzzzfWzzztzf  (случаи однородности),  либо,  

4) )1(),;,,,(
~

);,,,( 2211

1

12211   kWzzzzftWzzzztzf kk
(обобщённо - 

однородности функции), и другие нелинейные и линейные случаи  для 

функции  );,,,( 2211 Wzzzzf ,  то в п.о.с.К.-Р. вида (3.2.47) и (3.2.54) функция  

);,,,( 2211 Wzzzzg   определяется конкретными формулами, так, что для них 

условии  совместности вида (3.2.50), во первых выполняются тождественно, 

и  во вторых их особен-ность (независимо от их порядка) в новых 

преобразованных системах устран-яются, и многообразия их решений 
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найдутся определёнными регулярными формулами. Например, в одном из  

случаев, взаимосвязь функции   );,,,(g 2211 Wzzzz  с данными функции  

)W;z,z,(z),z,z,z,(z 2212211 ða   иметь вид: 

  );,,(),,,();,,(;,,
z

)(
);,,,(g 2212211221211

1

22211 WzzzpzzzzAWzzzPzzzF
PÀ

zWzzzz n













 , 

где функции А(z1,…), Р(z1,…) –выражаются через функции интегралов от  

 а ),z,z,z,(z 2211
 и W);z,z,p(z 221 , и решение системы определяется формулой: 

  )z,z(Ф;z,z,zH)z,z,z,z(A;z,z,zPW -1

212112211221  , 

причём найденное решение изучаемой системы, во всей данной области будет 

непрерывным (но возможно многозначным). 

3.2.11. Теперь будем рассматривать п.о.с.К.- Р. вида 

,
)(

);,,,(
,

)(

);,,,(
)0(

22

2211

2

)0(

11

2211

1

mm zz

Wzzzzg

z

W

zz

Wzzzzf

z

W














  (3.2.56) 

где  gfmÏRAWÏRAgf ,,0),(),(, )0(

32 аналитические по переменной W. 

Аналогично  предыдущим случаям, в системе (3.2.56) аналитически продолжив 

к фунциям по переменных kz  на )2,1( kk , преобразуем её в следующем виде 

mm

WzzgWWzzfW

)(

);,,,(
,

)(

);,,,(
)0(

22

2211

2

)0(

11

2211

1 







 












.      (3.2.57) 

Если в системе (3..57), при ограниченности )2,1( 



k

W

k
, существуют пределы 

)2,1(,0)(lim )0(

)0(


















k

W

k

m

kk
kk 




,     (3.2.58) 

то из  равенства 0),...;(,0),...;( 11  WzgWzf  легко определим функций 

),,(),,,( 12122211  zzhWzzhW  , непрерывные  во всем полицилиндре, являющиеся 

частными решениями данной системы  (3.2.57). Условием совместности п.о.с. 

К.-Р. (3.2.57) будет 
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 .            (N12) 

 Если условие (N12) выполняется, но не тождественно, то из него находим 

некоторую функцию ),,,( 2211  zzhu  , где она возможно будет некоторым  

частным, либо особым  решением исходной системы. 

Теперь приступим к интегрированию системы (3.2.56) (вне особой точке). 

Допустим, что решением  первого уравнения системы (3.2.57) будет некоторая 

функция  ),,,(;,,, 2212211  zzVzzFW     (имеющая особенности (m-1)-го порядка, по 

переменной  1  в точке  )0(

11   ), т.е.  

               ),,,(;,,)(,, 22122

m-1)0(

1111  zzVzzFW  .                               (3.2.59) 

Дифференцируя, функцию (3.2.59) по переменной 2 ,  подставим  её результат 

в системе (3.2.56). Тогда получим к.д.у. с сингулярной точкой вида 



























)0(,
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);,,(,

)(
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2

)0(

22

221)0(

22

221
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V

m

m
F

F

Fg
Vzzp

VzzpV 







. (3.2.60) 

Если для последнего уравнения из (3.2.60) выполняется условие (3.2.58) , то 

есть 0)(lim
2

)0(

22)0(
22















 




Vm
 (при ограниченности 

2

V
), то из (3.2.60) также 

имеем, что 0);,,( )0(

221 Vzzp   , где решением этого уравнения будет некоторая 

аналитическая функция  ),( 21 zzVV  . А эта функция считается частным 

решением к.д.у. (3.2.60) и самой системы (3.2.57)  вне особой точки 

вырождения.  

Если в к.д.у. (3.2.60)  )10(),)(();,,( )0(

22221    moVzzp , то в данной 

области имеется непрерывное решение данного уравнения. Если же это  условие 

малости для функции );,,( 221 Vzzp   не выполняется, то решение к.д.у. (3.2.60) и 

системы (3.2.57) в  )0(

3Ï    непрерывно, а в точках )2,1(,)0(  kkk   имеет 



 

306 

 

 

 

особенности (m-1) –го порядка, по обеим переменным, и решение системы 

(3.2.57) будет представлено следующей формулой :                                

     )],(;)(,,,[;,,)z-z(,,),,,( 21

1

0222122

1

01112211 zzÔzzzzzVzzzzFzzzzW mm   .   (3.2.61) 

Теорема 3.8. Пусть в п.о.с.К.-Р. (3.2.57)  gfÏRAWÏRAgf ,),(),(, )0(

32  

аналитические   по переменной W.  Если в системе (3.2.57)  будут выполнены 

условия (3.2.58)  и условие совместности данной системы выполняется, но не 

тождественно, тогда  система (3.2.57) имеет некоторые частные решения. А 

также, если для  к.д.у. (3.2.60.)  выполняется условие (3.2.58), то и  к.д.у. 

(3.2.60), и система (3.2.57) будут  иметь только лишь некоторые частные 

решения. Допустим, что условие совместности данной системы по всем 

переменным, кроме точки вырождения  выполняется тождественно. Тогда 

п.о.с.К.-Р. (3.2.56)  разрешима, и  многообразие её  решений,   определяемое 

формулой (3.2.61),  по обеим переменным, имеет особенности (m-1)- го порядка 

(при m>1),  и логарифмическую при m=1, а при 10 m  во всей области 

непрерывно.    

 3.2.12. Теперь рассмотрим п.о.с.К.- Р. вида 

,
z

);,,,(
,

);,,,(
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2211
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2211

1

Wzzzzg

z

W

z

Wzzzzf

z

W










           (3.2.61) 

где  gfÏRAWÏRAgf ,),(),(, )0(

32 аналитические по переменной W. 

Аналогично  предыдущим случаям, на данной системе   аналитически 

продолжив к функциям по переменных kz  на )2,1( kk , преобразуем её в 

следующем виде 

            
1

2211

22

2211

1

);,,,(
,

);,,,(











WzzgWWzzfW










.              (3.2.62) 

Условие совместности системы (3.2.62) имеет вид: 
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 . (N13) 

Если условие совместности (N13) выполняется, но не тождественно, тогда из 

этого соотношения, по аналогии  предыдущим случаям, получим некоторое 

частное решение системы (3.2.62). Пусть условие (N13) выполняется 

тождественно. Интегрируя первое уравнение системы (3.2.62) по переменной  1

, считая 2  параметром, будем иметь: 

     ),,(;,,,
1

W 2212211

2




zzVzzF .  (3.2.64) 

 Далее дифференцируя обе части (3.2.64) по переменной  2 , с учётом 

второго уравнения системы (3.2.62), получим: 

VF

FFgV










21

211

2

2

2

2









    или    ),,,( 221

2

Vzzf
V








.  (3.2.65) 

 По аналогии с п.п. 1-3, проверяя, что правая часть к.д.у. (3.2.65) не 

зависеть от переменного 1 , получаем соотношения  (3.2.63), для которого было 

требовано тождественного её выполнения. А это означает, что правая часть 

к.д.у.(3.2.65) не  зависит от переменного 1 . Интегрируя последнее к.д.у. 

(3.2.65), имеем 

    )]z,z(Ф;,z,z[VV 21221  . 

Подставляя значение функции V=V(z1,z2 ,…) в (3.2.64), переходя к предыдущим 

переменным, получим: 

   ))z,Ô(z;,,(;,,,
1

W 212212211

2

zzzVzzzzF
z
 .  (3.2.66) 

Таким образом, нами получено, что многообразие решений исходной системы, 

является непрерывной по переменной 1z , а по переменной 2z имеет особенности 

первого порядка. 
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         Теорема 3.9.  Пусть в п.о.с.К.- Р.  (3.2.62)  ),(),(, )0(

32 ÏRAWÏRAgf    

gf , аналитические функции по переменной W. Если для системы (3.2.62) 

имеет место условие (3.2.60),  а также условие (3.2.63)  выполняется, но не 

тождественно, тогда  находятся некоторые особые, либо частные решения 

системы (3.2.62). Если условие (3.2.63) выполняется тождественно, тогда 

исходная система разрешима и многообразие её решений   определяемое 

формулой (3.2.66), которая  в области 2Ï  по переменной  1z  непрерывна, а по 

переменной 
2z   имеет особенности первого порядка. 

Замечание 3. Если процесс интегрирования системы (3.2.63) будем 

начинать со второго её уравнения  при тех же условиях, как и выше, то  решение 

системы  по переменной 2z будет непрерывным, а по переменной 1z   имеет 

особенности первого порядка .  

 Замечание 4. Если рассматривать п.о.с.К.-Р. вида 

  ,
)z(

);,,,(
,

)(

);,,,(

1

2211

22

2211

1

mm

Wzzzzg

z

W

z

Wzzzzf

z

W










 

и требовать тождественного выполнения условий ее совместности, то применяя 

теорему 3.9  к ним, получим решение последней системы, непрерывной, при 

порядка особенности, т.е. малого порядка  10 m , а  при 1m  и 1m  в  

бицилиндре 
2Ï , соответственно имеет логарифмическую особенность и 

особенности порядка )1( m , а в данной области )0(

2Ï (та же область, но без 

особых точек)- непрерывно. 

§ 3.3. О некоторых п.о.с.К.-Р. с линейными правыми частями и 

приводящиеся к линейным 

3.3. 1. Рассмотрим п.о.с.К.-Р. вида  

,
),,,(),,,(

,
),,,(

)0(

22

2211

)0(

22

2211

2

)0(

11

2211

1

kW
zz

zzzzh
W

zz

zzzzb

z

W
W

zz

zzzza

z

W

















(3.3.1)  
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где  )(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAhba  . По аналогию с предыдущим случаям,, при 

выполнении условии  0)((lim )0(

)0(








k

kk
zz z

W
zz

kk

 (в случае ограниченности 

частных производных функции W  по каждым переменных), получим 

тривиальные решения системы  ),(,0 21 zzhWW  , а также допольнительные 

условия на функции 0(...),0(...),0),,,( 000

)0(

22

)0(

11  hhbbazza  . Прежде 

всего, в системе (3.3.1) аналитически продолжим к функциям по переменным 

kz  на новых переменных k  (k=1,2). Тогда п.о.с.К.-Р. (3.3.1) преобразуется в 

системе с аналитическими  правыми частями в области )0(

5Ï  (с особыми 

точками )2,1(,)0(  kkk  ): 

kW
zzh

W
zzbW

W
zzaW

)0(

22

2211

)0(

22

2211

2

)0(

11

2211

1

),,,(,,,(
,

),,,(













 















.          (3.3.2) 

Условие совместности системы (3.3.2) выполняется тождественно тогда и 

только тогда, когда данные функций системы имеют вид;  

а)
).,,()(),,,(

),,,()(),,,(),,,()(),,,(

211

)0(

112211

221

)0(

22211221

)0(

222211

zzzza

zzzzhzzzzb








(3.3.3) 

При этом система (3.3.2) разрешима явно, и многообразие её решений после 

перехода к предыдущим переменным определяется следующей формулой: 

  )1(/1

221212112212211 )],,(),([),,(),,(exp),,,( kzzzÃzzÔzzzAzzzBzzzzW  , 

(3.3.4)    

2

L

222122212211211211 )tz,(z,),,(,),,(),,(,),,(),,( dttzzÃdttzzzzzBdtztzzzzA
LL

   . 

б) функции ,...)(,...),(,...),( 111 zaczhzb взаимосвязаны следующими 

формулами: 
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 .),,,()1(exp),,()(),,,(

,),,()(),,,(

2211221

)0(

222211

2

221

)0(

112211






zzAkzzzzh

A
zzzzb

















                  (3.3.5) 

При этих значениях функций  ,...)(,...),( 11 zhzb  из (3.3.5), система (3.3.1) 

разрешима, и многообразие её решений после перехода к прежним 

переменным имеет вид 

  )k/()]z,z,z(Г)z,z(Ф[)z,z,z(B)z,z,z,z(Aexp)z,z,z,z(W  11

2212122122112211

.(3.3.6) 

Если считать, что в системе (3.3.2) 0),,,( 0

)0(

22

)0(

11  azzzza , то её решение  

формулой  (3.3.4), всюду в 3Ï  будет непрерывна. А также,  если применять 

теорему о вычетах   к вычислению интеграла ),,,( 2211 zzzzA , то получим 

),,,(2),,,( 22

)0(

112211 zzzzaizzzzA   -  непрерывное решение системы (3.3.1). 

 Теорема 3.10.  Пусть в  п.о.с.К.-Р. (3.3.1)  )(),(,, )0(

32 ПRAWПRAhba  . Если 

для системы (3.3.1) выполнены условия леммы 1, то она будет иметь  лишь 

тривиальное решение W=0 . Если же условие совместности системы (3.3.2) 

выполняется, но не тождественно, тогда данная система, кроме 

тривиального решения, может  иметь некоторое одно частное решение.  Для 

того, чтобы условие  совместности системы (3.3.2) выполнялось 

тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функции 

,...)(,...)(,...),( 111 zaczhzb  были взаимосвязаны формулами вида (3.3.3), либо 

(3.3.5). Тогда система (3.3.1) разрешима и многообразие её решений 

определяемые соответствующими формулами (3.3.4) либо (3.3.6),) во всей 

области 3Ï  является непрерывным, а формулой (3.3.6), только при выполнении 

условия (М0). 

 3.3.2. Рассмотрим   п.о.с.К.-Р. вида 
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  (3.4.1) 

где  kÏRAWÏRAhba ),(),(,, )0(

32  - произвольное рациональное число. 

Производя аналитическое продолжение переменных )2,1( kzk
 на 

k , 

преобразуем систему (3.4.1) в следующем виде 

k

nnn
W

zzh
W

zzbW
W

zzaW

)(

),,,(

)(

),,,(
,

)(

),,,(
)0(

22

2211

)0(

22

2211

2

)0(

11

2211

1 











 















.(3.4.2) 

 Условие совместности системы (3.4.2) имеет вид 
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.(N14)  

Для существования непрерывного решения системы (3.3.8), предполагаем, 

чтобы необходимо выполнялись условий из соотношений (М0). Тогда, 

получаем тривиальное решение системы (3.4.2) W=0 , а также  необходимые 

условия ,0,0,...)( 001  bbaza 00  hh . Тем самым, определяем 

поведение системы в точках вырождения. Если условие совместности системы 

(3.4.2) выполняется, но не тождественно, то из него можно определить 

функции ,0W  и  )1(/1

2211 )],,,([ kzzHW   . Первое из этих решений, считаем 

тривиальным решением, а второе – частным решением системы. Допустим, что 

условие совместности системы (3.4.2) как соотношение 

0),,,(),,,( 22112211  kWzzQWzzP  , выполняется тождественно.  

Это требование выполняется тогда и только тогда, когда; 

а)
  )3.4.3(),,()1(exp),,()(),,,(

),,,()(),,,(),,,()(),,,(

221221

)0(

222211

221

)0(

222211211

)0(

112211





zzAkzzzzh

zzzzbzzzza

n

nn




 

При этих значениях функции hba ,, , -исходная система всюду в 3Ï  имеет 

непрерывное  решение вида системы (3.4.2). 
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 б) Пусть в исходной системе имеет место 
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Тогда в процессе интегрирования системы (3.4.2), получаем  не 

существующего интеграла  в особой точке )0(

11   .  Применяя ей теорему о 

вычетах в этой особой точке, будем иметь: 






















1

1

1

2211 )0(
11

lim
)!1(

2
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n

n a

n

i
zzA







, 

где она будет непрерывным всюду в полицилиндре 
2Ï . С другой стороны, если 

функция )10(),(),,,( 2211    nozza  , то также и функция ),...,( 21 zA , и 

решение системы во всём полицилиндре будут непрерывными. Так, что 

интегрируя первое уравнение системы (3.4.2) по переменной 1 , как к.д.у., 

подставим её результат во второе уравнение системы (3.4.2) и переходя к 

прежним переменным, получим 

   )k(/
)z,z,z()z,z(Ф)z,z,z,z(A)z,z,z(Bexp)z,z,z,z(W




11

2212122112212211 . (3.4.5) 

Таким образом, имеет место 

Теорема 3.11. Допустим, что в п.о.с.К.-Р. (3.4.1) )(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAhba 

. Если для системы (3.4.1) выполняются условия леммы 1, а также условие 

(N14) выполняется, но не тождественно, то система кроме тривиального 

решения, может иметь некоторое частное решение. Для того, чтобы условие 

совместности (N14) выполнялось тождественно, необходимо и достаточно, 

чтобы взаимосвязь функции ,...)(,...),(...),( 111 zhzbza  соответственно 

определялись формулами (3.4.3) либо (3.4.4). При этом система (3.4.1) 

разрешима и многообразие её решений определяемое  формулой  (3.4.5) в  точке 

)0(

11   при n=1 имеет логарифмическую особенность,   при  n>1 имеет 



 

313 

 

 

 

особенности (n-1)-го порядка, а в первом случае непрерывное во всей данной 

области.                                          

3.3.3. Рассмотрим п.о.с.К.-Р. вида 
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k         
 (3.5.1) 

где  )(),(, )0(

32 ÏRAWÏRAba kk  .  Если для системы (3.5.1) выполняются условия    

(М0); )2,1(,0),,,(,0),,,( 0

)0(

22

)0(

110

)0(

22

)0(

11  kbzzzzbazzzza kkkk , то система 

(3.5.1) может иметь тривиальное решение. Произведя аналитическое 

продолжение в системе (3.5.1), заменой kz  на новых  переменных )2,1( kk , 

преобразуем исходную систему  к виду  
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.   (3.5.2) 

 Условие  совместности системы (3.5.2) имеет следующий вид 

   0),,,(),,,( 22112211  mWzzQWzzP  ,    (N15) 

где  ,),,,(
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 Условие (N15)  можно рассматривать в нескольких случаях. Допустим, 

что условие (N15) выполняется, но не тождественно. Тогда из этого 

соотношения легко определить, что ),,,(,0 2211  zzFWW   будут её частными, 

либо особыми решениями. Но, если вторая из этих функций удовлетворяет 

исходную систему (3.5.2), то она будет частным решением системы. В 

противном случае, система (3.5.2) кроме тривиального решения 0W , другие 

решения не имеет. Допустим, что условие (N15)  по всем переменным 



 

314 

 

 

 

выполняется тождественно. Этот вопрос сможем рассматривать, также в 

следущих двух случаях: 

  а) Допустим что 0,..)(,0,...)( 11  zQzP , когда в них каждые её слагаемые 

равны нулю, то есть. 
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Откуда будем иметь: 
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(3.5.3) 

При этом система (3.5.2) принимает регулярный  вид 

mm WzzqWzzp
W

WzzqWzzp
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),,(),,(,),,(),( 22122212

2

21112,111
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. 

Условие совместности этой системы выполняется тождественно и 

многообразие её решений,  после перехода к прежним переменным принимает 

следующий вид: 

    )1(/1

2122112221112211 ),(),,,(),,,(exp),,,(
m

zzÔzzzzzzzzzzzzW


  . (3.5.4) 

При этом решение системы (3.5.1) представленное формулой (3.5.4), во всей 

области 2Ï  является непрерывным. 

б) Теперь допустим, что условие (N12) выполняется тождественно, в полном 

смысле (не частично как в пункте а)), то есть 0),,,(,0),,,( 22112211   zzQzzP ,  

или  
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bababbaa
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В силу выполнения первого равенства, из последних соотношений, сможем, 

найти функцию ),,,( 22111  zz


 такую, что  
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Так же для этой системы сможем утвердить, что  для непрерывности её 

решения, необходимо  выполнение условий  0)(lim )0(

11)0(


















kkk 








, (k=1,2) 

откуда получим [297], [306] )2,1(,0,...)( 1  kzak . Причём такая функция 

,...)( 1z


  является непрерывной во всей области полицилиндра.  

Умножая обе части уравнений системы (3.5.2) на   ),,,(exp 2211  zz


 

преобразуем её в линейном виде. А затем, интегрируя новую систему, 

переходим к прежним переменным, и в результате, получим 

    )m(/
)z,z,z,z()z,z(Ф)z,z,z,z(exp)z,z,z,z(W




11

221112122112211


,       (3.5.5) 

где ,...)( 11 z


 определяется как решение системы уравнений  
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 По аналогию с предыдущим случаям, также здесь требуем выполнение 

условие леммы 1, или (М0): 0)(lim 1)0(

22)0(
22


















k







, где они обеспечивают 

непрерывность решений последней системы.  Тогда решение исходной 

системы представленной формулой вида (3.5.5), всюду в области 2Ï  будет 

непрерывным. Также заметим, что решение исходной системы является 

многозначным. Если же для системы (3.5.2) все указанные требования не 

выполняются, то решение системы в )0(

2Ï  непрерывно, а в точке )0(

11    имеет 

логарифмическую особенность. Если же в системе (3.5.2) считать, что функции  

kk ba , в области 4Ï   аналитическими, то применяя ей теоремы о вычетов, 

получим непрерывное решение исходной системы. 
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3.3.4. Рассмотрим п.о.с.К.-Р.   более общего вида, чем системы (3.5.1) 
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    (3.6.1)       

где 0,1),(),(, )0(

32  mnÏRAWÏRAba kk . Аналитически продолжая в области 

2Ï к функциям системы, при этом заменой переменных 
kz  на 

k , преобразуем 

п.о.с.К.-Р. (3.6.1) к системе  с аналитическими функциями в правых частях   
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 (k=1,2).    (3.6.2) 

  Условие совместности  системы (3.6.2) имеет вид (N15) предыдущем 

случаем, в которой функции ,...)(,...),( 11 zQzP относительно коэффициентов 

системы, определяются следуюшим образом:  
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Допустим, что в условие совместности вида (N15) 0,...)(...),( 11 zQzP , тогда из 

неё  получим  W=0, ),,,( 2211  zzHW  . Если вторая из этих двух функции 

удовлетворяет системе (3.6.2), то она считается некоторым частным решением 

системы. В противном случае, убедимся, что система (3.6.2) кроме 

тривиального решения другие ненулевые решения не имеет. Если же в условии 

(N15)  одна из функций P,Q равна нулю, а другая отлична от нуля, тогда, 

получим лишь тривиальное решение системы. Если для системы  (3.6.2) 

выполняются условия (М0), то есть     0lim )0(

22

)0(

11

)0(
22

)0(11
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, то 

получаем, что система (3.6.2) возможно может иметь не более чем 
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тривиального решения. Для нахождения многообразия решений системы 

(3.6.2), требуется тождественное выполнение условия совместности (N15). 

Допустим, что 0,...)(,0,...)( 11  zQzP . Тогда по аналогии п.3.3., указанные в 

предыдущих параграфах, можем найти функции ),,,(),,,,( 2211222111  zzzz   

такие, что удовлетворяют условиям 
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 Для того, чтобы в последней системе уравнений, функции 

,...)(,...),( 1211 zz   были непрерывны, необходимо, чтобы выполнялись условия 

типа (М0), то есть  

0)(lim,0)(lim 2)0(

22
1)0(

11 )0(
22
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11
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.  (М0) 

 При выполнении этих условий, необходимо получим, что 

0,0 00  kkkk bbaa  при 
)0(

kk   . Тогда система (3.6.2) разрешима, и 

после перехода к прежним переменным имеем 

    )m(/
)z,z,z,z()n()z,z(Ф)z,z,z,z(exp)z,z,z,z(W




11

2211221221112211 1 , (3.6.3)  

где  ,...)(,...),( 1211 zz   при выполнении условии (М0)  всюду в полицилиндре 2Ï  

будут непрерывными. Если же условия (М0) не выполняются, то в силу 

теоремы о вычетах получим, что ,...)( 1zk  и решения системы (3.6.2) во всём 

полицилиндре  являются непрерывными и  многозначными. 

Теорема 3.12. Допустим, что в п.о.с.К.-Р. (3.6.1) и (3.6.2) ),(, 2ÏRAba kk   

)( )0(

3ÏRAW  , 0, nm . Если для системы (3.6.1) и (3.6.2) выполняются 

условия (М0) т.е. леммы 1, то эти системы во всей замкнутой области могут 
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иметь только лишь тривиальное решение. Если условие совместности (N15) 

выполняется, но не тождественно, то данные системы имеют тривиальное 

а также  некоторые частные решения. Для того, чтобы условие 

совместности  (N15)  выполнялась тождественно, необходимо и достаточно, 

чтобы всюду в 3Ï  функции ,...)(,...),( 11 zQzP  обратились к нулю. Тогда системы 

(3.6.1) и (3.6.2) разрешимы  явно и многообразия ее решении определяется 

формулой (3.6.3).. Причём это решение системы на данной области является 

многозначной, в )0(

2Ï -непрерывной, а в точке )0(

11    в зависимости  порядка n  

имеет особенности различного порядка.Если в получение решение системы, 

применять теоремы о вычетах, то получаем непрерывное решение задачи. 

§ 3.4. О некоторых квазилинейных п.о.с.К.-Р. С правой частью 

специального вида 

3.4.1.В этом параграфе работе будем рассматривать п.о.с.К.-Р. вида 
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   (4.1.1) 

где  )(),(),(,, 3

)0(

32 ÏAbÏRAWÏRAhba  -по переменной W. Выполняя 

аналитическое продолжение  к функциям данной системе по переменным kz  на 

k , преобразуем систему (3.4.1.1) к системе 
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Аналогично [297-298], легко убедимся, что правые части системы (4.1.2) 

являются аналитическими по всем новым переменным. Для того, чтобы эта 

система имела непрерывное решение, необходимо, чтобы для этой системы 

выполнялись условия  (М0), то есть   0)(lim )0(

)0(
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, (к=1, 2). При этом 

из системы (4.1.2) имеем  ),,(,0 121 zzhWW   ( вторая  получена из равенства  
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0);,,,( )0(

2211 Wzzb  ). Если  вышеуказанные функции удовлетворяют второго 

уравнения системы (4.1.2), то их считаем частными либо особыми решениями 

исходной системы. В противном случае, исходная система несовместна. 

Условием совместности системы (4.1.2) будет 
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       (N16) 

 Если это условие выполняется, но не тождественно, то из (N16) сможем 

найти некоторую функцию ),,,( 2211  zzpW  . Если эта функция удовлетворяет 

систему (4.1.2), тогда она будет частным решением системы. В противном 

случае система (4.1.2) несовместна. С учётом условий (М0), интегралы от 

каждых слагаемых правой части первого уравнения системы (4.1.2) 

существуют. Поэтому будем требовать тождественное выполнение условие 

совместности  (N16). Это  требование будет выполнено тогда и только тогда, 

когда функция );,,,( 2211 Wzzb   принимает вид 
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. 

Теперь учитывая формулы (4.1.3) будем интегрировать первое уравнение 

системы (4.1.2), и сделаем замену  

       ),,,(),,,()1(exp 2211

1

2211 zzBWzzAk k ,                (4.1.4) 
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где  ),,( 221  zz - новая неизвестная функция. Продифференцировав обе 

части (4.1.4) по переменной  2 , подставим её результат во второе уравнение 

системы (4.1.3), и в результате, получаем к.д.у. вида (3.2.29), в нём функция 

),,,( 221 zzf  определяется из формулы (4.1.3). Если к.д.у. вида (3.2.29) имеет 

решение вида )],(;,,[ 21221 zzÔzz   , то исходная система также разрешима, и 

после перехода к прежним переменным, многообразие её решений 

определяется следующей формулой 

    )1(/1

21221221122112211 )],(;,,[),,,(),,,(exp),,,(
k

zzÔzzzzzzBzzzzAzzzzW


  .(4.1.5)  

 Теорема 3.13. Пусть в п.о.с.К.-Р. (4.1.1) ),(),(,, )0(

32 ÏRAWÏRAhba   

причём    ,...)( 1zb -аналитическая по переменной W . Если для системы (4.1.1) 

выполняются условия (М0), а также  условие совместности (N16) выполняется, 

но не тождественно, то система имеет некоторые частные решения. Для 

того, чтобы условие  совместности (N16) выполнялось тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы функция );,,,( 2211 Wzzb   принимала вид 

(4.1.3). Если к.д.у. вида (3.2.29) имеет определённого вида решение, тогда 

система (4.1.1) также разрешима и многообразие её решений определяется 

явной формулой (4.1.5). Причём такого вида решения системы во всей области 

является многозначным, и непрерывным в )(П 0

2 , а в точке )0(

22    имеет 

логарифмическую особенность. В случае применение теоремы о вычетах к 

данной системе, получаем непрерывное во всей данной области решение 

системы. 

3.4.2. Рассмотрим п.о.с.К.-Р. следующего вида 
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где 1),(),(,, )0(

32  nПRAWПRAbha . По аналогию с предыдущим случаям, в 

системе (4.2.1) к ее функциям, аналитически продолжим  независимых  

переменных kz  на  k (k=1,2). Тогда  система (4.2.1) преобразуется к виду 
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.             (4.2.2) 

Условием совместности системы (4.2.2) будет 
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. (N17) 

Допустим, что условие (N17) выполняется, но не тождественно, тогда из 

этого соотношения можно находить ),,,( 2211  zzpW   регулярную, либо 

сингулярную функцию. Если эта функция удовлетворяет систему (4.2.2), то она 

будет её частным решением. В противном  случае система (4.2.2) несовместна. 

А также заметим, что  если для системы (4.2.2) выполняются условии (М0), то 

опять получим   0W  и ),,,( 2211  zzHW  . Если эти функций удовлетворяют 

систему (4.2.2), то они будут, только лишь частными решениями системы. Для 

нахождения многообразие решений системы необходимо, чтобы условие (N17) 

выполнялось тождественно. 

Интегрируя первое уравнение системы (4.2.2), как к.д.у. по переменной  1  , 

считая остальные переменные как параметрами,  будем иметь: 

          )),,((,),,,(),,,()1(exp 2212211

1

2211  zzzzBWzzAk k   ,   (4.2.3)   

где

  






l

n

L

n
dttzAk

t

ztzh
kzBdt

t

ztza
zA 111)0(

11

2211
111)0(

11

2211
11 ,...),()1(exp

)(

),,,(
)1(...),(,

)(

),,,(
,...),(









 . 

С первого взгляда нам кажется, что предыдущие интегралы в особой точке 

)0(

11    не существуют. Учитывая условия (М0) и теоремы о  вычетах, имеем, 
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То есть, в этом случае всюду в области  
2Ï  получаем непрерывные  

функции, которые очень хорошо влияют на непрерывность решений исходной 

системы (4.2.2). Дифференцируя обе части (4.2.3) по переменной 2 , 

относительно новой неизвестной функции   получим к.д.у. вида (3.2.29), а 

также вид функции );,,,( 2211 Wzzb   следующей формулой  
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Прежде всего, заметим, что при этом значении функции ...),( 11 zb  условие 

совместности (N17) выполняется тождественно. Поэтому интегрируя к.д.у. вида 

(3.2.29), получим некоторую функцию  ),(;,, 21221 zzÔzz   . Подставляя 

значение функции ,...)( 1z   в соотношение (4.2.2), и переходя к прежним 

переменным, будем иметь многообразие решений системы (4.2.1) формулой 

вида (4.2.4) и для него будет справедлива предыдущая теорема 3.13. 

 

§ 3.5. Представление некоторые классы системы дифференциальных 

уравнений Коши-Римана с тремья комплексными переменными 

 3. 5.1  В  настоящей пункте работы будем рассматривать трёх п.о.с. К.- Р. 

вида
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где  hgfПRAWПRAhgf ,,),(),(,, )0(

43  аналитические функции по 

переменной W.  Заметим, что в случаи тождественного выполнения условии 

совместности  п.о.с .К.- Р вида (5.1.1), находим непрерывного либо 

сингулярного многообразия решений  данной системы. По этой причине для 

существования непрерывного  решения системы (5.1.1), по аналогии с [112], 

потребуем ограниченности производной от неизвестной функции по 

переменным 21,z z  и выполнения следующие условия, считавшиеся обобщением 

леммы Л.Г.Михайлова:               

    Лемма2. Пусть в системе дифференциальных уравнений  (5.1.1) ее данные 

функций удовлетворяют условиям  ),(),(,, )0(

43 ПRAWПRAhgf    неизвестной 

функции и ее частные производные по каждым переменным на данной  области 

ограничены, существуют пределы и равны к нулю  ,0lim
2
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Тогда из системы (5.1.1) находятся  две функций, ),,,( 321 zzzhW  ),,,( 312 zzzhW   

),,( 321 zzzz  . Возможно, что  эти найденные функций будут частными, либо 

особыми  решениями данной системы (5.1.1).  

Выполняя аналитическое продолжение к данным функциям системы (5.1.1),   

данной области (бицилиндре П4) по переменным kz  на  )3,2,1( kk , 

преобразуем систему  в виде 
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Условиями совместности этой системы будут следующие соотношений: 
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    (N18) 

Для  нахождении многообразие решений, либо единственного решения 

исходной системы (5.1.2), допускаем,  что;  пусть условие (5.1.3) выполняется, 

но не тождественно. Тогда из этих соотношений, согласно теореме  о системе 

неявных функций,  находим непрерывные функций вида  ),,,,,,( 332211  zzzhW k   

)3,2,1(k . Если эти функций удовлетворяют систему дифференциальных 

уравнений (5.1.2), то они будут частными, либо особыми решениями системы. В 

противном случае, системы (5.1.2) и (5.1.1) не будут совместными. Допустим, 

что условие (5.1.3) выполняется тождественно. Тогда проинтегрировав первое 

уравнение системы (5.1.2), как дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными, по переменной 1 , как регулярной  п.о.с. К.- Р.,  считая остальные 

переменные уравнений системы, параметрами, имеем: 

)],,,,(;,,,,,[ 33221332211  zzzVzzzQW  ,         

либо   ),,,,,(),,,,,();,,,,( 3322133221133221  zzzVzzzFWzzzP                     (5.1.4) 

где    ).,(~),,,(,)~,,(),(,
);~,(

);,,,,( 21321

00

33221

1









  zzzzdttzfzF
zp

d
WzzzP

W

Дифференцируем последнюю функцию из (5.1.4) по переменным 32, , 

являющимися решением первого уравнения системы (5.1.2), а затем подставим 

их значения в оставшиеся ее уравнений системы, получим регулярную 

комплексную систему двух регулярных дифференциальных уравнений вида
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.        (5.1.5) 

Далее доказываем, что правые части уравнений в системе уравнений  (5.1.5) 

не зависят от переменной 21, . Для этого продифференцируем правые  части 

уравнений последней системы по каждым переменным   21,  
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Преобразуя эти соотношения,  в числителях последних дробей, получаем 

следующие соотношения; 
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. 

Поскольку по первому предположению, что условие совместности (5.1.3) 

выполняются тождественно, тем самым получаем, что каждые слагаемые в 

последних скобках равны нулю. То это означает, что правые части уравнений 

из (5.1.5) не зависят от переменной 21 , . Тогда интегрируя регулярные системы  

квазилинейных уравнений (5.1.5), имеем:                            

                    )],,(;,,,,[ 32133221 zzzФzzzVV 
    или    .)](;~,[ zФzVV   

Далее подставляя значение функции  V(…)  из последнего соотношения в 

(5.1.4), и переходя к прежним переменным, будем иметь многообразие 

решений исходной квазилинейной системы, следующей формулой: 

                    
  )6.1.5().,,(,)](;

~
,[;,),( 321 zzzzzФzzVzzQzzW   

           Теорема 3.14. Пусть  в  п.о.с. К.-Р.  (5.1.1)  

 gfÏRAWÏRAgf ,),(),(, )0(

32  являются функциями аналитические по 
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переменной W . Если для системы (5.1.1) имеет место условие леммы 1-2,  а 

также условие (5.1.3)  выполняется, но не тождественно, тогда  находятся 

некоторые частные,  либо особые  решения системы (5.1.1). Если условие 

совместности данной системы (5.1.1) в виде (5.1.3) выполняются 

тождественно, то исходная система разрешима и многообразие ее решений, 

непрерывное всюду на данной области (бицилиндре) 3П  и оно определяется 

формулой (5.1.6).  

  3.5.2. Если нами рассматривать  квазилиней ного п.о.с. К.- Р. вида                  
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(5.2.1) 

где ее функций  hgрПRAWПRAhgf ,,),(),(,, )0(

43  аналитические по 

переменной W функции.  Выполняя аналитического продолжения,  к каждым  

функциям  данной системе (5.2.1),  на данной области или бицилиндре, в 

топологические пересечения цилиндров, по переменных kz  на  )3,2,1( kk , 

преобразуем исходную систему в виде
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Условиями совместности  системы (5.2.2) записываются в виде 

соотношений: 
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       Допустим, что данная неизвестная функция, и ее частные производные в 

особой точке области являются ограниченными. Если уравнений системы 

(5.2.2) в особой точке удовлетворяют условии предыдущей леммы, то находим 

некото-рые частные, либо особые решения исходной системы. Пусть условия 

совместности (5.2.3) по всем переменным выполняется, но не тождественно. 

Тогда из этих трёх соотношений, согласно теореме о системе неявных функций 

[31],  имеем функций  вида  ).3,2,1(),,,,,,( 332211  kzzzhW k      Если эти функций 

удовлетворяют систему уравнений (5.2.2), то они будут частными, либо 

особыми решениями системы. В противном случае, данная система не будет 

совместным. Допустим, что условия (5.2.3) выполняются тождественно.  Эти 

необходимые требования исполнима, если , для функции:  ),;,,,,,(g 332211 Wzzzzzz

);,,,,,( 332211 Wzzzzzzh  и остальные данные функций  f(…), p(…) существуют 

взаимосвязь с другими  функциями следующим образом: 
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 где функции F(z1,…), H(z1,…) –выражаются через интегралов, в классе RA(D). 

от функции   ),z,z,z,z,z,f(z 332211
 и k1 fW),,...p(z вполне определённые 

функций. 

Далее подставляя значения функций g(z1,…), h(z1,…) из системы (5.2.4) 

в исходной системе (5.2.2), и интегрируя первого ее уравнения, получим  

                      )(,)],,,,(),,,,,([

,),,,,,();,,,,(

1

33221332211

1

33221133221
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,            (5.2.5)       
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где ),,,,( 33221  zzzVV  - новая неизвестная функция, а функция Q(z1,…)-  

известной.  Далее дифференцируя функцию W из (5.2.5) по переменным ),( 32 

подставим, в остальных уравнениях системы (5.2.3) и получаем регулярную 

систему  дифференциальных уравнений в частных производных . Причём 

последняя система  регулярная по всем переменным (в предыдущем  п.1). 

Поскольку последующие п.о.с. К.- Р. (5.2.3) и указанная регулярная система 

инвариантные, поэтому условие совместности этих систем выполняются 

тождественно, и многообразие ее решений находится в виде (5.2.5),    

справедливым будет предыдущей утверждении, равносильной к теореме 3.14.   

        Замечание 2. Если в п.о.с. К.- Р. (5.2.3) функция  );,,,,,( 332211 Wzzzzzzf  

определяется как некоторые определённые функций из класса RA, например 

вида: 

1)
n

332211332211332211 W),,z,z,z,b(z),,z,z,z,(z);,,,,,(  zzWzzaWzzzzzzf , либо 

2) );,,,,,(
~

)z;,,,,,( 3322111332211 WzzzzzzfWzzzzztzf    либо,  

3) )1(),;,,,,,(
~

);,,,,,( 332211

1

1332211   kWzzzzzzftWzzzzzztzf kk

 (случаи 

однородности, либо обобщённо - однородности функции), и другие нелинейные 

и квазилинейных случаев  для функции  );,,,,,( 332211 Wzzzzzzf ,  то в п.о.с. К.- Р. 

вида (5.2.2) и (5.2.3) другие функции того же класса ),...;,(),,...;,( 1111 WzzhWzzg  

находятся [306] в виде (5.2.4), вполне определёнными функциями. При этом с 

учёта этих видов функций, условия совместности вида (5.2.2), для этих новых 

систем, во первых выполняются тождественно, и  во вторых особенность 

(независимо от их порядка) в новых преобразованных системах устраняются  и 

многообразия их решений находятся определёнными непрерывными 

функциями, причём имеет места утверждения равносильной теореме 3.14. 
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3.5.3. Будем  рассматривать  квазилинейного п.о.с. К.- Р. вида                  
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(5.3.1) 

где ее функций  hgрПRAWПRAhgf ,,),(),(,, )0(

43  аналитические по 

переменной W функции.  Выполняя аналитического продолжения,  к каждым  

функциям  данной системе (5.3.1),  на данной области или бицилиндре, в 

топологические пересечения цилиндров, по переменных kz  на  )3,2,1( kk , 

преобразуем исходную систему в виде
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Условиями совместности  системы (5.3.2) записываются в виде 

соотношений: 
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    (N20) 

       Допустим, что данная неизвестная функция, и ее частные производные в 

особой точке области являются ограниченными. Если уравнений системы 

(5.3.2) в особой точке удовлетворяют условии предыдущей леммы 1-2, то 

находим некоторые частные, либо особые решения исходной системы. Пусть 

условия совместности (N20) по всем переменным выполняется, но не 

тождественно. Тогда из этих трёх соотношений, согласно теореме о системе 

неявных функций [63],  имеем функций  вида  ).3,2,1(),,,,,,( 332211  kzzzhW k      
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Если эти функций удовлетворяют систему уравнений (5.3.2), то они будут 

частными, либо особыми решениями системы. В противном случае, система 

(5.3.2) не будет совместным. Допустим, что условие (N20) выполняется 

тождественно.  Это необходимое требование исполнима, если , для функции:  

),;,,,,,(g 332211 Wzzzzzz );,,,,,( 332211 Wzzzzzzh  и остальные данные функций  f(…), 

p(…)существуют взаимосвязь следующим образом [316]: 
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где функции F(z1,…), H(z1,…) –выражаются через интегралов, в классе RA(D). 

от функции   ),z,z,z,z,z,f(z 332211
 и W),,...p(z1 fk- вполне определённые 

функциями. 

Далее подставляя значения функций g(z1,…). h(z1,…) из системы (5.3.4) 

в исходной системе, и интегрируя первого ее уравнения системы, получим   

                      )(,)],,,,(),,,,,([

,),,,,,();,,,,(

1
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,                 

(5.3.5)       

где ),,,,( 33221  zzzVV  - новая неизвестная функция, а функция Q(z1,…)-  

известной.  Далее дифференцируя функцию W из (5.3.5) по переменным ),( 32 

подставим, в остальных уравнениях системы (5.3.2), и получаем регулярную 

систему  дифференциальных уравнений в частных производных вида (3.2.29). 

Причём последняя система регулярная по всем переменным (в предположении 

предыдущему п.1). Поскольку указанные п.о.с. К.- Р. (5.3.2) и последующая за 

ней система (5.1.5) инвариантные, поэтому условие совместности этих систем 

будут выполнены тождественно, многообразие ее решений находится в виде 

(5.3.5),    справедливым будет предыдущей утверждении, равносильной к 

теореме 3.14.   
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           3.5.4.  Далее, рассмотрим п.о.с. К.-Р. вида 
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где ее функций  kПRAWПRAhgba ),(),(,,, )0(

43  произвольное 

действительное число. Если в этой системе k=1, либо при этой значении k, a=b, 

то для этой системе с учётом вышеуказанных случаях, справедлива предыдущая 

теорема 3.14.   Условиями совместности  системы (5.4.1) записываются в виде 

соотношений: 

   

   








































































































































.0

,

,

2

1

3

1

221

1

111

221

1

111

W

h
g

W

g
h

hg

W
b

W
ah

khWa
h

W
bWaW

h

W
b

W
ag

kbWa
g

W
bWaW

g

nn

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

n











            (N21) 

     Если условия совместности (N21) выполняются, но не тождественно, 

то решая эту систему уравнений, в силу теореме о системе неявных 

функций, поаналогию [251], алгебраическим способом, получаем 

множества функций вида  ).3,2,1(),,,,,,( 332211  kzzzhW k   По аналогию с 

предыдушим случаем, имеем, что найденные функций могут быть 

некоторыми частными, либо особыми решениями последней системы 

(5.4.1). В противном случае, данная система несовместна. А также, в случаи 

ограниченности неизвестной функции, ее частные производные по 

переменным 32 ,   и при 0k  существуют пределы, и равны к нулю  

),3,2(,0lim 1
01

















k

W

k



то необходимо выполняется условии леммы 2, притом 
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существует некоторые частные, либо особые решения исходной системы. 

Пусть условий совместности (N21) выполняются тождественно. Интегрируя 

первого уравнения системы (5.4.1), получим 

  )).,,,,((,),,,,,(),,,,,()1(exp 33221332211

1

332211  zzzzzzBWzzzAk k  

   

(5.4.2) 

  .,...),()1(.,...),,,()1(...),(,,...),,,(,...),( 1112211111221111  
lL

dttzAkxpeztzakzBdtztzazA 

  

Тогда всюду в области  3П  получим непрерывную  функцию по всем 

переменным, такими , что они хорошо влияют на непрерывность решений 

системы (5.4.1). Далее дифференцируя обе части (5.4.2) по переменным 

32 ,  , относительно новой неизвестной функции   , тогда получим систему  

вида (5.3.4), а также вид функций 

);,,,,,(),;,,,,,( 332211332211 WzzzhWzzzg   следующими формулами: 
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Прежде всего, заметим, что в таком виде функций ,,...),(...),,( 111  zhzg  

условие совместности (N21)выполняется тождественно. Поэтому подставляя 

значений функций g, h из (5.4.3) на данной системе (5.4.2), получаем 

регулярную систему вида (5.1.5). По аналогию с предыдущим случаем,   

интегрируя систему дифференциальных уравнений вида (5.1.5), получаем 

некоторую функцию  ),,(;,,,, 32133221 zzzФzzz   . Подставляя значение 
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функции ,...)( 1z   в соотношение (5.4.2) и переходя к прежним 

переменным, будем иметь многообразие решений системы (5.4.1) явной 

формулой вида (5.3.5),  и для него будет справедливой условии предыдущей 

теореме 3.14. 

3.5.5. Теперь будем рассматривать п.о.с. К.- Р.с особенностей 0)0(  kk zz вида 
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 (5.5.1) 

где  gfmПRAWПRAgfba ,,0),(),(,,, )0(

32 аналитические функции по 

переменной W. Аналогично  предыдущим случаям в п.1.п.2., в системе (5.5.1) 

аналитически продолжив ее функциям по переменным kz  на )2,1( kk , 

преобразуем её в следующем виде 
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. (5.5.2) 

Если в системе (5.5.2), при ограниченности )3,2( 
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пределы и они равны нулю 
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     (5.5.3) 

то из  равенства 0),...;(,0),...;( 11  WzhWzg  найдём следующие функций вида

),,(,),,(),,,( 321312311 zzzzzhWzhW    аналитические  во всем переменным  в 

полицилиндре, являющиеся частными, либо особыми решениями данной 

системы (5.5.2). Условием совместности системы (5.5.2) записываются в виде 
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 Если условие совместности (N22) выполняется, но не тождественно, то из 

них находим некоторые функций )3,2,1(),,,,,,( 332211  kzzzhu k  , где они 

возможно будут частными, либо особыми решениями исходной данной 

системы. 

Теперь приступим к интегрированию первой  регулярной дифференциальной 

уравнении системы (5.5,2), по переменной 1 , т.е. 1 .

  )),,,,,((,),,,,,(),,,,,()1(exp 33221332211

1

332211  zzzzzzBWzzzAk k    (5.5.4) 

где функций A(z,…), B(z,…) определяются интегральными представлениями, по 

формуле (5.4.2). Очевидно, она разрешима относительно неизвестной функции, 

по известным функциям, причём явно. Дифференцируем последнее соотношение, 

по каждым переменным ,, 32   подставим их результаты в последующих 

уравнениях системы (5.5.2), (хоть она многозначная), и получаем регулярную 

систему уравнений вида (5.1.5). Также, можем проверить, что правые части 

уравнений системы (5.1.5) не зависят от переменного .1 Затем, интегрируем 

систему регулярных дифференциальных уравнений (5.1.5), получаем функцию 

вида          

                                      .),,(;,,,, 32133221 zzzФzzz    

Подставляя значения функции   в соотношение (5.5.2), получаем многообразие 

решения исходной системы следующей формулой: 

    ),,,,,(),,,,,()1(exp 332211

1

332211  zzzBWzzzAk k  ,),,(;,,,, 32133221 zzzФzzz  либо 

    ),,,,,(exp),,(;,,,,),,,,,( 332211

)1(/1

32133221332211  zzzAzzzФzzzzzzBW
k




.       (5.5.5) 

Тогда имеет места следующая теорема: 
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    Теорема3.15. Пусть в п.о.с. К.- Р. (5.5.1) ее функций удовлетворяют условиям      

,0),(),(,,, )0(

32  mПRAWПRAgfba причём данные функций удовлетворяют 

условие леммы 1, а также условия совместности системы (5.5.2) выполняются, 

но не тождественно, тогда находятся некоторые частные, либо особые 

решения  данной системы. Условия совместности системы (5.5.2) выполняются 

тождественно, если взаимосвязь данных функций a, b  -исходной системы с 

другими функциями g, h –определяются формулами вида (5.4.3). Тогда система 

дифференциальных уравнений (5.5.1) разрешима, и многообразие ее решений 

определяется формулой вида (5.5.5), причём непрерывной на всей данной 

области. 

3.5.6. Если нами рассматривать  квазилинейный  п.о.с. К.- Р. вида                  
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(5.6.1) 

где ее функций  hgрПRAWПRAhgf ,,),(),(,, )0(

43  аналитическое по 

переменной W. В данной системе (5.6.1),  выполняя аналитическое продолжение 

к каждым  ее функциям  на данной области или бицилиндре,  по переменным kz  

на  )3,2,1( kk , преобразуем исходную систему в виде
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Условиями совместности  системы (5.6.2) записываются в виде 

соотношений: 
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    (N23) 

       Допустим, что данная неизвестная функция, и ее частные производные в 

особой точке области являются ограниченными. Если уравнений системы 

(5.6.2) в особой точке удовлетворяют условии предыдущей леммы 1, то находим 

некоторые частные, либо особые решения исходной системы. Пусть условия 

совместности (N23) по всем переменным выполняется, но не тождественно. 

Тогда из этих трёх соотношений, согласно теореме о системе неявных функций 

[251],  находим функций  вида  ).3,2,1(),,,,,,( 332211  kzzzhW k      Если эти 

функций удовлетворяют систему уравнений (5.5.2), то они будут частными, 

либо особыми решениями системы. В противном случае, система (5.5.2) не 

будет совместным. Допустим, что условие (N23) выполняется тождественно.  

Это необходимое требование исполнима, если , для функции:  

),;,,,,,(g 332211 Wzzzzzz );,,,,,( 332211 Wzzzzzzh  и остальные данные функций  

f(…),p(…)существуют взаимосвязь функций следующим образом: 
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где функции F(z1,…), H(z1,…) –выражаются через интегралов, в классе RA(D). 

от функции   ),z,z,z,z,z,f(z 332211
 и W),,...p(z1 fk- вполне определённые функций. 
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Далее подставляя значения функций g(z1,…). h(z1,…) из системы (5.6.3) 

в исходной системе, и интегрируя первого ее уравнения системы, получим   

                      )(,)],,,,(),,,,,([

,),,,,,();,,,,(

1

33221332211

1

33221133221

 



PQzzzVzzzFРW

VzzzFWzzzP




,                 

(5.6.4)       

где ),,,,( 33221  zzzVV  -новая неизвестная функция, а функция Q(z1,…)-  

известной.  Далее дифференцируя функцию W из (5.6.4) по переменным ),( 32 

подставим, в остальных уравнениях системы (5.6.3), и получаем регулярную 

систему  дифференциальных уравнений в частных производных вида (5.1.5). 

Причём последняя система вида (5.1.5) регулярная по всем переменным (в 

предположении предыдущему п.1). Поскольку указанные п.о.с. К.- Р. (5.5.2) и 

регулярная система вида (5.1.5) инвариантные, поэтому условие совместности 

этих систем будут выполнены тождественно, многообразие ее решений 

находится в виде (5.6.4), справедливым будет предыдущей утверждении, 

равносильной к теореме 3.14.   

        3.5.7.  Далее, рассмотрим п.о.с. К.-Р. вида 
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где ее функций  kПRAWПRAhgba ),(),(,,, )0(

43  произвольное 

действительное число. Если в этой системе k=1, либо при этой значении k, 

функции a(.)=b(.), то для этой системе с учётом вышеуказанных случаях, 

справедлива предыдущая теорема3.14.   Выполняя аналитическое продолжение 

к функциям данной системы, причём заменяя в системе (5.7.1) kz на k , имеем 

)2.7.5(
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Условиями совместности  системы (5.7.2) записываются в виде соотношений: 
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            (N24) 

     Если условия совместности (N24) выполняются, но не тождественно, 

то решая эту систему уравнений, в силу теореме о системе неявных функций 

[41], алгебраическим способом, получаем систему функций вида  

).3,2,1(),,,,,,( 332211  kzzzhW k   По аналогию с п.1, имеем, что найденные 

функций могут быть некоторыми частными, либо особыми решениями 

последней системы (5.7.2). В противном случае, система (5.7.1) и (5.7.2)- 

несовместные. А также, в случаи ограниченности неизвестной функции, ее 

частные производные по переменным 32 ,   и при 01   существуют 

пределы, и равны к нулю  ),3,2(,0lim 1
01

















k

W

k



то необходимо выполняется 

условии леммы 1, притом существует некоторые частные, либо особые 

решения исходной системы. Пусть условий совместности (N24)выполняются 

тождественно. Интегрируя первого уравнения системы (5.7.2), получим 

  )).,,,,((,),,,,,(),,,,,()1(exp 33221332211

1

332211  zzzzzzBWzzzAk k  

   

(5.7.3) 

  .,...),()1(.,...),,,()1(...),(,,...),,,(,...),( 1112211111221111  
lL

dttzAkxpeztzakzBdtztzazA 

 

  

Тогда всюду в области  3П  получим непрерывную  функцию по всем 

переменным, такими , что они хорошо влияют на непрерывность решений 

системы (5.7.2). Далее дифференцируя обе части (5.7.3) по переменным 

32 ,  , относительно новой неизвестной функции   , тогда получим систему  
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вида (5.6.2), а также вид функций );,,,,,(),;,,,,,( 332211332211 WzzzhWzzzg   

следующими формулами:  
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Прежде всего, заметим, что в таком виде функций ,,...),(...),,( 111  zhzg  

условие совместности (5.7.4) выполняется тождественно. Поэтому 

подставляя значений функций g, h из (5.7.4) на данной системе (5.7.2), 

получаем регулярную систему вида (5.1.5). По аналогию с предыдущим 

случаем,   интегрируя систему дифференциальных уравнений вида (5.1.5), 

получаем некоторую функцию  ),,(;,,,, 32133221 zzzФzzz   . Далее 

подставляя значение функции ,...)( 1z   в соотношение (5.7.3) и переходя 

к прежним переменным, будем иметь многообразие решений системы 

(5.7.1) явной формулой (5.6.4),  и для него будет справедливой условии 

предыдущая теорема 3.14. 

3.5.8. Теперь будем рассматривать п.о.с. К.- Р. вида 
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 (5.8.1) 

где  gfmПRAWПRAgfba ,,0),(),(,,, )0(

32 аналитические функции по 

переменной W. Аналогично  предыдущим случаям в п.1.п.2., в системе (5.8.1) 
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аналитически продолжив ее функциям по переменным kz  на )2,1( kk , 

преобразуем её в следующем виде 
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. (5.8.2) 

Если в системе (5.8.2), при ограниченности )3,2( 
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, существуют 

пределы в их особых точках, и они в этих точках равны к нулю 
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     (5.8.3) 

то из  равенства 0),...;(,0),...;( 11  WzhWzg  найдём следующие функций вида

),,(,),,(),,,( 321312311 zzzzzhWzhW    аналитические  во всем переменным  в 

полицилиндре, являющиеся частными, либо особыми решениями данной 

системы (5.8.2). Условием совместности системы (5.8.2) записываются в виде 
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 Если условие совместности (N25) выполняется, но не тождественно, то из 

них находим некоторые функций )3,2,1(),,,,,,( 332211  kzzzhu k  , где они 

возможно будут частными, либо особыми решениями исходной данной 

системы. 

Теперь приступим к интегрированию первой  регулярной дифференциальной 

уравнении системы (5.8.2), по переменной 1 .

  )),,,,,((,),,,,,(),,,,,()1(exp 33221332211

1

332211  zzzzzzBWzzzAk k        (5.8.3) 
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где функций A(z,…), B(z,…) определяются интегральными представлениями, по 

формуле (5.7.3). Очевидно, она разрешима относительно неизвестной функции, 

по известным функциям, причём явно. Дифференцируем последнее соотношение, 

по каждым переменным ,, 32   подставим их результаты в последующих 

уравнениях системы (5.8.2), (хоть она многозначная), и получаем регулярную 

систему уравнений вида (5.1.5). Также, можем проверить, правые части 

уравнений системы (5.1.5) не зависят от переменного .1 Затем, интегрируем 

систему регулярных дифференциальных уравнений (5.1.5), получаем функцию 

вида          

                                      .),,(;,,,, 32133221 zzzФzzz    

Подставляя значения функции   в соотношение (5.7.3), получаем многообразие 

решения исходной системы следующей формулой: 

    ),,,,,(),,,,,()1(exp 332211

1

332211  zzzBWzzzAk k  ,),,(;,,,, 32133221 zzzФzzz  либо 

    ),,,,,(exp),,(;,,,,),,,,,( 332211

)1(/1

32133221332211  zzzAzzzФzzzzzzBW
k




.     (5.8.4) 

Тогда имеет места следующая теорема: 

    Теорема 3. 15. Пусть в п.о.с. К.- Р. (5.8.1) ее функций удовлетворяют условиям      

,0),(),(,,, )0(

32  mПRAWПRAgfba причём данные функций удовлетворяют 

условие леммы 1, а также условия совместности системы (N25) выполняются, 

но не тождественно, тогда находятся некоторые частные, либо особые 

решения  данной системы. Условия совместности системы (N25) выполняются 

тождественно, если взаимосвязь данных функций a, b  -исходной системы с 

другими функциями g, h –определяются формулами вида (5.8.3). Тогда система 

дифференциальных уравнений (5.8.1) разрешима, и многообразие ее решений 

определяется формулой вида (5.8.4), причём непрерывной на всей данной 

области. 

3.5.9. Рассматривается система трёх дифференциальных уравнений: 
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где a,  .0,0,),(,)(cb, 2100

21  LLDDDCWCDRA
 После 

аналитического продолжения функций системы (5.9.1) на данной области, она 

преобразуется в следующем виде: 
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Условия совместности  системы (5.9.2) имеют следующий вид:     
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      Пусть каждые соотношения в условиях совместности (N26) по всем 

переменным выполняются, но не тождественно. Тогда в силу теореме о системе 

неявных функций [251], из этих соотношений  найдём функций: 

),,,,,,(h 332211  zzzW i  )3,2,1( i  что, возможно, они будут некоторыми 

частными, либо особыми решениями системы дифференциальных уравнений 

(5.9.2). Допустим, что в уравнениях системы (5.9.2) выполняются необходимые 

условия леммы 1. Если в системе уравнений (5.9.2), в случаях ограниченности 

32
W,W 
  существуют, и равны нулю пределы: 0lim,0lim
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2
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2

1
0 21
































 







WW nn , то 

необходимо находим, функции ),,,,,(qW),,,,,(qW 332112332211  zzzzzz    и они 

будут частными, либо особыми решениями исходной системы. Также  заметим, 

что по аналогию с предыдущим случаем,  для существования многообразие 
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решений системы (5.9.1), тождественного выполнения ее условия совместности 

(N26) являются необходимым и достаточным. Интегрируем первого уравнения 

системы (5.9.2), как регулярное дифференциальное уравнение, по переменной 

,1 считая оставшиеся переменные ),,,,( 33221  zzz , параметрами, методом 

последовательных приближений, получим:        

  )3.9.5(.),,,,(,);,,,,,(),,,,,( 33221332211332211  zzzVVVzzzhzzzW 
 

Затем,  дифференцируем функцию вида (5.9.3) по переменным ),,( 32 

подставим их результаты в уравнениях исходной системы и получим
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      По аналогию с предыдущим случаем, получаем регулярное соотношение, 

полученное в условие совместности системы (N26). Интегрируя эту систему 

дифференциальных уравнений, получаем    

  )5.9.5(.)),,(;,,,,(;,,,,,),,,,,( 32133221332211332211 zzzФzzzfzzzHzzzW    

   Теорема 3.16.  Пусть в системе дифференциальных уравнений (5.9.1) ее 

данные функций a,  ,0,0,),(),(cb, 214

)0(

4

)0(

43  LLПППRAWПRA   

 000

)0(

4 , bWWaП kk   , и для  него выполняются обобщение условия 

леммы 1, а также  условий совместности системы выполняются, но не 

тождественно, тогда данная система дифференциальных уравнений имеет 

некоторые частные, либо особые решения. Если же условия совместности 

системы  (5.9.2) выполняeтся тождественно, тогда исходная система 

дифференциальных уравнений также разрешима, и многообразие ее решений 

найдётся формулой вида (5.9.5) непрерывной по всем переменным. Причём  все 

ее особые точки в данной системе устраняются.   

       

     3.5.10. Аналогично предыдущим случаям, интегрируются системы 

уравнений: 
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где a,  .0,0,),(),(mc,b, 214

)0(

4

)0(

43  LLПППRAWПRA
  

В случаи тождественного выполнения условия совместности  данной 

системы многообразие ее решений определяется в виде 

W( 332211 ,,,,,  zzz )=

)2.10.5(.)],;),,((),,,,,(;,,,[ 333213322113321

1  zzzzФFzzzzzzM   

      Теорема 3.17. Пусть в системе дифференциальных уравнений (5.10.1)  

функции        a,

 ,0,0,),(),(mc,b, 214

)0(

4

)0(

43  LLПППRAWПRA
а также 

выполняются условия леммы 1. Если условия совместности системы (5.10.1) 

выполняются, но не тождественно, то находятся некоторые частные, либо 

особые решения исходной системы. Для тождественного вылнения условия 

совместности (5.10.1) необходимо достаточно, чтобы взаимосвязь между 

данными функциями системы определялись  определённой формулой. Тогда 

исходная система разрешима, и многообразие ее решений определяется 

формулой вида (5.10.2) (явно, либо неявно но многозначно). 

        3.5.11.Рассматривается п.о.с. К.-Р. с сингулярными коэффициентами    
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где ),(),(,...)(),,...z( 43113 ПRAWПRAzqf   причём здесь функция );,,( 321 Wzzzq

является аналитической по всем своим аргументам. Цель настоящей работы 

заключается в том, чтобы определит случаи, когда существуют и какого вида 

регулярного, либо сингулярного решения системы вида (5.11.1). Для 

выяснения эти случаи, рассмотрим выполнение следующей леммы: 
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      Лемма3. Пусть дана система дифференциальных уравнений (5.65). Если в 

случаи ограниченности функцииW и ее частные производные по каждым ее 

переменным, существуют пределы )3,2,1(,0)(lim )0(

)0(
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z

W
zz

k

n

kk
zz kk

тогда 

существуют некоторые частные, либо особые решения системы 

следующими формулами вида ),,,( 321 zzzhW k ),3,2,1( k   являющиеся 

некоторыми  частными, либо особыми решениями исходной системы. 

         Благодаря этой лемме, являющиеся обобщением леммы Михайлова Л.Г. 

[110], который было указано в системах дифференциальных уравнений в 

полных дифференциалах действительной плоскости, получаем некоторые 

частные, либо особые решения системы (5.11.1). Выполняя аналитического 

продолжения функциям системы дифференциальных уравнений (5.11.1), тем 

самым заменой kz  на k , перепишем исходную систему  в виде    
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Условие совместности системы (5.11.2) записывается в виде           
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Заметим, что если для системы (5.11.2) условия (N27) не выполняются, 

то она не имеет решение. Если же условия (N27) выполняются по всем 

независи-мым переменным, то в процессе интегрирование системы (5.11.2), 
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имеем 
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Если обратить функцию Q(z1,…) относительно W, то решение  системы 

представленной формулой вида (5.68) и после перехода к прежним 

переменным, можем записать ее в виде                  
)3.11.5()].,,,(),,(),(),,([),( 33213221321

1   zzzzFzzzFzzFzzzФQzzW

 

          После того, как получаем многообразие решение исходной системы, в 

последнем виде формулы, оно имеет особенности (n-1)-го порядка по каждым 

независимым переменным. Если в этой интегральной формуле применять 

теорему о вычетах, то с учётом формулы 
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то полученное решение исходной системы вида (5.11.2),  с учётом формулами 

(5.11.4), во всей данной области (бицилиндре П3) является непрерывной. Если 

в исходной системе дифференциальных уравнений правая часть первой, либо 

другое  ее уравнении является регулярной по какой либо переменной, то из 

условия совместности (N27)  можем определить взаимосвязь  функции    fk (z1,…) 

определёнными формулами, такими, что в них особенностей по 

соответствующим переменным устраняются, и решение исходной системы во 

всей данной области непрерывно. Допустим, что в исходной системе 

),,,,,(,
)(
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332211)0(

11

3322111 



zzzq

zzzf
n

считаются известными функциями, тогда из 

соотношений условия (N27) можем определить взаимосвязь между функций 

данной системы следующими формулами: 
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 Откуда легко получаем: 
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(5.11.5) 

Подставляя значения функций  f2 , f3  из соотношений (5.11.5) в системе (5.11.2), 

получаем новую систему, с двумя регулярными и одним сингулярными 

коэффициентами системы уравнения  вида 
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Поскольку в случаи выполнение равенство соотношении
  23



 
условия 

совместности системы (5.11.6) выполняются по всем переменным, поэтому в 

результате интегрирования первой  уравнении последней системы, получаем: 
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новая 

неизвестная функция. Дифференцируем соотношение (5.11.7) по остальным 

комплексным независимым переменным, и подставим ее результаты в 

остальных уравнениях системы (5.11.6). В результате, получаем систему двух 

регулярных комплексных дифференциальных уравнений вида  
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Интегрируя эту систему уравнений, как системы двух дифференциальных 

уравнений с параметрами, получаем:  
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Подставляя значение функции V(z1,…)  из (5.11.9) в (5.11.7), получим  
).,,,,()(),,,,,();,,( 33221332211321  zzzzФzzzFWzzzQ   

Обращая последнюю функцию по переменной W,  и переходя к прежним 

переменным, получаем многообразие решений исходной системы следующей 

формулой:  
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Или в другом упрощённом виде 
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При этом, справедливо следующее утверждение: 

   Теорема 3.15. Пусть  в п.о.с. К.-Р. (5.11.1)  

).(),(,...)(),,...z( 4311 ПRAWПRAzqfk 
 

 Если условия совместности системы (5.11.2) в виде (N27) выполняются, но не 

тождественно, а также  выполняется условия леммы, то возможно система 

дифференциальных уравнений (5.11.1) и (5.11.2) могут иметь некоторые 

частные, либо особые решения. Если условия совместности (N27) выполняются 

по всем переменным, то система (5.11.1) разрешима и многообразие ее 

решений в виде )3.11.5(  , либо )10.11.5(  в различных случаях. Если в исходной  

системе правая часть   первой ее уравнение регулярно, и в интегральной 

формуле )10.11.5(  , функциям Fk(z1,…) применима теорема о вычетах, то 

многообразие решение исходной системы во всей данной области непрерывно.  

3.5.12. Рассматривается п.о.с. К.-Р. с сингулярными коэффициентами       
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),(),(,...)(),,...z( 43113 ПRAWПRAzqf k     функция );,,,( 321 Wzzzqk являются 
аналитическими по всем своим аргументам, но они различные функций. При 

этом, в предыдущей лемме необходимые условий на функции W, и 

существование предел, ее равенство к нулю 
,0)(lim )0(
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 )3,2,1(,),,( 321 kzzzhW k сохраняются, причём найденное частное, либо 

особое решение системы сохраняются. Выполняя аналитического 
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продолжения к функциям системы дифференциальных уравнений (5.12.1), 

тем самым заменой переменных kz  на k , перепишем ее в следующем виде               
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Условия совместности системы (5.12.2) записывается в виде
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Пусть условие совместности (N28)  выполняются, но не тождественно, тогда в 

силу теоремы о системе неявных функций, из  этих соотношений , можем 

определить функций ).3,2,1(),,,(,),( 321  kzzzzzzW k   Если хотя бы одна 

из этих функций удовлетворяет системе (5.12.2), то ее считаем некоторым 

частным, либо особым решением исходной системы. В противном случае, 

система (5.12.2)- несовместна. Теперь потребуем, чтобы условие 

совместности (N28) выполняются тождественно всюду в области, и по всем 

переменным. А это необходимое условие возможно в следующих случаях: 
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Из этих соотношений получаем взаимосвязь между данными функциями 

следующим образом:         
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    Подставляя значения  функций  fk ,qk   из последних равенствп в системе 

(5.12.3) получим: 
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Условие совместности последней системы выполняется тождественно, и 

многообразие ее решений в процессе ее интегрирования находится как 

непрерывной во всей данной области D , функцией вида:
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2. Допустим, что в условии совместности (N28) выполняются условия: 
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,    

Поскольку в этих соотношениях (N28) левая часть равенства зависят лишь от 

переменного W, а правая часть от пары переменных (z, 2 ), тогда 

приравнивая их некоторому постоянному  параметру  , будем иметь:       
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    С такими значениями функциями ),( Wzqk , ),,(),,,(),,( 321321   zzzzzfk , 

предыдущая, либо данная система принимает следующий вид:               
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Поскольку в системе дифференциальных уравнений (5.12.6) их условий 

совместности выполняются тождественно, поэтому интегрируя ее, 

с учётом выполнения инвариантной условием   23
 ,  а также замены 

 VzVzFWzQ ),,,(),(),( 321  новая неизвестная функция, получим: 

)],,,()(ln[
1

),(),( 321 


 zzФzFWzQ   

либо с переходом к прежним переменным, имеем многообразие решение 

                        .)],,,()(ln[
1

),(),( 321

1









  zzzzФzzFQzzW 


                                           

(5.12.7) 

Таким образом, справедливо следующее утверждение: 

       Теорема 3.16. Пусть в переопределённой обобщённой системе Коши-

Римана  (п.о.с. К.-Р.) вида (5.12.1) ее функций удовлетворяют условии

),(),(,...)(),,...z( 43113 ПRAWПRAzqf k   где  функции  );,,,( 321 Wzzzqk являются 

аналитическими по всем своим аргументам. Если условия совместности (N28) 

для исходной системы выполняются, но не тождественно, а также 

выполняются условии леммы, то п.о.с. К.-Р. (5.12.1) может иметь лишь 

некоторые частные, либо особые решения исходной системы. Для того, 

условия совместности (5.12.2) выполнялись тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы между функциями данной системы имела места 

взаимосвязь в видах (5.12.3) и (5.12.5). Тогда исходная система разрешима и 

многообразие ее решений представляются соответствующими формулами 

(5.12.4) и (5.12.7). Если в системе (5.12.1) функции fk  -являются 

аналитическими по своим аргументам, то с учётом теоремы о вычетах 

многообразие решений данной системы во всей данной области будет 

непрерывным.  

3.5.13.Теперь рассмотрим п.о.с. К.- Р. вида 
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       По аналогию предыдущим случаям, данные функций системы (5.13.1) 

удовлетворяют условиям ),(),(,...)(),,...z( 43113 ПRAWПRAzqf k 
                                       

причём все указанные функций аналитические по переменной W. 

Аналитически продолжая функциям данной системы по переменным kz , тем 

самым заменяя их на k , имеем систему дифференциальные уравнений вида                          
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    Приравнивая смешанные производные второго порядка в уравнениях 

системы (5.13.2), получим условии совместности указанной системе 

дифференциальных уравнений следующими соотношениями: 
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Условия совместности исходной системы выполняются тождественно, 

причём по всем переменным, если взаимосвязь между данными функциями, 

 

также функции );,();,,,,,( 33322113 WzfWzzzf   , где ),,,,,(),( 321321  zzzz 

определяется следующей формулой:
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Учитывая значения функции f3(z,…)  по формуле (5.13.3), проинтегрируем 

данную систему, в результате, получим многообразие решений исходной 

системы следующей формулой: 

  ),()(),,,,();,,(;,,, 333221132133221  zPzФzzzWzzzQzzzF  ,                          (5.13.4)
 
 

где функции F(…), Q( 3,z ) определяются через интегральные представления, 

относительно функций исходной системы. Имеет место утверждение 

        Теорема 3.17. Пусть в системе дифференциальных уравнений (5.13.1)  ее 

функций удовлетворяют условий ).(),(,...)(),,...z( 43113 ПRAWПRAzqf k  Если 

условия совместности системы (N29) выполняются, но не тождественно, а 

также выполняется условии леммы 1-2, то находятся некоторые частные, 

либо особые решения исходной системы. Для того, условия совместности  

системы (N29) по всем переменным выполнялись тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы взаимосвязь между данными функциями исходной 

системы определялась формулой вида (5.13.3). Тогда исходная система 

разрешима и многообразие ее решений определяется формулой вида (5.13.4), 

непрерывной во всей данной области. 

§ 3.6. О некоторых п.о.с.К.-Р. с произвольным числом независимых   

переменных с сингулярными коэффициентами 

     3.6.1.В настоящей части работы рассматриваются п.о.с.К.-Р., не 

содержащие искомую функцию вида: 

         ),1(,
),,...,,,,(

)0(

2211 nk
zz

zzzzzzf

z

W

kk

nnk

k








,     (6.1.1) 

где )(),( )0(

1 nnk ÏRAWÏRAf . Выполняя аналитическое продолжение в 

системе (6.1.1) зменой kz  на ),1( nkk  , преобразуем систему (6.1.1)  к системе 

вида [333],[337]: 
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 .      (6.1.2) 

С одной стороны видно, что в правой части системы (6.1.2)  функции 
kf   

аналитические по всем n2  переменным kkz , . А с другой стороны, 

аналогично [45], для непрерывности решение системы (6.1.2) необходимо, 

чтобы в точках вырождений выполнялись условия  (М0), то есть;  

0)(lim )0(

)0(
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.    Откуда, имеем   00)0( 

 kk ff
kk  . А также, если 

)10(,)(),...,( )0(

1   
kknk ozf  то решение системы на данном 

полицилиндре  будет непрерывным и ограниченным. 

Условиями совместности системы (6.1.2) будут 
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 .    (N30) 

Пусть условия  (N30) выполняются, тогда система (6.1.2) разрешима явно и 

многообразия её решений определяется следующей формулой 
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 Переходя к прежним переменным,  получим многообразие всех решений 

исходной системы следующей формулой 
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11

00

11

212211

. (6.1.3) 

При этом, формула (6.1.3) представляющая решение системы (6.1.2) 

является непрерывной во всём полицилиндре nÏ (если функции fk в особой 
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точке удовлетворяют условию (М0)). Если же в (6.1.3)  функции 0,...)(f 1k z , то 

решение системы (6.1.2) во всей области будет непрерывным, в противном 

случае, решение исходной системы в точке вырождения имеет логарифмичес-

кую особенность. 

3.6.2. Будем рассматривать п.о.с.К.-Р. вида  

   )0(),,1(,
)(

),,...,,(
)0(

11 






mnk
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zzzzf

z

W
m

kk

nnk
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   (6.2.1) 

где   k

)(

nnk f),n,k(),П(RAW),П(RAf 10

1  аналитические  функций  по 

переменной W .  Аналогично  предыдущим пунктам, выполняя аналитическое 

продолжение по переменным  kz  на  ),1( nkk  ,  преобразуем  систему (6.2.1) к 

виду: 

   0),,1(,
)(

),,...,,(
)0(

11 






mnk

zzfW
m

kk

nnk
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.        

(6.2.2) 

Для существование непрерывного решения системы (6.2.2), необходимо, 

чтобы в точках вырождений ),1()0( nkkk    выполнялись следующие 

соотношения  ,0)(lim )0(

)0(
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 (при  ограниченности 

k

W




),1( nk 

). Тогда из системы (6.2.2) получим  0)( 00  kk ff . А также, если функции 

kf  - удовлетворяют условию малости:  )10(),)(( )0(    m

kkk of , то 

система (6.2.2) будет иметь непрерывное решение. Допустим, что ни одно из 

указанных условий не выполняются. Учитывая такое условие из [45] , что если 

в системе (6.2.2 функции kf  по всем аргументам являются аналитическими, то 

в правых частях данной системы имеются особенности  m-го порядка. Тогда 
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имеем возможность применять к тем интегралам теоремы вычетов [58]. Так, 

что 
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,                (6.2.3) 

)n,k(,Пt,),П(L nk

)(

лn 10  .                                                             

При этом, правая часть последней формулы является, не только 

дифференцируемой до  (m-1)-го порядка, но и непрерывной. В процессе 

интегрирование системы (6.2.3), и переход к прежним переменным, получим 

непрерывное решение системы во всей области, и оно принимает вид: 

                 

















n

k

nn

)(

kk

)(

km

k

m

nnn

)z,z,...,z,z,...,z,z(f
z)!m(

i

)z,...,z,z(Ф)z,z,...,z,z(W

1

00

111

1

2111
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2 .                (6.2.4) 

 В противном случае, если при интегрирования системы (6.2.3) не 

учитывать теорему вычетов, то многообразие решение системы   находится  

аналогично предыдущим случаям, но в  ней каждые её слагаемые в 

соответствующих особых точках будет иметь особенности (m-1) – го порядка 

при m>1. 

   Теорема. 3.18. Пусть в системе уравнений (6.2.1)   knnk fÏRAWÏRAf ),(),( )0(

1  

аналитические по переменной W . Если для системы (6.2.1) выполняются 

условий леммы и условие малости для функции (...)kf , а также эти функции 

данной области считаются аналитическими, по теореме вычетов, при 

выполнении условий совместности,  многообразия решений системы (6.2.1) 

непрерывно во всей области, и определяется формулой вида (6.2.4). А если 

указанные условий не будут выполнены, то в решение системы (6.2.1)   точках 

)0(

kk zz     имеет  особенности  )1(m го порядка. 

Замечание. Предыдущее утверждение верно и для п.о.с.К.-Р. вида: 
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когда   knnk fÏRAWÏRAf ),(),( )0(

1  по W , а функция ,...)( 1zp по всем 

переменным являются  аналитическими. 

3.6.3. В настоящем пункте работы будем рассматривать п.о.с.К.-Р.  вида 
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,  

(6.3.1)    где   q,p),П(RAW),П(RAf )(

nn

0

1 являются аналитическими по 

всем переменным. Выполняя аналитическое продолжение по переменным kz  

на  k , преобразуем систему (6.3.1) к виду 
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.(6.3.2) 

Условие совместности системы (6.3.2) принимает следующий вид: 
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             (N31)  

 Для условий (N31) сможем рассматривать в нескольких случаев: 

а) Пусть в (N31)  будут выполнены 
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Тогда из этих соотношений будем иметь 
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(6.3.3) 
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При этом система (6.3.3) преобразуется в регулярной системе вида (5.11.8);  

             );,...,,(),,...,,,,( 212211 Wzzzpzzza
W

nnni

i








, i=1,2,…,n.   (6.3.4) 

По первому предположению, вторая часть условии (N31) выполняются, 

поэтому в результате интегрирования системы (6.3.4), и переходя к 

предыдущим переменным, будем иметь 
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(6.3.5) 

б) Допустим, что в условии  (N31) функция 1f - считается конкретно заданной 

функцией, и   выполняются следующие соотношения; 
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Тогда первые )1( n - равенств из 
2

nC -соотношений  в (N31) выполняются 

во всех точках  данной области nÏ , кроме точек ),1()0( niii   , если  
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(6.3.6) 

где 1

0

)0(

11

111
111

0 1

21

1

)(

),,...,,(
),,...,,(,

);,...,(
);,...,,( dt

t

ztzf
zzF

zzp

d
WzzzP

m

nn
nn

W

n

n  












. 

Если во втором интеграле применять теорему вычетов, то получим 

непрерывную функцию   
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       Подставляя значения функций );,...,(),,...,( 1 Wzzqzf nk   из (6.3.6) в системе 

(6.3.4), получаем такую систему, для которой условия  (N31), будут выполнены 

тождественно, и многообразия её решений, после перехода к прежним 

переменным определяется формулой 

 















 ),z,...,z,z,z()z,...,z(Фln)z,z,...,z,z(F;z,...z,zP

)z,z,...,z,z(W

nnnnnn

nn

221111121

1

11

1  .  

(6.3.7) 

Теорема 3.20. Пусть в п.о.с.К.-Р. вида (6.3.1)  ),(),( )0(

1 nnk ÏRAWÏRAf  

)(, 1 nÏAqp . Если для системе (6.3.2) выполняются условии леммы), а 

также условии ( 31N ) выполняются, но не тождественно, то данная система 

имеет лишь некоторые частные решения, либо не совместна. Для того чтобы 

условия (N31) выполнялись тождественно,  необходимо и  достаточно, чтобы 

взаимосвязь функции ,,, qpf i - определялись формулами вида (6.3.3) и (6.3.6). 

Тогда система  (6.3.1)  разрешима  явно и многообразие её решений  

определяются явными формулами (6.3.5) и (6.3.7). Причем решение системы 

вида (6.3.5) во всей области предсталяющиеся непрерывным, а по формуле 

вида (6.3.7) в 
)0(

1nÏ - непрерывно, в точке вырождения )0(

11 zz   - имеет 

особенности  )1(m  го порядка.   

3.6.4. Будем рассматривать п.о.с.К.-Р. вида               
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  (6.4.1) 

где   knnk fpmÏRAWÏRApff ,,0),(),(,, )0(

11
аналитические функции по 

переменной W . Выполняя аналитическое продолжение по каждым 
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переменным 
kz на 

k , для всех значений nk ,1 , преобразуем систему (6.4.1) 

следующим образом;  
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(6.4.2) 

Если для системы (6.4.2) в случаи ограниченности 
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,  (M0) то из исходной системы будем иметь 
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В силу предыдуих соотношений необходимо, получим:  

),2(),,,...,,,,...,,(),,,...,,,( 11112211 nkzzzzhWzzzhW nkkkknn    . Эти найденные 

нами функции будут лишь частными, либо особыми  решениями системы 

(6.4.2).  Допустим, что в системе (6.4.2) функции в правой части первого 

уравнения системы считаются заданными. При этой требовании, условия 

совместности данной системы выполняются тождественно, тогда и только, 

тогда, когда  функции ),2(),;,,...,,( 11 nkWzzf nnk   принимают следующий  вид: 
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     (6.4.3) 

В процессе интегрирования первого уравнения системы (6.4.2), сделаем замену         

),,...,,,(),,...,,,,();,,...,,,( 2212111221 nnnnnnn zzzVzzzFWzzzP   ,                  (6.4.4)  

где     ),,...,,,( 221 nnzzzV    новая  неизвестная функция, а                               
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Дифференцируя обе части (6.4.4) по всем переменным ),2( nkk  , 

подставим их результат в уравнения системы (6.4.2), тогда имеем регулярную 

систему вида 

),2(),;,,...,,,( 221 nkVzzzq
V

nnk

k








.           (6.4.5) 

По первому взгляду в системе (6.4.5) заметим, что правые части  её 

уравнений аналитические по всем своим переменным, а их условия 

совместности выполняются тождественно (с учёта соотношений (6.4.3)). 

Поэтому интегрируя её,  получим  

   ],z,...,,z,z[H)z,...,z,z(Ф),z,...,,z,z(V nnnnn  22121221 . 

 Подставляя значения ),,....,,( 21 nnzzzV   из последнего соотношения в 

(6.4.4), и переходя к прежним переменным, будем иметь; 
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(6.4.6) 

Теорема 3.21. Пусть в п.о.с.К.-Р. (6.4.1) ),(),(,, )0(

11  nnk ÏRAWÏRApff  

0),,2(  mnk .Если для системы (6.4.2) выполняются условия (М0) и её условия 

совместности   выполняются, но не тождественно, тогда существуют 

только лишь некоторые частные решения системы. Для  того, чтобы  условия 

совместности системы выполнялись тождественно, необходимо и 

достаточно, чтобы функции );,,...,,,( 211 Wzzzf nnk   определялись формулами 

вида (6.4.3). Если система вида (6.4.5) имеет определённого вида решения, то 

исходная система также разрешима и многообразия её решений определяемое 
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формулой (6.4.6),  в точке )0(

11    имеет особенности ( 1m )- го порядка, а 

остальные особые точки в системе  устраняются. 

 Замечание.1. Если считать, что в системе (6.4.2) функции pff k ,,1
  

являются аналитическими по всем переменным в области ( )0(

1nÏ ),  то в этой 

системе  ),1(,)0( niii    будут считаться особыми точками на данной области . 

Поэтому к интегралам можно применять теорему вычетов. При  этом, функция  



























 1

1

1

1

1)0(

11

22111
111 )0(

11

lim
)!1(

2

)(

),,...,,,,(
),,...,,(

m

m

L

m

nn
nn

f

m

i
dt

t

zztzf
zzF











 

на данной области остаётся непрерывной. Этот результат влияет на 

непрерывность решений системы, всюду в замкнутой области 12 nÏ . 

         Замечание 2. Если в п.о.с.К.-Р. (6.4.2)  1m   и выполняются все 

условии, указанные в теореме 3.14, то решение системы во всей данной области 

будет непрерывным.  

3.6.5. Будем рассматривать п.о.с.К.-Р.  
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       (6.5.1) 

где  0),(),(,, )0(

1   mÏRAWÏRApff nnji . Выполняя аналитические 

продолжения в системе (6.5.1), заменой переменных  ),1( njz j   на j , 

преобразуем систему  следующим образом: 
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(6.5.2) 

Допустим, что для системы (6.5.2) выполняются все условия (М0), то есть 
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, тогда из правых частей уравнений системы 

(6.5.2) будем иметь:  

      ),1(,0),,...,,( 0
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11 kifzzf inni    
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111 nkjWzzfWzzzzp nnjnnkkk   .  

Из этих  ( 1n ) - соотношений, получаем:  ),...,,(,0 2110 nji zzzhWf  . Эти 

найденные функции возможно будут только лишь частными, либо особыми  

решениями исходной системы.Условиями совместности системы (6.5.2) будут: 

 

.),,1,(,0
)()(

)()()()(

),1(),,1(,
)(

1

)()(

.

)()(

.

)(

),...,(

,),,1,(,
)()(

)0()0(

)0()0()0()0(

)0(

)0()0()0()0()0(

1

)0()0(

jrnkjr
f

W

f

ff

W

ff

nkjki
p

f
f

p

fpff

W

pfWzf

siksi
ff

m

jj

j

m

rr

r

m

jj

j

r

m

rr

r

m

jj

j

m

rr

r

j

i

i

j

i

m

ii

m

jj

j

m

ii

Wi

m

jj

j

m

ii

i

m

jj

j

i

m

ii

i

s

m

ss

s

i


























































































































































































 (N32) 

  Допустим, что условия совместности (N32)- выполняются, но не тождест-

венно, тогда из этих )1(5,02  nnCn  соотношений сможем найти функций 

),,...,,( 11 nnk zzhW  , ),1( nk  . Если хотя бы одна из этих функций удовлетворяет 

системе (6.5.2), тогда она будет частным решением системы. В противном 

случае, система (6.5.2) не совместна.  Прежде всего, допустим, что в системе 

(6.5.2) функции pfi (...), считаются вполне определёнными функциями. 

Для того, чтобы условия совместности (N22) выполнялись тождественно, 
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необходимо и достаточно, чтобы функции );,,...,,( 11 Wzzf nnj   

определялись следующими видами: 

.),...;()],,...,,();,,...,(;,...,,,,...,[)(
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Допустим, что первая часть из условий (N22)  выполняются, тогда интегрируя 

первую группу уравнений системы (6.5.2) по переменным  i , считая остальные  

переменные постоянными параметрами, получим:  

),,...,,,,...,(),,...,,();,,...,,,,...,( 11111111 nnkkknnnnkkk zzzzVzzWzzzzP    ,   

(6.5.4) 

где ),1(,
)(

),,...,,(
)0(

11 ki
zzf

m

ii

nni

i
















, ),,...,,( 21 nnzzzVV  - новая неизвестная 

функция. Дифференцируя обе части (6.5.4) по переменным ),1( nkjj  , 

учитывая формулы (6.5.3),  подставим их результаты в системе (6.5.2), тогда 

она принимает следующий регулярный вид:  

),1(),;,,...,,,,...,( 111 nkjVzzzzg
V

nnkkkj

j





 


.                     (6.5.5) 

Если считать, что правые части уравнений системы (6.5.5) являются 

регулярными и аналитическими в по )12(  kn  переменным  ),1( nkjj  , то 

интегрируя последнюю систему, будем иметь 

     ),z,...,,z,z,...,z(H)z,...,z(Ф),z,...,z(V nnkkknnn   11111 . 

Далее, подставляя значение функции V(…) из последнего соотношения в 

равенстве (6.5.4), и переходя к прежним переменным, получим многообразие 

решений системы (6.5.1) следующей формулой: 

  .),,...,,,,...,(),,...,,(),...,(;,,...,,,,...

)6.5.6(),,...,,(

111111111

1

nnkkknnnnnkkk zzzzzzHzzzzzzФzzzzzzP

zzzzW
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Теорема 3.22. Пусть в п.о.с.К.-Р. (6.5.1)   jnnji fpÏRAWÏRApff ,),(),(,, )0(

1   

аналитические функции по переменной W. Если в каждых уравнениях системы 

(6.5.2), их правые части удовлетворяют условию (М0), а также условия 

совместности (N22)  выполняются, но не тождественно, то исходная система 

имеет  только частное решение. Для того, чтобы условия ( N22)  выполнялись 

тождественно, необходимо и достаточно, чтобы функции );,,...,,( 21 Wzzzf nnj   

определялись формулами вида (6.5.3). Если регулярная система уравнений 

(6.5.5) имеет определённого вида решения, тогда исходная система также 

разрешима и многообразие её решений определяется явной формулой (6.5.6). 

Если функция ),...,( 1 nz   удовлетворяет всем указанным условиям, то 

решение системы вида (6.5.2) во всей области будет непрерывным. Если в 

(6.5.4) считать функцию ),,...,,( 11 nnzz    аналитической по всем 

аргументам функции  ),,...,,( 11 nni zzf  , то точки )0(

ii    под интегралами 

считаются особыми порядка  m .  

Замечание. Если в п.о.с.К.-Р. (6.5.1) считать, что ,1i  либо  ( 1,1  ni ), то 

условии теоремы 3.15 верна и в этих случаях. 

§ 3.7. О представлении решений одного вида нелинейных п.о.с.К.-Р 

  В этой главе работы рассматривается система нелинейных и 

квазилинейных диффернциальных уравнений произвольного числа 

независимых переменных.                  

7.1. Будем рассматривать п.о.с.К.-Р. следующего вида 
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где   jnnj fÏRAWÏRAfqf ),(),(,, )0(

111  аналитические функции по 

переменной W.  Выполняя аналитические продолжения в системе (7.1.1),имеем   
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   (7.1.2) 

Если  в системе (7.1.2), в случаи ограниченности частные производные 

искомой функции  W по каждым переменным  выполняются вся условий (М0), 

то есть ,0)(lim
1

)0(

11)0(
11















 




Wm  ),2(,0)(lim )0(
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nj
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m

jj
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, то 

аналогично [43]- [46] , в случаи ограниченности 
1

W   из системы (7.1.2)  

необходимо имеем: 0);,,...,(,0,0,0 110101  WzzfWqf nnj  . Из этих 

соотношений получаем частные решения системы  0W , 

),2(),,...,,( 21 njzzzhW nj  . Тем самым, не решая систему, определим поведение 

системы в особых точках системы. Если в системе (7.1.2) данные  функции 

удовлетворяют условию малости:  ),)(( )0(

111

  mof  

)10(),)((),)(( )0(

11

)0(     m

j

m

jjj oqof , то при выполнении 

условия совместности системы (7.1.2), найдём непрерывное решение системы 

во всей области. В области задания функции }bW,a{:П )(

kkn 

0

12 , 

условием совместности системы будет записываться  следующими  

формулами:   
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 Допустим, что условия  (N32) выполняются, но не тождественно, тогда из этих 

соотношений имеем ),1(),,,...,,( 2

11 nnni CizzhW   . Если хотя бы одна из 

этих функций удовлетворяет системе (7.1.2), то оно возможно будет только 

лишь частным решением системы . Допустим, что в системе (7.1.2) функции 

11 ,qf  считаются заданными функциями. Условия (N32) будут выполнятся 

тождественно тогда и только тогда, когда функции (...)jf  принимают вид: 
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    Так как функции ),...,( 1 nj zf   вида (7.1.3) обеспечат тождественного 

выполнения условий (N32), причём в системе устраняются особые точки )0(

ii  

, поэтому, в начале, интегрируем первое уравнение системы (7.1.2) попервой 

переменной: 

       ),,...,,,(),,...,,(),,...,,()1(exp 221111

1

111 nnnn

k

nn zzzVzzQWzzFk    .   (7.1.4) 



 

368 

 

 

 

Дифференцируя обе части соотношении (7.1.4) по переменным ),2( njj  , 

подставим их значения в системе (7.1.2) и получим систему вида 

  ),2(),;,,...,,,( 221 njVzzzg
V

nnj

j








.    (7.1.5) 

Тогда вторая часть равенств из (N32) , как условий совместности системы 

(7.1.5) принимает следующий вид 
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.             (N33) 

Если для системы (7.1.5) условий (N33) выполняются тождественно, тогда  , 

интегрируя систему (7.1.5), будем иметь: 

),z,...,,z,z(H)z,...,z,z(Ф),z,...,,z,z(V nnnnn  22121221 .   

Подставляя значение функции ),...,( 1 nzV   в равенстве (7.1.4), а затем 

переходя к прежним переменным, получим 

   )1/(1

1221111111
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)..,,.(),,...,,,(),,...,,(),,...,,(exp

),,...,,(
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nnnnnnn

nn

zzzÔzzzzzHzzzzQzzzzF

zzzzW





.  

(7.1.6) 

Теорема 3.19. Допустим, что в п.о.с.К.-Р. (7.1.1) ),(,, 11 nj ÏRAqff   

),( )0(

1 nÏRAW 0,0  km . Если для системы (7.1.2) выполняются условия (М0), 

а также условии совместности (N32) выполняются, но не тождественно, то 

система может иметь некоторые частные решения. Если функции 11,, fqf i - 

удовлетворяют условию малости, то при тождественном выполнении 

условии (N33) решение системы во всей области будет непрерывным. Если 

считать, что указанные функции в области 1nП  являются аналитическими, 

то функции (...)(...), 11 QF  и решение системы во всей области будут 

непрерывными. Если же указанные условия не выполняются, то решение 
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системы (7.1.1) во всех точках )(

nП 0

1
 является непрерывным, а в точке )0(

11 zz   

имеет особенности )1( m  -го порядка. Причём полученное решение системы, 

формулой (7.1.6) во всей области является многозначным. 

Замечание. Если в системе (7.1.1) 1m  и выполняются условия (М0), а 

также условия совместности системы выполняются тождественно, то 

полученное решение системы вида (7.1.1), во всей области будет 

непрерывным.  

3.7.2. В этой части темы будем рассматривать п.о.с.К.-Р. вида 
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  (7.2.1) 

где   lmÏRAWÏRAqff nniji ,0),(),(,, )0(

1 произвольное рациональное число. 

Аналогично предыдущим пунктам, выполняя аналитические продолжения 

переменных kz  на новым переменным ),1( nkk  , преобразуем данную систему 

в следующем виде; 
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   (7.2.2) 

  Если для системы (7.2.2) требовать выполнении условии (М0), то из 

0);,,...,,(,0,0,0 )0()0(

1100  WzzfWqf nnjii  , получим:   ,0W   и  

),1(),,...,,( 21 nrzzzhW nr  , которые  возможно будут частными решениями 

системы.   Если  в системе, функции   iji qff ,, - удовлетворяют условию 

малости, то при тождественном выполнении условия совместности системы, 
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многообразия её решений  находится и оно непрерывно. Условия   

совместности системы (7.2.2) принимают следующий вид: 































































































































 .
)()()()()(

)(
)()()()(

),1((),,1(,0),,...,,(),,...,,(

)0()0()0(

1

)0()0(

34)0()0()0()0(

1111

l

m

ii

i

j

m

ii

i

j

m

jj

jl

m

ii

i

m

ii

i

m

jj

jl

m

ii

i

m

ii

i

m

jj

j

i

l

nnjinnji

W
q

W
ff

W
qlf

N
f

W
W

q
W

ff

nkjkiWzzQWzzP







  

В этих формулах, из первой группы можно найти 

)1(/1

11 )],,...,([,0  l

nnzzHWW     а также из второй группы равенств имеем 

,...)2,1(),,,...,( 11  szzhW nns  . Если из этих найденных iW  хотя бы одна 

функция удовлетворяет систему (7.2.2), то она будет только лишь частным 

решением системы. В противном случае, ни одна из этих найденных функций, 

не будет решением системы. Допустим, что в первой группе уравнений 

системы (7.2.2) ii qf , - считаются вполне определёнными функциями. Тогда  

для тождественного выполнения второй группы условий совместности, 

необходимо и достаточно, чтобы функции );,,...,,( 11 Wzzf nnj  ,  ( nkj ),1(  )  

были представлены следующим образом: 
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а также 
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    Если считать, что в области 1nÏ функции 21 ,, jf - относительно 

своих аргументов являются аналитическими, то последние два интеграла по 

теореме вычетов можно вычислить, эти интегралы существуют, и непрерывны. 

Так как при значении функции (...)jf из (7.2.4) условия (N34) выполняются 

тождественно. Интегрируя первые ( k ) уравнений системы (7.2.2) по 

переменным k ,...,1  , а остальные считая параметрами, имеем:  

        
 

  .),,...,()1(),,...,,,,...,(

,...)(exp),,...,,(

)1/(1

12111

1111

l

nnnnkkk

nn

zzkzzzzV

zzzW



 






    (7.2.5) 

Дифференцируя обе части формулы (7.2.5) по переменным nk  ,...,1

подставим результаты в системе  (7.2.2), и получим систему  

);,,...,,,,...,( 111 Vzzzzg
V

nnkkkj

j








.    (7.2.6) 

 Интегрируя систему (7.2.6), будем иметь 

),z,...,,z,z,...,z(H)z,...,z(Ф),z,...,,z,z,...,z(V nnkkknnnkkk   1111111 . (7.2.7) 

Далее, подставляя значению V(…)   из (7.2.7) в (7.2.5), и переходя к прежним 

переменным, получаем многообразие решений исходной системы следующей 

формулой 

   )l(/

nnnnnn )z,z,...,z()k()z,z,...,z(H)z,...,z(Ф(...)exp)z,..,z(W



11

121111 1

.(7.2.8) 

Если в п.о.с.К.-Р. (7.2.2) функций iji qff ,, - удовлетворяют условий (М0),    

условии малости, а также  когда к интегралам  в функции  21 ,  применять 

теорему вычетов, тогда полученные решения системы формулой вида (7.2.2) во 

всей области будут непрерывными и выполняются условия теоремы 3.20. 
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§ 3.8. Представление решений некоторых п.о.с.К.-Р. с однородными 

функциями 

 3.8.1. Рассмотрим п.о.с.К.-Р. вида 

  ),2(,/;,,...,,),;,,...,,( 1111
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nizWzzzzf
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W
Wzzzzf

z

W
i

i

nn 








 (8.1.1) 

где   i

)(

nni f,f),П(RAW),П(RAf,f 1

0

11 аналитические функции по 

переменной W , причём функция 1f  - однородная нулевого порядка по двум 

переменным Wz ,1   [272]-[278].   Выполняя аналитические продолжения по 

переменным kz  на  новые переменные ),1( nkk  , преобразуем  её в следующей 

системе 

)/;,,...,,(),;,,...,,( 111111
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.    

В последней системе производя замену вида VW 1 , получаем новую 

систему 
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.   (8.1.2) 

Как известно [278], для непрерывности решения системы (8.1.2), 

необходимо, чтобы для этой системы выполнялись условия (М0), то есть 

),1(,0lim 1
01

nj
V

j




















 



. Тогда из правых частей уравнений системы (8.1.2), 

имеем ,...)2,1(),,,...,,,( 221  jzzzfV nnj  . Если хотя бы одна из этих функций 

удовлетворяет первое уравнение системы, то она будет только частным 

решением системы. Для того, чтобы существовало многообразия решений 

системы необходимо и достаточно, чтобы функций  );,,...,,( 11 Vzzf nni    при 

всех значениях  ( ni ,2 )  определялись следующими формулами: 
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,    (8.1.3) 

где   
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);,,...,,,1,(
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  вполне 

определённые функции, либо произвольные функции. Легко заметить, что при   

значениях функции );,...,( 1 Vzf ni   из (8.1.3)  условия совместности системы 

(8.1.2) выполняются тождественно, поэтому интегрируя первого уравнения 

системы по переменной 1 , а  остальные аргументы считая параметрами, 

получим: 

  ),,...,,,(ln);,,...,,,( 22112211 nnnn zzzVVzzzF    .        

(8.1.4) 

Дифференцируя обе части (8.1.4) по всем переменным ),2( nii  , подставим 

их значения в системе (8.1.2). В результате, получим систему вида (8.1.2). При 

этом, получим, что решение системы (8.1.2), а затем после перехода к прежним 

переменным, решение исходной системы определяется следующей формулой 

)]z,...,z(Ф)z,z,...,z,z,z(Hzln;z,z,...,,z,z[Fz)z,z,...,z,z(W nnnnnnn 12211221

1

1111   . 

При этом, решение системы (8.1.1) во всей области )0(

1nÏ  является 

непрерывной, а в точки 01 z  имеет логарифмическую особенность. Если же 

считать, что в системе (8.1.2) все функции  в правых частей её уравнений 

являются аналитическими, то учитывая  
L

i
t

dt
2

1

1 , имеем, что решение 

исходной системы  всюду в 1nП  является непрерывным. 

3.8.2.  Будем рассматривать п.о.с.К.-Р. вида 
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где  )n,i(,k),П(RAW),П(RAf,f )(

nni 210

11   . Для системы (8.2.1) выполняя 

аналитические продолжения по переменным 
kz  на  ),1( nkk  , преобразуем её  

в следующем виде  
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.  (8.2.2)  

В системе (8.2.2) сделав замену вида VWk 1 , перепишем её следующим 

образом : 
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.   (8.2.3) 

Условия (М0) для системы (8.2.3) имеет вид ),...,2,1(,0lim 1
01

nj
V
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. При 

этом система (8.2.3) возможно имеет некоторое частное решение.  

Условия совместности системы (8.2.3) выполняются тождественно, тогда и 

только тогда, когда функции  );,...,( 1 Vzf ni   принимают вид: 
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где  )(,
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);,,...,,,( 1
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  . 

 Проинтегрировав первое уравнение системы (8.2.3) по переменной 1  , 

считая остальные переменные  параметрами, получим:  

),,...,,,(ln);,,...,,,( 22112211 nnnn zzzVzzzF   .    (8.2.5) 

 Дифференцируя обе части равенство (8.2.5) по переменным ),2( nii  , 

подставим их значения в системе (8.2.3), и получим  систему вида (7.2.6). 

Условия совместности этой системы будут выполнены тождественно, 

следовательно,  интегрируя эту систему аналогично предыдушим случаям, 

будем иметь следущую функцию 
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             ),,...,,,(),...,(),,...,,,( 2211221 nnnnn zzzHzzÔzzz   . 

При этом, многообразие решений исходной системы принимает следующий 

вид 

 )z,z,...,z,z,z(H)z,...,z(Фzln;z,z,...,z,z,zF
z

)z,z,...,z,z(W nnnnnknn 22111221

1

1

1

11

1
 

.(8.2.6) 

Таким образом, нами получено, что решение исходной системы вида (8.2.6), 

почти всюду в области  )(

nП 0

1  является непрерывным, а в одной точке 

)0(,0 11  zz имеет особенности порядка  k . 

Теорема 3.21. Пусть в п.о.с.К.-Р. (8.2.1) 00

11   k),П(RAW),П(RAf,f )(

nni

. Если условия (М0) выполняются, а также условия совместности системы 

(8.2.2) выполняются, но не тождественно, тогда   находится только лишь 

некоторые частные решения системы. Для того, чтобы условия 

совместности преобразованной системы (8.2.2) выполнялись тождественно, 

необходимо и достаточно, чтобы функции ),...;( 1 Vzf i  имели вид (8.2.4). Если  

система вида (7.2.6) имеет решение, тогда исходная система также 

разрешима и многообразие её решений определяется формулой (8.2.6). Причём 

решение системы всюду в области )0(

1nÏ  является непрерывным, а в точке 01 z  

имеет неустранимую особенность порядка k . 

 3.8.3. Рассмотрим нелинейного п.о.с.К.- Р. вида 
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   (8.3.1) 

где  knk fzzzzÏRAWÏRAf ),...,,(),(),( 21

)0(

32 заданные аналитические по      

W функции, т.е.  ),1(,0 nkfkW
 . Прежде чем решить систему (8.3.1),  
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выполняя алитические продолжения переменных   kz  на  nkk ,1(  ),  

преобразуем систему (8.3.1) к виду: 
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               (8.3.2 ) 

где  ),1(),;,,...,,();,( 11 nkWzzfWzf nnkk   . 

  Условия совместности системы (8.3.2) имеет вид: 
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(N35) 

 Допустим, что условие совместности (N35) по всем переменным 

выполняется, но не тождественно. Тогда  решая эту систему функциональных 

уравнений относительно неизвестной функции, получим  ),z,z,,z,(zhW nn11i   

)C1,(i 2

n . Если хотя бы одна из этих функций удовлетворяет систему (8.3.2), то 

она будет её частным решением. В противном случае п.о.с.К.-Р. (8.3.2) – 

несовместно.  Очевидно, что для существования многообразия решений 

системы (8.3.2). тождественного выполнения условий (N35) являются 

необходимым, Покажем, что тождественного выполнения условие (N35) для 

существования многообразия решений системы (8.3.2), как в предыдущим 

случаям, является, также достаточным Пусть условие совместности (N35) для 

системы (8.3.2) выполняется тождественно. Тогда интегрируя первое 
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уравнение методом последовательных приближений, как регулярное к.д.у. , 

будем иметь: 

 












 )),,,,(;,,,,(),h(z,W 22111

k

nnnnk zzzzzf 



  , (8.3.3)  

где ),...,z( 1 n  - новая неизвестная функция. Дифференцируя  соотношения 

(8.3.3) по переменной ),...,2(, nkk  , подставим её результат в остальных 

уравнениях системы (8.3.2), и получим регулярную систему  к.д.у. вида   
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 . (8.3.4) 

Покажем, что правые части системы к.д.у. (8.3.4) не зависят от переменного   1

. Действительно,  дифференцируя правую часть (8.3.4) по переменной 1 , 

получим соотношениями, совпадающими  с  первыми  (п-1) - равенствами 

условий (N35), о которых было требовано тождественного их выполнения. Это 

означает, что правые части уравнений системы к.д.у. (8.3.4) не зависят от 

переменного 1 . Поэтому по аналогии с предыдущим, интегрируя последнего 

системы уравнений по переменным  k , как систему регулярных уравнений 

[34], получим:  )z(Ф;~,zH   или  0;~, WzH   , где  ),,,(~
32 n  . Тогда 

многообразия всей решении п.о.с.К.-Р.(8.3.2) будет представлено формулой 

           z)(Ф;z
~
,zH;zz,hW  , где  ),,,(

~
32 nzzzz  ,                            (8.3.5) 

Ф(z)- произвольная аналитическая функция от п- комплексных переменных  z.     

Теорема.3.22.  Пусть в  п.о.с.К.- Р. (8.3.1) ее функций )(),(, )0(

nnk ÏRAWÏRAf 

. Если условия совместности (N35) по всем переменным выполняются, но не 

тождественно, тогда   находятся некоторые частные, либо особые  решения 

п.о.с.К.-Р.  (8.3.1)  в виде )zh(z,W  . Если условия  совместности (N35) по всем 

переменным   выполняются  тождественно, тогда найдётся многообразия 
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решений п.о.с.К.- Р. (8.3.1)  являющиеся непрерывным,  во всем бицилиндре nП

,определяющиеся через одной произвольной аналитической функцией  Ф(z)  

произвольного числа переменных (z=z1,z2,…,zn))  формулой  вида (8.3.5). 

 

Замечание. Если для п.о.с.К.-Р.  
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а также других видах систем выполнятся предыдущие действий, выполняемые 

в  п.8.3,  и будем требовать тождественного выполнения условия совместности 

вида  (N35) для указанных систем, то последние системы также разрешимы, и 

многообразие их решений во всей данной области ( nП ) существуют притом, 

непрерывны и для них имеет равносильная теорема к  теореме 3.22. При этом, 

необходимо требуется, чтобы в каждых уравнениях последних систем, 

номерация индексов в записе особых точек вырождений не совадались (иначе 

в процессе интегрировании п.о.с.К.-Р. возникают большие проблемы). Для 

нахождения многообразия решений такие класса систем, потребуются 

дополнительные условия на заданных функций, указанные в предидуших 

параграфах в работе.   

В дальнейшем, будем рассматривать некоторые другие случаи системы 

(8.3.1)  вида:  
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   (8.3.7) 

где 

0),,,,(),,,,(
~

),(),(,,,, 2132

0

1   mzzzzzzzzПRAWПRAffqaa nkknтnjik 

.  Выполняя аналитические продолжения переменных   kz  на  nkk ,1(  ),  

преобразуем систему (8.3.6)-(8.3.7) к виду: 
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   (8.3.8) 
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        (8.3.9) 

Для этих систем  (8.3.8) и (8.3.9)  необходимие  и достаточные условия 

совместности имеют вид:  
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(N36) 

а также 

 

 Пусть эти условий (N36), (N37) выполняются, но нетождественно. Тогда  
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решая эти систем функциональных уравнений относительно неизвестной 

функций, имеем  ),z,z,,z,(zhW nn11i   )C1,(i 2

n . Если хотя бы одна из этих 

функций удовлетворяет систему (8.3.8), (8.3.9) то она будет частным решением 

указанных систем. В противном случае, выще указанные п.о.с.К.-Р. будут 

несовместными.  Очевидно, что тождественного выполнения условий (N36), и 

(N37) являются необходимым, для существования многообразия решений 

системы (8.3.8), (8.3.9).  Покажем, что тождественного выполнения условие 

(N36), (N36)  для существования многообразия решений систем, являются, также 

достаточным.  

 По аналогии с п. 8.1, считая, что функции    );
~

,(),,(),,(1 Wzzqzzazza k  

являются данными функциями, из условий (N36), и (N37) будем иметь функций: 
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вполне определённые функций. При этих значениях функций  );,( Wzfk   и 

);,( Wzf r  данные системы приводятся к систем с регулярными правыми 

частями. В случаи тождественного выполнения условий совместности, 

полученные системы имеют непрерывное решение во всей данной области. 

Причём им применяются равносильных предыдущих теорем 3.10 - 3.21.  
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интегрируемых явно. /Б.Шарипов// -Докл. АН Тадж.ССР-1984- т.27(№7)- с.365-
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обобщённых систем Коши-Римана с сингулярными коэффициентами. 
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279.Шарипов Б. Формулы представления решений одного класса нелинейных 

обобщённых систем Коши-Римана с сингулярными коэффициентами. 
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класса переопределённой системы дифференциальных уравнений в частных 

производных с сингулярными коэффициентами на плоскости. Душанбе,  Сб. 

тезисов, респ. конференции в ДИПТ,1997, - с.246-248. 



 

419 

 

 

 

281.Шарипов Б., Раджабов Б.Х. Представление решений одного класса 
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