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Обозначения

N — множество натуральных чисел

Z+ — множество целых неотрицательных чисел

R — множество действительных чисел

R+ — множество положительных чисел

Pn — подпространство алгебраических полиномов степени n

En−1(Dsf)L2,µ
– наилучшее совместное приближение функции f(x) и её после-

довательность производных Dsf алгебраическими многочленами степени не

более n− 1

∆m
h f(x) — разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h

Fhf(x) — оператор обобщенного сдвига

Ωm(f ; t)2 — обобщённый модуль непрерывности m-го порядка в L2

sup (inf) — точная верхняя (нижняя) грань

ak(f), bk(f) — косинус- и синус-коэффициенты Фурье

dn(N, L2) — n-мерный поперечник (по Колмогорову) множества N в L2

δn(N, L2) — n-мерный поперечник (линейный) множества N в L2

Πn(N, L2) — n-мерный поперечник (проекционный) множества N в L2

dn(N, L2) — n-мерный поперечник (по Гельфанду) множества N в L2

bn(N, L2) — n-мерный поперечник (по Бернштейну) множества N в L2
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Введение

Актуальность темы исследования. При решении экстремальных задач

теории приближения функций в различных банаховых пространствах часто

пользуются основной характеристикой гладкости функции – модулем непре-

рывности. Хорошо известно, что в вопросах разложения функций в ряд Фурье

по тригонометрической системе существенную роль играет оператор сдвига

Thf(x) = f(x + h) и определяемые с его помощью обычные модули непре-

рывности различных порядков (см., например, монографии Н.К.Бари [12],

А.Зигмунда [30]). В случае приближений 2π-периодических функций, особенно

при решении экстремальных задач, в пространстве L2[0, 2π] вместо оператора

сдвига Thf(x) = f(x + h) используется оператор Стеклова (см., например,

работы В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой [3], С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [19],

М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [93]).

В диссертационной работе решены два цикла экстремальных задач теории

наилучшего совместного полиномиального приближения функций:

а) требуется найти точное значений верхней грани наилучших полиномиальных

совместных приближений функций и их промежуточных производных сумма-

ми Фурье – Чебышева и их соответствующими производными в гильбертовом

пространстве L2,µ[−1, 1] с весом Чебышева µ(x) := 1/
√

1− x2;

б) найти точные значения наилучших полиномиальных приближений функций

и их промежуточных производных конечными суммами Чебышева – Эрмита

и их соответствующими производными в весовом гильбертовом пространстве

L2,ρ(R) с весом Эрмита ρ(x) = e−x
2 на всей оси R := (−∞,+∞).

Следует отметить, что в весовом пространстве L2,µ[−1, 1] обычные во-

просы полиномиальных приближений функций суммами Фурье – Чебышева,
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гладкостные характеристики которых определялись классическими модулями

непрерывности, рассмотрены в известной монографии П.К.Суетина [64]. Одна-

ко в этой монографии нет ни одной точной оценки наилучшего приближения.

Первые точные оценки приближения найдены в работах В.А.Абилова и

Ф.В.Абиловой [4], посредством специального обобщённого модуля непрерыв-

ности. Полученные в указанных работах результаты были обобщены в рабо-

тах М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева [95], К.Тухлиева и Дж.Х.Бекназарова [73],

Дж.Х.Бекназарова [13]. Вопросы совместного приближения функций и их про-

изводных суммами Фурье – Чебышева не были рассмотрены в вышеуказанных

работах. Поэтому изучение вопросов совместного приближения функций ука-

занными суммами является весьма актуальным. Аналогичным образом, вопро-

сы совместного приближения функций и их производных на всей оси недоста-

точно изучены, в том смысле, что до появлении работы С.Б.Вакарчука [17] ни

одного точного результата в этом направлении не было получено. Исключе-

ние составляет недавняя работа М.Ш.Шабозова и А.С.Курайши [83], где впер-

вые рассмотрена задача совместного полиномиального приближения функций

и их промежуточных производных в метрике пространства L2,ρ(R). Поэтому

требуется подробное исследование этой экстремальной задачи. Отметим, что

сформулированные экстремальные задачи совместных приближений функций

досконально изучаются в данной диссертационной работе.

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Задача

совместного приближения функции и её последовательных производных бы-

ла в неявном виде сформулирована С.Н.Бернштейном [15], и впервые совмест-

ное приближение непрерывной функции и их последовательных производных

многочленами Бернштейна и их соответствующими производными исследована

И.Н.Хладовским [75]. В этой работе были получены асимптотические оценки

6



совместных приближений функций конкретными полиномами. Затем задача

о наилучшем совместном приближении периодической функции и её произ-

водных тригонометрическими полиномами была исследовано А.Л.Гаркави [26],

где также были получены асимптотические оценки приближения в равномер-

ной метрике. Полученные в [26] результаты были обобщены А.Ф.Тиманом [70]

на случай совместных приближений функций и их производных на всей чис-

ловой оси, целыми функциями экспоненциального типа конечной степени. Но-

вые точные результаты, как в вопросе совместных приближений периодических

функций, так и в вопросе совместного приближения функций на всей оси для

классов функций с ограниченной старшей производной, получены в работах

С.Б.Вакарчука [17]. Некоторые из результатов работ [17] обобщены в недавно

опубликованных статьях М.Ш.Шабозова и А.С.Курайши [83, 84].

Связь работы с научными программами (проектами), темами.

Данное диссертационное исследование выполнено в рамках реализации пер-

спективного плана научно-исследовательских работ кафедры информатики

и вычислительной математики Худжандского государственного университета

им. академика Б.Гафурова на 2016-2020 гг. и на 2021-2025 гг. по теме:
”
Теория

приближения функций”.
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Общая характеристика работы

Цель исследования. Цель настоящей диссертационной работы заключа-

ется в решении двух экстремальных задач, связанных с нахождением точной

верхней грани наилучшего полиномиального приближения функций:

а) в весовом пространстве Фурье – Чебышева L2,µ[−1, 1] с весом Чебышева

µ(x) := 1/
√

1− x2 на отрезке [−1, 1];

б) в весовом пространстве Чебышева – Эрмита L2,ρ(R) с весовой функцией

Эрмита ρ(x) = e−x
2 на всей числовой оси R := (−∞,∞).

Задачи исследования. В связи с реализацией поставленной цели требу-

ется решить следующие экстремальные задачи:

• найти точные верхние грани отклонения некоторых классов функций от

их частных сумм ряда Фурье – Чебышева в пространстве L2,µ[−1, 1];

• найти точные неравенства типа Джексона – Стечкина для совместных при-

ближений функций и их производных посредством усреднённого модуля

непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];

• найти значение поперечников и применить к задаче нахождения верхних

граней совместных приближений некоторых классов функций в L2,µ[−1, 1];

• найти значения верхних граней совместного полиномиального приближе-

ния функций и их производных на всей оси в L2,ρ(R);

• найти значение K -функционалов и обобщить результат С.Б.Вакарчука в

метрике Lp (0 < p ≤ ∞);

• решить экстремальную задачу совместного приближения функций и их

производных для классов функций W (r)
2,ρ (ωm);
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• определить значение n-поперечников некоторых классов функций в про-

странстве L2,ρ(R).

Объект исследования. Объектом исследования являются различные экс-

тремальные задачи, связанные с наилучшим совместным приближением функ-

ций и их производных алгебраическими полиномами, как на конечном отрезке,

так и на всей оси в гильбертовых пространствах.

Предмет исследования. Предметом исследования является отыскание

точных значений верхних граней наилучшего совместного приближения функ-

ций и их промежуточных производных посредством обобщенных модулей

непрерывности, определяемые конкретными дифференциальными оператора-

ми второго порядка.

Научная новизна исследований. В диссертационной работе получены

следующие основные результаты:

• найдены точные верхние грани отклонения некоторых классов функций

от их частных сумм ряда Фурье – Чебышева в пространстве L2,µ[−1, 1];

• найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина для совместного

приближения функций и их производных посредством усреднённых моду-

лей непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];

• найдено значение поперечников, и полученный результат применен к зада-

че нахождения верхних граней совместных приближение некоторых клас-

сов функций в L2,µ[−1, 1];

• найдено значение верхних граней совместных полиномиальных приближе-

ний функций и их производных на всей оси в L2,ρ(R);
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• найдено значение K -функционалов и обобщен результат С.Б.Вакарчука

в метрике Lp (0 < p ≤ ∞);

• решена экстремальная задача совместных приближений функций и их

производных для классов функций W (r)
2,ρ (ωm);

• найдены значения n-поперечников некоторых классов дифференцируемых

функций в пространстве L2,ρ(R).

Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Диссер-

тационная работа носит теоретический характер. Результаты диссертационной

работы и методы их доказательств можно применять в аналогичных экстре-

мальных задачах теории наилучшего совместного полиномиального приближе-

ния функций двух переменных и их частных производных, как в прямоуголь-

ных областях, так и во всей плоскости.

Положения, выносимые на защиту:

• теоремы о нахождении верхних граней отклонения некоторых классов

функций от их частных сумм Фурье – Чебышева в L2,µ[−1, 1];

• теоремы о нахождении точных неравенств типа Джексона – Стечкина

для совместных приближений функций и их производных посредством

усреднённых модулей непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];

• теоремы о точных значениях поперечников и их применение к задаче сов-

местного приближения некоторых классов функций в L2,µ[−1, 1];

• теоремы о значениях верхних граней совместных полиномиальных при-

ближений функций на всей оси в пространстве L2,ρ(R);

• теоремы о точных значениях K -функционалов и обобщение одного ре-

зультата С.Б.Вакарчука в метрике Lp (0 < p ≤ ∞);
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• теоремы о совместном приближении класса функций W (r)
2,ρ (ωm) в L2,ρ(R);

• теоремы о точных значениях n-поперечников некоторых классов функций

в пространстве L2,ρ(R).

Степень достоверности результатов.Достоверность научных результа-

тов диссертационной работы обеспечивается строгими математическими дока-

зательствами всех утверждений, приведённых в диссертации, подтверждается

исследованиями других авторов.

Методы исследования. В работе широко используются методы реше-

ния экстремальных задач теории аппроксимации функций в нормированных

пространствах, а также современные методы решения экстремальных задач

вариационного содержания в функциональных пространствах.

Соответствия диссертации паспорту научной специальности

(формуле и области исследования). Диссертационная работа выполнена

по специальности 6D060101 – Вещественный, комплексный и функциональный

анализ и является разделом математического анализа, указанного в пункте III

параграфа 3 паспорта научной специальности.

Личный вклад соискателя ученой степени. Задача исследования и

выбор метода доказательств сформулированы научным руководителем рабо-

ты, оказывающим также консультативное содействие. Основные результаты

диссертационной работы, перечисленные в разделе “Научная новизна”, получе-

ны автором лично.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссерта-

ции докладывались и обсуждались на:

• семинарах кафедры информатики и вычислительной математики Худ-
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жандского государственного университета им. Б.Гафурова под руковод-

ством профессора К.Тухлиева (Худжанд, 2015 - 2022 гг.);

• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных

уравнений Таджикского национального университета под руководством

академика НАН Таджикистана, профессора М.Ш.Шабозова (Душанбе,

2016 - 2022 гг.);

• международной научной конференции “Современные проблемы и прило-

жения алгебры, теории чисел и математического анализа” (Душанбе, 13 -

14 декабря 2019 г.);

• международной научной конференции “Современные проблемы функци-

онального анализа и дифференциальных уравнений” (Душанбе, 25 - 26

декабря 2020 г.);

• республиканской научно-практической конференции “Современные про-

блемы прикладной математики и их роль в формировании научного ми-

ровоззрения общества” (Худжанд, 29 - 30 октября 2021 г.);

• международной научно-практической конференции “Прикладные вопросы

точных наук” (Россия, г. Армавир, 30 - 31 октября 2021 г.);

• республиканской научно-практической конференции “Актуальные про-

блемы точных наук и информационных технологий” (г. Душанбе, 28

мая 2021 г.).

• международной научно-практической конференции “Современные пробле-

мы прикладной математики и информационных технологий” (Узбекистан,

г. Бухара, 11 - 12 мая 2022 г.);
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• международной научной конференции “Современные проблемы математи-

ческого анализа и теории функций” (Душанбе, 25 - 26 июня 2022 г.);

• международной научной конференции “Уфимская осенняя математиче-

ская школа - 2022” (Россия, г. Уфа, 28 сентября - 1 октября 2022 г.);

• международной научно-практической конференции “Комплексный анализ

и его приложения” (г. Бохтар, 19 ноября 2022 г.);

Публикации по теме диссертации. Результаты исследований автора

по теме диссертационной работы опубликованы в 14 научных работах, из них

5 статей опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень ВАК

Республики Таджикистан, а 9 – в трудах международных и республиканских

конференций.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

трех глав, списка цитированной литературы из 115 наименований, занимает

117 страниц машинописного текста и набрана на LATEX. Для удобства в дис-

сертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий и формул.

Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номером

главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый номер

теорем, лемм, следствий или формулы в данном параграфе.
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ГЛАВА I. Анализ литературы и формулировка

нерешённых задач по теме исследования

В этой главе анализируется совокупность известных результатов по вычис-

лению точных верхних граней наилучших приближений функций:

а) конечными суммами рядя Фурье – Чебышева на классе функций

L
(r)
2,µ[−1, 1] := L2(1/

√
1− x2; [−1, 1]) в гильбертовом пространстве L2,µ[−1, 1]

с весом Чебышева µ(x) = 1/
√

1− x2;

б) конечными суммами Чебышева – Эрмита на классе функций L
(r)
2,ρ(R) :=

L2(e
−x2,R) в гильбертовом пространстве L2,ρ(R) на всей оси R := (−∞,+∞) в

весом Эрмита ρ(x) = e−x
2.

По результатам анализа источников формулируются нерешённые задачи

приближения.

§1.1. О наилучшем среднеквадратическом приближении функций

суммами Фурье по многочленам Чебышева

Хорошо известно, что если функция f(x) задана на отрезке [−1, 1] и ее

квадрат интегрируем с весом µ(x) = 1/
√

1− x2 на этом же отрезке, то опреде-

ляя коэффициенты Фурье – Чебышева этой функции по формулам

cn(f) =

1∫
−1

f(t)Tn(t)√
1− t2

dt,

поставим в соответствие ряд Фурье по многочленам Чебышева первого рода

f(x) ∼
∞∑
k=0

ck(f)Tk(x). (1.1.1)
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Как обычно, множества таких функций обозначают L2,µ[−1, 1] или более ко-

ротко L2,µ := L2,µ[−1, 1].

Пусть

Pn :=

{
pn(x) : pn(x) =

n∑
k=0

akx
k

}
−

множество алгебраических полиномов степени не более n. Величина

En(f)2,µ := inf
{
‖f − pn‖2,µ : pn ∈ Pn

}
,

где

‖f‖2,µ =

 1∫
−1

f 2(x)√
1− x2

dx

1/2

называется наилучшим полиномиальным среднеквадратическим приближени-

ем функции f(x) множеством Pn в метрике пространства L2,µ.

В [64, с. 25-26] доказано, что

En−1(f)2,µ = ‖f − Sn−1(f)‖2,µ =

{ ∞∑
k=n

c2k(f)

}1/2

. (1.1.2)

В работе В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой [4], исходя из оператора

Fhf(x) =
1

2

[
f(x cosh+

√
1− x2 sinh) + f(x cosh−

√
1− x2 sinh)

]
, (1.1.3)

введена конечная разность m-го порядка

∆m
h (f ;x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
F k
h f(x), (1.1.4)

где F 0
hf(x) ≡ f(x), F k

h f(x) = Fh(F
k−1
h f(x)), k = 1, 2, . . . ,m, m ∈ N.

По введённой конечной разности (1.1.4) определен обобщённый модуль непре-

рывности m-го порядка

Ωm(f, t)2,µ = sup
{
‖∆m

h (f ; ·)‖2,µ : |h| ≤ t
}

(1.1.5)
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и в терминах (1.1.5) доказано, что для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ спра-

ведливо неравенство

En−1(f)2,µ ≤
1

n2r
· En−1(D2rf)2,µ, (1.1.6)

где D := (1 − x2) d
2

dx2
− x d

dx
– дифференциальный оператор второго порядка

Чебышева.

Проведя более полное исследование по этой проблематике, М.Ш.Шабозов

и К.Тухлиев [95] доказали, что для любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ справедливы

равенства

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinntdt


m = 1. (1.1.7)

Так как наряду с функцией f все операторные производные вида Dsf (s =

0, 1, . . . , r) также принадлежат пространству L(2r)
2,µ , то имеет смысл найти наи-

лучшее приближение некоторого множества M(r)
2,µ, принадлежащего множеству

L
(2r)
2,µ , то есть требуется найти точное значение верхней грани

E (s)n−1
(
M

(r)
2,µ

)
:= sup

{
En−1(Dsf)2,µ : f ∈M

(r)
2,µ

}
. (1.1.8)

При конкретном выборе множества M
(r)
2,µ для решения задачи (1.1.8) потребу-

ется сначала решить следующие, естественно возникающие проблемы:

Задача I. Требуется обобщить неравенство (1.1.6) на случай совместного

приближения функций и их промежуточных производных. Другими словами,

найти точное значение величины

sup

{
En−1(Dsf)2,µ
En−1(Drf)2,µ

: f ∈ L(2r)
2,µ

}
16



и дать применение полученного результата.

Задача II. Доказать экстремальное равенство (1.1.7) на случай совмест-

ного приближения функций f ∈ L
(2r)
2,µ и их промежуточных производных

Dsf ∈ L(2r)
2,µ , (s = 0, 1, . . . , r), то есть, найти значение верхней грани

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s) En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinntdt


m .

Пользуясь полученным результатом, для классов функций, следующих из

решений задачи II, решить экстремальную задачу (1.1.8) и найти точное зна-

чение n-поперечников.

§1.2. Наилучшее среднеквадратическое полиномиальное прибли-

жение функций на вещественной оси с весом Чебышева – Эр-

мита и решения некоторых экстремальных задач

Пусть L2,ρ(R) — пространство суммируемых с квадратом на вещественной

оси R := (−∞,+∞) функций f : R→ R с весом ρ(x) = e−x
2 и конечной нормой

‖f‖2,ρ := ‖f‖L2,ρ(R) =

∫
R

e−x
2

f 2(x)dx

1/2

.

Через

En−1(f)2,ρ := inf
{
‖f − pn−1‖2,ρ : pn−1 ∈ Pn−1

}
обозначим наилучшее приближение функций f ∈ L2,ρ алгебраическими поли-

номами

pn−1(x) =
n−1∑
k=0

akx
k
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из множества полиномов Pn−1 степени n− 1.

Пусть

Hn(x) := (−1)nex
2 dn

dxn
(e−x

2

), n ∈ Z+

— ортонормальная система, а

Hn(x) =
Hn(x)√
2n(n!)

√
π
, n ∈ Z+

— ортонормированная система многочленов Эрмита [62, c. 114] в пространстве

L2,ρ(R). Составим ряд Фурье – Эрмита функции f ∈ L2,ρ(R) вида

f(x) =
∞∑
k=0

ck(f)Hk(x), (1.2.1)

где

ck(f) =

∫
R

ρ(x)f(x)Hk(x)dx.

Если обозначить через

Sn−1(f ;x) =
n−1∑
k=0

ck(f)Hk(x)

— частную сумму ряда (1.2.1), то хорошо известно, что

En−1(f)2,ρ =
∥∥f − Sn−1(f)

∥∥
2,ρ

=

{ ∞∑
k=n

c2k(f)

}1/2

. (1.2.2)

В пространстве L2,ρ(R) рассмотрим оператор обобщённого сдвига следующего

вида [24, c. 557], пользуясь которым определим разности высших порядков

∆m
h (f ;x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
F k
h f(x),

где F 0
hf(x) = f(x), F k

h f(x) = Fh(F
k−1
h f(x)), k ∈ N.
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Величину

ω̃m(f ; δ) = sup
{∥∥∆m

h (f ; ·)
∥∥
L2,ρ

: 0 < h ≤ δ
}

(1.2.3)

будем называть обобщённым модулем непрерывности порядка m функции f ∈

L2,ρ(R). Обозначим через D :=
d2

dx2
− 2x

d

dx
— дифференциальный оператор

второго порядка Чебышева – Эрмита, L(r)
2,ρ(D), r ∈ N — множество функций

f ∈ L2,ρ(R), у которых производные (r − 1)-го порядка f (r−1)(x) абсолютно

непрерывны на любом конечном интервале, а производные r-го порядка f (r)

принадлежат пространству L2,ρ(R).

Перечислим известные точные результаты по этой тематике. В.А.Абилов

и Ф.В.Абилов [6] доказали, что для любой функции f ∈ L(r)
2 (D) справедливо

неравенство

En−1(f)2,ρ ≤
(
γ(n)

)−m
(2n)−r


√

2/n∫
0

t ω̃1/m
m (Drf ; t)2,ρdt


m

, (1.2.4)

где

γ(n) =
1

n
− 1

n+ 2
+

1

n+ 2
·
(

1− 2

n

)(n+2)/2

, r ∈ Z+, k, n ∈ N, n ≥ 2

причём при каждом фиксированном n = 2, 3, . . . константа в правой части

(1.2.4) не может быть уменьшена.

Продолжая исследование в этом направлении, С.Б.Вакарчук [17] доказал,

что при любых n,m, r ∈ N (n ≥ r), 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ 1, ϕ — произвольная
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весовая функция, справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r), t)2,ρϕ(t)dt

1/p
=

=


h∫

0

[
1− (1− t2)(n−r+1)/2

]
ϕ(t)dt


−1/p

. (1.2.5)

Следует отметить, что результат В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой (1.2.4) есть

частный случай результата С.Б.Вакарчука (1.2.5), когда в (1.2.5) полагают

ϕ(t) = t, p = 1/m, m ∈ N.

Сформулируем следующую задачу:

Задача III. Распространить результат С.Б.Вакарчука: а) на случай 0 <

p ≤ ∞; б) обобщить результат (1.2.5) на случай совместного приближения

функций f(x) и всех её промежуточных производных f (s)(x) (s = 1, 2, . . . , r−1,

r ≥ 2).
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ГЛАВА II. Приближения суммами Фурье – Чебышёва

и решения некоторых экстремальных задач в

пространстве L2,µ[−1, 1]

При изучении вопроса разложения функций в рядах Фурье – Чебышёва

в гильбертовом пространстве L2,µ[−1, 1] с весом Чебышёва µ(x) := 1/
√

1− x2

вместо обычного модуля непрерывности используется оператор обобщённого

сдвига, с помощью которого определяются обобщённые модули непрерывности

m-ых порядков и классы функций, которые характеризуются этими модуля-

ми непрерывности. Экстремальная задача отыскания точной оценки скорости

сходимости рядов Фурье – Чебышёва на указанных классах функций сводится

к исследованию величины, равной точной верхней грани уклонения частных

сумм рядов Фурье – Чебышёва на рассматриваемых классах функций.

В этой главе получены неравенства типа Джексона – Стечкина, связыва-

ющие величину En−1(Dsf)L2,µ
– наилучшее совместное приближение функции

f(x) алгебраическими многочленами степени не более n − 1, с усреднённым

положительным весом, обобщённым модулем непрерывности m-го порядка

Ωm(Drf ; t)2,µ, определяемого ниже, где D = (1 − x2)
d2

dx2
− x

d

dx
– заданный

дифференциальный оператор второго порядка Чебышева.
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§2.1. Некоторые обозначения и вспомогательные утверждения

В данной главе мы продолжим исследования в этом направлении и до-

кажем точные неравенства типа Джексона – Стечкина для наилучшего при-

ближения действительных измеримых на отрезке [−1, 1] функций f с весом

µ(x) := 1/
√

1− x2 элементами подпространства Pn−1 в гильбертовом простран-

стве

L2,µ[−1, 1] := L2

(
(
√

1− x2)−1; [−1, 1]
)

с конечной нормой

‖f‖L2,µ[−1,1] =

 1∫
−1

µ(x)f 2(x)dx

1/2

:=

 1∫
−1

f 2(x)√
1− x2

dx

1/2

.

Следуя работе В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой [6], в пространстве L2,µ[−1, 1]

рассмотрим оператор

Fhf(x) =

=
1

2

[
f
(
x cosh+

√
1− x2 sinh

)
+ f

(
x cosh−

√
1− x2 sinh

)]
, (2.1.1)

который будем называть оператором обобщённого сдвига, и введём конечные

разности первого и высших порядков равенствами

∆1
h(f ;x) = Fhf(x)− f(x) = (Fh − E)f(x),

∆m
h (f ;x) = ∆h(∆

m−1
h (f ; ·);x) = (Fh − E)mf(x) =

=
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
F k
h f(x),
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где F 0
hf(x) ≡ f(x), F k

h f(x) = Fh(F
k−1
h f(x)), k = 1, 2, . . . ,m; m ∈ N и E –

единичный оператор в пространстве L2. По введёнными конечными разностями

определим обобщённый модуль непрерывности m-го порядка равенством

Ωm(f ; t)L2,µ[−1,1] = sup
{
‖∆m

h (f ; ·)‖L2,µ[−1,1] : |h| ≤ t
}
. (2.1.2)

Пусть далее

T0(x) =
1√
π
, Tk(x) =

√
2

π
cos(k arccosx), k = 1, 2, . . . (2.1.3)

– ортонормированная система многочленов Чебышёва первого рода в простран-

стве L2,µ[−1, 1]. Тогда, как хорошо известно (см., напр., [64, с.91-98]),

f(x) =
∞∑
k=0

ck(f)Tk(x) (2.1.4)

есть ряд Фурье – Чебышёва функции f ∈ L2,µ[−1, 1], а

ck(f) =

1∫
−1

µ(x)f(x)Tk(x)dx (2.1.5)

– коэффициенты Фурье – Чебышёва. Равенство в (2.1.4) понимается в смысле

сходимости в пространстве L2,µ[−1, 1].

Пусть теперь D = (1− x2) d
2

dx2
− x d

dx
– дифференциальный оператор вто-

рого порядка. Операторы высших порядков определим последовательно, пола-

гая Drf = D(Dr−1f), (r = 2, 3, . . .). Хорошо известно, что многочлены (2.1.3)

удовлетворяют дифференциальному уравнению

(1− x2)T ′′k (x)− xT ′k(x) + k2Tk(x) = 0, (2.1.6)

а потому из (2.1.6) в силу определения оператора D сразу следуют равенства

DTk(x) = −k2Tk(x), . . . ,DrTk(x) = (−1)rk2rTk(x). (2.1.7)
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В [6] доказано, что для произвольной функции f ∈ L2,µ[−1, 1], имею-

щей обобщённые производные Drf (r ∈ Z+), коэффициенты Фурье-Чебышёва

(2.1.5) ряда (2.1.4) удовлетворяют соотношениям

ck(f) = (−1)r k−2r ck(Drf), k = 1, 2, . . . , (2.1.8)

ck(Fhf) = cos kh · ck(f), k = 1, 2, . . . , (2.1.9)

где функция Fhf – определена равенством (2.1.1).

Обозначим через L(2r)
2,µ [−1, 1] (r ∈ Z+), – множество функций f ∈ L2,µ[−1, 1],

у которых производная Drf ∈ L2,µ[−1, 1]. Используя соотношения (2.1.7) –

(2.1.9) и равенство Парсеваля, из (2.1.4) для произвольной функции f ∈ L(2r)
2,µ

получаем [6]

‖∆m
h (Drf)‖22,µ =

∞∑
k=1

(1− cos kh)2mk4rc2k(f). (2.1.10)

В силу (2.1.10), модуль непрерывности (2.1.2) запишем в виде

Ω2
m(Drf ; t)2,µ = sup

{ ∞∑
k=1

k4rc2k(f)(1− cos kh)2m : |h| ≤ t

}
. (2.1.11)

Обозначим через Pn множество алгебраических полиномов степени не более n.

Равенством

En−1(f)2,µ = inf
{
‖f − pn−1‖2.µ : pn−1 ∈ Pn−1

}
(2.1.12)

обозначим наилучшее среднеквадратическое приближение функции f ∈ L2,µ

элементами множество Pn−1.

П.К.Суетин [64, с.26] доказал, что среди всех элементов pn ∈ Pn−1 частная
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сумма

Sn−1(f ;x) =
n−1∑
k=0

ck(f)Tk(x)

ряда (2.1.4) доставляет минимум величине (2.1.12), причём простые вычисле-

ния показывают, что

En−1(f)2,µ = ‖f − Sn−1(f)‖2,µ =

( ∞∑
k=n

c2k(f)

)1/2

. (2.1.13)

В принятых обозначениях имеет место следующая

Лемма 2.1.1. Для произвольной f ∈ L
(2r)
2,µ при всех s = 0, 1, . . . , r спра-

ведливо точное неравенство

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s)En−1(D2rf)2,µ, (2.1.14)

которая для функции f0(x) = Tn(x) обращается в равенство.

Доказательство. Легко убедиться, что

E2n−1(Drf)2,µ =
∞∑
k=n

k4rc2k(f).

Пользуясь равенствами (2.1.8) и (2.1.13) для произвольной функции f ∈ L(2r)
2,µ

при любом s = 0, 1, . . . , r получаем

E2n−1(Dsf)2,µ =
∞∑
k=n

c2k(Dsf) =

=
∞∑
k=n

k−4(r−s)k4rc2k(f) ≤ n−4(r−s)
∞∑
k=n

k4rc2k(f) = n−4(r−s)E2n−1(Drf)2,µ,

откуда сразу следует неравенство (2.1.14). Знак равенства в (2.1.14) реализует
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функция f0(x) = Tn(x), очевидно принадлежащая классу L
(2r)
2,µ [−1, 1] и для

которой

En−1(f0) = 1, En−1(Drf0) = n2r. (2.1.15)

Кроме того,

En−1(Dsf0) = n2s = n−2(r−s) · n2r = n−2(r−s) · En−1(Drf0).

Лемма 2.1.1 доказана.

Отметим, что лемма 2.1.1 при s = 0 доказана в [3].

Следствие 2.1.1. В условиях леммы 2.1.1 для любых n ∈ N, r, s ∈ Z+,

r ≥ s справедливо равенство

sup

{
En−1(Dsf)2,µ
En−1(Drf)2,µ

: f ∈ L(2r)
2,µ [−1, 1]

}
=

1

n2(r−s)
.

Условимся, что всюду далее в соотношениях общего характера, ради крат-

кости, вместо L2,µ[−1, 1], L(2r)
2,µ [−1, 1], ‖f‖L2,µ[−1,1] сокращённо будем писать, со-

ответственно L2,µ, L
(2r)
2,µ , ‖f‖2,µ. Отметим, что следствие 2.1.1 при s = 0 ранее

доказано в диссертации Дж.Х.Бекназарова и в частном виде в работе [95].

26



§2.2. Точные верхние грани отклонения некоторых классов

функций от их частных сумм ряда Фурье – Чебышёва в

пространстве L2,µ[−1, 1]

Здесь найдены точные оценки скорости сходимости ряда Фурье-Чебышёва

на некоторых классах функций, задаваемых дифференциальным оператором

второго порядка и характеризующихся усреднённым значением обобщённого

модуля непрерывности m-го порядка Ωm(Drf ; t)2,µ в пространстве L2,µ. Иными

словами, в метрике пространства L2,µ получены точные неравенства, которые

связывают наилучшие совместные приближения дифференцируемых функций

и их промежуточных производных алгебраическими полиномами с интеграла-

ми, содержащими обобщённые модули непрерывности высших порядков произ-

водных этих функций. Вычислены точные верхние грани отклонений заданных

классов функций от их частных сумм ряда Фурье – Чебышёва в простран-

стве L2,µ. Справедлива следующая

Теорема 2.2.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+ n ≥ s. Тогда имеет место

равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ · sinnhdh


m = 1. (2.2.1)

Доказательство. Соотношение (2.2.1) при s = 0 доказано в работе [73].

Сначала докажем (2.2.1) при s = 0. С этой целью применяя неравенства

Гёльдера для рядов при любых m,n ∈ N и r ∈ Z+ для произвольной f ∈ L(2r)
2,µ ,
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из (2.1.13) с учётом равенства (2.1.10) имеем

E2n−1(f)2,µ −
∞∑
k=n

c2k(f) cos kh =
∞∑
k=n

c2k(f)−
∞∑
k=n

c2k(f) cos kh =

=
∞∑
k=n

(1− cos kh) c2k(f) =
∞∑
k=n

|ck(f)|2−1/m|ck(f)|1/m(1− cos kh) ≤

≤
(
E2n−1(f)2,µ

)1−1/(2m) ·

( ∞∑
k=n

(1− cos kh)2m
(
k

n

)4m

c2k(f)

)1/(2m)

=

=

( ∞∑
k=n

c2k(f)

)1−1/(2m)( ∞∑
k=n

(1− cos kh)2mc2k(f)

)1/(2m)

≤

≤
(
En−1(f)2,µ

)2−1/m
n−2r/m

( ∞∑
k=n

(1− cos kh)2m k4r c2k(f)

)1/(2m)

=

=
(
En−1(f)2,µ

)2−1/m
n−2r/m ‖∆m

h (Drf)‖1/m2,µ ≤

≤
(
En−1(f)2,µ

)2−1/m
n−2r/m Ω1/m

m (Drf ;h)2,µ,

или что тоже, имеет место неравенство

E2n−1(f)2,µ ≤

≤
(
En−1(f)2,µ

)2−1/m
n−2r/m Ω1/m

m (Drf ;h)2,µ +
∞∑
k=n

c2k(f) cos kh. (2.2.2)

Обе части неравенства (2.2.2) умножим на sinnh и интегрируя по аргументу

h в промежутке [0, π/n], получаем

2

n
E2n−1(f)2,µ ≤

(
En−1(f)2,µ

)2−1/m
n−2r/m

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnh dh+
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+
∞∑
k=n

c2k(f)

π/n∫
0

sinnh cos kh dh. (2.2.3)

Но так как

π/n∫
0

sinnh cos kh dh =


0, если k = n,

− 2n

k2 − n2
· cos2

(
kπ

2n

)
, если k > n,

то второе слагаемое в правой части неравенства (2.2.3) неположительно, а по-

тому из (2.2.3) имеем

2

n
E2n−1(f)2,µ ≤

(
En−1(f)2,µ

)2−1/m
n−2r/m

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnh dh,

откуда

E1/mn−1 (f)2,µ ≤ n(−2r/m)+1 · 1
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnh dh

или, что то же,

En−1(f)2,µ ≤
1

n2r

n
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnh dh


m

, (2.2.4)

В полученном неравенстве сначала положим r = 0, а затем f заменим на

Drf . В итоге будем иметь

En−1(Drf) ≤

n
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnhdh


m

.

Применив к последнему неравенству леммы 2.1.1, приходим к следующему

неравенству:

En−1(Dsf) ≤ 1

n2(r−s)
· En−1(Drf) ≤
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≤ 1

n2(r−s)

n
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnhdh


m

.

Отсюда следует оценка сверху величины, стоящей в левой части равенства

(2.2.1)

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ · sinnhdh


m ≤ 1. (2.2.5)

Для функции f0(x) = Tn(x), для которой, кроме равенств (2.1.15), ещё имеет

место равенство

Ω1/m
m (Drf0; t)2,µ = n2r/m(1− cosnt),

n
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf0; t)2,µ · sinntdt


m

= n2r, (2.2.6)

запишем оценку снизу указанной величины

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ · sinnhdh


m ≥

≥ n2(r−s)n2sn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf0;h)2,µ · sinnhdh


m =

n2r

n2r
= 1. (2.2.7)

Сопоставляя оценку сверху (2.2.5) с оценкой снизу (2.2.7), получаем требу-

емое равенство (2.2.1), чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.1.

Из теоремы 2.2.1 сразу вытекают ряд следствий.
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Следствие 2.2.1. В утверждении теоремы 2.2.1 имеет место равен-

ство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
π

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinnt dt


m =

(π
2

)m
. (2.2.8)

Доказательство. В самом деле, равенство (2.2.1) можно писать в следу-

ющем виде:

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinnt dt


m =

= sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
π
· π

2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinnt dt


m =

= sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µ(2/π)mn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinnt dt


m = 1,

откуда имеем

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
π

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinnt dt


m =

(π
2

)m
.

В случае s = 0 (2.2.1) получено в [13], а соотношение (2.2.8) является новым.
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Следствие 2.2.2. При любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s для произвольной

функции f ∈ L(2r)
2,µ справедливо неравенство

En−1(Dsf)2,µ ≤ n2(r−s) Ωm(Drf ; π/n)2,µ. (2.2.9)

В самом деле, пользуясь тем, что модуль непрерывности Ωm(Drf ; π/n)2,µ

не убывает для t ∈ (0, π/n], из (2.2.1) имеем

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s)

Ω1/m
m (Drf ; π/n)2,µ ·

n

2

π/n∫
0

sinntdt


m

=

= n−2(r−s) Ωm(Drf ; π/n)2,µ.

В случае, когда Ω
1/m
m (Drf ; t)2,µ выпукла вверх на отрезке [0, π/n], оценка

(2.2.9) может быть улучшена. В самом деле, существует линейная функция

ϕ(t) := ϕ(f, t) такая, для которой

ϕ
( π

2n

)
= Ω1/m

m

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ
, Ω1/m

m (Drf ; t)2,µ ≤ ϕ(t), 0 ≤ t ≤ π

n
.

Запишем интеграл в (2.2.1) в следующем виде:

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinntdt =

π/n∫
0

{
Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ − ϕ(t)

}
sinntdt+

+

π/n∫
0

{
ϕ(t)− Ω1/m

m

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ

}
sinntdt+ Ω1/m

m

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ

π/n∫
0

sinntdt.

Первый интеграл в правой части полученного равенства неположителен,

второй, как показывает элементарное вычисление, равен нулю, а потому
π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinntdt ≤
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≤ Ω1/m
m

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ

π/n∫
0

sinntdt =
2

n
Ω1/m
m

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ
.

Подставляя полученную оценку в (2.2.1), приходим к следующему неравенству:

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s)

n
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Dsflh)2,µ · sinntdt


m

≤

≤ n−2(r−s)
(
n

2
· 2

n
Ω1/m
m

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ

)m
=

= n−2(r−s) Ωm

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ
. (2.2.10)

Так как для функции f0(x) = Tn(x) в силу равенств (2.1.5) и (2.2.6)

En−1(Dsf0)2,µ = n2s, Ωm(Drf0, t)2,µ = n2r(1− cosnt)m,

Ωm

(
Drf0,

π

2n

)
= n2r

(
1− cosn

π

2n

)m
= n2r,

то мы имеем

n−2(r−s)Ωm

(
Drf0,

π

2n

)
2,µ

= n−2(r−s) · n2r = n2s = En−1(Dsf0). (2.2.11)

Таким образом, мы пришли к следующему утверждению

Следствие 2.2.3. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Если модуль непре-

рывности Ω
1/m
m (Drf, t)2,µ выпуклый вверх на отрезке [0, π/n], то для произ-

вольной функции f ∈ L(2r)
2,µ , имеет место точное неравенство

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s) Ωm

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ
. (2.2.12)

В свою очередь, из (2.2.11) вытекает
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Следствие 2.2.4. В условиях следствия 2.2.3 справедливо экстремаль-

ное равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µ

Ωm

(
Drf, π/(2n)

)
2,µ

= 1. (2.2.13)

Доказательство. Равенство (2.2.13) по существу является точной констан-

той в неравенстве типа Джексона – Стечкина для наилучшего совместного

полиномиального приближения функций f и её промежуточных производных

Dsf (s = 1, 2, . . . , r − 1), принадлежащих классу функций L
(2r)
2,µ . То, что все

промежуточные производные Dsf (s = 1, 2, . . . , r − 1) наравне с функциями f

и Drf также принадлежат пространству L(2r)
2,µ , вытекает из неравенства типа

Колмогорова следующего типа:

En−1(Dsf)2,µ ≤
(
En−1(f)2,µ

)1−s/r · (En−1(Drf)2,µ
)s/r (2.2.14)

доказанного в работе [95].

Перейдём сейчас к доказательству равенства (2.2.13). Из неравенства

(2.2.12), верного для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ, сразу вытекает верхняя

оценка для величины, расположенной в левой части равенства (2.2.13):

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µ

Ωm

(
Drf, π/(2n)

)
2,µ

≤ 1. (2.2.15)

С другой стороны, пользуясь равенством (2.2.11), полученном для функции

f0(x) = Tn(x) ∈ L(2r)
2,µ , запишем оценку снизу

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µ

Ωm

(
Drf, π/(2n)

)
2,µ

≥ n2(r−s)En−1(Dsf0)2,µ
Ωm

(
Drf0, π/(2n)

)
2,µ

=
n2r

n2r
= 1. (2.2.16)
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Теперь требуемое равенство (2.2.13) следует из сопоставления оценки, свер-

ху (2.2.15) с оценкой снизу (2.2.16), чем и завершаем доказательство след-

ствия 2.2.4.

Пусть W (r)L2,µ(D) (r ∈ Z+, W
(0)L2,µ(D) = L2,µ(D)) — класс функций f ∈

L
(2r)
2,µ , у которых ‖Drf‖2,µ ≤ 1.

Справедлива следующая

Теорема 2.2.2. При любых n ∈ N, r, s ∈ Z+, r > s имеет место равен-

ство

sup
f∈W (r)L2,µ(D)

En−1(Dsf)2,µ(
En−1(f)2,µ

)1−s/r = 1. (2.2.17)

Доказательство. В силу определения класса W (r)L2,µ(D) имеем

En−1(Drf)2,µ ≤ ‖Drf‖2,µ ≤ 1,

а потому из неравенства типа Колмогорова (2.2.14) для произвольной функции

f ∈ W (r)L2,µ(D) следует, что

En−1(Dsf)2,µ ≤
(
En−1(f)2,µ

)1−s/r · (En−1(Drf)2,µ
)s/r ≤

≤
(
En−1(f)2,µ

)1−s/r
,

откуда получаем

En−1(Dsf)2,µ(
En−1(f)2,µ

)1−s/r ≤ 1.

Переходя к верхней грани по всем функциям f ∈ W (r)L2,µ(D) в последнем

неравенстве приходим к следующей оценке сверху:

sup
f∈W (r)L2,µ(D)

En−1(Dsf)2,µ(
En−1(f)2,µ

)1−s/r ≤ 1. (2.2.18)
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Чтобы получить аналогичную оценку снизу, введём в рассмотрение функ-

цию

f1(x) =
1

n2r
Tn(x).

Так как

Drf1(x) =
1

n2r
DrTn(x) =

1

n2r
· (−1)rn2rTn(x) = (−1)rTn(x)

‖Drf1‖2,µ = ‖(−1)r Tn(x)‖2,µ = 1,

то функция f1 ∈ W (r)L2,µ(D).

С другой стороны, при всех s = 0, 1, . . . , r

Dsf1(x) =
(−1)s

n2(r−s)
Tn(x),

En−1(Dsf1)2,µ =
1

n2(r−s)
(s = 0, 1, . . . , r),

En−1(f1)2,µ =
1

n2r
.

Учитывая эти равенства, запишем оценку снизу

sup
f∈W (r)L2,µ(D)

En−1(Dsf)2,µ(
En−1(f)2,µ

)1−s/r ≥ En−1(Dsf1)2,µ(
En−1(f1)2,µ

)1−s/r =

=
n−2(r−s)(
n−2r

)1−s/r =
n−2(r−s)

n−2(r−s)
= 1. (2.2.19)

Требуемое равенство (2.2.17) сразу следует из сравнения неравенств (2.2.18)

и (2.2.19), чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.2.
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§2.3. О неравенстве типа Джексона – Стечкина для совместных

приближений функций и их промежуточных производных

посредством усреднённого модуля непрерывности

Всюду далее в этом параграфе введем обозначение

ω̃m(Drf, t)2,µ :=

1

t

t∫
0

Ω1/m
m (Drf, h)2,µdh

m

. (2.3.1)

Сразу отметим, что таким образом введённый усреднённый модуль непрерыв-

ности обладает всеми свойствами модуля непрерывности. Так, например,

lim
t→0+

ω̃m(Drf, t)2,µ = ωm(Drf, 0)2,µ = 0. (2.3.2)

В самом деле, равенство (2.3.2) вытекает из равенства

lim
t→0+

ω̃m(Drf, t)2,µ = lim
t→0+

1

t

t∫
0

Ω1/m
m (Drf, h)2,µdh

m

=

= lim
t→0+

Ωm(Drf, t)2,µ = Ωm(Drf, 0)2,µ = 0.

Остальные свойства ω̃m(Drf, t)2,µ проверяются по схеме рассуждений, при-

веденной в работе [86]. Поэтому имеет смысл изучать неравенства типа

Джексона – Стечкина между наилучшими полиномиальными приближениями

En−1(f)2,µ и усреднённого модуля непрерывности, а также между наилучшими

совместными полиномиальными приближениями функций и их производных

En−1(Drf, t)2,µ (s = 1, 2, . . . , r) и ω̃m(Drf, t)2,µ.

Сначала докажем следующее утверждение.
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Теорема 2.3.1. При любых n,m ∈ N, r ∈ Z+ и любых t ∈ [0, π/n] спра-

ведливо равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

=

{
nt

nt− sinnt

}m
(2.3.3)

и, в частности, при t = π/(2n) имеет место следующее равенство для точ-

ной константы Джексона – Стечкина:

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ

ω̃m
(
Drf, π/(2n)

)
2,µ

=

{
π

π − 2

}m
. (2.3.4)

Доказательство. В работе [13] для произвольной функции f ∈ L(2r)
2,µ до-

казано неравенство

E2n−1(f)2,µ ≤
(
En−1(f)2,µ

)2−1/m · n−2r/m · 1
t

t∫
0

Ω1/m
m (Drf, h)2,µdh+

+
∞∑
k=n

c2k(f)
sin kt

kt
,

которое в наших обозначениях приобретает вид

E2n−1(f)2,µ ≤
(
En−1(f)2,µ

)2−1/m · n−2r/m ω̃1/m
m (Drf, h)+

+
∞∑
k=n

c2k(f)
sin kt

kt
. (2.3.5)

Заметив, что в силу доказанного в [66], равенства

max
u≥nt

∣∣∣∣sinuu
∣∣∣∣ =

sinnt

nt
, 0 < nt < π/2, (2.3.6)

из неравенства (2.3.5) следует, что

E2n−1(f)2,µ ·
{
nt− sinnt

nt

}
≤
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≤
(
En−1(f)2,µ

)2−1/m · n−2r/m · ω̃1/m
m (Drf, t)2,µ,

откуда (
En−1(f)2,µ

)1/m ·{nt− sinnt

nt

}
≤ n−2r/m · ω̃1/m

m (Drf, t)2,µ.

Возведя обе стороны полученного неравенства в степень m, получаем

En−1(f)2,µ ·
{
nt− sinnt

nt

}m
≤ n−2r ω̃m(Drf, t)2,µ,

или что тоже

n2r En−1(f)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

≤
{
nt− sinnt

nt

}m
.

Переходя по всем функциям f ∈ L(2r)
2,µ к верхней грани, получим оценку сверху

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

≤
{

nt

nt− sinnt

}m
(2.3.7)

С другой стороны, для функции

f0(x) = Tn(t) =

√
2

π
· cosnt

имеем

En−1(f0)2,µ ≡ 1, ω̃m(Drf, t)2,µ = n2r
{
nt− sinnt

nt

}m
. (2.3.8)

Учитывая равенства (2.3.8), запишем оценку снизу

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

≥ n2r En−1(f0)2,µ
ω̃m(Drf0, t)2,µ

=

=
n2r · 1

n2r ·
{
nt− sinnt

nt

}m =

{
nt

nt− sinnt

}m
. (2.3.9)

Теперь требуемое равенство (2.3.3) получаем сопоставлением оценок сверху

(2.3.7) и снизу (2.3.9), а равенство (2.3.4) получаем непосредственным вычис-

лением.
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Для случая совместного полиномиального приближения функций класса

L
(2r)
2,µ имеет место следующее утверждение, являющееся одновременно обобще-

нием теоремы 2.3.1.

Теорема 2.3.2. При любом n,m ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и любых t ∈ [0, π/n]

справедливо равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s) En−1(Dsf)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

=

{
nt

nt− sinnt

}m
. (2.3.10)

Доказательство. В самом деле, если в левой части доказываемого ра-

венства (2.3.10) полагать Dsf = g, то применяя оператор Dr−s к обеим частям

этого равенства, будем иметь Dr−s(Dsf) = Dr−s g или, что тоже, Drf = Dr−s g.

Отсюда в силу равенства включения f ∈ L(2r)
2,µ , следует, что g ∈ L2(r−s)

2,µ . Поэтому

учитывая равенство (2.3.3), будем иметь

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s) En−1(Dsf)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

= sup
g∈L(2(r−s))

2,µ

n2(r−s) En−1(g)2,µ

ω̃m
(
D2(r−s)g, t

)
2,µ

. (2.3.11)

Но последнее равенство в силу теоремы 2.3.1 равно правой части равенства

(2.3.3):

sup
g∈L(2(r−s))

2,µ

n2(r−s) En−1(g)2,µ

ω̃m
(
D2(r−s)g, t

)
2,µ

=

{
nt

nt− sinnt

}m
. (2.3.12)

Сравнивая равенства (2.3.11) и (2.3.12), получаем требуемое равенство

(2.3.10), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.2.
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§2.4. Поперечники некоторых классов функций в

пространстве L2,µ

Прежде чем сформулировать результаты этого параграфа, напомним необ-

ходимые понятия и определения. Пусть B – единичный шар в пространстве

L2; M – выпуклое центрально-симметричное подмножество из L2, Λn ⊂ L2

– n-мерное подпространство; Λn ⊂ L2 – подпространство коразмерности n;

L : L2 → Λn – непрерывный линейный оператор, проводящий элементы про-

странства L2 в Λn; L⊥ : L2 → Λn – непрерывный оператор линейного проекти-

рования L2 на подпространство Λn. Величины

bn(M, L2) := sup {sup {ε > 0; εB ∩ Λn+1 ⊂M} : Λn+1 ⊂ L2} ,

dn(M, L2) := inf {sup {inf {‖f − g‖2 : g ∈ Λn} : f ∈M} : Λn ⊂ L2} ,

δn(M, L2) := inf {sup {inf {‖f − L(f)‖2 : f ∈M} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

dn(M, L2) := inf {sup {‖f‖2 : f ∈M ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

Πn(M, L2) := inf
{

inf
{

sup
{
‖f − L⊥(f)‖2 : f ∈M

}
: L ⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным,

гельфандовским, проекционным n-поперечниками. Так как L2 является гиль-

бертовым пространством, справедливы следующие соотношения между пере-

численными величинами (см., например, [59, 71]):

bn(M, L2) ≤ dn(M, L2) ≤ dn(M, L2) = δn(M, L2) = Πn(M, L2). (2.4.1)
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Всюду далее под Φ(t), 0 ≤ t < ∞, понимаем непрерывную монотонно

возрастающую функцию, обращающуюся в нуль в точке t = 0, Φ(0) = 0. Рас-

смотрим классы

W̃ (r)
m (Φ,D)2,µ :=

{
f ∈ L(2r)

2,µ : ω̃1/m
m (Drf, t)2,µ ≤ Φ(t), t > 0

}
,

где m ∈ N, r ∈ Z+. Л.В.Тайков [66] показал, что если выполнены ограничения

Φ(t)

Φ
(
π/(2n)

) ≥ 2

π − 2


nt− sinnt, если 0 < t ≤ π/n,

2nt− π, если t ≥ π/n,

(2.4.2)

то справедливы равенства

dn−1(W̃
(r)
1 (Φ), L2) = n−r

{
n

π − 2
Φ
( π

2n

)}1/2

(2.4.3)

для любого n ∈ N, где L2 — обычное гильбертово пространство периодических

функций f ∈ L2 с конечной нормой

‖f‖L2
:=

 1

2π

2π∫
0

f 2(x)dx

 .

Функция Φ∗(t) = tπ/(π−2) является примером мажоранты, удовлетворяющей

условиям (2.4.2).

В данном параграфе обобщим результат (2.4.3) на усреднённое значение

модулей непрерывности m-го порядка.

Теорема 2.4.1. Если мажоранта Φ(t) удовлетворяет ограничениям

Φ(t)

Φ
(
π/(2n)

) ≥ π

π − 2


1− sinnt

nt
, если 0 < t ≤ π/n,

2− π

nt
, если t ≥ π/n,

(2.4.4)
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то для любых натуральных чисел n,m ∈ N и r ∈ Z+ имеют место следующие

равенства:

λn
(
W̃ (r)

m (Φ,D);L2,µ

)
= n−2r

{
π

π − 2
Φ
( π

2n

)}m
, (2.4.5)

где λn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников. Существует ма-

жоранта Φ(u), для которой ограничения (2.4.4) выполняются.

Доказательство. Приводимое ниже доказательство опирается на теорему

Ролля. В самом деле, из равенства (2.4.5) для произвольной функции f ∈ L(2r)
2,µ

следует неравенство

En−1(f)2,µ ≤
1

n2r
·
{

nt

nt− sinnt

}m
· ω̃m(Drf, t)2,µ. (2.4.6)

Полагая в (2.4.6) t = π/(2n), имеем

En−1(f)2,µ ≤
1

n2r
·
{

π

π − 2
· Φ
( π

2n

)}m
,

откуда и следует оценка сверху, если использовать соотношения между n-

поперечниками (2.4.1):

λn(W̃
(r)
m (Φ);L2,µ) ≤ En−1(W̃ (r)

m (Φ))L2,µ
≤

≤ 1

n2r
·
{

π

π − 2
· Φ
( π

2n

)}m
, (2.4.7)

где

En−1(M)2,µ := sup
{
En−1(f)2,µ : f ∈M

}
,

M — произвольный класс функций из L2,µ.
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Для получения оценок снизу вышеперечисленных n-поперечников рассмот-

рим (n+ 1)-мерный шар

Bn+1 :=

{
pn(x) ∈ Pn+1 : ‖pn‖ ≤ n−2r

(
π

π − 2
· Φ
( π

2n

))m}
и покажем его принадлежность классу W

(r)
m (Φ). Для этого нам понадобится

неравенство

Ωm(Drpn, u)2,µ ≤ n2r(1− cosnu)m∗ · ‖pn‖, (2.4.8)

вытекающее из неравенства (2.1.11), где

(1− cosnu)∗ :=
{

1− cosnu, если 0 < nu ≤ π; 2, если nu ≥ π
}
,

а pn(x) — произвольный алгебраический полином из Pn.

Пусть сначала 0 < t ≤ π/n. Тогда используя определение класса W (r)
m (Φ),

первое неравенство из (2.4.4) и соотношение (2.4.1), для любого полинома

pn(x) ∈ Bn+1 получаем

ω̃1/m
m (Drpn, t)2,µ :=

:=
1

t

t∫
0

Ω1/m
m (Drpn, τ)2,µdτ ≤ n2r‖pn‖2,µ ·

1

t

t∫
0

(1− cosnu)du ≤

≤ n2r · n−2r · π

π − 2
· Φ
( π

2n

) nt− sinnt

nt
=

=
π

π − 2
· nt− sinnt

nt
Φ
( π

2n

)
≤ Φ(t). (2.4.9)

Если же nt ≥ π, то используя определение класса и второе неравенство из
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условий (2.4.4), получаем

ω̃1/m
m (Drf, pn) =

1

t

t∫
0

Ω1/m
m (Drpn, u)2,µdu ≤

≤ n2r‖pn‖2,µ ·
1

t

t∫
0

(1− cosnu)∗du =

= n2r · n−2r · π

π − 2
Φ
( π

2n

) 1

t


π/n∫
0

(1− cosnu)du+

t∫
π/n

2du

 =

=
π

π − 2
Φ
( π

2n

) 1

t

{
π

n
+ 2t+

2π

n

}
=

π

π − 2
Φ
( π

2n

)(
2− π

nt

)
≤ Φ(t). (2.4.10)

Из неравенств (2.4.9) и (2.4.10) сразу следует включение Bn+1 ⊂ W̃
(r)
m (Φ,D).

Теперь в силу соотношения (2.4.1) между n-поперечниками и определения берн-

штейновского n-поперечника получаем требуемую оценку снизу

λn(W̃
(r)
m (Φ,D), L2,µ) ≥ bn(W̃

(r)
m (Φ,D), L2,µ) ≥

≥ bn(Bn+1, L2,µ) =
1

n2r
·
{

π

π − 2
· Φ
( π

2n

)}m
. (2.4.11)

Сравнивая между собой оценки (2.4.10) и (2.4.11), получаем соотношение

(2.4.5). Теперь докажем существование конкретной мажоранты, для которой

выполняются условия (2.4.1). С этой целью введём в рассмотрение функцию

Φ∗(u) := uβ, β =
2

π − 2
, 1.45 < β < 1.46.
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Подставляя функцию Φ∗(u) в условие (2.4.4), получаем

(
u

π/(2n)

)β
≥ π

π − 2


nu− sinnu

nu
, если 0 < nu ≤ π,

2nu− π
nu

, если nu ≥ π.

Полученные неравенства запишем в более удобном виде:

(
2nu

π

)β
≥ π

π − 2


1− sinnu

nu
, если 0 < nu ≤ π,

2− π/(nu), если nu ≥ π.

(2.4.12)

Если обозначить (2nu/π) = v, то неравенство (2.4.12) приобретает следующий

вид:

vβ ≥ π

π − 2


1− (2/πv) sin(2/πv), если 0 < v ≤ 2,

2− (2/v), если v ≥ 2.

(2.4.13)

Обе части неравенства (2.4.13) умножая на v, запишем

vβ+1 ≥ π

π − 2


v − 2

π
sin

πv

2
, если 0 < v ≤ 2,

2(v − 1), если v ≥ 2.

(2.4.14)

Полученные неравенства (2.4.14) ещё надо доказать. Для этого на отрезке

[0, 2] вводим вспомогательную функцию

F (v) = vβ+1 − π

π − 2

(
v − (2/π) sin v(π/2)

)
.

Если теперь мы докажем, что функция F (v) ≥ 0 при всех v ∈ [0, 2], то

первая часть неравенства (2.4.14) будет доказана. Сначала установим этот факт

на отрезке [0, 1], прибегая к теории малых величин. Очевидно, что при u→ 0+0

F (v)vβ+1 − π

π − 2

[
v − (2/π)

(
v(π/2)− 1

3!

(
v(π/2)

)3
+O(v5)

)]
=
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= vβ+1

[
1− π3

24(π − 2)
·O
(
v2−β

)]
,

и в силу этого в достаточно малой окрестности нуля функция F (v) > 0. Если бы

функция F (v) в некоторой точке η ∈ [0, 1] поменяла знак, то в силу равенства

F (0) = F (1) = 0,

мы сделали правильный вывод о том, что производная первого порядка

F ′(v) = (β + 1)vβ − π

π − 2

(
1− cos

πv

2

)
=

= (β + 1)
[
vβ − 1 + cos

πv

2

]
имеет на интервале (0, 1) два различных нуля и ещё F ′(0) = F ′(1) = 0, а потому

отсюда следует, что производная второго порядка

F ′′(v) = (β + 1)
[
βuβ−1 − π

2
sin

πv

2

]
на интервале (0, 1) имеет не менее трёх нулей, кроме F ′′(0) = 0, так как

β − 1 =
2

π − 2
− 1 =

4− π
π − 2

> 0.

Таким образом, из этих рассуждений следует существование трёх различных

нулей на интервале (0, 1) третьей производной

F ′′′(u) = (β + 1)

[
β(β − 1)uβ−2 −

(π
2

)2
cos

πv

2

]
,

которая представляет собой разность двух функций, одна из которых является

выпуклой вниз, а другая – выпуклой вверх. Из геометрических соображений

ясно, что функция F ′′′(u) не может иметь более двух нулей, а потому в случае
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u ∈ [0, 1] первое неравенство в (2.4.14) выполняется. Далее, если u ∈ (1, 2],

то из равенств F (1) = F ′(1) = 0 и F ′′ > 0 следует, что при всех 1 < u ≤ 2,

F (u) > 0 и следовательно, для значений u ∈ (1, ] первое неравенство в (2.4.13)

выполняется.

Пусть теперь u ∈ (2,+∞]. В этом случае, исходя из второго неравенства, в

(2.4.13) введём в рассмотрение вспомогательную функцию вида

F1(u) = uβ+1 − 2π

π − 2
(v − 1)

и докажем, что при всех v ∈ (2,+∞] всегда F1(v) > 0. Поскольку

β + 1 =
2

π − 2
+ 1 =

π

π − 2
,

то для первой производной функции F1(u) имеем

F ′1(u) = (β + 1)uβ − 2π

π − 2
= (β + 1)(uβ − 2) > 0.

Кроме того, так как

F1(2) = 2β+1 − 2π

π − 2
= 2

(
2β − π

π − 2

)
> 0,

то F1(u) > 0, при любом u ∈ (2,+∞]. Этим доказано, что второе неравенство в

(2.4.13) в области [+2,∞) всегда выполняется, чем и завершаем доказательство

теоремы 2.4.1.
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§2.5. Решение экстремальной задачи совместных приближений

некоторых классов функций

Во втором параграфе 2.2 мы установили, что для произвольной функции

f ∈ L(2r)
2,µ справедливо равенство

E2n−1(Dsf)2,µ =
∞∑
k=n

k4s c2k(f). (2.5.1)

Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈ L
(2r)
2,µ наравне с функ-

цией f и её производной Drf пространству L2,µ принадлежат также все про-

межуточные производные Dsf (s = 1, 2, . . . , r − 1). Поэтому несомненный ин-

терес представляет изучение поведения наилучших совместных приближений

En−1(Dsf)2,µ на некотором подклассе M(r) ⊂ L
(2r)
2,µ или на самом классе L(2r)

2,µ .

Другими словами, требуется найти точное значение величины

E (s)n−1(M
(r)) := sup

{
En−1(Dsf) : f ∈M(r)

}
. (2.5.2)

С целью решения экстремальной задачи (2.5.2) введём следующие классы

функций.

Пусть Φ(t) — произвольная непрерывная неубывающая на полуоси R+ :=

[0,+∞) функция такая, что Φ(0) = 0, W (r)
m (D,Φ) — класс функций f ∈

L
(2r)
2,µ (r ∈ Z+, L

(0)
2,µ = L2,µ), для которых при любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ и

0 < h ≤ π/n выполняется неравенство

1

h

h∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sin

π

h
tdt ≤ Φ(h).
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Аналогичным образом, пусть W (r)
m,h(D,Φ) — класс функций f ∈ L(2r)

2,µ , для ко-

торых при любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ и 0 < h ≤ π/n выполняется неравенство

1

h

h∫
0

Ω1/m
m (Drf ; τ)2,µdτ ≤ Φ(h).

Имеет место следующая теорема

Теорема 2.5.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Если мажоранта Φ

при любых µ > 0 и любом u ∈ (0, 2π] удовлетворяет условию

Φ2
(u
µ

) µπ∫
0

(1− cos t)∗ · sin
t

µ
dt ≤ 2µΦ2(u), (2.5.3)

где

(1− cos t)∗ :=
{

1− cos t, если 0 < t ≤ π; 2, если t ≥ π
}
,

то справедливо равенство

E (s)n−1(W
(r)
m (D,Φ))2,µ =

(π
2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φm

(π
n

)
. (2.5.4)

Доказательство. В самом деле, из (2.2.1) для произвольной функции f ∈

L
(2r)
2,µ получаем

E (s)n−1(Dsf)2,µ ≤
1

n2(r−s)

n
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnhdh


m

.

Отсюда, учитывая определение класса W (r)
m (D,Φ), запишем оценку сверху

E (s)n−1(W
(r)(D,Φ))2,µ := sup

{
En−1(Dsf) : f ∈ W (r)

m (D,Φ)
}
≤

≤
(π

2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φm

(π
n

)
. (2.5.5)
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В [13] доказано, что множество алгебраических полиномов pn ∈ Pn+1, удовле-

творяющих неравенству

‖pn‖2,µ ≤
(π

2

)m
· n−2r · Φ

(π
n

)
,

принадлежит классу W (r)(D,Φ), при условии, что функция Φ удовлетворяет

ограничению (2.5.3). Исходя из этого, предположим, что мажоранта Φ удовле-

творяет ограничению (2.5.3) и введём в рассмотрение функцию

f1(x) =
(π

2

)m
· 1

n2r
· Φ
(π
n

)
Tn(x) =

=
(π

2

)m
· 1

n2r
· Φ
(π
n

)
·
√

2

π
cos(n arccosx).

Так как для этой функции

‖f1‖2,µ =
(π

2

)m
· 1

n2r
· Φ
(π
n

)
,

то функция f1 ∈ W (r)
m (D,Φ). Кроме того,

En−1(Ds, f1)2,µ =
(π

2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
(π
n

)
,

а потому пользуясь этим равенством, запишем оценку снизу величины, распо-

ложенной в левой части равенства (2.5.4):

E (s)n−1(W
(r)
m (D,Φ))2,µ ≥ E(Dsf1)2,µ =

(π
2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
(π
n

)
. (2.5.6)

Сравнивая оценки сверху (2.5.5) с оценками снизу (2.5.6), получаем требу-

емое равенство (2.5.4), чем и завершаем доказательство теоремы 2.5.1.

Теорема 2.5.2. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Если мажоранта Φ(h)

при любом h ∈ R+ удовлетворяет ограничениям
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Φ(h)

Φ(π/(2n))
≥ π

π − 2


1− sinnh

nh
, если 0 < nh ≤ π,

2− π

nh
, если nh ≥ π,

(2.5.7)

то при указанных m,n ∈ N и r, s ∈ Z+ имеют места равенства

E (s)n−1(W
(r)
m,h(D,Φ))2,µ =

( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)
. (2.5.8)

Доказательство. Полагая в равенстве (2.2.1) h = π/(2n), запишем оценку

сверху для произвольной функции f ∈ L(2r)
2,µ :

En−1(Ds, f)2,µ ≤
( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
·

2n

π

π/(2n)∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µdh


m

. (2.5.9)

Отсюда, учитывая определение классаW (r)
m,h(D,Φ), запишем оценку сверху экс-

тремальной величины, стоящей в левой части равенства (2.5.8)

E (s)n−1(W
(r)
m,h(D,Φ))2,µ ≤

( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)
. (2.5.10)

С целью получения оценки снизу указанной величины в множестве Pn∩L2,µ

вводим в рассмотрение шар

Sn+1 :=

{
pn ∈ Pn : ‖pn‖2,µ ≤

( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)}
и покажем, что Sn+1 ⊂ W

(r)
m,h(D,Φ). Для произвольного полинома pn ∈ Pn из

равенства (2.1.11) получаем

Ω2
m(Dr(pn); t)2,µ = sup

{
m∑
k=1

k4r c2k(pn)(1− cos kh)2m : |h| ≤ t

}
≤

≤ n4r(1− cosnh)2m∗

n∑
k=1

c2k(pn) = n4r(1− cosnh)2m∗ · ‖pn‖22,µ ≤
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≤
( π

π − 2

)m
· (1− cosnt)2m∗ · Φ2m

( π
2n

)
.

Отсюда с учётом первого из ограничений (2.5.7), будем иметь

1

h

h∫
0

Ω1/m
m (Drf, t)2,µdt ≤

π

π − 2
· Φ
( π

2n

)
· 1

h

h∫
0

(1− cosnt)∗dt =

=
π

π − 2
· Φ
( π

2n

)
· 1

h


π/n∫
0

(1− cosnt)dt+

h∫
π/n

2dt

 =

=
( π

π − 2

)(
2− π

nh

)
· Φ
( π

2n

)
≤ Φ(h),

откуда и следует, что шар Sn+1 ⊂ W
(r)
m,h(D,Φ). Поэтому рассмотрим функцию

f2(x) =
( π

π − 2

)m
· 1

n2r
· Φ
( π

2n

)
Tn(x)

для которой

‖f2(x)‖ =
( π

π − 2

)m
· 1

n2r
· Φ
( π

2n

)
,

которая показывает, что функция f1 ∈ W (r)
m,h(D,Φ). Кроме этого

E (s)n−1(Dsf2) =
( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)
,

пользуясь этим, запишем оценку снизу указанной величины

E (s)n−1(W
(r)
m,h(D,Φ))2,µ ≥ En−1(Dsf)2,µ =

( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)
. (2.5.11)

Из сравнений неравенств (2.5.10) и (2.5.11) следует требуемое равенство (2.5.8).

Теорема 2.5.2 доказана.

53



§2.6. Об усреднённом значении совместных приближений

функций в L(2r)
2,µ

В работе [95] с целью обобщения точных равенств

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r−mEn−1(f)2,µ π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinntdt


m =

1

2m
,

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2rEn−1(f)2,µ1

h

h∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µdt

m =

{
nh

nh− sinnh

}m

введена в рассмотрение следующая экстремальная аппроксимационная харак-

теристика:

Mn,m,r,p(ϕ, h) = sup
f∈L(2r)

2,µ

En−1(f)2,µ h∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

1/p
,

где n,m ∈ N, r ∈ Z+, p ∈ R+, 0 < h ≤ π, ϕ(t) ≥ 0 – суммируемая на отрезке

[0, h] не эквивалентная нулю функция. Доказано, что если при всех t ∈ [0, h] и

p ∈ [1/(2r), 2], r ∈ N выполнено неравенство

(2rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0, (2.6.1)

то

inf
n≤k<∞

k2rp h∫
0

(1− cos kt)mpϕ(t)dt

1/p

=

=

n2rp h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p

. (2.6.2)
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При этом имеет место соотношение

Mn,m,r,p(ϕ, h) =
1n2rp h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
.

Здесь рассматривается более общая аппроксимационная характеристика для

наилучших совместных приближений En−1(Dsf)2,µ (s = 0, 1, . . . , r), где

D := (1− x2) d
2

dx2
− x d

dx

— дифференциальный оператор второго порядка первого рода Чебышева:

An,m,r,p,s(ϕ;h) = sup
f∈L(2r)

2,µ

En−1(Dsf)2,µ h∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

1/p
. (2.6.3)

Очевидно, что при s = 0 из характеристики (2.6.3) получаем характеристики

Mn,m,r,p(ϕ, h).

Имеет место следующая общая теорема.

Теорема 2.6.1. Пусть весовая функция ϕ(t), заданная на отрезке [0, h],

является неотрицательной и непрерывно дифференцируема. Если при всех

t ∈ [0, h], 1/(2r) < p ≤ 2, r ∈ N функция ϕ(t) удовлетворяет дифференциаль-

ное неравенство

(2rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0, (2.6.4)

то выполняется соотношение

inf
n≤k<∞

k2(r−s)p h∫
0

(1− cos kt)mpϕ(t)dt

1/p

=
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=

n2(r−s)p h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p

, (2.6.5)

и при этом

An,m,r,p,s(ϕ, h) =
1n2rp h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
. (2.6.6)

Доказательство этой теоремы фактически повторяет схему рассуждений

соответствующих теорем 2.1 и следствия 2.1 работы [[95], c. 295-297], и по этой

причины здесь не приводится.

Заметим, что из неравенства типа Колмогорова [11, c. 300]

En−1
(
Dsf

)
2,µ
≤
(
En−1(f)2,µ

)1−s/r · (En−1(Drf)2,µ
)s/r

следует, что для произвольной функции f ∈ L(2r)
2,µ все производные Dsf ∈ L(2r)

2,µ

имеет смысл найти точное значение величины

E (s)n−1(N)L2,µ
:= sup

{
En−1(Dsf)2,µ : f ∈ N

}
. (2.6.7)

Величина (2.6.3) называется наилучшим совместным приближением функ-

ций f и её последовательное (промежуточное) обобщённых производных Dsf

(s = 1, 2, . . . , r − 1, r ≥ 2, r ∈ N) в пространстве L2,µ. Через W (r)
m,p,µ(Φ;ϕ, h)

обозначим множество функций f ∈ L(2r)
2,µ , которые удовлетворяют условия

1

h

h∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

1/p

≤ Φ(h),
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для любых h ∈ [0, π], 1/(2r) < p ≤ 2,m, r ∈ N и любой весовой функции ϕ, удо-

влетворяющей дифференциальному неравенству (2.6.4), а черезW (r)
m,p,µ(1;ϕ, h),

аналогичный класс функций, удовлетворяющий условию h∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

1/p

≤ 1.

Имеют место следующее утверждение.

Теорема 2.6.2. Справедливо равенство

E (s)n−1
(
W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
)

= sup
{
En−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
}

=

=
1

n2(r−s)
· 1 h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
. (2.6.8)

Доказательство. В самом деле, из равенства (2.6.6) для любой функции

f ∈ L(r)
2,µ следует неравенство

E (s)n−1(Dsf)2,µ ≤
1

n2(r−s)
·

 h∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

1/p

 h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
. (2.6.9)

Если же в (2.6.9) предполагать функцию f ∈ W (r)
m,p,µ(1;ϕ, h), то из (2.6.9) сра-

зу следует оценка сверху величины, расположенной в левой части равенства

(2.6.8):

E (s)n−1
(
W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
)
≤
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≤ 1

n2(r−s)
· 1 h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
. (2.6.10)

Для получения такой же оценки снизу введём в рассмотрение функцию

f0(x) =
1

n2r
· Tn(x) h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
,

где Tn(x) — многочлен n-го порядка. Так как

Dsf0(x) =
1

n2(r−s)
· (−1)s Tn(x) h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
, s = 1, 2, . . . , r − 1,

Ωm(Drf0, t)2,µ =
(1− cosnt)m h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
,

 h∫
0

Ωp
m(Drf0; t)2,µϕ(t)dt

1/p

= 1, (2.6.11)

то из (2.6.11) следует, что функция f0 ∈ W (r)
m,p,µ(1;ϕ, h) и поскольку

En−1(Dsf0)2,µ ≤
1

n2(r−s)
· 1 h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
(2.6.12)

то учитывая равенство (2.6.12), получаем

E (s)n−1
(
W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
)
≥ En−1

(
Dsf0)

)
2,µ

=
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=
1

n2(r−s)
· 1 h∫

0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
. (2.6.13)

Теперь утверждение теоремы 2.6.2 – равенство (2.6.8) получаем из сравнения

неравенств (2.6.10) и (2.6.13) и этим завершаем доказательство.

Теорема 2.6.3. Если мажоранта Φ при любых натуральных m,n, r,

1/(2r) < p ≤ 2 и h ∈ R+ удовлетворяет условию

Φp(t) ·
π∫

0

(1− cos t)mpdt ≥ π

nh
· Φ
(π
n

) nh∫
0

(
1− cos t

)mp
∗ dt, (2.6.14)

то при любом s = 0, 1, 2, . . . , r имеет место равенство

E (s)n−1
(
W

(r)
m,p,h(Φ; 1, h)

)
=

Φ(π/n)

n2(r−s)

1

π

π∫
0

(1− cos t)mpdt


1/p
. (2.6.15)

Доказательство. В самом деле, из равенства (2.6.6) при h = π/n и ϕ(t) =

1 для произвольной функции f ∈ L
(r)
2,µ находим оценку сверху для величины

наилучшего совместного приближения:

En−1(Dsf)2,µ ≤

≤ 1

n2(r−s)

1

π

π∫
0

(1− cos t)mpdt

−1/p
n
π

π/n∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µdt


1/p

и в силу определения класса функций W (r)
m,p,µ(Φ; 1, h) отсюда имеем

E (s)n−1
(
W

(r)
m,p,h(Φ; 1, h)

)
= sup

{
En−1(Ds)2,µ : f ∈ W (r)

m,p,h(Φ; 1, h)
}
≤
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≤ Φ(π/n)

n2(r−s)

1

π

π∫
0

(1− cos t)mpdt

1/p
. (2.6.16)

Для получения аналогичной оценки снизу введём в рассмотрение функцию

f1(x) =
1

n2r
· Φ(π/n)Tn(x)1

π

h∫
0

(1− cosnt)mpdt

1/p
,

для которой при всех s = 0, 1, . . . , r

Dsf1(x) =
1

n2(r−s)
· (−1)s Tn(x) Φ(π/n)1

π

h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p
,

Ωm(Drf1; t)2,µ =
(1− cosnt)m Φ(π/n)1

π

h∫
0

(1− cosnt)mpdt

1/p
,

n
π

π/n∫
0

Ωp
m(Drf1; t)2,µdt


1/p

= Φ(π/n). (2.6.17)

Равенство (2.6.17) означает, что функция f1(x) принадлежит классу

W
(r)
m,p,h(Φ; 1, h) и так как

En−1(Dsf1)2,µ =
1

n2(r−s)
· Φ(π/n)1

π

h∫
0

(1− cosnt)mpdt

1/p
, (2.6.18)

то пользуясь равенством (2.6.18), получаем нужную оценку снизу

E (s)n−1
(
W

(r)
m,p,h(Φ; 1, h)

)
≥ En−1(Dsf1)2,µ =
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=
1

n2(r−s)
· Φ(π/n)1

π

π∫
0

(1− cos t)mpdt

1/p
. (2.6.19)

Требуемое равенство (2.6.15) получаем из сопоставление оценки сверху

(2.6.16) и оценки снизу (2.6.19). Теорема 2.6.3 доказана.

Основные результаты, приведённые в этой главе, опубликованы в работах

[2-A; 4-A; 5-A ], а также в тезисах международных и республиканских конфе-

ренций [7-A; 8-A; 9-A, 10-A; 13-A; 14-A].
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ГЛАВА III. Совместное приближение функций и их
производных в среднем на вещественной оси

алгебраическими полиномами с весом Чебышева –
Эрмита и решения некоторых экстремальных задач

Известно, что в вопросах наилучшего приближения периодических функ-

ций тригонометрическими полиномами основную роль играет классический мо-

дуль непрерывности различных порядков, базирующихся на операторе сдвига

Thf(x) = f(x + h). В то же время в вопросах, связанных с приближениями

непериодических функций алгебраическими полиномами, аналогичную роль

играют операторы обобщенного сдвига и порождающиеся ими обобщённые мо-

дули непрерывности. Указанные модули непрерывности широко применяются

при решении различных экстремальных задач приближения непериодических

функций как одной, так и многих переменных. В данной работе операторы

обобщённого сдвига применяются в вопросах среднеквадратичного приближе-

ния функций суммами Фурье – Эрмита и даются точные решения экстремаль-

ных задач совместных приближений функций и их промежуточных производ-

ных на различных классах функций.

Отметим, что различные аспекты приближения функций алгебраическими

полиномами в среднем на вещественной оси с весом Чебышева – Эрмита ρ в

разное время исследовались в работах Рафальсона [60], Фройда [76], Абилова

[1], Федорова [77], Алексеева [7], Mhaskar [52], Ditzian и Totik [28] и многих

других.
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Данная глава продолжает указанную тематику в пространстве L2,ρ(R) и

посвящена получению точных неравенств типа Джексона – Стечкина, а также

вычислению точных значений n-поперечников некоторых классов функций.

Следует подчеркнуть, что экстремальные задачи совместного приближе-

ния функций и их промежуточных производных впервые начали изучать

С.Б.Вакарчук [17], М.Ш.Шабозов и А.С.Курайши [84].
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§3.1. Определения и основные свойства полиномов Чебышева –

Эрмита. История вопроса

Пусть N, Z+ := N ∪ {0}, Z, R+, R — множество натуральных, целых неот-

рицательных, целых, положительных и действительных чисел.

Многочлены Чебышева – Эрмита ортогональны на всей числовой оси R :=

{x : −∞ < x < +∞} с весовой функцией ρ(x) := e−x
2 и определяются форму-

лой:

Hn(x) := (−1)nex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)
. (3.1.1)

Положим ϕ(x) = e−x
2. Тогда ϕ(n)(x) = (−1)ne−x

2

Hn(x). Вычисление производ-

ной проводит к неравенству

ϕ(n+1)(x) = (−1)n
[
− 2xHn(x) +H ′n(x)

]
e−x

2

и так как

ϕ(n+1)(x) = (−1)n+1 e−x
2

Hn+1(x),

то

Hn+1(x) = 2xHn(x)−H ′n(x). (3.1.2)

Из формулы (3.1.2) и равенства H0(x) = 1 с помощью метода математической

индукции, легко получаем, что Hn(x) есть многочлен степени n вида

Hn(x) = 2n xn + . . . . (3.1.3)

Для многочленов Hn(x) верны равенства∫
R

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx =


0, если m 6= m;

2n
√
π n!, если m = n
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из которых видно, что многочлены Hn(x), n ∈ Z+ образуют на всей оси R

ортогональную систему по весу e−x2. Действительно, если m ≤ n, то интеграл

Jn,m :=

∫
R

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx = (−1)n
+∞∫
−∞

ϕ(n)(x)Hm(x)dx =

= (−1)nϕn−1(x)Hm(x)
∣∣∣+∞
−∞

+ (−1)n−1
+∞∫
−∞

ϕ(n−1)(x)H ′m(x)dx =

= (−1)n−1
+∞∫
−∞

ϕ(n−1)(x)H ′m(x)dx = . . . =

+∞∫
−∞

ϕ(x)H(n)
m (x)dx.

Отсюда, если m < n, то H(n)
m (x) ≡ 0, а значит интеграл Jm,n = 0. Если же

m = n, то имеем

Jn,n = 2nn!

+∞∫
−∞

e−x
2

dx = 2n n!
√
π.

Следовательно, ортонормальную систему многочленов Чебышева – Эрмита об-

разуют многочлены

J ′m,n :=

∫
R

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx =


0, если m 6= n;

2n
√
π n!, если m = n

. (3.1.4)

Для этих многочленов справедливы равенства

Hn(x) =
Hn(x)√

2n (n!)
√
π
. (3.1.5)

Старший коэффициент многочленов (3.1.5) равен

An := 2n/2 · (n!)−1/2 · (π)−1/4.
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Таким образом, ортонормированный многочлен Чебышева – Эрмита в силу

(3.1.5) имеет вид

Hn(x) =
(−1)n√

2n (n!)
√
π
· ex2

(
e−x

2
)(n)

.

С другой стороны, в силу равенства (3.1.3) многочлен Чебышева – Эрмита

с единичным старшим коэффициентом определяется формулой

H̃n(x) =
1

2n
Hn(x) =

(−1)n

2n
· ex2

(
ex

2
)(n)

. (3.1.6)

Хорошо известно [64, c. 173], что все многочлены Hn(x), Hn(x) и H̃n(x) удо-

влетворяют дифференциальному уравнению

Y ′′ − 2xY ′ + 2nY = 0 (3.1.7)

поскольку указанные многочлены отличаются только постоянными множите-

лями.

В некоторых вопросах математического анализа, например, приближенного

вычисления интеграла на всей оси требуется явный вид многочлена Чебышева-

Эрмита вида (см., [64, c. 174]).

Hn(x) =

[n/2]∑
k=0

(−1)k n!

k!(n− 2k)!
· (2x)n−2k. (3.1.8)

Здесь [n/2] — целая часть числа n/2, причём при чётных n = 2m из (3.1.8)

вытекает, что

H2m(x) =
m∑
k=0

(−1)k (2m!)

k!(2m− 2k)!
· (2x)2m−2k, (3.1.9)
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а при нечетных n = 2m+ 1 имеем

H2m+1(x) =
m∑
k=0

(−1)k (2m+ 1)!

k!(2m+ 1− 2k)!
· (2x)2m+1−2k . (3.1.10)

С помощью формул (3.1.9) и (3.1.10) нетрудно вычислить значения многочле-

нов Чебышева-Эрмита и их производных в точке x = 0:

H2m(0) = (−1)m · 2m(2m− 1)!!, H2m+1(0) = 0,

H ′2m(0) = 0, H ′2m+1(0) = (−1)m(2m+ 1)! · 2/(m!).
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§3.2. Совместное приближение функций и их производных в

среднем на всей оси алгебраическими полиномами с весом

Чебышева – Эрмита

Пусть R := (−∞,+∞) — вещественная ось, L2(R) — пространство из-

меримых действительных функций, суммируемых на R с квадратом модуля,

L2,ρ(R), ρ(x) := exp(−x2) — множество функций f , для которых ρ1/2 · f ∈

L2(R), то есть

‖f‖2,ρ :=


∫
R

e−x
2 |f(x)|2dx


1/2

<∞.

Вопросы приближения функций алгебраическими полиномами в среднем

на всей оси R с весом Чебышева – Эрмита в разное время рассматривались в ра-

ботах С.З.Рафальсона [60], Г.Фройда [76], В.А.Абилова [1], В.М.Фёдорова [77],

Д.В.Алексеева [7], H.N.Mashkar [52], Z.Ditzian, V.Totik [28, 29] и многих других.

Сразу отметим, что в цитированных работах, нет ни одного точного результа-

та, то есть не решено ни одной экстремальной задачи приближения на всей оси

R. В этом параграфе мы в основном продолжим исследование С.Б.Вакарчука

[17], впервые решившего экстремальные задачи теории полиномиального при-

ближения в среднем на всей оси, получив точные неравенства типа Джексона

– Стечкина, также он вычислил точные значения n-поперечников некоторых

классов функций.

Следует также отметить, что впервые точные результаты в прямых теоре-

мах теории приближения функций одной переменной в периодическом слу-

чае были получены в работах Н.П.Корнейчука [35–40], Н.И.Черныха [79],
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Л.В.Тайкова [66], А.А.Лигуна [46–49], В.А.Юдина [99]. В дальнейшем ре-

зультаты перечисленных авторов получили развитие в работах А.Г.Бабенко

[10], В.И.Иванова и О.И.Смирнова [33], В.В.Арестова и В.Ю.Попова [9],

С.Б.Вакарчука [17], М.Ш.Шабозова с учениками [87–95] и многих других.

В этом параграфе мы продолжим указанную тематику и рассмотрим бо-

лее общую задачу совместного приближения функций и их последовательных

производных в среднем на всей числовой оси R алгебраическими полиномами

с весом Чебышева – Эрмита ρ(x) := exp(−x2).

Приводим необходимые понятия и определения нужные нам в дальнейшем.

Пусть Pn — множество алгебраических полиномов вида

pn(x) =
n∑
k=0

ak x
k, ak ∈ R

степени не более n.

Равенством

En(f)2,ρ := inf
{∥∥f − pn∥∥2,ρ : pn ∈Pn

}
обозначим величину наилучшего полиномиального приближения функции f ∈

L2,ρ(R) элементами pn(x) множества Pn.

Хорошо известно [64, c 190], что произвольную функцию f ∈ L2,ρ(R) можно

разложить в ряд Фурье по полиномам Эрмита Hk(x):

f(x) =
∞∑
k=0

ck(f)Hk(x), (3.2.1)

где знак равенства в соотношении (3.2.1) понимается в смысле сходимости в
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пространстве L2,ρ(R),

ck(f) =

∫
R

ρ(t)f(t)Hk(t)dt, k ∈ Z+

— коэффициенты Фурье – Эрмита функции f .

Символом Sn(f, x) обозначим частную сумму n-го порядка ряда Фурье –

Эрмита f ∈ L2,ρ(R):

Sn(f, x) :=
n∑
k=0

ck(f)Hk(x).

При этом простыми вычислениями легко убедиться, что

En−1(f)2,ρ :=
∥∥∥f − Sn−1(f)

∥∥∥
2,ρ

=

{ ∞∑
k=n

c2k(f)

}1/2

. (3.2.2)

Для произвольной функции f ∈ L2,ρ(R) С.З.Рафальсон [60] ввёл в рассмотре-

нии следующий оператор усреднения:

Ftf(x) :=
1√
π

∫
R

f
(
x
√

1− t2 + ty
)
· e−y2dy, (3.2.3)

где |t| ≤ 1. В частности, в [60] доказано равенство

FtHn(x) =
(

1− t2
)n/2

Hn(x),

а также доказано, что для любой f ∈ L2,ρ(R) в смысле сходимости в L2,ρ(R)

оператор (3.2.3) разлагается в ряд

Ftf(x) =
∞∑
k=0

ck(f)
(

1− t2
)k/2

Hk(x). (3.2.4)

Следуя работам В.А.Абилова [1] и С.Б.Вакарчука [17], как и в классическом

случае, построим аналоги конечных разностей первого и высших порядков

∆1
tf(x) := Ftf(x)− f(x) = (Ft − E)f(x), (3.2.5)
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∆m
t f(x) := ∆1

t

(
∆m−1
t f(x)

)
=
(
Ft − E

)m
f(x) =

=
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
Fk
t f(x), m ∈ N, m ≥ 2, (3.2.6)

где E — единичный оператор пространства L2,ρ(R), Fk
t := F1

t (Fk−1
t ),

F1
t := Ft, F0

t = E. Учитывая равенства (3.2.1) и (3.2.4), из (3.2.5) в смысле

сходимости в пространстве L2,ρ получаем

∆1
tf(x) := −

∞∑
k=1

ck(f)
(

1−
(
1− t2

)k/2)
Hk(x). (3.2.7)

Пользуясь равенством (3.2.7), из (3.2.6) методом математической индукции для

любого m ∈ N получаем

∆m
t f(x) = (−1)m

∞∑
k=1

ck(f)
(

1−
(
1− t2

)k/2)m
Hk(x).

Отсюда, применяя равенство Парсеваля, имеем

∥∥∆m
t f(·)

∥∥2
2,ρ

=
∞∑
k=1

c2k(f)
(

1−
(
1− t2

)k/2)2m
. (3.2.8)

Определим обощённый модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈

L2,ρ(R) равенством

ω̃m(f, τ)2,ρ := sup
{∥∥∆m

t f(·)
∥∥ : |t| ≤ τ

}
=

=

{ ∞∑
k=1

c2k(f)
(

1−
(
1− τ 2

)k/2)2m}1/2

, 0 ≤ τ ≤ 1. (3.2.9)

Пусть L
(r)
2,ρ(R) (r ∈ Z+, L

(0)
2,ρ(R) ≡ L2,ρ(R)) — множество функций f ∈

L2,ρ(R), у которых производные (r−1)-го порядка f (r−1) абсолютно непрерывны

на любом конечном интервале, а производные r-го порядка f (r) ∈ L2,ρ(R).
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Условимся при вычислении верхней грани по всем функциям f ∈ L(r)
2,ρ(R)

подразумевать, что f /∈Pr, и считать, что 0/0 есть 0.

В [60] доказано, что для произвольной функции f ∈ L
(r)
2,ρ(R) имеет место

следующее разложение r-й производной f (r) в ряд Фурье – Эрмита:

f (r)(x) =
∞∑
k=r

ck(f)
√

2r αk,r ·Hk−r(x), (3.2.10)

где ради краткости, положено

αk,r := k(k − 1) · · · (k − r + 1), k ≥ r, k ∈ N, r ∈ Z+, αk,0 ≡ 1, αk,1 = k,

и знак равенства в (3.2.10) понимается в смысле сходимости в L2,ρ(R). Исходя

из равенств (3.2.2) и (3.2.10), запишем значение величины наилучшего прибли-

жения производной f (r) ∈ L2,ρ(R) элементами pn−r(x) из множества полиномов

Pn−r:

En−r−1(f
(r))2,ρ := inf

{∥∥f (r) − p(r)n−1∥∥2,ρ : pn−1 ∈Pn−1

}
=

= inf
{∥∥f (r) − pn−r∥∥2,ρ : pn−r−1 ∈Pn−r−1

}
=

=
∥∥f (r) − Sn−r(f (r))∥∥2,ρ =

{ ∞∑
k=n

2r αk,r c
2
k(f)

}1/2

. (3.2.11)

Аналогичным образом пользуясь равенством (3.2.10), для модуля непрерывно-

сти m-го порядка производной r-го порядка f (r) из (3.2.9) получаем

ω̃m(f (r), τ)2,ρ =

{ ∞∑
k=r

2r αk,r c
2
k(f)

(
1−

(
1− τ 2

)k/2)2m}1/2

, (3.2.12)

где 0 ≤ τ ≤ 1.
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Нам далее понадобится следующее утверждение, доказанное в работе [17].

Лемма 3.2.1. Пусть n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо

неулучшаемое неравенство

En−ν−1(f
(ν))2,ρ ≤

√
1

2r−s
· αn,ν
αn,r
· En−r−1(f

(r))2,ρ , (3.2.13)

которое для функции f0(x) = Hn(x) обращается в равенство.

Имеет место следующая

Теорема 3.2.1. Пусть n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо

равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

=

=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

(
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
)−m

. (3.2.14)

Отсюда, переходя к верхней грани по всем n ∈ N, n > r, имеем

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

·

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=

=
(
1− e−1

)−m
=

(
e

e− 1

)m
. (3.2.15)

Доказательство. В работе [17] доказано, что при любых n ∈ N, r, ν ∈ Z+,

таких что n > r ≥ ν, для наилучшее совместного приближения произволь-

ной функции f ∈ L
(r)
2,ρ имеет место следующее неравенство типа Джексона –
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Стечкина вида

En−ν−1(f
(ν))2,ρ ≤

≤

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r

(
1−

(
1− t2

)(n−r)/2)−m · ω̃m(f (r), t)2,ρ , (3.2.16)

которое является точным в том смысле, что для функции f0(x) = H ∈ L
(r)
2,ρ

обращается в равенство.

Следовательно, из (3.2.16) следует, что

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m
(
f (r), t

)
2,ρ

=

=

{
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r

}1/2

·
(

1−
(
1− t2

)(n−r)/2)−m
. (3.2.17)

Полагая в обеих частях (3.2.17) t =
√

2/(n− r), будем иметь

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

=

=

{
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r

}1/2

·

(
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
)−m

. (3.2.18)

Переходя в равенстве

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

·

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=

=

(
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
)−m

.

к верхней грани по всем натуральным числам n > r, приходим к равенству

(3.2.15), чем и завершаем доказательство теоремы 3.2.1.
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Отметим, что из равенства (3.2.14) следует асимптотическое равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

∼
(
1− e−1

)−m ·√ 1

2r−ν
· αn,ν
αn,r

. (3.2.19)

Повторяя ход рассуждений при доказательстве теоремы 3.2.1, мы приходим

к следующему утверждению.

Теорема 3.2.2. Пусть n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо

равенство

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

·

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=
1(

1− 1/
√
e
)m . (3.2.20)

Из равенства (3.2.20) при ν = 0, f (0) = f вытекает результат С.Б.Вакарчука

[17, теорема 1]:

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

=
1(

1− 1/
√
e
)m (3.2.21)

откуда при n→∞ вытекает асимптотическое равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−1(f)2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

' 1√
2r αn,r

· 1(
1− 1/

√
e
)m . (3.2.22)
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§3.3. Применение K -функционалов в теории приближения

функций в пространстве L2,ρ

В теории приближения как функций действительного, так и функций ком-

плексного переменного основная идея заключается в замене произвольной

функции сложной природы f достаточно гладкой функцией g. Одна из наибо-

лее эффективных реализаций этой идеи основана на методе K -функционала

Петре в теории интерполяционных пространств [16]. В последнее время K -

функционалы исследуются при решении ряда экстремальных задач теории ап-

проксимации функций (см., например, [16], [17], [89]).

Следуя работе Z.Ditzian и V.Totika [28], запишем в рассматриваемом на-

ми случае, выражение K -функционала по двум пространством L2,ρ и L(m)
2,ρ в

следующем виде:

Km(f, tm) := K
(
f ; tm, L2,ρ, L

(m)
2,ρ

)
=

= inf
{
‖f − g‖2,ρ + tm‖g(m)‖2,ρ : g ∈ L(m)

2,ρ

}
, (3.3.1)

где m ∈ N, 0 < t < 1. Известно [29], что K -функционал (3.3.1) и модуль

непрерывности m-го порядка (3.2.9) должны быть слабо эквивалентными, то

есть существуют абсолютные константы c1 и c2, такие, что

c1 ω̃m(f, t)2,ρ ≤ Km(f, tm)2,ρ ≤ c2 ω̃m(f, t)2,ρ 0 < t ≤ 1. (3.3.2)

С нашей точки зрения, определённый интерес представляет задача нахож-

дения точных значений экстремальных характеристик, подобных левой части

(3.2.14), где вместо модуля непрерывности m-го порядка (3.2.12) фигурирует
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K -функционал (3.3.1) вида K (f (r), tm)2,ρ. Основным результатом данного па-

раграфа является следующая теорема.

Теорема 3.3.1. Пусть n,m ∈ N, r, ν ∈ Z+, n ≥ r+m. Тогда справедливо

равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r−ν αn,r/αn,ν · En−ν−1(f

(ν))2,ρ

Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

= 1. (3.3.3)

Доказательство. В случай ν = 0 С.Б.Вакарчуком [17] доказано равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ

Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

= 1. (3.3.4)

Из равенства (3.3.4) следует, что для произвольной функции f ∈ L
(r)
2,ρ имеет

место следующее неравенство:

En−1(f)2,ρ ≤
1√

2r αn,r
·Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

. (3.3.5)

Сначала в неравенстве полагаем r = 0, f (0) ≡ f . Тогда, имеем

En−1(f)2,ρ ≤ Km

(
f ;

1√
2m αn,m

)
2,ρ

.

Если в полученном неравенстве n заменить на n− r и функцию f на производ-

ной f (r), то будем иметь

En−r−1(f
(r))2,ρ ≤ Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

. (3.3.6)

Применив неравенство (3.2.13) вида

En−ν−1(f
(ν))2,ρ ≤

√
αn,ν

2r−ν αn,r
· En−r−1(f

(r))2,ρ , (3.3.7)
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из леммы 3.2.1 к неравенству (3.3.6) получаем

En−ν−1(f
(ν))2,ρ ≤

√
αn,ν

2r−ν αn,r
·Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

, (3.3.8)

где n > r ≥ ν и n ≥ r+m. Поскольку (3.3.8) верно для любой функции f ∈ L(r)
2,ρ,

то из него следует оценка сверху экстремальной величины расположенной в

левой части равенства (3.3.3)

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r−ν αn,r/αn,ν · En−ν−1(f

(ν))2,ρ

Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

≤ 1. (3.3.9)

С целью получения оценки снизу воспользуемся неравенством, доказанном

С.Б.Вакарчуком [16]:

Km(pn; t
m)2,ρ ≤ min

{
‖pn‖2,ρ : tm‖p(m)

n ‖2,ρ
}
, (3.3.10)

где pn — произвольный многочлен n-й степени из Pn.

Поскольку для функции f0(x) := Hn(x),

f
(ν)
0 (x) :=

√
2ν · αn,r ·Hn−ν(x), En−ν−1(f

(ν)
0 )2,ρ =

√
2ν · αn,ν,

f
(r+m)
0 (x) :=

√
2r+m · αn,r+m ·Hn−r−m(x),

то в силу неравенства (3.3.10) и ортонормированности полиномов Эрмита на R

с весом ρ(x) = exp(−x2) запишем

Km

(
f
(r)
0 ;

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

≤ 1√
2m αn−r,m

·
∥∥∥f (r+m)

0

∥∥∥ =

=
1√

2m αn−r,m
·
√

2r+m · αn,r+m . (3.3.11)
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Но так как

αn,r+m := n(n− 1) · · ·
[
n− (r +m) + 1

]
=

= n(n− 1) · · · (n− r + 1)︸ ︷︷ ︸ (n− r)(n− r − 1) · · ·
[
(n− r)−m+ 1

]︸ ︷︷ ︸ =

= αn,r · αn−r,m, (3.3.12)

подставляя равенство (3.3.12), в правой части неравенства (3.3.11) получаем

Km

(
f
(r)
0 ;

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

≤

≤ 1√
2m αn−r,m

·
√

2r+m · αn,r · αn−r,m =
√

2r · αn,r . (3.3.13)

Используя неравенство (3.3.13), имеем

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r−ν αn,r/αn,ν · En−ν−1(f

(ν))2,ρ

Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

≥

≥
√

2r−ν αn,r/αn,ν · En−ν−1(f
(ν)
0 )2,ρ

Km

(
f
(r)
0 ;

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

=

=

√
2r−ν αn,r/αn,ν ·

√
2ν · αn,ν

Km

(
f
(r)
0 ;

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

=

=

√
2r · αn,r

Km

(
f
(r)
0 ;

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

≥ 1 . (3.3.14)

Так как функция f0(x) ∈ L(r)
2,ρ и f0 /∈Pn, то из сопоставлений неравенств (3.3.9)
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и (3.3.14) получаем требуемое равенство (3.3.3), чем и завершаем доказатель-

ство теоремы 3.3.1.

В завершении этого параграфа отметим, что из утверждений теорем 3.2.2

и 3.3.1 вытекает, что при любом фиксированном r ∈ Z+ и n→∞ справедливо

асимптотическое равенство

ω̃m

(
f (r);

1√
n− r

)
2,ρ

·
(

1− 1√
e

)−m
' Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

. (3.3.15)

Из соотношения (3.3.15) следует, что существуют абсолютные константы c1 и

c2 такие, что

c1 ωm(f (r), t)2,ρ ≤ Km(f (r), tm)2,ρ ≤ c2 ωm(f (r), t)2,ρ .
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§3.4. Обобщение одного результата С.Б.Вакарчука

Всюду далее условимся под весовой функцией на отрезке [0, h] понимать

неотрицательную суммируемую функцию q, не эквивалентную нулю на этом

же отрезке.

С.Б.Вакарчук [17] доказал следующую теорему.

Теорема 3.4.1. (С.Б.Вакарчук, [17, c. 671]). Пусть n,m, r ∈ N, n ≥ r,

0 < p ≤ 2, h ∈ (0, 1], ϕ — неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не

эквивалентная нулю функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); t)2,ρ ϕ(t)dt

1/p
=

=
1 h∫

0

[
1−

(
1− t2

)(n−r)/2]mp
ϕ(t)dt

1/p
. (3.4.1)

Заметим, что доказательство теоремы 3.4.1 основано на упрощённом ва-

рианте неравенства Минковского, приведенного в монографии А.Пинкуса [59,

c. 104] следующего вида:
h∫

0

( ∞∑
k=l

|fk(t)|2
)
dt


1/p

≥


∞∑
k=l

 h∫
0

|fk(t)|p
2/p

dt


1/2

, (3.4.2)

где 0 < p ≤ 2 и h ∈ R+.

В силу того, что неравенство (3.4.2), верно только для значении 0 < p ≤ 2,

то этим путём далее для значений p ≥ 2 нельзя обобщать теорему 3.4.1 для

всех значений 0 < p ≤ ∞. Мы здесь приводим обобщение теоремы 3.4.1 для
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всех значений 0 < p ≤ ∞ простым методом сразу и для всех m,n ∈ N, r ∈ Z+,

n > r.

Сформулируем и докажем обобщение теоремы 3.4.1.

Теорема 3.4.2. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, n ≥ r, 0 < p ≤ ∞, h ∈ (0, 1], q

— весовая на отрезке [0, h] функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ q(τ)dτ

1/p
=

=
1 h∫

0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(τ)dτ

1/p
. (3.4.3)

Доказательство. В предыдующем параграфе 2.2 (формула (3.2.12)) мы

доказали, что для произвольной функции f ∈ L(r)
2,ρ обобщённый модуль непре-

рывности m-го порядка производной r-го порядка определяется формулой

ω̃m(f (r); τ)2,ρ =

{ ∞∑
k=r

2r αk,r c
2
k(f)

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m}1/2

. (3.4.4)

Очевидно, что при любом τ ∈ (0, 1], n ∈ N, и r ∈ Z+ при любом k ≥ n > r

выполняются равенства

min
k≥n

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m
=
[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]2m
,

min
{
αk,n : k ≥ n

}
= αn,r,

а потому с учётом этих равенств из (3.4.4) получаем

ω̃2
m(f (r); τ)2,ρ =

∞∑
k=r

2r αk,r c
2
k(f)

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m ≥
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≥
∞∑
k=n

2r αk,r c
2
k(f)

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m ≥
≥ 2r

[
min
k≥n

αk,r
]
·min
k≥n

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m · ∞∑
k=n

c2k(f) =

= 2r · αn,r ·
[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]2m · E2
n−1(f)2,ρ ,

откуда

ω̃m(f (r); τ)2,ρ ≥
√

2r αn,r ·
[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]m · En−1(f)2,ρ . (3.4.5)

Обе стороны неравенства (3.4.5) возведём в степень p (0 < p ≤ ∞) и умножим

на весовую функцию q(t), затем полученное вновь неравенство вида

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ ≥
(√

2r αn,r
)p · [1− (1− τ 2)(n−r)/2]mp · Ep

n−1(f)2,ρ ,

интегрируем по отрезку [0, h] и результат возведём в степени 1/p. В итоге при-

ходим к следующему неравенству: h∫
0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ q(τ)dτ

1/p

≥

≥
√

2r αn,r · En−1(f)2,ρ

 h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
dτ

1/p

. (3.4.6)

Неравенство (3.4.6) справедливо для произвольной функции f ∈ L(r)
2,ρ(R), а

потому из (3.4.6) вытекает оценка сверху для экстремальной характеристики,

расположенной в левой части равенства (3.4.3):

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ q(τ)dτ

1/p
≤
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≤ 1 h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(τ)dτ

1/p
. (3.4.7)

Соответствующую оценку снизу указанной экстремальной характеристики

получаем для функции g0(τ) := Hn(τ) ∈ L(r)
2,ρ(R), для которой в силу равенств

(3.2.2) и (3.4.4)

En−1(g0)2,ρ = 1, ω̃m(g
(r)
0 ; τ)2,ρ =

√
2r αn,r

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]m
. (3.4.8)

Пользуясь равенствами (3.4.8), запишем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ q(τ)dτ

1/p
≥

√
2r αn,r · En−1(g0)2,ρ h∫

0

ω̃pm(g
(r)
0 ; τ)2,ρ q(τ)dτ

1/p
=

=
1 h∫

0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(τ)dτ

1/p
. (3.4.9)

Из сравнений оценки сверху (3.4.7) с оценкой снизу (3.4.9) получаем требу-

емое равенство (3.4.3). Теорема 3.4.2 доказана.

Заметим, что из доказанной теоремы 3.4.2, в частности, вытекает следую-

щее утверждение.

Следствие 3.4.1. Пусть выполнены все условия теоремы 3.4.2. Тогда,

при весовой функции q∗(t) := (n − r)τ(1 − τ 2)(n−r)/2−1, n − r > 2, τ ∈ [0, h]

справедливо равенство
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sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ(n− r)

h∫
0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ τ
(
1− τ 2

)(n−r)/2−1
dτ

1/p
=

=

 mp+ 1[
1−

(
1− h2

)(n−r)/2]mp+1


1/p

. (3.4.10)

В свою очередь, из (3.4.10), при p = 1/m, m ∈ N и h =
√

2/(n− r), n ∈ N,

r ∈ Z+ следует равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ(n− r)

√
2/(n−r)∫
0

ω̃1/m
m (f (r); τ)2,ρ τ

(
1− τ 2

)(n−r)/2−1
dτ


m =

=


2[

1−
(

1− 2

n− r

)(n−r)/2
]2


m

∼
{

2(1− e−1)−1
}m

, n→∞. (3.4.11)

Доказательство. Равенство (3.4.10) вытекает из следующего соотноше-

ния:
h∫

0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q∗(τ)dτ =

= (n− r)
h∫

0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp · τ(1− τ 2)(n−r)/2−1dτ =

=

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp · d[1− (1− τ 2)(n−r)/2] =
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=

[
1−

(
1− h2

)(n−r)/2]mp+1

mp+ 1
.

Отсюда, имеем 
h∫

0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q∗(τ)dτ


−1/p

=

=


[
1−

(
1− h2

)(n−r)/2]mp+1

mp+ 1


−1/p

. (3.4.12)

Полагая в (3.4.12) p = 1/m, m ∈ N, h =
√

2/(n− r), получаем

(n− r)

√
2/(n−r)∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp · τ(1− τ 2)(n−r)/2−1dτ

−1/p

=

=


√

2/(n−r)∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp · d[1− (1− τ 2)(n−r)/2]

−m

=

=


2[

1−
(

1− 2

n− r

)(n−r)/2
]2


m

∼
{

2(1− e−1)−1
}m

, n→∞,

откуда и вытекает утверждение следствие 3.4.1.
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§3.5. Решение одной экстремальной задачи

В работе [17] доказано, что для функции f ∈ L
(r)
2,ρ(R) r ∈ N, r ≥ 2 все

её промежуточные производные f (ν), ν = 1, 2, . . . , r − 1, также принадлежат

пространству L(r)
2,ρ(R), а потому определённый интерес представляет изучение

поведения величины En−1(f
(ν)) на каком-нибудь классе M(r) ⊆ L

(r)
2,ρ(R) или на

самом классе L(r)
2,ρ(R).

Пусть W (r)
2,ρ (ωm) — класс функций f ∈ L

(r)
2,ρ(R) r-я производная которых,

удовлетворяет условию ω̃m(f (r), t)2,ρ ≤ 1.

Требуется найти величину совместного приближения класса функций

W
(r)
2,ρ (ωm), то есть найти

E (ν)n−ν−1
(
W

(r)
2,ρ (ωm)

)
:= sup

{
En−ν−1(f

(ν))2,ρ : f ∈ W (r)
2,ρ (ωm)

}
. (3.5.1)

Имеет место следующее утверждение

Теорема 3.5.1. Пусть n,m ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо

равенство

E (ν)n−ν−1
(
W

(r)
2,ρ (ωm)

)
=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

. (3.5.2)

Доказательство. Из равенства (3.2.14) для произвольной функции f ∈

L
(r)
2,ρ(R) при любом ν = 0, r вытекает равенство

En−ν−1
(
f (ν)
)
2,ρ

=

=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

ω̃m

(
f (r);

√
2

n− r

)
2,ρ

. (3.5.3)
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Если теперь предполагать, что функция f ∈ L(r)
2,ρ(R)∩W (r)

2,ρ (ωm), то из неравен-

ства (3.5.3) сразу получаем

sup
{
En−ν−1(f

(ν))2,ρ : f ∈ W (r)
2,ρ (ωm)

}
≤

≤

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

,

или что то же

E (ν)n−ν−1
(
W

(r)
2,ρ (ωm)

)
≤

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

. (3.5.4)

С целью получения аналогичной оценки снизу введём в рассмотрение функцию

g1(x) :=
1√

2r αn,r

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

Hn(x),

для которой при всех ν = 0, 1, . . . , r имеем

g
(ν)
1 (x) =

√
αn,ν

2r−ν · αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

Hn−ν(x),

En−ν−1
(
g
(ν)
1 (x)

)
2,ρ

=

√
αn,ν

2r−ν · αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

,

и так как

g
(r)
1 (x) =

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

Hn−r(x),

то в силу равенство (3.2.12) имеем

ω̃m

(
g
(r)
1 ;

√
2

n− r

)
2,ρ

=

=

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]m

= 1,

а потому функция g1 ∈ W (r)
2,ρ (ωm).
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Следовательно,

E (ν)n−ν−1
(
W

(r)
2,ρ (ωm)

)
≥ En−ν−1

(
g
(ν)
1 (x)

)
2,ρ

=

=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

. (3.5.5)

Требуемое равенство (3.5.2) получаем из сравнения неравенств (3.5.4) и

(3.5.5), чем и завершаем доказательство теоремы 3.5.1.

Замечание. В силу того, что при любом фиксированном r ∈ Z+ и лю-

бом n ∈ N, таком, что n > r ≥ ν при n → ∞ имеет место асимптотическое

равенство [
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

' (1− e−1)−m, при n→∞,

то из результата теоремы 3.5.1 следует, что

E (ν)n−ν−1
(
W

(r)
2,ρ (ωm)

)
' (1− e−1)−m

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r

=

=
(1− e−1)−m

2(r−ν)/2
· 1{

(n− ν)(n− ν − 1) · · · (n− r + 1)
}1/2

.
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§3.6. Точные значения n-поперечников некоторых классов

функций в пространстве L(r)
2,ρ(R)

Теорема 3.4.2, доказанная нами в параграфе 3.4, позволяет найти точные

значения n-поперечников некоторых классов функций в пространстве L2,ρ(R).

Для изложения полученных далее результатов приводим определения ряда n-

поперечников множеств.

Пусть B := {f : ‖f‖2,ρ ≤ 1} — единичный шар в пространстве L2,ρ(R); Q

— выпуклое центрально-симметричное подмножество из L2,ρ(R); Λn ⊂ L2,ρ(R)

— n-мерное подпространство; Λn ⊂ L2,ρ(R) — подпространство коразмерности

n; L : L2,ρ(R) → Λn — непрерывный линейный оператор; L ⊥ : L2,ρ(R) → Λn

— непрерывный оператор линейного проектирования. Величины

bn(Q,L2,ρ(R)) := sup {sup {ε > 0; εB ∩ Λn+1 ⊂ Q} : Λn+1 ⊂ L2,ρ(R)} ,

dn(Q,L2,ρ(R)) := inf {sup {inf {‖f − g‖2,ρ : g ∈ Λn} : f ∈ Q}Λn ⊂ L2,ρ(R)} ,

δn(Q,L2,ρ(R)) :=

= inf {inf {sup {‖f −L f‖2,ρ : f ∈ Q} : LL2,ρ ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2,ρ(R)} ,

dn(Q,L2,ρ(R)) := inf {sup {‖f‖2,ρ : f ∈ Q ∩ Λn} : Λn ⊂ L2,ρ(R)} ,

Πn(Q,L2,ρ(R)) :=

:= inf
{

inf
{

sup
{
‖f −L ⊥f‖2,ρ : f ∈ Q

}
: L ⊥L2,ρ ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2,ρ(R)

}
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным,

гельфандовским, проекционными n-поперечниками множество Q в простран-

стве L2,ρ(R). Так как L2,ρ(R) является гильбертовым пространством, то имеют
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место следующие соотношения между перечисленными величинами:

bn(Q,L2,ρ) ≤ dn(Q,L2,ρ) ≤ dn(Q,L2,ρ) = δn(Q,L2,ρ) = Πn(Q,L2,ρ). (3.6.1)

Вычислению в пространстве L2,ρ(R) точных значении различных n-

поперечников классов дифференцируемых функций, определённых при помо-

щи обобщённого модуля непрерывности m-го порядка (3.4.4), посвящены ра-

боты С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [20], К.Тухлиева и А.М.Маликова [74],

А.М.Маликова [50, 51] и других (см., например, литературу в цитированных

работах).

Рассмотрим следующий класс функций: пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, n > r,

h ∈ (0, 1], q — весовая на [0, h] функция, 0 < p ≤ ∞. Символом W
(r)
p (ω̃m; q, h)

обозначим класс функций f ∈ L2,ρ(R), у которых производные r-го порядка

f (r) удовлетворяют условию

h∫
0

ω̃pm(f (r), τ)2,ρq(τ)dτ ≤
h∫

0

q(τ)dτ.

Для множества Q ∈ L2,ρ положим

En−1(Q)2,ρ := sup
{
En−1(f)2,ρ : f ∈ Q

}
.

В принятых обозначениях имеет место следующая

Теорема 3.6.1. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+ и h ∈ (0, 1]. Тогда имеют место

равенства

λn

(
W (r)

p (ω̃m; q, h), L2,ρ

)
= En−1

(
W (r)

p (ω̃m; q, h)
)
2,ρ

=
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=
1√

2r αn,r
·



h∫
0

q(t)dt

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt



1/p

, (3.6.2)

где λk(·) — любой из вышеперечисленных k-поперечников.

Доказательство. В самом деле, из неравенства (3.4.7), соотношения

(3.6.1) между n-поперечниками и определения класса W (r)
p (ω̃m; q, h) получаем

оценку сверху

λn

(
W (r)

p (ω̃m; q, h), L2,ρ

)
≤ En−1

(
W (r)

p (ω̃m; q, h)
)
2,ρ
≤

≤ 1√
2r αn,r

·



h∫
0

q(t)dt

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt



1/p

. (3.6.3)

Для получения аналогичной оценки снизу на множестве Pn ∩ L2,ρ введём в

рассмотрение шар

Bn+1 :=

:=


pn ∈Pn : ‖pn‖2,ρ ≤

1√
2r αn,r

·



h∫
0

q(t)dt

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt



1/p

.

Учитывая формулу (3.4.4) для произвольного полинома pn ∈ Pn, такого, что

n > r, получаем
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ω̃m(p(r)n ; τ)2,ρ =
n∑
k=r

2r αk,r c
2
k(pn)

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m ≤
≤ 2r · αn,r

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]2m · n∑
k=r

c2k(pn) ≤

≤ 2r · αn,r
[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]2m · ‖pn‖22,ρ .
Отсюда следует, что

ω̃m(p(r)n ; τ)2,ρ ≤
√

2r · αn,r · ‖pn‖2,ρ ·
[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]m
.

Возведя обе стороны полученного неравенства в степень p (0 < p ≤ ∞), затем

умножив на вес q и проинтегрировав по промежутке [0, h], имеем

h∫
0

ω̃pm(p(r)n ; τ)2,ρ q(t)dt ≤

≤
(√

2r · αn,r
)p
·
∥∥pn∥∥p2,ρ ·

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt. (3.6.4)

Если теперь воспользоваться тем, что pn ∈ Bn+1, то из (3.6.5) получаем, что

h∫
0

ω̃pm(p(r)n ; τ)2,ρ q(t)dt ≤

≤

(√
2r · αn,r

)p h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt

(√
2r · αn,r

)p h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt

·
h∫

0

q(t)dt =

h∫
0

q(t)dt.

Полученное неравенство означает, что шар Bn+1 принадлежит классу

W
(r)
p (ω̃m; q, h). Следовательно, используя определения бернштейновского n-
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поперечника и соотношения (3.6.1), запишем оценки снизу всех аппроксима-

ционных величин

λn

(
W (r)

p (ω̃m; q, h), L2,ρ

)
≥ bn

(
W (r)

p (ω̃m; q, h), L2,ρ

)
≥ bn(Bn+1, L2,ρ) ≥

≥ 1√
2r αn,r

·



h∫
0

q(t)dt

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt



1/p

. (3.6.5)

Требуемые равенства (3.6.2) получаем путём сопоставления оценок сверху

(3.6.3) с оценкой снизу (3.6.5), чем и завершаем доказательство теоремы 3.6.1.

Основные результаты, приведённые в этой главе, опубликованы в работах

[1-A; 3-A;], а также в тезисах международных конференций [6-A; 11-A; 12-A].
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Обсуждение результатов работы

Приближение функций на конечном отрезке суммами Фурье – Чебышева

в гильбертовом пространстве L2,µ в силу специфики этого пространства явля-

ется наиболее важным в задачах численного анализа и уравнения математи-

ческой физики. При этом в качестве структурной характеристики гладкости

функции вместо обычного модуля непрерывности используется обобщённый

модуль непрерывности, который порождается обобщённым оператором сдви-

га. Этим вопросам, как мы ранее отмечали, были посвящены ряд работ

В.А.Абилова и Ф.В.Абилова [4], М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева [95], К.Тухлиева

и Дж.Бекназарова [73] и других.

В первой главе диссертации результаты перечисленных авторов обобщают-

ся на случай совместного приближения функций и их промежуточных про-

изводных частными суммами Фурье и их соответствующими производными.

Так, например, в основной лемме 2.1.1 доказано, что для произвольной функ-

ции f ∈ L(2r)
2,µ при всех s = 0, 1, 2, . . . , r имеет место точное неравенство

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s)En−1(D2rf)2,µ,

где

D := (1− x2) d
2

dx2
− x d

dx
−

дифференциальный оператор второго порядка Чебышева, откуда в частном

случае s = 0, получаем известный результат В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой [6]

En−1(f)2,µ ≤ n−2rEn−1(D2rf)2,µ,
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причём оба результата являются точными, и знак равенства в них достигается

для функции f0(x) = Tn(x), где Tn(x) — многочлен Чебышева n-й степени.

Во втором параграфе второй главы из результата теоремы 1.2.1, где дока-

зано, что для любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s имеет место экстремальное

равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s) En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnhdh


m = 1,

при s = 0 вытекает результат М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева в виде неулучша-

емого неравенства

En−1(f)2,µ ≤
1

n2r

n
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ sinnhdh


m

,

откуда, в свою очередь получаем неравенство типа Джексона – Стечкина для

совместного приближения функций и их производных

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s)Ωm

(
Drf ;

π

n

)
2,µ
,

причём если модуль непрерывности Ωm является выпуклым на отрезке [0, π/n],

то в последнем неравенстве число π/n можно заменить на π/(2n) и оно для

полинома f0(x) = Tn(x) превращается в равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µ

Ωm

(
Drf ; π/(2n)

)
2,µ

= 1.

Последнее равенство означает, что точная константа в неравенстве типа

Джексона – Стечкина для наилучшего совместного приближения функций и их

промежуточных производных класса функций L(2r)
2,µ , в точности равна единице.
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Результаты третьего параграфа второй главы – теоремы 2.3.1 и 2.3.2 явля-

ются новыми и ранее не имели аналогов. Так, например, из равенства (2.3.10) в

точке t = π/(2n) получаем следующую точную константу в неравенстве Джек-

сона – Стечкина для совместного приближения функций и их производных:

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s) En−1(Dsf)2,µ

ω̃m

(
Drf, π

2n

)
2,µ

=

{
π

π − 2

}m
.

Основным результатом четвёртого параграфа второй главы является тео-

рема 2.4.1, в которой при выполнении некоторого ограничения относительно

заданного мажоранта Φ найдено точное значение целой серии n-поперечников.

Решению общей экстремальной задачи совместного приближения некото-

рых классов функций посвящен пятый параграф второй главы. Здесь исходя

из результатов об n-поперечниках, в четвёртом параграфе доказаны теоремы

2.5.1 и 2.5.2, из результатов которых при s = 0 вытекают ранее полученные ре-

зультаты М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева [95], К.Тухлиева и Дж.Х.Бекназарова

[73], Дж.Х.Бекназарова [13]. В теореме 2.5.2 доказано, что если мажоранта Φ(h)

при любом h ∈ R удовлетворяет условию

Φ(h)

Φ(π/(2n))
≥ π

π − 2


1− sinnh

nh
, если 0 < nh ≤ π,

2− π

nh
, если nh ≥ π,

то при любых m,n ∈ N и r, s ∈ Z+ имеют место равенства

E (s)n−1
(
W

(r)
m,h(D,Φ)

)
2,µ

=
( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)
,

где W (r)
m,h(D,Φ) – класс функций f ∈ L(2r)

2,µ , для которых при любых m,n ∈ N,
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r ∈ Z+ и h ∈ (0, π/n] выполняется неравенство

1

h

h∫
0

Ω1/m
m (Drf ; τ)2,µdτ ≤ Φ(h).

Отметим, что из полученного результата, в частности, вытекают результаты

вышеупомянутых авторов.

В завершающем шестом параграфе второй главы рассматривается экстре-

мальная задача об усреднённом значении совместного приближения функ-

ций класса L(2r)
2,µ . Здесь основными являются теоремы 2.6.1 – 2.6.2. Получен-

ные результаты данного параграфа обобщают результаты Н.И.Черныха [79],

М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова [93], М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева [95].

Переходим к обсуждению результатов, полученных в третьей главы дис-

сертации. Прежде всего, отметим, что в вопросах среднеквадратических при-

ближении функций на всей действительной оси R := (−∞,+∞) ряды Фурье

по многочленам Чебышева – Эрмита играют существенную роль, поскольку

именно частные суммы Фурье – Чебышева – Эрмита в пространстве L2,ρ(R)

(ρ(x) = e−x
2

, R := (−∞,+∞)) доставляют наилучшее среднеквадратическое

приближение любому функцию f ∈ L2,ρ(R). Во втором параграфе третьей гла-

вы приводится достаточно подробных ссылок на учёных, которые занимались

этой проблематикой, и отмечается, что в цитированных работах нет ни одно-

го точного решения экстремальной задачи приближения функций f ∈ L2,ρ(R).

Первые точные результаты приближения функций суммами Чебышева – Эрми-

та появились в работах В.А.Абилова с коллегами [1, 3–5], С.Б.Вакарчука [17].
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В третьей главе данной диссертации указанные результаты обобщаются на

случай совместного приближения функций и их производных. Во всех получен-

ных результатах скорость сходимости к нулю оценки приближения оценивается

обобщённым модулем непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2,ρ(R) сле-

дующего вида:

ω̃m(f, τ)2,ρ :=

{ ∞∑
k=1

c2k(f)
(

1−
(
1− τ 2

)k/2)2m}1/2

, τ ∈ [0, 1].

Пусть L(r)
2,ρ(R) — множество функций f ∈ L2,ρ(R), у которых производные

(r − 1)-го порядка абсолютно непрерывные на любом конечном интервале, а

производные r-го порядка f (r) ∈ L2,ρ(R).

Одним из основных результатов второго параграфа третьей главы является

теорема 3.2.1, в которой утверждается, что при любых m,n ∈ N, r, ν ∈ Z+,

n > r ≥ ν справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

=

=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

(
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
)−m

.

откуда, переходя к верхней грани по всем n ∈ N, n > r, имеем

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

·

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=

=
(
1− e−1

)−m
=

(
e

e− 1

)m
.
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Отсюда, в частности при ν = 0 вытекает результат К.Тухлиева и

Дж.X.Бекназарова [73]. Аналогичные результаты получены в теореме 3.2.2, из

которой вытекают результаты С.Б.Вакарчука.

В третьем параграфе третьей главы рассматривается применение K -

функционалов в теории приближения функций f ∈ L2,ρ(R). Здесь доказывает-

ся, что при всех m,n ∈ N, rν ∈ Z+, n > r +m имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r−ν αn,r/αn,ν · En−ν−1(f

(ν))2,ρ

Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

= 1,

из которой при ν = 0 вытекает результат С.Б.Вакарчука [17].

Четвёртый и пятый параграфы третьей главы посвящены обобщению из-

вестных результатов С.Б.Вакарчука [17], М.Ш.Шабозова и С.А.Курайши [83]

в пространстве Lp (0 < p ≤ ∞). В теореме 3.4.3 один результат С.Б.Вакарчука

доказанного для случая 0 < p ≤ 2, приведенного в теореме 3.4.2, обобщается

на случай 0 < p ≤ ∞. Используя этот результат, в пятом параграфе третьей

главы приводится решение общей экстремальной задачи сформулированного в

(3.5.1) для класса W (r)
2,ρ (ω̃m). В завершающем шестом параграфе третьей гла-

вы приводятся точные значения n-поперечников некоторых классов функций

в пространстве L2,ρ(R). Результаты, полученные в этом параграфе, обобщают

ранее полученные результаты С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной [20], К.Тухлиева

и А.М.Маликова [74], А.М.Маликова [50] и других авторов.
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Выводы

Основные научные результаты работы заключаются в следующем:

• найдены точные верхние грани отклонения некоторых классов функций

от их частных сумм ряда Фурье – Чебышева в пространстве L2,µ[−1, 1];

• найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина для совместного

приближения функций и их производных посредством усреднённых моду-

лей непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];

• найдено значение поперечников, и полученный результат применен к зада-

че нахождения верхних граней совместных приближений некоторых клас-

сов функций в L2,µ[−1, 1];

• найдено значение верхних граней совместных полиномиальных приближе-

нии функций и их производных на всей оси в L2,ρ(R), R := (−∞,+∞);

• найдено значение K -функционалов и обобщен результат С.Б.Вакарчука

в метрике Lp (0 < p ≤ ∞);

• решена экстремальная задача совместных приближений функций и их

производных для классов функций W (r)
2,ρ (ωm);

• найдены значения n-поперечников некоторых классов дифференцируемых

функций в пространстве L2,ρ(R).

Рекомендации по практическому использованию результатов

Результаты диссертационной работы и методы их доказательств можно

применять в решении экстремальных задачах теории приближения функций

двух переменных в прямоугольных областях и на всей плоскости.
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