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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. К настоящему времени в теории
приближения глубоко и тщательно исследованы задачи, связанные с аппрок-
симацией функций одной переменной. По этой тематике, берущей своё на-
чало от классических работ К.Ф.Вейерштрасса и П.Л.Чебышева, написа-
ны десятки монографий. Особую роль сыграли работы А.Н.Колмогорова и
С.М.Никольского, связанные с решением экстремальных задач о нахождении
точной верхней грани погрешности приближения на заданном классе функ-
ций и указании для этого класса наилучшего аппарата приближения фикси-
рованной размерности. Усилиями многих математиков, и в первую очередь
учеников и последователей Колмогорова и Никольского, такие задачи реше-
ны в одномерном случае для наиболее употребляемых классов функций. Од-
нако оказалось, что разработанные методы иногда существенно используют
специфику одномерного случая и непригодны при исследовании экстремаль-
ных задач на классах функций многих переменных. Поэтому естественно,
что в последнее время внимание многих специалистов, работающих в обла-
сти теории аппроксимации, обращено на экстремальные задачи приближения
в многомерном случае.

Среди актуальных задач теории приближения особое место занимают экс-
тремальные задачи, связанные с приближением функции многих перемен-
ных. Исследование многомерных экстремальных задач теории приближения
значительно усложняется по сравнению с одномерным случаем из-за появ-
ления принципиально новых обстоятельств, связанных с многомерностью. В
частности, область, на которой осуществляется приближение, может иметь
сложную структуру, что создаёт дополнительные трудности при описании
дифференциально-разностных свойств функций. При этом усложняется и
аппарат приближения. Поэтому в задачах аппроксимации функций многих
переменных точные результаты известны в редких случаях, что делает ис-
следование указанных экстремальных задач актуальным.

В настоящей диссертационной работе приводятся решения экстремальных
задач функций двух переменных и в качестве аппарата приближения ис-
пользуется аппарат тригонометрических и алгебраических «углов». Отметим,
что понятие «угол» в теории приближения было введено М.К.Потаповым1,2

и в дальнейшем с успехом применялось многими математиками, в том
1Потапов М.К. Приближение «углом» и теоремы вложения // Mathematica Balkanica. – 1972, №2. –

P.183–198.
2Потапов М.К. О приближении «углом» // Proc. of the Conf. on Constructive Theory of Function.

Budapesht. – 1972. – P. 371–399.
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числе М.Томичем3, С.Б.Вакарчуком4, С.Б.Вакарчуком и М.Б.Вакарчуком5,
С.Б.Вакарчуком и М.Ш.Шабозовым6, С.Б.Вакарчуком и А.В.Швачко7,8,
М.Ш.Шабозовым и М.О.Акобиршоевым9,10,11 и многими другими. При реше-
нии экстремальных задач аппроксимации функций двух переменных приме-
нение аппарата «углов» в качестве аппроксимирующих подпространств име-
ет заметные преимущества по сравнению с двумерными полиномами и дру-
гими традиционными методами, поскольку именно «углы» приводят к ми-
нимальным значениям точной верхней грани оценки погрешности на клас-
сах функций и реализуют точные значения квазипоперечников указанных
классов функций5,9−11. Следует отметить, что первые точные оценки по-
грешности приближения на некоторых классах функций двух переменных
тригонометрическими «углами» были найдены в работах С.Б.Вакарчука и
М.Ш.Шабозова5, М.Ш.Шабозова и М.О.Акобиршоева12.

Объект исследования и связь работы с научными программа-
ми (проектами) темами. Диссертационная работа выполнена в рамках
реализации перспективного плана научно-исследовательских работ кафед-
ры функционального анализа и дифференциальных уравнений Таджикского
национального университета на 2018-2025 гг. по теме “Теория приближения
функций и её приложения”.

Цель и задачи исследования. Основные цели диссертационной работы
заключаются в следующем:
• найти точные равенства, связывающие величины наилучших приближе-
ний и усреднённых значений модулей непрерывности функций f ∈ L(r,s)

2 ;
3Томич М. О приближении углом функций с доминирующим модулем гладкости // Inst. Math.

Beogrand, Mathematica Balkanica. – 1972. – Vol.23, №37, 2. – P. 193–206. – P. 183–198.
4Вакарчук С.Б. О наилучшем приближении обобщенными полиномами в одном пространстве анали-

тических функций двух комплексных переменных // Изв. вузов. Матем. – 1991, №3. – C. 14–25.
5Вакарчук С.Б., Вакарчук М.Б. Неравенства типа Колмогорова для аналитических функций одной и

двух комплексных переменных и их приложения к теории аппроксимации // Укр. матем. журн. – 2011. –
T.63, №12. – C. 1579–1601.

6Вакарчук С.Б., Шабозов М.Ш. О точных значениях квазипоперечников некоторых функциональных
классов // Укр. матем. журн. – 1996. – Т.48, №3. – C. 301–308.

7Вакарчук С.Б., Швачко А.В. Неравенства колмогоровского типа для производных функций двух
переменных и их приложение к аппроксимации “углом” // Известия вузов. Матем. – 2015, №11. – C.2–22.

8Вакарчук С.Б., Швачко А.В. О наилучшем приближении “углом” в среднем на плоскости R2 с весом
Чебышева-Эрмита // Збiрник праць Iнституту математики НАН Украiни. – 2014. – T.11, №3. – C.35–46.

9Шабозов М.Ш., Акобиршоев М.О. Квазипоперечники некоторых классов дифференцируемых перио-
дических функций двух переменных // ДАН России. – 2005. – T.404, №4. – C. 406–464.

10Шабозов М.Ш., Акобиршоев М.О. О точных значениях квазапопречников некоторых классов диф-
ференцируемых периодических функций двух переменных // Укр. матем. журн. – 2009. – T.61, №6. –
C. 855–864.

11Shabozov M.Sh., Akobirshoev M.O. Exact estimates of quasiwidths of some classes of differentiable periodic
functions of two variables // Anal. Math. – 2009. – Vol.35, No1. – PP. 61–72.

12Шабозов М.Ш., Акобиршоев М.О. Среднеквадратическое приближение “углом” в метрике L2 и зна-
чения квазипоперечников некоторых классов функций // Укр. матем. журнал. – 2020. – T.72, №6. –
C. 852–864.

4



• найти точные равенства между величинами наилучших совместных при-
ближений функции f ∈ L(r,s)

2 , их частных производных и усреднёнными
значениями модуля непрерывности Ωk(f

(r,s); t, τ)2;
• найти точные оценки наилучшего приближения в среднем с весом Чебы-
шева некоторых классов дифференцируемых функций двух переменных
алгебраическими «углами», связывающих величины наилучших прибли-
жений и усреднённые с весом значения обобщённого модуля непрерыв-
ности Ω

1/k
k (Dr, f, τ)2,µ;

• найти неравенство типа Колмогорова для последовательности операто-
ров Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)

2,µ и привести некоторые его
приложения.

Основные методы исследования. В диссертации используются совре-
менные методы решения экстремальных задач вариационного содержания,
экстремальных задач теории аппроксимации в нормированных простран-
ствах.

Научная новизна исследований. В диссертационной работе получены
следующие результаты:
• найдены точные равенства, связывающие величины наилучших при-
ближений и усреднённые значения модулей непрерывности функций
f ∈ L(r,s)

2 ;
• найдены точные равенства между величинами наилучших совмест-
ных приближений функций f ∈ L

(r,s)
2 , их частных производных и

усреднёнными значениями модуля непрерывности Ωk(f
(r,s); t, τ)2;

• найдены точные оценки наилучшего приближения в среднем с весом
Чебышева некоторых классов дифференцируемых функций двух пе-
ременных алгебраическими «углами», связывающих величины наилуч-
ших приближений и усреднённые с весом значения обобщённого модуля
непрерывности Ω

1/k
k (Dr, f, τ)2,µ;

• найдено неравенство типа Колмогорова для последовательности опера-
торов Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)

2,µ и приведены некоторые его
приложения.

Теоретическая и практическая ценность. Полученные в диссертаци-
онной работе результаты о приближении функций двух переменных тригоно-
метрическими «углами» имеют как теоретическое, так и прикладное значе-
ние. Приведенные в ней методы и результаты применяются при нахождении
точных оценок погрешности приближения функций многих переменных на

5



различных классах функций. Главы диссертации в отдельности могут соста-
вить содержание специальных курсов для студентов и аспирантов высших
учебных заведений, обучающихся по специальности “Математика” и “При-
кладная математика”.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные результа-
ты, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли-
кованных работах. Все приведенные в диссертационной работе результаты
получены лично автором.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссер-
тации неоднократно докладывались и обсуждались на:
• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных
уравнений Таджикского национального университета под руководством
академика НАН Таджикистана М.Ш.Шабозова (Душанбе, 2017-2025 гг.);
• республиканской научной конференции “Математический анализ и его
приложения” (Душанбе, 10-11 июня 2019 г.);
• международной научной конференции “Сингулярные интегральные
уравнения и дифференциальные уравнения с сингулярными коэффици-
ентами” (Душанбе, 30-31 января 2020 г.);
• республиканской научно-практической конференции “Современные про-
блемы прикладной математики и их роль в формировании технического
мировоззрения общества” (Худжанд, 29-30 октября 2021 г.);
• международной научной конференции “Современные проблемы матема-
тического анализа и теории функций” (Душанбе, 24-25 июня 2022 г.);
• международной научно-практической конференции “Математика в со-
временном мире” (Худжанд, 20 апреля 2024 г.);
• международной научно-практической конференции “Современные про-
блемы математики и ее приложения” (Душанбе, 30-31 мая 2025 г.).

Публикации по теме диссертации. Основные результаты автора по
теме диссертации опубликованы в 8 печатных работах [1–8], из них 4 статьи
опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень ВАК Россий-
ской Федерации и ВАК при Президенте Республики Таджикистан, список
которых приведен в конце диссертации. Из совместных с научным руководи-
телем М.Ш.Шабозовым работ [1, 3] соавтору принадлежат постановка задач
и выбор метода доказательств результатов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух
глав, заключения и списка цитированной литературы из 51 наименований,
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занимает 86 страниц машинописного текста, набрана на LATEX. Для удоб-
ства в диссертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий
и формул. Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпа-
дает с номером главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на
порядковый номер теоремы, леммы или формулы в данном параграфе.

Краткое содержание диссертации
В первой главе диссертации решается ряд экстремальных задач, связан-

ных с наилучшим совместным приближением некоторых классов периодиче-
ских дифференцируемых функций двух переменных тригонометрическими
«углами» и их соответствующими частными производными в гильбертовом
пространстве L2(Q), Q := {0 ≤ x, y ≤ 2π} с конечной нормой

‖f‖2 = ‖f‖L2(Q) =

 1

4π2

∫∫
(Q)

|f(x, y)|2dxdy


1/2

. (1)

В первом параграфе приводятся необходимые в дальнейшем определения
и вспомогательные факты, а также некоторые предварительные результаты.
Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линейные нормированные пространства функ-
ций одной переменной, а

Um := span {u0(x), u1(x), . . . , um(x)} , Vn := span {v0(y), v1(y), . . . , vn(y)}

— их конечномерные подпространства Um ⊂ X, Vn ⊂ Y . Выражение вида

gm,n(x, y) =
m∑
ν=0

uν(x)ψν(y) +
n∑
µ=0

vµ(y)ϕµ(x),

где {ϕµ(x)}nµ=0 и {ψν(y)}mν=0 — соответственно произвольные наборы функций
из пространствX и Y , называют обобщённым полиномом, порождённым под-
пространствами Um и Vn. Указанные обобщённые полиномы образуют под-
пространства, которые обозначим

Gm,n := G(Um, Vn) = Um ⊗ Y ⊕ Vn ⊗X,

где операции “⊗” и “⊕” обозначают соответственно декартово произведение
и прямую сумму множеств. Пусть (Z, ‖ · ‖Z) — линейное нормированное про-
странство, содержащее подпространство Gm,n. Обозначим

Em,n(f)Z := E (f ;Gm,n)Z = inf {‖f − gm,n‖Z : gm,n ∈ Gm,n} (2)

7



и если M – некоторое множество функций f из (Z, ‖ · ‖Z), то положим

Em,n(M)Z := E (M, Gm,n)Z = sup {Em,n(f)Z : f ∈M} . (3)

Величина (2) характеризует наилучшее приближение элемента f ∈ M мно-
жеством Gm,n, а (3) — отклонение множества M от Gm,n в нормированном
пространстве (Z, ‖·‖Z). Всюду далее полагаем X = Y = L2[0, 2π], Z = L2(Q),
Q := {0 ≤ x, y ≤ 2π}. Пусть теперь

U ∗2m+1 := span
{
eipx
}m
p=−m ⊂ L2[0, 2π],

V ∗2m+1 := span
{
eiqy
}n
q=−n ⊂ L2[0, 2π].

Очевидно, что функция

gm,n(x, y) =
∑
|p|≤m

ψp(y)eipx +
∑
|q|≤n

φq(x)eiqy, m, n ∈ N (4)

принадлежит подпространству G(U ∗2m+1, V
∗
2n+1). Функции вида (4) называ-

ют тригонометрическими «углами»1,2 или тригонометрическими квазиполи-
номами13. Для функции f ∈ L2(Q) с формальным разложением в двойной
комплексный ряд Фурье

f(x, y) ∼
+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

cpq(f)ei(px+qy), (5)

где

cpq(f) :=
1

4π2

∫∫
(Q)

f(x, y)e−i(px+qy)dxdy

— двойные коэффициенты Фурье функции f ∈ L2(Q), квазиполиномом Фу-
рье порядка (m,n), m, n ∈ N называют выражение

Φm,n(f ;x, y) =

∑
|p|≤m

+∞∑
q=−∞

+
+∞∑
p=−∞

∑
|q|≤n

−
∑
|p|≤m

∑
|q|≤n

 cpq(f)ei(px+qy). (6)

Легко проверить, что Φm,n(f) принадлежит G(U ∗m, V ∗n ).
В работе14 доказано, что

E 2
m−1,n−1(f)2 = inf{‖f − gm−1,n−1‖22 : gm−1,n−1 ∈ G(U ∗2m−1, V

∗
2n−1)} =

13Брудный Ю.А. Приближение функций n-переменных квазимногочленами // Изв. АН СССР. Сер.
матем. – 1979. – T.34, №3. – C. 564–583.

14Шабозов М.Ш., Акобиршоев М.О. О неравенствах типа Колмогорова для периодических функций
двух переменных в L2 // Чебышевский сб. – 2019. – T.20, – №2. – C. 348–365.
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= ‖f − Φm−1,n−1(f)‖22 =
∑
|p|≥m

∑
|q|≥n

|cpq(f)|2 =
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f), (7)

где ради краткости в последней двойной сумме положено

ρ2p,q(f) := |cp,q(f)|2 + |c−p,q(f)|2 + |cp,−q(f)|2 + |c−p,−q(f)|2. (8)

Через C(r,s)(Q), r, s ∈ N обозначим множество функций f ∈ C(Q), имею-
щих в квадрате Q непрерывные частные производные

f (µ,ν)(x, y) :=
∂µ+νf

∂xµ∂yν
, µ ≤ r, ν ≤ s,

а через L(r,s)
2 := L

(r,s)
2 (Q), r, s ∈ N — множество функций f ∈ C(r−1,s−1)(Q),

r, s ∈ N, r ≥ 2, s ≥ 2, у которых частные производные f (r,ν), r ∈ N, ν =

0, s− 1, f (µ,s), µ = 0, r − 1, s ∈ N существуют, кусочно-непрерывны, допуска-
ют перемену порядка дифференцирования, частные производные f (r,0), f (0,s)

и смешанная производная f (r,s) принадлежат пространству L2.
Для произвольной функции f ∈ L2 определим модуль непрерывности k-го

порядка по переменной x и l-го порядка по переменной y равенством

ωk,l(f ; t, τ)2 := sup
{
‖∆k,l

u,υf(·, ·)‖2 : |u| ≤ t, |υ| ≤ τ
}
, (9)

где

∆k,l
u,υf(x, y) =

k∑
ν=0

l∑
µ=0

(−1)µ+ν
(
k

ν

)(
p

µ

)
f(x+ νu, y + µυ).

Использовав равенство (5) и тождество Парсеваля, величину (9) после вы-
полнения некоторых несложных вычислений можно записать в следующем
виде5

ω2
k,l(f ; t, τ)2 :=

:= 2k+l sup

{ ∞∑
p=1

∞∑
q=1

ρ2p,q(f)(1− cos pu)k(1− cos qυ)l : |u| ≤ t, |υ| ≤ τ

}
. (10)

Отметим, что ряд экстремальных задач с использованием смешанного мо-
дуля непрерывности (10) решен, например, в работах9,10.

При решении некоторых задач теории аппроксимации функций двух пе-
ременных вместо модуля непрерывности (10) иногда удобнее использовать
следующую характеристику гладкости функции f ∈ L2(Q):

Ωk,l(f ; t, τ)2 =

9



=

 1

tkτ l

t∫
0

· · ·
t∫

0

τ∫
0

· · ·
τ∫

0

∥∥∥∆k,l
u,υf(·, ·)

∥∥∥2
2
du1 · · · dukdυ1 · · · dυl


1/2

, t, τ > 0, (11)

где u = (u1, u2, . . . , uk), υ = (υ1, υ2 . . . υl), а ∆k,l
u,υ := ∆1

u1
◦ · · · ◦ ∆1

uk
◦ ∆1

υ1
◦

· · · ◦∆1
υl
.Обозначим sinc t := (sin t)/t (t 6= 0), доопределив данную функцию

значением 1 в точке t = 0, полагая sinc 0 := 1. Используя равенство (5) и
тождество Парсеваля, после выполнения некоторых несложных вычислений
величину (11) можно записать в следующем явном виде

Ω2
k,l(f ; t, τ)2 = 2k+l

+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

|cp,q(f)|2(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)l =

= 2k+l
+∞∑
p=1

+∞∑
q=1

ρ2p,q(f)(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)l, t, τ > 0. (12)

Имеет место следующая
Лемма 1.1.1. Пусть k, l ∈ Z+, r, s ∈ N, r > k, s > l. Тогда для произ-

вольной функции f ∈ L(r,s)
2 выполняется неравенство

Em−1,n−1(f (k,l))2 ≤ m−(r−k)n−(s−l) Em−1,n−1(f (r,s))2. (13)

Неравенство (13) точно в том смысле, что существует функция f0 ∈ L(r,s)
2 ,

для которой оно обращается в равенство.
Следствие 1.1.1. В условиях леммы 1.1.1 справедливо равенство

sup
f∈L(r,s)

2

Em−1,n−1(f (k,l))2
Em−1,n−1(f (r,s))2

=
1

mr−kns−l
.

Рассмотрим теперь экстремальную задачу об одновременном приближе-
нии функции f ∈ L(r,s)

2 и ее частных производных f (k,l), 0 ≤ k ≤ r, 0 ≤ l ≤ s,
тригонометрическими «углами» и их соответствующими производными:

E2m−1,n−1(f (k,l))2 = inf
{
‖f (k,l) − g(k,l)m−1,n−1‖22 : gm−1,n−1 ∈ G(U ∗2m−1, V

∗
2n−1)

}
.

Как и при получении формулы (7), в диссертации доказывается, что

E2m−1,n−1(f (k,l))2 = ‖f (k,l) − Φm−1,n−1(f
(k,l))‖22 =

=
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f
(k,l)) =

∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2kq2lρ2p,q(f),

где функция Φm−1,n−1(g) определена равенством (6).
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Через W (r,s)L2 обозначим класс функций f ∈ L
(r,s)
2 , удовлетворяющих

условию ‖f (r,s)‖2 ≤ 1.
Теорема 1.1.1. При всех 0 ≤ k ≤ r, 0 ≤ l ≤ s справедливы равенства

E (k,l)m−1,n−1(W
(r,s)L2)2 = sup

{
Em−1,n−1(f (k,l))2 : f ∈ W (r,s)L2

}
=

1

mr−kns−l
.

Во втором параграфе первой главы в метрике L2 установлены точ-
ные неравенства, связывающие величины наилучших приближений 2π-
периодических дифференцируемых по каждой из переменных функций f ∈
L
(r,s)
2,µ тригонометрическими «углами» с двойными интегралами, содержащи-

ми смешанные модули непрерывности высших порядков старших производ-
ных. Найдены точные значения верхней грани наилучших приближений неко-
торых классов функций, задаваемых указанными модулями непрерывности.
При этом далее полагаем Ω

2/k
k,k (ϕ; t, τ)2 = Ω

2/k
k (ϕ; t, τ)2.

Справедлива следующая
Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+. Тогда для любых h, η ∈

(0,+∞) справедливо равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mrnsEm−1,n−1(f)2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

=

=

{
m

2
(
mh− Si(mh)

) · n

2
(
nη − Si(nη)

)}k/2

, (14)

где Si(t) =
t∫
0

sincudu — интегральный синус.

Замечание 1.2.1. Отметим, что утверждение теоремы 1.2.1 является
своеобразным обобщением известного результата С.Б.Вакарчука15, доказан-
ного для среднеквадратического приближения периодических функций одно-
го переменного класса L(r)

2 [0, 2π] на случай среднеквадратического приближе-
ния функций двух переменных класса L(r,s)

2 (Q), Q := {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 2π}.
Из теоремы 1.2.1 вытекает такое утверждение
Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 при h = π/m и η = π/n

15Вакарчук С.Б. Неравенства типа Джексона и поперечники классов функций в L2 // Матем. заметки.
– 2006. – T.80, вып.1. – C. 11–19.
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имеет место равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mr−k/2ns−k/2Em−1,n−1(f)2
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

= {2(π − Si(π))}−k .

Следствие 1.2.2. В условиях следствия 1.2.1 для любой функции f ∈
L
(r,s)
2 верно следующее неравенство типа Джексона–Стечкина с явной кон-

стантой

Em−1,n−1(f)2 ≤
{

π

2(π − Si(π))

}k
1

mrns
Ωk

(
f (r,s);

π

m
,
π

n

)
2
. (15)

В третьем параграфе найдены точные равенства между величинами наи-
лучших совместных приближений функций f ∈ L(r,s)

2 , их частных производ-
ных и усреднёнными значениями модуля непрерывности Ωk(f

(r,s); t, τ)2.
Рассмотрим теперь экстремальную задачу об одновременном приближе-

нии функций f ∈ L
(r,s)
2 и их частных и смешанных производных f (µ,ν),

0 ≤ µ ≤ r, 0 ≤ ν ≤ s, тригонометрическими «углами» и их соответству-
ющими производными:

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

=

= inf
{∥∥f (µ,ν) − g(µ,ν)m−1,n−1

∥∥2
2

: gm−1,n−1 ∈ G(U ∗2m−1, V
∗
2n−1)

}
. (16)

В первом параграфе этой главы доказано, что для величины (16) имеет место
равенство

E 2
m−1,n−1

(
f (µ,ν)

)
2

=
∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2µq2νρ2p,q
(
f
)
.

В третьем параграфе первой главы устанавливается связь между вели-
чиною (16) и усреднённым значением Ωk(f

(r,s); t, τ)2 в метрике простран-
ство L2(Q).

Теорема 1.3.1. Для любых m,n ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν, (t, τ) ∈
(0, 3π/4m]× (0, 3π/4n] и для любой функции f ∈ L(r,s)

2 имеет место точное
неравенство

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2
≤

≤
Ωk,l

(
f (r,s); t, τ

)
2

m(r−µ)n(s−ν)
{

2
(
1− sincmt

)}k/2{
2
(
1− sincnτ

)}l/2 , (17)
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в том смысле, что существует функция f0 ∈ L(r,s)
2 , для которой (17) обра-

щается в равенство.
Из теоремы 1.3.1 вытекает
Следствие 1.3.1. В условиях теоремы 1.3.1 имеет место равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

Ωk,l

(
f (r,s); t, τ

)
2

=

=
{

2(1− sincmt)
}−k/2{

2(1− sincnτ)
}−l/2

. (18)

В частности, из (18) при t = π/(2m), τ = π/(2n), m,n ∈ N получаем
точную константу Джексона–Стечкина в задаче одновременного прибли-
жения функции и её производных f (µ,ν) (µ = 0, r, ν = 0, s):

sup
f∈L(r,s)

2

mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

Ωk,l

(
f (r,s); π/(2m), π/(2n)

)
2

=

=
mr−µns−νEm−1,n−1

(
f
(µ,ν)
0

)
2

Ωk,l

(
f
(r,s)
0 ; π/(2m), π/(2n)

)
2

=

{
π

2(π − 2)

}(k+l)/2

. (19)

Теорема 1.3.2. Пусть m,n ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν. Тогда для
любых h, η ∈ R+ справедливо равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mr−µns−νEm−1,n−1(f (µ,ν))2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

=

=

{
mn

4
(
mh− Si(mh)

)(
nη − Si(nη)

)}k/2

.

Далее условимся под весовой функцией в прямоугольнике [0, h]× [0, η] по-
нимать неотрицательную суммируемую функцию ϕ(t, τ), не эквивалентную
нулю на этом же прямоугольнике. Справедлива следующая

Теорема 1.3.3. Пусть m,n ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν, 1 ≤ q ≤
∞, 0 < h ≤ 3π/(4m), 0 < η ≤ 3π/(4n), ϕ — весовая на прямоугольнике
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[0, h]× [0, η] функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
=

=

 h∫
0

η∫
0

(
1− sincmt

)kq/2(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ(t, τ)dtdτ

−1/q . (20)

Следствие 1.3.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.3.3. Тогда,
если ϕ(t, τ) = ϕ1(t) · ϕ2(τ), то

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ1(t)ϕ2(τ)dtdτ

1/q
=

=

 h∫
0

(
1− sincmt

)kq/2
ϕ1(t)dt

−1/q η∫
0

(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ2(τ)dτ

−1/q . (21)

В частности, из (21):
а) при ϕ1 = ϕ2 ≡ 1; k = l, q = 2/k получаем:

sup
f∈L(r,s)

2

2kmr−(µ+k)ns−(ν+k)Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k,k

(
f (r,s); t, τ

)
2
dtdτ

k/2
=

=
{(
mh− Si(mh)

)(
nη − Si(nη)

)}−k/2
;

б) при ϕ1(t) = t, ϕ2(τ) = τ, k = l, q = 2/k имеем:

sup
f∈L(r,s)

2

4kmr−(µ+k)ns−(ν+k)Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

tτΩ
2/k
k,k

(
f (r,s); t, τ

)
2
dtdτ

k/2
=

=
{(
mh/2

)2 − sin2
(
mh/2

)}−k/2{(
nη/2

)2 − sin2
(
nη/2

)}−k/2
.
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В четвертом параграфе первой главы приводится решение одной экстре-
мальной задачи для некоторых классов функций из L(r,s)

2 . Отметим, что по-
скольку для произвольной функции f ∈ L

(r,s)
2 , r, s ∈ N, её промежуточные

производные f (µ,ν), 0 ≤ µ ≤ r, 0 ≤ ν ≤ s также принадлежат классу L(r,s)
2 ,

то представляет несомненный интерес изучение поведения величины наилуч-
шего совместного приближения Em−1,n−1

(
f (µ,ν)

)
2
на классе L(r,s)

2 или на неко-
тором подклассе M(r,s) ⊂ L

(r,s)
2 , то есть при любых 0 ≤ µ ≤ r, 0 ≤ ν ≤ s

требуется найти точное значение величины совместного приближения M(r,s):

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
M(r,s)

)
2

:= sup
{

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

: f ∈M(r,s)
}
. (22)

Через W (r,s)
k,l,q (h, η;ϕ) (k, l ∈ N, r, s ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞) обозначим класс

функций f ∈ L(r,s)
2 , при всех 0 < h, η ≤ 2π удовлетворяющих неравенство

h∫
0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ ≤ 1, (23)

где ϕ — некоторая весовая функция, заданная на [0, h]× [0, η].
Справедливо следующее утверждение
Теорема 1.4.1. Пусть k, l ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν, 1 ≤ q ≤ ∞,

0 < h ≤ 3π/(4m), 0 < η ≤ 3π/(4n). Тогда

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
W

(r,s)
k,l,q (h, η;ϕ)

)
2

=

=
1

2(k+l)/2mr−µns−ν

 h∫
0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2(1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

−1/q .
Из теоремы 1.4.1 вытекает
Следствие 1.4.1. В условиях теоремы 1.4.1 при k = l, q = 2/k, h =

π/(2m), η = π/(2n), m,n ∈ N, ϕ = 1 справедливо равенство

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
W

(r,s)
k,k,k/2

( π

2m
,
π

2n

))
2

=
{

(π/2)− Si(π/2)
}−k

m−(r−µ)n−(s−ν).

Вторая глава работы посвящена среднеквадратическим наилучшим при-
ближениям с весом Чебышева некоторых классов функций двух переменных
алгебраическими «углами». В первом параграфе второй главы введены неко-
торые определения и обозначения. Пусть L2,µ := L2,µ(Q) — пространство
суммируемых с квадратом функций f(x, y) двух переменных в квадрате Q =
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{(x, y) := −1 ≤ x, y ≤ 1} с весом Чебышева µ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2) и
нормой

‖f‖2,µ := ‖f‖L2,µ(Q) =

∫∫
(Q)

= µ(x, y)f 2(x, y)dxdy


1/2

.

В пространстве L2,µ рассмотрим оператор

Fh(f) = Fhf(x, y) =
1

4

[
f
(
x cosh+

√
1− x2 sinh, y cosh+

√
1− y2 sinh

)
+

+f
(
x cosh+

√
1− x2 sinh, y cosh−

√
1− y2 sinh

)
+

+f
(
x cosh−

√
1− x2 sinh, y cosh+

√
1− y2 sinh

)
+

+f
(
x cosh−

√
1− x2 sinh, y cosh−

√
1− y2 sinh

) ]
, (24)

который будем называть оператором обобщёного сдвига.
Пусть

T0(x) =
1√
π
, Tn(x) =

√
2

π
cos(n arccosx), n = 1, 2, . . .

— ортонормированная система многочленов Чебышева16 в пространстве L2,µ

и

f(x, y) =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y) (25)

— двойной ряд Фурье–Чебышева функции f ∈ L2,µ, где

ckl(f) =

∫∫
(Q)

µ(x, y)f(x, y)Tk(x)Tl(y)

— коэффициенты Фурье–Чебышева функции f .
Символом L2,µ(x)[−1, 1], где µ(x) = 1/

√
1− x2, обозначим пространство

измеримых функций одного переменного f таких, что f(x) ·µ1/2(x) суммиру-
ема на отрезке [−1, 1] с квадратом модуля. Аналогичный смысл имеет про-
странство L2,µ(y)[−1, 1]. Пусть Um+1 ∈ L2,µ(x)[−1, 1] и Vn+1 ⊂ L2,µ(y)[−1, 1] —

16Суетин П.К. Классические ортогональные многочлены // М.: Наука. – 1979. – 416 C.
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конечномерные подпространства с базисами
{
Tk(x)

}m
k=0

и
{
Tl(y)

}n
l=0

соот-
ветственно. Полагая µ(x, y) := µ(x) · µ(y) в пространстве L2,µ := L2,µ(x,y)(Q),
рассмотрим множество функций

G(Um+1, Vn+1) := L2,µ(x)[−1, 1]⊗ Um+1 ⊕ L2,µ(y)[−1, 1]⊗ Vn+1. (26)

Элементы множества (26) представимы в виде

gm,n(x, y) :=
m∑
k=0

ϕk(y)Tk(x) +
n∑
l=0

ψl(x)Tl(y), (27)

где {ϕk(y)}mk=0 ⊂ Um+1 и
{
ψl(x)

}n
l=0
⊂ Vn+1 — произвольные наборы функций

из соответствующих подпространств. Следуя работе М.К.Потапова1, функ-
цию (27) назовём алгебраическим «углом» и используем её с целью ап-
проксимации функции f(x, y) ∈ L2,µ(Q) линейными комбинациями функ-
ций fi(x) ∈ L2,µ(x)[−1, 1] (i = 1,m) и fj(y) ∈ L2,µ(y)[−1, 1] (j = 1, n). Далее
мы при получении основных результатов воспользуемся схемой рассуждений,
приведённой в работах С.Б.Вакарчука и М.Б.Вакарчука4, С.Б.Вакарчука и
М.Ш.Шабозова5, М.Ш.Шабозова и М.О.Акобиршоева9,10.

Для произвольной функции f ∈ L2,µ(Q) символом Em−1,n−1(f)2,µ обозна-
чим её наилучшее приближение элементами (27) из множества (26) в про-
странстве L2,µ(Q), то есть требуется найти величину

Em,n(f)2,µ := inf
{
‖f − gm,n‖2 : gm,n ∈ G(Um+1, Vn+1)

}
. (28)

Через

Sm,n(f ;x, y) =
m∑
k=0

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y)

обозначим частную сумму порядкаm по x и порядка n по y ряда (25), а через

Sm,∞(f ;x, y) =
m∑
k=0

∞∑
l=n

ckl(f)Tk(x)Tl(y),

S∞,n(f ;x, y) =
∞∑
k=m

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y)

— отрезки ряда (25) функции f ∈ L2,µ(Q) порядка m по x и n по y соответ-
ственно в смысле сходимости в метрике L2,µ(Q). Функцию

σm,n(f ;x, y) := Sm,∞(f ;x, y) + S∞,n(f ;x, y)− Sm,n(f ;x, y) =

17



=
m∑
k=0

∞∑
l=n

ckl(f)Tk(x)Tl(y) +
∞∑
k=m

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y)−

−
m∑
k=0

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y) (29)

будем называть обобщённым полиномом Фурье–Чебышева функции f ∈
L2,µ(Q) порядка m по x и порядка n по y.

В этих обозначениях справедлива следующая
Теорема 2.1.1. Пусть m,n ∈ N и f ∈ L2,µ(Q) — произвольная функ-

ция. Тогда среди всех элементов gm−1,n−1 вида (27), принадлежащих мно-
жеству G(Um+1, Vn+1), наилучшее приближение функции f доставляет её
обобщённый полином (29) порядка m− 1 по x и n− 1 по y. При этом

Em−1,n−1(f)2,µ = ‖f − σm−1,n−1(f)‖2,µ =

{ ∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2kl(f)

}1/2

.

По одномерным операторам Чебышева второго порядка

Dx := (1− x2) ∂
2

∂x2
− x ∂

∂x
, Dy := (1− y2) ∂

2

∂y2
− y ∂

∂y
,

введём двумерный оператор второго порядка Чебышева следующего вида

D := Dx +Dy := (1− x2) ∂
2

∂x2
+ (1− y2) ∂

2

∂y2
− x ∂

∂x
− y ∂

∂y

и через L(r)
2,µ := L

(r)
2,µ(x,y)(Q,D) (r ∈ N, L(0)

2,µ := L2,µ(x,y)) обозначим класс функ-

ций f(x, y) ∈ L2,µ(Q), у которых частные производные
∂mf

∂xk∂yl
, k + l = m,

m = 1, 2, . . . , 2r принадлежат также пространству L2,µ(Q). При этом, как
обычно, полагаем

Drf := D(Dr−1f) ∈ L2,µ(Q), D1f := Df ; D0f = f, L
(0)
2,µ(Q,D) = L2,µ(Q).

В этих обозначениях имеет место следующая
Теорема 2.1.2. При любых m,n, r ∈ N

sup
f∈L(r)

2,µ

Em−1,n−1(f)2,µ
Em−1,n−1(Drf)2,µ

=
1

(m2 + n2)r
.

Во втором параграфе второй главы найдены некоторые точные неравен-
ства между наилучшими приближениями функций двух переменных ал-
гебраическими «углами» и усредненными значениями смешанных модулей
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непрерывности двух переменных r-ых производных Drf (r ∈ N), где D
— дифференциальный оператор второго порядка Чебышева в метрике про-
странства L2,µ(Q), Q = {(x, y) := −1 ≤ x, y ≤ 1} с весом Чебышева
µ(x, y) = 1/

√
(1− x2)(1− y2).

По-прежнему обозначим в пространстве L2,µ := L2,µ(Q) оператор Fh(f) :=

Fhf(x, y), определённый равенством (24). Символом F x
t (f) (соответственно

F y
t (f)) обозначим действие оператора обобщенного сдвига (24) на функцию
f ∈ L2,µ как на функцию от переменной x (соответственно y) при фиксиро-
ванном значении переменной y (соответственно x). При этом полагаем

F ν,x
t (f) := F 1,x

t (F ν−1,x
t (f)),

где ν ∈ N , F 0,x
t (f) = f, F 1,x

t (f) = F x
t (f).

Аналогичным образом полагаем

F µ,y
τ (f) := F 1,y

τ (F µ−1,y
τ (f)),

где µ∈ N, F 0,y
τ (f) := f, F 1,y

τ (f) := F y
τ (f). Определим обобщенные конеч-

ные разности первого и высших порядков по переменной x, используя опера-
тор (24). Полагаем

∆x
t (f) := F x

t (f)− (f) = (F x
t − I)f,

где I — единичный оператор в пространстве L2,µ(Q), и для k ≥ 2, k ∈ N,
запишем общую формулу

∆k,x
t (f) := ∆1,x

t (∆k−1,x
t (f)) = (F x

t − I)kf =
k∑
i=0

(−1)k−1
(
k

i

)
F i,x
t (f). (30)

Аналогично для l ≥ 2, l ∈ N будем иметь

∆l,y
τ (f) := ∆1,y

τ (∆l−1,y
τ (f)) = (F y

τ − I)lf =
l∑

j=0

(−1)l−j
(
l

j

)
F j,x
τ (f). (31)

По формулам (30) и (31) для введенных смешанных конечных разностей по
x и по y высших порядков получаем

∆k,x
t (∆l,y

τ (f)) =
k∑
i=0

l∑
j=0

(−1)k+l−(i+j)
(
k

i

)(
l

j

)
F i,x
t (F j,y

τ (f)).

Величину

Ωk,l(f ; δ, η)2,µ = sup
{∥∥∆k,x

t (∆l,y
τ (f))

∥∥
2,µ

: |t| ≤ δ, |τ | ≤ η
}
, (32)
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где 0 ≤ δ, η ≤ 2, будем называть обобщённым смешанным модулем непре-
рывности порядка k по x и порядка l по y функции f ∈ L2,µ(Q).

Легко вычислить, что

Ωk,l(f ; δ, η)2,µ := sup
|t|≤δ
|τ |≤η

{ ∞∑
i=1

∞∑
j=1

(1− cos it)2k(1− cos jτ)2lc2ij(f)

}1/2

. (33)

Далее при k = l полагаем Ωk,k(f ; δ, η)2,µ := Ωk(f ; δ, η)2,µ. Из (33), учиты-
вая, что c2ij(Drf) = (i2 + j2)2rc2ij(f), получаем

Ωk,l(D
rf ; δ, η) := sup

|t|≤δ

{ ∞∑
i=1

∞∑
j=1

(i2 + j2)2r(1− cos it)2k(1− cos jτ)2lc2ij(f)

}1/2

.

Имеет место следующая
Теорема 2.2.1. Для любых m,n ∈ N, удовлетворяющих неравенства

0 ≤ mu ≤ π/2, 0 < nv ≤ π/2, при любом k, r ∈ N справедливо соотношение

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r Em−1,n−1(f)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

{
mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (34)

Существует функция f0(x, y) ∈ L
(r)
2,µ, для которой верхняя грань достига-

ется в соотношении (34).
Отметим, что теорема 2.2.1 является обобщением одного результата

С.Б.Вакарчука17, полученного для приближения периодической функции од-
ной переменной f ∈ L(r)[0, 2π] на случай наилучшего приближения функций
двух переменных f(x, y) алгебраическим «углом» класса L(r)

2,µ(Q,D).
Из теоремы 2.2.1 вытекает
Следствие 2.2.1. В условиях теоремы 2.2.1 при u = π/(2m), v = π/(2n),

m, n, k, r ∈ N имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r Em−1,n−1(f)2, µmn
π/(2m)∫
0

π/(2n)∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

(
2

π − 2

)2k

.

17Вакарчук С.Б. О наилучшем приближении обобщенными полиномами в одном пространстве анали-
тических функций двух комплексных переменных // Изв. вузов. Матем. – 1991, №3. – C.14–25.
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Теорема 2.2.2. Для любых m,n ∈ N, удовлетворяющих неравенствам
0 < mt ≤ π, 0 < nτ ≤ π, при любых k, r ∈ N справедливо соотношение

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r(mn)−k · Em−1,n−1(f)2,µ
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

=
1

4k
. (35)

Отметим, что теорема 2.2.2 является обобщением известного результата
В.В.Шалаева18 о точном неравенстве, связывающем величину наилучшего
полиномиального приближения периодических дифференцируемых функций
одной переменной f ∈ L(r)

2 [0, 2π] с интегралом, содержащим усреднённое зна-
чение модуля непрерывности высшего порядка ω2/m

m (f (r), t)2, на случай наи-
лучшего приближения функций двух переменных f(x, y) ∈ L

(r)
2,µ(Q,D) ал-

гебраическими «углами» с интегралами, содержащими усреднённое значение
модуля непрерывности Ω

1/k
k (Drf ; t, τ)2.

Из теоремы 2.2.2 вытекает
Следствие 2.2.2. При всех k,m, n ∈ N и r ∈ Z+ и любой функции f ∈

L
(r)
2,µ справедливо неравенство типа Джексона–Стечкина

Em−1,n−1(f)2,µ ≤ (m2 + n2)−rΩk

(
f (r,s);

π

m
,
π

n

)
2,µ
. (36)

Но, если функция Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ для любых k,m, n, r ∈ N и t, τ ∈

[π/m, π/n] удовлетворяет условию

2Ω
1/k
k (Drf ; π/(2m), π/(2n))2,µ ≥

≥ Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ + Ω

1/k
k

(
Drf ;

π

m
− t, π

n
− τ
)
2,µ
, (37)

то неравенство (36) можно уточнить.
В этом случае справедлива следующая
Теорема 2.2.3. На множестве функций f ∈ L

(r)
2,µ, у которых функция

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ удовлетворяет условию (37), выполняется точное неравен-

ство
Em−1,n−1(f)2,µ ≤ (m2 + n2)−rΩk

(
Drf ;

π

2m
,
π

2n

)
2,µ

в том смысле, что существует функция f1 ∈ L(r)
2,µ, для которой оно обра-

щается в равенство.
18Шалаев В.В. О поперечниках в L2 классов дифференцируемых функций, определяемых модулями

непрерывности высших порядков // УМЖ. – 1991. – T.43, №1. – C. 125-129.
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Из теоремы 2.2.3 вытекает
Следствие 2.2.3. В условиях теоремы 2.2.3 при всех k,m, n, r ∈ N, спра-

ведливо равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)rEm−1,n−1(f)2,µ

Ωk

(
Drf ; π/(2m), π/(2n)

)
2,µ

= 1.

Теорема 2.2.4. Для любых m,n, r ∈ N, удовлетворяющих неравенства
0 ≤ mh ≤ π, 0 ≤ nη ≤ π, при любых k, r ∈ N, справедливы равенства

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v) Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k

=

=

(
hη

2

)2k
(

1−
(

2

mh
sin

mh

2

)2
)−k(

1−
(

2

nη
sin

nη

2

)2
)−k

. (38)

Существует функция f0(x, y) ∈ L(r)
2,µ, реализующая знак равенства в (38).

Следствие 2.2.4. В условиях теоремы 2.2.4 при h = π/m, η = π/n

имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(mn)2k(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
π/m∫
0

π/n∫
0

(π/m− u)(π/n− v)Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k

=

(
π4

2(π2 − 4)

)2k

.

В третьем параграфе приводится решение ряда экстремальных задач
среднеквадратического приближения функций двух переменных с весовой
функцией Чебышева, связанных с точным неравенством типа Колмогорова
для дифференциального оператора Чебышева второго порядка в простран-
ствеL2,µ.

При решении экстремальных задач теории приближений важную роль иг-
рают неравенства между нормами последовательных производных функций
или неравенство типа Колмогорова в различных банаховых пространствах.
Если S = R := (−∞,+∞) или S = R+ := [0,+∞), то неравенство Колмого-
рова для функции одной переменной имеет вид19,20∥∥f (s)∥∥

lp(S)
≤M

∥∥f∥∥α
lq(S)
·
∥∥f (r)∥∥β

lγ(S)
, (39)

19Арестов В.В. Приближение неограниченных операторов ограниченными и родственные экстремаль-
ные задачи // Успехи матем. наук. – 1966. – T.51, №6. – C. 89–124.

20Бабенко В.Ф., Корнейчук Н.П., Кофанов В.А., Пичугов С.А. Неравенства для производных и их при-
ложения // Киев: Наукова думка. – 2003. – 590 C.

22



где

α =
r − s− 1/γ + 1/p

r − 1/γ + 1/q
, β = 1− α.

Различные неравенства типа (39), как для функции одной переменной, так
и для функций многих переменных, приведены в монографии20. Связь нера-
венства типа Колмогорова (39) с известной задачей Стечкина о наилучшем

приближении оператора обыкновенного дифференцирования
(
d

dx

)k
порядка

k анализируется в статье В.В.Арестова19. В приведенной ниже теореме 2.3.1
доказывается точное неравенство типа Колмогорова для функций двух пере-
менных f ∈ L(r)

2,µ в пространстве L2,µ. Поскольку для функции f ∈ L(r)
2,µ(Q,D)

все ее промежуточные производные Dsf (s = 1, 2, . . . , r−1) также принадле-
жат пространству L2,µ, то представляет интерес изучение поведения наилуч-
ших приближений En−1(Dsf)2,µ, s = 1, 2, . . . , r − 1 на классе f ∈ L(r)

2,µ(Q,D).
Справедлива следующая
Теорема 2.3.1. Пусть r, s ∈ N, r ≥ s. Тогда для произвольной функции

f ∈ L(r)
2,µ, f 6= const справедливо точное на L2,µ неравенство∥∥Dsf∥∥

2,µ
≤
∥∥Drf∥∥s/r

2,µ
·
∥∥f∥∥1−s/r

2,µ
(40)

в том смысле, что существует функция f0 ∈ L(r)
2,µ(Q,D), для которой (40)

обращается в равенство.
Из теоремы 2.3.1 в качестве следствия получаем
Теорема 2.3.2. При выполнении условий теоремы 2.3.1 имеет место

точное неравенство

Em−1,n−1(Dsf)2,µ ≤
(
Em−1,n−1(Dr(f)2,µ)

)s/r(Em−1,n−1(f)2,µ
)1−s/r

,

обращающееся в равенство для функции f0(x, y) = Tm(x)Tn(y) ∈ L(r)
2,µ(Q,D).

В качестве следствия из теоремы 2.3.2 получаем
Теорема 2.3.3. В условиях теоремы 2.3.2 справедливо равенство

sup
f∈W (r)

2,µ

Em−1,n−1(Dsf)2,µ(
Em−1,n−1(f)2,µ

)1−s/r = 1.

Через W (r)
2,µ := W

(r)
2,µ(Q,D) обозначим класс функций f ∈ L(r)

2,µ(Q,D), для
которых ‖Drf‖2,µ ≤ 1. Наилучшее приближение класса W (r)

2,µ алгебраически-
ми «углами» в метрике L2,µ обозначим

Em−1,n−1
(
W

(r)
2,µ

)
2,µ

:= sup
{
Em−1,n−1(f)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
. (41)
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Теорема 2.3.4. Пусть m,n, r ∈ N. Тогда

Em−1,n−1
(
W

(r)
2,µ

)
2,γ

= (m2 + n2)−r.

Полученный результат в теореме 2.3.4 позволяет решать следующую экс-
тремальную задачу: для значений 1 ≤ s ≤ r требуется найти величину

sup
{
Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
. (42)

Величина (42) при s = 0 совпадает с величиной (41), и ее можно интерпре-
тировать как распространение результата (41) на случай вычисления точных
верхних граней наилучших приближений промежуточных производных Dsf
(1 ≤ s ≤ r, s, r ∈ N) на класс W (r)

2,µ в метрике пространства L2,µ.
Для величины (42) верно следующее утверждение.
Теорема 2.3.5. Пусть числа m,n, r, s ∈ N, r ≥ s. Тогда имеют место

равенства
sup

{
Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
= (m2 + n2)−(r−s).

В четвертом параграфе второй главы обобщаются некоторые результаты,
полученные в предыдущих параграфах на случай совместного приближения
функции f и всех её промежуточных производных Dsf (s = 1, 2, . . . , r) ал-
гебраическими «углами» в пространстве L2,µ.

Имеет место следующая
Теорема 2.4.1. Для любых чисел m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s, удовлетво-

ряющих неравенствам 0 < mu ≤ π/2, 0 < nv ≤ π/2, при любом k ∈ N,
имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

{
mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (43)

Из теоремы 2.4.1 вытекает
Следствие 2.4.1. В условиях теоремы 2.4.1 при u = π/(2m), v = π/(2n),

m,n ∈ N выполняется равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µmn
π/(2m)∫
0

π/(2n)∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

(
2

π − 2

)k
.
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Справедлива также следующая
Теорема 2.4.2. Для любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, удовлетворяющих нера-

венствам 0 < mt ≤ π, 0 < nτ ≤ π, при любом k ∈ N, справедливо соотно-
шение

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µmn
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

=
1

4k
. (44)

Также имеет место
Теорема 2.4.3. Пусть m,n, r ∈ N, s ∈ Z+, r ≥ s, 0 < mh ≤ π, 0 < nη ≤

π. Тогда при любых k, r ∈ N справедливы равенства

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µ
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v)Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k

=

=

(
hη

2

)2k
(

1−
(

2

mh
sin

mh

2

)2
)−k(

1−
(

2

nη
sin

nη

2

)2
)−k

.

Поскольку для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ, наравне с функциями f и

Drf, последовательные производные Dsf (s = 1, 2, . . . , r − 1) также принад-
лежат пространству L2,µ, то определённый интерес представляет отыскание
точных значений наилучших совместных приближений функций и их про-
изводных Em−1,n−1(Dsf)2,µ на некотором подклассе Mr ⊂ L

(r)
2,µ или на самом

классе L(r)
2,µ. Точнее, требуется найти значение величины

E (s)m−1,n−1(M
(r))2,µ := sup{Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈M(r)}. (45)

Вводим классы функций, для которых решаем экстремальную задачу (45).
Через W (r)

2,µ(Ωk;u, v) обозначим класс функций f ∈ L(r)
2,µ, при любых (u, v) ∈

(0, π/(2m)]× (0, π/(2n)], m,n, k ∈ N, r ∈ Z+, удовлетворяющих условию

mn

u∫
0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)dtdτ ≤ 1.
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Аналогичным образом, обозначим через W̃ (r)
m,n(Ωk)2,µ класс функций f ∈

L
(r)
2,µ, при любых m,n, k ∈ N, r ∈ Z+, удовлетворяющих условию

mn

π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ ≤ 1.

В этих обозначениях справедлива следующая
Теорема 2.4.4. Пусть m,n, k ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда справедливы

равенства

E (s)m−1,n−1(W
(r)
2,µ(Ωk;u, v)) =

1

(m2 + n2)r−s

{
1

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
,

E (s)m−1,n−1(W̃
(r)
m,n(Ωk)2,µ) = 4−k(m2 + n2)−(r−s).

Заключение
Основные научные результаты диссертационной работы
Основные научные результаты диссертационной работы заключаются в

следующем:
• найдены точные равенства, связывающие величины наилучших при-
ближений и усреднённых значений модулей непрерывности функций
f ∈ L(r,s)

2 ;
• найдены точные равенства между величинами наилучших совмест-
ных приближений функций f ∈ L

(r,s)
2 , их частных производных и

усреднёнными значениями модуля непрерывности Ωk(f
(r,s); t, τ)2;

• найдены точные оценки наилучшего приближения в среднем с весом
Чебышева некоторых классов дифференцируемых функций двух пе-
ременных алгебраическими «углами», связывающих величины наилуч-
ших приближений и усреднённые с весом значения обобщённого модуля
непрерывности Ω

1/k
k (Dr, f, τ)2,µ;

• найдено неравенство типа Колмогорова для последовательности опера-
торов Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)

2,µ и приведены некоторые его
приложения.

Рекомендации по практическому использованию результатов
Полученные в диссертационной работе результаты имеют как теоретиче-

ское, так и прикладное значение. Приведённые в ней методы и результаты
могут применяться при решении других экстремальных задач теории аппрок-
симации функций многих переменных.
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