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Введение

Актуальность темы исследования. К настоящему времени в теории

приближения глубоко и тщательно исследованы задачи, связанные с аппрок-

симацией функций одной переменной. По этой тематике, берущей своё на-

чало от классических работ К.Ф.Вейерштрасса и П.Л.Чебышева, написа-

ны десятки монографий. Особую роль сыграли работы А.Н.Колмогорова и

С.М.Никольского, связанные с решением экстремальных задач о нахождении

точной верхней грани погрешности приближения на заданном классе функ-

ций и указании для этого класса наилучшего аппарата приближения фикси-

рованной размерности. Усилиями многих математиков, и в первую очередь

учеников и последователей Колмогорова и Никольского, такие задачи реше-

ны в одномерном случае для наиболее употребляемых классов функций. Од-

нако оказалось, что разработанные методы иногда существенно используют

специфику одномерного случая и не пригодны при исследовании экстремаль-

ных задач на классах функций многих переменных. Поэтому естественно,

что в последнее время внимание многих специалистов, работающих в обла-

сти теории аппроксимации, обращено на экстремальные задачи приближения

в многомерном случае.

Среди актуальных задач теории приближения особое место занимают экс-

тремальные задачи, связанные с приближением функции многих перемен-

ных. Исследование многомерных экстремальных задач теории приближения

значительно усложняется по сравнению с одномерным случаем из-за появ-

ления принципиально новых обстоятельств, связанных с многомерностью. В

частности, область, на которой осуществляется приближение, может иметь

сложную структуру, что создаёт дополнительные трудности при описании
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дифференциально-разностных свойств функций. При этом усложняется и

аппарат приближения. Поэтому в задачах аппроксимации функций многих

переменных точные результаты известны в редких случаях, что делает ис-

следование указанных экстремальных задач актуальным.

В настоящей диссертационной работе приводятся решения экстремаль-

ных задач функций двух переменных и в качестве аппарата приближения

плодотворно используется аппарат тригонометрических и алгебраических

«углов». Отметим, что понятие «угол» в теории приближения было введено

М.К.Потаповым [18, 19] и в дальнейшем с успехом применялось мно-

гими математиками, в том числе С.Б.Вакарчуком [6], С.Б.Вакарчуком

и М.Б.Вакарчуком [9], С.Б.Вакарчуком и М.Ш.Шабозовым [12],

С.Б.Вакарчуком и А.В.Швачко [13, 14], М.Томичем [28], М.Ш.Шабозовым

и М.О.Акобиршоевым [30, 31, 43]. При решении экстремальных задач

аппроксимации функций двух переменных применение аппарата «углов» в

качестве аппроксимирующих подпространств имеет заметные преимущества

по сравнению с двумерными полиномами и другими традиционными метода-

ми, поскольку именно «углы» приводят к минимальным значениям точной

верхней грани оценки погрешности на классах функций и реализуют точные

значения квазипоперечников указанных классов функций [12, 30, 31, 43].

Следует отметить, что первые точные оценки погрешности приближения

на некоторых классах функций двух переменных тригонометрическими

«углами» были найдены в работах С.Б.Вакарчука и М.Ш.Шабозова [12],

М.Ш.Шабозова и М.О.Акобиршоева [33].

Объект исследования и связь работы с научными программа-

ми (проектами) и темами. Диссертационная работа выполнена в рамках
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реализации перспективного плана научно-исследовательских работ кафедры

функционального анализа и дифференциальных уравнений Таджикского на-

ционального университета на 2018–2025 гг. по теме “Теория приближения

функций и её приложения”.

Цели и задачи исследования. Основные цели диссертационной рабо-

ты заключаются в следующем:

• найти точные равенства, связывающие величины наилучших приближе-

ний и усреднённых значений модулей непрерывности функций f ∈ L(r,s)
2 ;

• найти точные равенства между величинами наилучших совместных при-

ближений функции f ∈ L(r,s)
2 , их частных производных и усреднёнными

значениями модуля непрерывности Ωk(f
(r,s); t, τ)2;

• найти точные оценки наилучшего приближения в среднем с весом Чебы-

шева некоторых классов дифференцируемых функций двух переменных

алгебраическими «углами», связывающих величины наилучших прибли-

жений и усреднённые с весом значения обобщённого модуля непрерыв-

ности Ω
1/k
k (Dr, f, τ)2,µ;

• найти неравенство типа Колмогорова для последовательности операто-

ров Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)
2,µ и привести некоторые его

приложения.

Основные методы исследования. В диссертации используются совре-

менные методы решения экстремальных задач вариационного содержания,

экстремальных задач теории аппроксимации в нормированных простран-

ствах.

Научная новизна исследований. В диссертационной работе получены

следующие результаты:
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• найдены точные равенства, связывающих величины наилучших при-

ближений и усреднённых значений модулей непрерывности функций

f ∈ L(r,s)
2 ;

• найдены точные равенства между величинами наилучших совмест-

ных приближений функций f ∈ L
(r,s)
2 , их частных производных и

усреднёнными значениями модуля непрерывности Ωk(f
(r,s); t, τ)2;

• найдены точные оценки наилучшего приближения в среднем с весом

Чебышева некоторых классов дифференцируемых функций двух пе-

ременных алгебраическими «углами», связывающих величины наилуч-

ших приближений и усреднённые с весом значения обобщённого модуля

непрерывности Ω
1/k
k (Dr, f, τ)2,µ;

• найдено неравенство типа Колмогорова для последовательности опера-

торов Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)
2,µ и приведены некоторые его

приложения.

Положения, выносимые на защиту:

• основные теоремы о нахождении точных равенств, связывающих вели-

чины наилучших приближений и усреднённые значения модулей непре-

рывности функций f ∈ L(r,s)
2 ;

• теорема о точных равенствах между величинами наилучших совмест-

ных приближений функций f ∈ L
(r,s)
2 , их частных производных и

усреднёнными значениями модуля непрерывности Ωk(f
(r,s); t, τ)2;

• теоремы о точных оценках наилучшего приближения в среднем с ве-

сом Чебышева некоторых классов дифференцируемых функций двух пе-

ременных алгебраическими «углами», связывающих величины наилуч-

ших приближений и усреднённые с весом значения обобщённого модуля
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непрерывности Ω
1/k
k (Dr, f, τ)2,µ;

• теорема о неравенствах типа Колмогорова для последовательности опе-

раторов Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)
2,µ и некоторые её приложе-

ния.

Теоретическая и практическая ценность. Полученные в диссертаци-

онной работе результаты о приближении функций двух переменных тригоно-

метрическими «углами» имеют как теоретическое, так и прикладное значе-

ние. Приведенные в ней методы и результаты применяются при нахождении

точных оценок погрешности приближения функций многих переменных на

различных классах функций. Главы диссертации в отдельности могут соста-

вить содержание специальных курсов для студентов и аспирантов высших

учебных заведений, обучающихся по специальности “Математика” и “При-

кладная математика”.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные резуль-

таты, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опуб-

ликованных работах. Все приведенные в диссертационной работе результаты

получены лично автором.

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссер-

тации неоднократно докладывались и обсуждались на:

• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных

уравнений Таджикского национального университета под руководством

академика НАН Таджикистана М.Ш.Шабозова (Душанбе 2017-2025 гг.);

• республиканской научной конференции “Математический анализ и его

приложения” (Душанбе, 10-11 июня 2019 г.);

• международной научной конференции “Сингулярные интегральные
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уравнения и дифференциальные уравнения с сингулярными коэффици-

ентами” (Душанбе, 30-31 января 2020 г.);

• республиканской научно-практической конференции “Современные про-

блемы прикладной математики и их роль в формировании технического

мировоззрения общества” (Худжанд, 29-30 октября 2021 г.);

• международной научной конференции “Современные проблемы матема-

тического анализа и теории функций” (Душанбе, 24-25 июня 2022 г.);

• международной научно-практической конференции “Математика в со-

временном мире” (Худжанд, 20 апреля 2024 г.);

• международной научно-практической конференции “Современные про-

блемы математики и ее приложения” (Душанбе, 30-31 мая 2025 г.).

Публикации по теме диссертации. Основные результаты автора по

теме диссертации опубликованы в 8 печатных работах [44–51], из них 4 статьи

опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень ВАК Россий-

ской Федерации и ВАК при Президенте Республики Таджикистан, список

которых приведен в конце диссертации. Из совместных с научным руково-

дителем М.Ш.Шабозовым работ [44, 46] соавтору принадлежат постановка

задач и выбор метода доказательств результатов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух

глав, заключения и списка цитированной литературы из 51 наименований,

занимает 86 страниц машинописного текста, набрана на LATEX. Для удоб-

ства в диссертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий

и формул. Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпа-

дает с номером главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на

порядковый номер теоремы, леммы или формулы в данном параграфе.
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ГЛАВА I. О наилучшем совместном приближении
«углом» в среднем некоторых классов периодических

функций двух переменных

В последнее время повышенный интерес и внимание математиков, за-

нимающихся экстремальными задачами теории аппроксимации функций

нескольких переменных как в действительном, так и в комплексном случаях,

привлекают бесконечномерные подпространства, которые состоят из форм,

включающих тензорные произведения функций меньшего числа переменных

(см., например, литературу в [32, 33]). Их использование в качестве аппарата

приближения функций многих переменных даёт некоторые преимущества по

сравнению с обычными методами, например, по величине оценки приближе-

ния на классах функций и по возможности более полного использования ре-

зультатов, полученных в одномерном случае и многих других вопросах (см.,

например, недавно опубликованные работы М.К.Потапова и В.В.Симонова

[20], М.Ш.Шабозова и М.О.Акобиршоева [33]).

Целью данной главы является получение результатов, связанных с точ-

ными оценками погрешности среднеквадратического совместного приближе-

ния функций двух переменных тригонометрическими «углами» и их соот-

ветствующими производными. Отметим, что понятие «угол» было введено

М.К.Потаповым [18, 19] и в дальнейшем с успехом применялось многими

математиками (см., например, [6, 9, 12–14, 28, 30–32, 39, 40, 43] и литерату-

ру, приведенную в них). Выше мы отметили, что при решении экстремаль-

ных задач аппроксимации функций двух переменных применение аппара-

та «углов» в качестве аппроксимирующих подпространств имеет заметные

преимущества по сравнению с двумерными полиномами и другими тради-
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ционными методами, поскольку именно «углы» дают минимальные оценки

погрешности на классах функций и реализуют точные значения квазипопе-

речников [9, 13, 14, 30–32, 43].

Данная глава продолжает указанную тематику и посвящена использова-

нию одной из характеристик гладкости функций двух переменных в одно-

мерном случае, рассмотренной ранее С.Б.Вакарчуком [7, 34, 41] и свойства

которой более полно изучались в работе [35].
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§ 1.1. Введение. Вспомогательные факты

Приводим определения и вспомогательные факты, необходимые для даль-

нейшего изложения. Пусть (X, ‖·‖X) и (Y, ‖·‖Y ) — линейные нормированные

пространства функций одной переменной, а

Um := span {u0(x), u1(x), . . . , um(x)} , Vn := span {v0(y), v1(y), . . . , vn(y)}

— их конечномерные подпространства Um ⊂ X, Vn ⊂ Y . Выражение вида

gm,n(x, y) =
m∑
ν=0

uν(x)ψν(y) +
n∑
µ=0

vµ(y)ϕµ(x),

где {ϕµ(x)}nµ=0 и {ψν(y)}mν=0 — соответственно произвольные наборы функций

из пространствX и Y , называют обобщённым полиномом, порождённым под-

пространствами Um и Vn. Указанные обобщённые полиномы образуют под-

пространства, которые обозначим

Gm,n := G(Um, Vn) = Um ⊗ Y ⊕ Vn ⊗X,

где операции “⊗” и “⊕” обозначают соответственно декартово произведение

и прямую сумму множеств. Пусть (Z, ‖ · ‖Z) — линейное нормированное про-

странство, содержащее подпространство Gm,n. Обозначим

Em,n(f)Z := E (f ;Gm,n)Z = inf {‖f − gm,n‖Z : gm,n ∈ Gm,n} (1.1.1)

и если M – некоторое множество функций f из (Z, ‖ · ‖Z), то положим

Em,n(M)Z := E (M, Gm,n)Z = sup {Em,n(f)Z : f ∈M} . (1.1.2)

Величина (1.1.1) характеризует наилучшее приближение элемента f ∈ M

множеством Gm,n, а (1.1.2) — отклонение множества M от Gm,n в нормиро-

ванном пространстве (Z, ‖ · ‖Z). Всюду далее полагаем X = Y = L2[0, 2π],
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Z = L2(Q), Q := {0 ≤ x, y ≤ 2π}. Пусть теперь

U ∗2m+1 := span
{
eipx
}m
p=−m ⊂ L2[0, 2π],

V ∗2m+1 := span
{
eiqy
}n
q=−n ⊂ L2[0, 2π].

Очевидно, что функция

gm,n(x, y) =
∑
|p|≤m

ψp(y)eipx +
∑
|q|≤n

φq(x)eiqy, m, n ∈ N (1.1.3)

принадлежит подпространству G(U ∗2m+1, V
∗
2n+1). Функции вида (1.1.3) назы-

вают тригонометрическими «углами» [18, 19] или тригонометрическими ква-

зиполиномами [5].

Пусть L2 := L2(Q), Q := {0 ≤ x, y ≤ 2π} — пространство комплексно-

значных 2π-периодических по каждой из переменных функций f(x, y), сум-

мируемых с квадратом модуля и конечной нормой

‖f‖2 := ‖f‖L2
(Q) =

 1

4π2

∫∫
(Q)

|f(x, y)|2dxdy


1/2

.

Для функции f ∈ L2(Q) с формальным разложением в двойной комплексный

ряд Фурье

f(x, y) ∼
+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

cpq(f)ei(px+qy), (1.1.4)

где

cpq(f) :=
1

4π2

∫∫
(Q)

f(x, y)e−i(px+qy)dxdy

— двойные коэффициенты Фурье функции f ∈ L2(Q), квазиполиномом Фу-

рье порядка (m,n), m, n ∈ N называют выражение

Φm,n(f ;x, y) =

13



=

∑
|p|≤m

+∞∑
q=−∞

+
+∞∑
p=−∞

∑
|q|≤n

−
∑
|p|≤m

∑
|q|≤n

 cpq(f)ei(px+qy). (1.1.5)

Легко проверить, что Φm,n(f) принадлежит G(U ∗m, V ∗n ). В [32] доказано, что

E 2
m−1,n−1(f)2 =

= inf{‖f − gm−1,n−1‖22 : gm−1,n−1 ∈ G(U ∗2m−1, V
∗
2n−1)} =

= ‖f − Φm−1,n−1(f)‖22 =
∑
|p|≥m

∑
|q|≥n

|cpq(f)|2 =
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f), (1.1.6)

где для краткости в последней двойной сумме положено

ρ2p,q(f) := |cp,q(f)|2 + |c−p,q(f)|2 + |cp,−q(f)|2 + |c−p,−q(f)|2. (1.1.7)

В частности, из (1.1.6) следует, что если f(x, y) = f1(x)f2(y), то

E 2
m−1,n−1(f)2 = E 2

m−1(f1)2 · E 2
n−1(f2)2, (1.1.8)

где, как обычно,

E 2
ν−1 (g)2 := inf{‖g − Tν−1‖22 : Tν−1 ∈ G2ν−1}

— величина наилучшего среднеквадратического приближения 2π-

периодической функции g(x) тригонометрическими полиномами

G2ν−1 := span
{
eijx
}ν−1
j=−(ν−1) порядка 2ν − 1 в пространстве L2[0, 2π].

Через C(r,s)(Q), r, s ∈ N обозначим множество функций f ∈ C(Q), имею-

щих в квадрате Q непрерывные частные производные

f (µ,ν)(x, y) :=
∂µ+νf

∂xµ∂yν
, µ ≤ r, ν ≤ s,

а через L(r,s)
2 := L

(r,s)
2 (Q), r, s ∈ N — множество функций f ∈ C(r−1,s−1)(Q),

r, s ∈ N, r ≥ 2, s ≥ 2, у которых частные производные f (r,ν), r ∈ N, ν =

14



0, s− 1, f (µ,s), µ = 0, r − 1, s ∈ N существуют, кусочно-непрерывны, допуска-

ют перемену порядка дифференцирования, частные производные f (r,0), f (0,s)

и смешанная производная f (r,s) принадлежат пространству L2.

Для произвольной функции f ∈ L2 определим модуль непрерывности

k-го порядка по переменной x и l-го порядка по переменной y равенством

ωk,l(f ; t, τ)2 := sup
{
‖∆k,l

u,υf(·, ·)‖2 : |u| ≤ t, |υ| ≤ τ
}
, (1.1.9)

где

∆k,l
u,υf(x, y) =

k∑
ν=0

l∑
µ=0

(−1)µ+ν
(
k

ν

)(
p

µ

)
f(x+ νu, y + µυ).

Использовав равенство (1.1.4) и тождество Парсеваля, величину (1.1.9) после

выполнения некоторых несложных вычислений можно записать в следующем

виде [12]

ω2
k,l(f ; t, τ)2 :=

:= 2k+l sup

{ ∞∑
p=1

∞∑
q=1

ρ2p,q(f)(1− cos pu)k(1− cos qυ)l : |u| ≤ t, |υ| ≤ τ

}
.

(1.1.10)

Отметим, что ряд экстремальных задач с использованием смешанного

модуля непрерывности (1.1.10) решен, например, в работах [30, 31].

При решении некоторых экстремальных задач теории аппроксимации пе-

риодической функции f(x) в пространстве L2 := L2[0, 2π] вместо обычного

модуля непрерывности m-го порядка

ωm(f, t)2 := sup
{
‖∆m

h (f)‖L2
: |h| ≤ t

}
,

где

∆m
h f(x) :=

m∑
j=0

(−1)m−j
(
m

j

)
f(x+ jh)
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— конечная разность m-го порядка функции f в точке x с шагом h,

М.Ш.Шабозовым, С.Б.Вакарчуком и В.И.Забутной [7, 34, 35, 42] использова-

лась следующая усредненная характеристика гладкости

Ωm(f, t)2 :=

 1

tm

t∫
0

· · ·
t∫

0

∥∥∆m
h
f
∥∥2
L2
dh1 · · · dhm


1/2

,

где t > 0, h := (h1, . . . , hm); ∆m
h := ∆1

h1
◦ ∆1

h2
◦ · · · ◦ ∆1

hm
; ∆1

hi
f(x) :=

f(x + hi) − f(x), j = 1,m. Напомним, что в ходе исследования некоторых

вопросов конструктивной теории функций в метрическом пространстве Lp

(0 < p < 1) подобного рода усреднённая характеристика гладкости функ-

ций рассматривалась К.В.Руновским [22, 23], Э.А.Стороженко, В.Кротовым

и П.Освальдом [25].

Аналогичным образом при решении некоторых задач теории аппрокси-

мации функций двух переменных вместо модуля непрерывности (1.1.10) ино-

гда удобнее использовать следующую характеристику гладкости функции

f ∈ L2(Q):

Ωk,l(f ; t, τ)2 =

=

 1

tkτ l

t∫
0

· · ·
t∫

0

τ∫
0

· · ·
τ∫

0

∥∥∥∆k,l
u,υf(·, ·)

∥∥∥2
2
du1 · · · dukdυ1 · · · dυl


1/2

, t, τ > 0,

(1.1.11)

где u = (u1, u2, . . . , uk), υ = (υ1, υ2 . . . υl), а ∆k,l
u,υ := ∆1

u1
◦· · ·◦∆1

uk
◦∆1

υ1
◦· · ·◦∆1

υl
,

(см., например, [7, 41]). Обозначим sinc t := (sin t)/t (t 6= 0), доопределив

данную функцию значением 1 в точке t = 0, полагая sinc 0 := 1. Поскольку

функции {ei(px+qy)}, p, q = 0,±1,±2, . . . образуют в области Q := {(x, y) :

0 ≤ x, y ≤ 2π} ортогональную систему, то, пользуясь рядом Фурье функции

f ∈ L2(Q) в комплексной форме (1.1.4) и используя равенство Парсеваля,
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запишем ∥∥∥∆k,l
u,vf(·, ·)

∥∥∥2
2

=

= 2k+l
∞∑
p=1

∞∑
q=1

ρ2p,q(f)
k∏
ν=1

l∏
µ=1

(1− cos νuk)(1− cosµvl). (1.1.12)

После подстановки (1.1.12) в формулу (1.1.9) и выполнения некоторых

несложных вычислений, формула (1.1.9) приобретает явный вид

Ω2
k,l(f ; t, τ)2 :=

:= 2k+l
+∞∑
p=1

+∞∑
q=1

ρ2p,q(f)(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)l, t, τ > 0. (1.1.13)

Условимся в дальнейшем формулу (1.1.13) при k = l записывать в виде

Ωk,k(f ; t, τ)2 := Ωk(f ; t, τ)2.

В самом деле, заметим, что если функция f ∈ L(r,s)
2 , то, дифференцируя

двойной ряд (1.1.4) r раз по переменной x и s раз по переменной y в смысле

сходимости в L2, запишем

f (r,s)(x, y) =
+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

(ip)r(iq)scp,q(f)ei(px+qy) =

=
+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

cp,q(f
(r,s))ei(px+qy),

где ради краткости, положено

cp,q(f
(r,s)) = (ip)r(iq)scp,q(f).

Поскольку ∣∣cp,q(f (r,s))∣∣2 = p2rq2s
∣∣cp,q(f)

∣∣2,
то в силу равенства (1.1.7) имеем

ρ2p,q(f
(r,s)) = p2rq2sρ2p,q(f). (1.1.14)
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Пользуясь равенством (1.1.14) для произвольной функции f ∈ L(r,s)
2 , получа-

ем

E2m−1,n−1(f (r,s))2 =
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f
(r,s)) =

∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2rq2sρ2p,q(f). (1.1.15)

Имеет место следующая

Лемма 1.1.1. Пусть k, l ∈ Z+, r, s ∈ N. Тогда для произвольной функ-

ции f ∈ L(r,s)
2 выполняется неравенство

Em−1,n−1(f (k,l))2 ≤ m−(r−k)n−(s−l) · Em−1,n−1(f (r,s))2. (1.1.16)

Неравенство (1.1.16) точно в том смысле, что существует функция f0 ∈

L
(r,s)
2 , для которой оно обращается в равенство.

Доказательство. Для произвольной функции f ∈ L(r,s)
2 при любых k ∈

[0, r] и l ∈ [0, s] имеем

E2m−1,n−1(f (k,l))2 =
∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2kq2lρ2p,q(f) =

=
∞∑
p=m

∞∑
q=n

p−2(r−k)q−2(s−l)p2rq2sρ2p,q(f) ≤

≤ m−2(r−k)n−2(s−l)
∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2rq2sρ2p,q(f) =

= m−2(r−k)n−2(s−l) · E2m−1,n−1(f (r,s))2.

Для функции f0(x, y) = cosmx cosny ∈ L(r,s)
2 получаем

f
(k,l)
0 (x, y) = mknl cos

(
mx+

kπ

2

)
cos

(
ny +

lπ

2

)
, 0 ≤ k ≤ r, 0 ≤ l ≤ s,

и в силу (1.1.15) записываем

Em−1,n−1(f (k,l)0 )2 = mknl, Em−1,n−1(f (r,s)0 )2 = mrns.
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Используя полученные равенства, находим

Em−1,n−1(f (k,l)0 )2 = mknl = m−(r−k)n−(s−l) ·mrns =

= m−(r−k)n−(s−l)Em−1,n−1(f (r,s)0 )2.

Лемма 1.1.1 доказана.

Следствие 1.1.1. В условиях леммы 1.1.1 справедливо равенство

sup
f∈L(r,s)

2

Em−1,n−1(f (k,l))2
Em−1,n−1(f (r,s))2

=
1

mr−kns−l
.

Рассмотрим теперь экстремальную задачу об одновременном приближе-

нии функции f ∈ L(r,s)
2 и ее частных производных f (k,l), 0 ≤ k ≤ r, 0 ≤ l ≤ s,

тригонометрическими «углами» и их соответствующими производными:

E2m−1,n−1(f (k,l))2 = inf
{
‖f (k,l) − g(k,l)m−1,n−1‖22 : gm−1,n−1 ∈ G(U ∗2m−1, V

∗
2n−1)

}
.

Как и при получении формулы (1.1.6), легко доказать, что

E2m−1,n−1(f (k,l))2 = ‖f (k,l) − Φm−1,n−1(f
(k,l))‖22 =

=
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f
(k,l)) =

∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2kq2lρ2p,q(f),

где функция Φm−1,n−1(g) определена равенством (1.1.5).

Через W (r,s)L2 обозначим класс функций f ∈ L
(r,s)
2 , удовлетворяющих

условию ‖f (r,s)‖2 ≤ 1.

Теорема 1.1.1. При всех 0 ≤ k ≤ r, 0 ≤ l ≤ s справедливы равенства

E (k,l)m−1,n−1(W
(r,s)L2)2 =

= sup
{
Em−1,n−1(f (k,l))2 : f ∈ W (r,s)L2

}
=

1

mr−kns−l
. (1.1.17)

19



Доказательство. Поскольку для любой функции f ∈ W (r,s)L2 имеет

место неравенство

Em−1,n−1(f (r,s))2 ≤ ‖f (r,s)‖2 ≤ 1,

то из (1.1.16) следует оценка сверху величины, расположенной в левой ча-

сти (1.1.17):

E (k,l)m−1,n−1(W
(r,s)L2)2 ≤

1

mr−kns−l
. (1.1.18)

С целью получения оценки снизу той же величины, введем в рассмотрение

функцию

g0(x, y) =
1

mrns
cosmx cosny ∈ L(r,s)

2 .

Поскольку для 0 ≤ k ≤ r, 0 ≤ l ≤ s производные

g
(k,l)
0 (x, y) =

1

mr−kns−l
cos

(
mx+

kπ

2

)
cos

(
ny +

lπ

2

)
,

g
(r,s)
0 (x, y) = cos

(
mx+

rπ

2

)
cos
(
ny +

sπ

2

)
,

а наилучшее приближения этих производных

Em−1,n−1(g(k,l)0 )2 =
∥∥g(k,l)0

∥∥
2

=
1

mr−kns−l
,

и, кроме того, ∥∥g(r,s)0

∥∥
2

= 1,

то, очевидно, g0 принадлежит W (r,s), причем в силу (1.1.18) имеем

E (k,l)m−1,n−1(W
(r,s)L2)2 ≥ Em−1,n−1(g(k,l)0 )2 =

1

mr−kns−l
. (1.1.19)

Требуемое равенство (1.1.17) получаем из сопоставления неравенств

(1.1.18) и (1.1.19), что и завершает доказательство теоремы 1.3.2.

Учитывая равенство (1.1.14), из (1.1.13) для произвольной функции f ∈

L
(r,s)
2 получаем

Ω2
k,l(f

(r,s); t, τ)2 =
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= 2k+l
∞∑
p=1

∞∑
q=1

p2rq2sρ2p,q(f)(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)l. (1.1.20)

Далее, при k = l полагаем

Ω2
k(f

(r,s); t, τ)2 := Ω2
k,k(f

(r,s); t, τ)2 =

= 4k
∞∑
p=1

∞∑
q=1

p2rq2s
[
(1− sinc pt)(1− sinc qτ)

]k
. (1.1.21)

В следующем параграфе в качестве основных результатов докажем ряд

теорем, связывающих величину наилучшего приближения функций класса

L
(r,s)
2 тригонометрическими «углами» с двойными интегралами, содержащи-

ми усреднённые значения модуля гладкости (1.1.21).

21



§ 1.2. Точные равенства, связывающие величины наилучших
приближений и усреднённые значения модулей

непрерывности функций f ∈ L(r,s)
2

Во втором параграфе первой главы в метрике L2 установлены точ-

ные неравенства, связывающие величины наилучших приближений 2π-

периодических дифференцируемых по каждой из переменных функций f ∈

L
(r,s)
2 тригонометрическими «углами» с двойными интегралами, содержащи-

ми смешанные модули непрерывности высших порядков старших производ-

ных. Найдены точные значения верхней грани наилучших приближений неко-

торых классов функций, задаваемых указанными модулями непрерывности.

Справедлива следующая

Теорема 1.2.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+. Тогда для любых h, η ∈

(0,+∞) справедливо равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mrnsEm−1,n−1(f)2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

=

=

{
m

2
(
mh− Si(mh)

) · n

2
(
nη − Si(nη)

)}k/2

, (1.2.1)

где Si(t) =

t∫
0

sincudu — интегральный синус.

Доказательство. Сначала докажем, что для произвольной функции f ∈

L
(r,s)
2 имеет место неравенство

E 2
m−1,n−1(f)2 −

∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)(sinc pt+ sinc qτ − sinc pt · sinc qτ) ≤

≤ 1

4m2r/kn2s/k
· E 2−2/k

m−1,n−1(f)2 · Ω2/k
k (f (r,s); t, τ). (1.2.2)
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В самом деле, замечая, что при k = l, из (1.1.20) следует, что

Ω2
k(f

(r,s); t, τ)2 = 4k
∞∑
p=1

∞∑
q=1

p2rq2sρ2p,q(f)(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)k, (1.2.3)

и, используя неравенство Гёльдера для двойных рядов вида

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|aijbij| ≤

( ∞∑
i=1

∞∑
j=1

|aij|α
)1/α( ∞∑

i=1

∞∑
j=1

|bij|β
)1/β

, (1.2.4)

(
1

α
+

1

β
= 1, 1 ≤ α ≤ ∞

)
,

где {ai,j}, {bi,j} — произвольные числа, полагая α = k/(k − 1), β = k, α−1 +

β−1 = 1, с учётом равенств (1.1.6) и (1.1.21) получаем

E 2
m−1,n−1(f)2 −

∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)(sinc pt+ sinc qτ − sinc pt · sinc qτ) =

=
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)(1− sinc pt)(1− sinc qτ) =

=
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2−2/kp,q ρ2/kp,q (f)(1− sinc pt)(1− sinc qτ) ≤

≤

{ ∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)

}1−1/k{ ∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)k

}1/k

=

=

{ ∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)

}1−1/k{
4k

4k

∞∑
p=m

∞∑
q=n

p−2rq−2sp2rq2s(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)k

}1/k

≤

≤ E
2−2/k
m−1,n−1(f)2

{
4k

4km2rn2s

∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2rq2sρ2p,q(f)(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)k

}1/k

≤

≤ 1

4m2r/kn2s/k
E

2−2/k
m−1,n−1(f)2 · Ω2/k

k (f (r,s); t, τ)2.

Неравенство (1.2.2) доказано. Интегрируя обе части неравенства (1.2.2) по

прямоугольнику {0 ≤ t ≤ h, 0 ≤ τ ≤ η}, где h, η ∈ R+, получаем

hηE 2
m−1,n−1(f)2 ≤
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≤
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)

η h∫
0

sinc ptdt+ h

η∫
0

sinc qτdτ−

−
h∫

0

sinc ptdt ·
η∫

0

sinc qτdτ

+
1

4m2r/kn2s/k
×

×E
2−2/k
m−1,n−1(f)2

h∫
0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ. (1.2.5)

Поделив обе части неравенства (1.2.5) на hη и учитывая определение инте-

грального синуса, запишем

E 2
m−1,n−1(f)2 ≤

∞∑
p=m

∞∑
q=n

(
Si(ph)

ph
+

Si(qη)

qη
− Si(ph)

ph
· Si(qη)

qη

)
ρ2p,q(f)+

+
1

4m2r/kn2s/k
· E 2−2/k

m−1,n−1(f)2 ·
1

hη

h∫
0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ. (1.2.6)

Так как функция Si(u)/u является невозрастающей на полуоси R+ (см., на-

пример, [11, c.34]), то имеет место соотношение

max
p≥m
q≥n

(
Si(ph)

ph
+

Si(qη)

qη
− Si(ph)

ph
· Si(qη)

qη

)
=

=
Si(mh)

mh
+

Si(nη)

nη
− Si(mh)

mh
· Si(nη)

nη
.

Пользуясь этим равенством, из (1.2.6) с учётом (1.1.6) имеем неравенство

E 2
m−1,n−1(f)2 ≤

(
Si(mh)

mh
+

Si(nη)

nη
− Si(mh)

mh
· Si(nη)

nη

) ∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q(f)+

+
1

4m2r/k n2s/k
E2−2/km−1,n−1(f)2 ·

1

hη

h∫
0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ,

из которого следует, что

E 2
m−1,n−1(f)2

(
1− Si(mh)

mh

)(
1− Si(nη)

nη

)
≤
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≤ 1

4m2r/kn2s/k
· E 2−2/k

m−1,n−1(f)2 ·
1

hη

h∫
0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ. (1.2.7)

Из (1.2.7) сразу следует неравенство

Em−1,n−1(f)2 ≤

≤ 1

mrns

{
mn

4
(
mh− Si(mh)

)(
nh− Si(nh)

)}k/2

×

×


h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

.

Так как последнее неравенство справедливо для любой функции f ∈ L
(r,s)
2 ,

то из него получаем оценку сверху экстремальной характеристики, стоящей

в левой части (1.2.1):

sup
f∈L(r,s)

2

mrnsEm−1,n−1(f)2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2
≤

≤

{
mn

4
(
mh− Si(mh)

)(
nη − Si(nη)

)}k/2

(1.2.8)

Для получения аналогичной оценки снизу указанной экстремальной харак-

теристики введём в рассмотрение комплекснозначную функцию f0(x, y) =

ei(mx+ny) ∈ L
(r,s)
2 , для которой, как следует из соотношений (1.1.6) и (1.2.3),

справедливы равенства
Em−1,n−1(f0)2 = 1,

Ω2
k(f

(r,s)
0 , t, τ) = 4km2rn2s(1− sincmt)k(1− sincnτ)k.

(1.2.9)

Пользуясь равенствами (1.2.9), имеем

sup
f∈L(r,s)

2

mrnsEm−1,n−1(f)2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2
≥

25



≥ mrnsEm−1,n−1(f0)2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f

(r,s)
0 ; t, τ)2dtdτ


k/2

=

=
14

h∫
0

η∫
0

(1− sincmt)(1− sincnτ)dtdτ


k/2

=

=

{
mn

4
(
mh− Si(mh)

)(
nη − Si(nη)

)}k/2

. (1.2.10)

Требуемое равенство (1.2.1) следует из сопоставления оценок сверху

(1.2.8) и снизу (1.2.10), чем и завершаем доказательство теоремы 1.2.1.

Замечание 2.2.1. Отметим, что утверждение теоремы 1.2.1 является

своеобразным обобщением известного результата С.Б.Вакарчука [8, теоре-

ма 1, с.12], доказанного для среднеквадратического приближения периоди-

ческих функций одного переменного класса L
(r)
2 [0, 2π] на случай средне-

квадратического приближения функций двух переменных класса L(r,s)
2 (Q),

Q := {(x, y) : 0 ≤ x, y ≤ 2π} тригонометрическими «углами».

Из теоремы 1.2.1 вытекает такое утверждение

Следствие 1.2.1. В условиях теоремы 1.2.1 при h = π/m и η = π/n

имеет место равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mr−k/2ns−k/2Em−1,n−1(f)2
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

= {2(π − Si(π))}−k . (1.2.11)

Следствие 1.2.2. В условиях следствия 1.2.1 для любой функции

f ∈ L(r,s)
2 верно следующее неравенство типа Джексона–Стечкина с явной
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константой

Em−1,n−1(f)2 ≤
{

π

2(π − Si(π))

}k
1

mrns
Ωk

(
f (r,s);

π

m
,
π

n

)
2
. (1.2.12)

В самом деле, из равенства (1.2.11) для произвольной функции f ∈ L(r,s)
2

следует неравенство

Em−1,n−1(f)2 ≤

≤ 1

mr−k/2ns−k/2
·
{

2(π − Si(π))
}−k

π/m∫
0

π/n∫
0

Ω2/k
m (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

.

Из последнего неравенства в силу неубывания модуля непрерывности

Ωk(f
(r,s); t, τ) по обеим переменным (t, τ) ∈ [0, π/m]× [0, π/n] получаем

Em−1,n−1(f)2 ≤

≤ 1

mr−k/2ns−k/2
·
{

2(π − Si(π))
}−k {

Ω
2/k
k

(
f (r,s);

π

m
,
π

n

)
2

π

m
· π
n

}k/2
=

=

{
π

2(π − Si(π))

}k
1

mrns
· Ωk

(
f (r,s);

π

m
,
π

n

)
2

и неравенство (1.2.12) доказано.
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§ 1.3. Точные равенства между величинами наилучших
совместных приближений функций f ∈ L(r,s)

2 , их частных
производных и усреднёнными значениями модуля

непрерывности Ωk(f
(r,s); t, τ)2

Рассмотрим теперь экстремальную задачу об одновременном приближе-

нии функций f ∈ L
(r,s)
2 и их частных и смешанных производных f (µ,ν),

0 ≤ µ ≤ r, 0 ≤ ν ≤ s, тригонометрическими «углами» и их соответству-

ющими производными:

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

=

= inf
{∥∥f (µ,ν) − g(µ,ν)m−1,n−1

∥∥2
2

: gm−1,n−1 ∈ G(U ∗2m−1, V
∗
2n−1)

}
. (1.3.1)

Как и при доказательстве формулы (1.1.6) в первом параграфе этой главы,

мы доказали, что для величины (1.3.1) имеет место равенство

E 2
m−1,n−1

(
f (µ,ν)

)
2

=
∥∥f (µ,ν) − Φm−1,n−1(f

(µ,ν))
∥∥2
2

=

=
∞∑
p=m

∞∑
q=n

ρ2p,q
(
f (µ,ν)

)
=

∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2µq2νρ2p,q
(
f
)
, (1.3.2)

где функция Φm−1,n−1(g) определена равенством (1.1.5), если в нём заменить

m на m− 1 и n на n− 1.

В следующем утверждении устанавливается связь между величи-

ной (1.3.2) и усреднённым значением Ωk(f
(r,s); t, τ)2 в метрике простран-

ства L2(Q).

Теорема 1.3.1. Для любых m,n ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν,

(t, τ) ∈ (0, 3π/4m]× (0, 3π/4n] имеет место точное неравенство

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2
≤

≤
Ωk,l

(
f (r,s); t, τ

)
2

m(r−µ)n(s−ν)
{

2
(
1− sincmt

)}k/2{
2
(
1− sincnτ

)}l/2 , (1.3.3)
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в том смысле, что существует функция f0 ∈ L
(r,s)
2 , для которой (1.3.3)

обращается в равенство.

Доказательство. В самом деле, учитывая, что [26]

max
{
|sincu| : u ≥ kv, 0 < kv ≤ 3π/4

}
= sinc kv,

min
{
|1− sincu| : u ≥ kv, 0 < kv ≤ 3π/4

}
= (1− sinc kv),

в силу (1.3.2) запишем

Ω2
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
≥

≥ 2k+l
∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2rq2sρ2p,q(f)(1− sinc pt)k(1− sinc qτ)l ≥

≥ 2k+1m2(r−µ)n2(s−ν)(1− sincmt)k(1− sincnτ)l
∞∑
p=m

∞∑
q=n

p2µq2νρ2p,q(f) =

= m2(r−µ)n2(s−ν)
{

2(1− sincmt)
}k{

2(1− sincnτ)
}l

E 2
m−1,n−1

(
f (µ,ν)

)
2
, (1.3.4)

откуда и вытекает неравенство (1.3.3). Для функции f0(x, y) = ei(mx+ny) ∈

L
(r,s)
2 в силу (1.1.20) и (1.3.2) имеем:

Ω2
k,l

(
f
(r,s)
0 ; t, τ

)
2

= m2rn2s
{

2(1− sincmt)
}k{

2(1− sincnτ)
}l

;

E 2
m−1,n−1

(
f
(µ,ν)
0

)
2

= m2µn2ν.
(1.3.5)

Пользуясь этими равенствами, получаем

E 2
m−1,n−1

(
f
(µ,ν)
0

)
2

= m2µn2ν =

= m−2(r−µ)n−2(s−ν)
{

2(1−sincmt)
}−k{

2(1−sincnτ)
}−l

Ω2
k,l

(
f
(r,s)
0 ; t, τ

)
2
, (1.3.6)

откуда и следует точность неравенства (1.3.3), чем и завершаем доказатель-

ство теоремы 1.3.1. Из теоремы 1.3.1 вытекает
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Следствие 1.3.1. В условиях теоремы 1.3.1 имеет место равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

Ωk,l

(
f (r,s); t, τ

)
2

=

=
{

2(1− sincmt)
}−k/2{

2(1− sincnτ)
}−l/2

. (1.3.7)

В частности, из (1.3.7) при t = π/(2m), τ = π/(2n), m,n ∈ N получаем

точную константу Джексона–Стечкина в задаче одновременного прибли-

жения функции и её производных f (µ,ν) (µ = 0, r, ν = 0, s):

sup
f∈L(r,s)

2

mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

Ωk,l

(
f (r,s); π/(2m), π/(2n)

)
2

=

=
mr−µns−νEm−1,n−1

(
f
(µ,ν)
0

)
2

Ωk,l

(
f
(r,s)
0 ; π/(2m), π/(2n)

)
2

=

{
π

2(π − 2)

}(k+l)/2

. (1.3.8)

Доказательство. В самом деле, из неравенства (1.3.4) для произвольной

функции f ∈ L(r,s)
2 получаем

mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

Ωk,l

(
f (r,s); t, τ

)
2

≤

≤
{

2(1− sincmt)
}−k/2{

2(1− sincnτ)
}−l/2

. (1.3.9)

С другой стороны, пользуясь равенством (1.3.6), запишем оценку снизу ве-

личины, стоящей в левой части (1.3.7):

sup
f∈L(r,s)

2

mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

Ωk,l

(
f (r,s); t, τ

)
2

≥

≥
mr−µns−νEm−1,n−1

(
f
(µ,ν)
0

)
2

Ωk,l

(
f
(r,s)
0 ; t, τ

)
2

=

=
{

2(1− sincmt)
}−k/2{

2(1− sincnτ)
}−l/2

. (1.3.10)

Требуемое равенство (1.3.7) вытекает из сопоставления оценки сверху (1.3.9)

с оценкой снизу (1.3.10). Равенство (1.3.8) из (1.3.7) получается непосред-

ственным вычислением. Следствие 1.3.1 доказано.
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Теорема 1.3.2. Пусть m,n ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν. Тогда для

любых h, η ∈ R+ справедливо равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mr−µns−νEm−1,n−1(f (µ,ν))2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

=

=

{
mn

4
(
mh− Si(mh)

)(
nη − Si(nη)

)}k/2

. (1.3.11)

Доказательство. Равенство (1.3.11) выведем из следующих сообра-

жений. Положим f (µ,ν)(t, τ) := g(t, τ). Тогда f (r,s) ∈ L2,µ означает, что

g(r−µ,s−ν) ∈ L2,µ, то есть, из того, что f ∈ L
(r,s)
2 следует, что g ∈ L

(r−µ,s−ν)
2,µ .

Поэтому с учётом (1.2.1) получаем

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

mr−µns−νEm−1,n−1(f (µ,ν))2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (f (r,s); t, τ)2dtdτ


k/2

=

= sup
g∈L(r−ν,s−ν)

2
g 6=const

mr−µns−νEm−1,n−1(g)2
h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k (g(r−µ,s−ν); t, τ)2dtdτ


k/2

=

=

{
mn

4
(
mh− Si(mh)

)(
nη − Si(nη)

)}k/2

и равенство (1.3.11) доказано.

Далее условимся под весовой функцией в прямоугольнике [0, h]× [0, η] по-

нимать неотрицательную суммируемую функцию ϕ(t, τ), не эквивалентную

нулю на этом же прямоугольнике. Справедлива следующая
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Теорема 1.3.3. Пусть m,n ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν, 1 ≤ q ≤

∞, 0 < h ≤ 3π/(4m), 0 < η ≤ 3π/(4n), ϕ — весовая на прямоугольнике

[0, h]× [0, η] функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
=

=

 h∫
0

η∫
0

(
1− sincmt

)kq/2(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ(t, τ)dtdτ

−1/q . (1.3.12)

Доказательство. Неравенство (1.3.3) перепишем в виде

Ωk,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
≥

≥ mr−µns−ν
{

2(1− sincmt)
}k/2{

2(1− sincnτ)
}l/2

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2
. (1.3.13)

Возведём обе стороны неравенства (1.3.13) в степень q, умножим на вес

ϕ(t, τ) и проинтегрируем по прямоугольнику [0, h]× [0, η]. Полученное таким

образом неравенство снова возведём в степень 1/q. В итоге получим h∫
0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q

≥

≥ 2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2
×

×

 h∫
0

η∫
0

(
1− sincmt

)kq/2(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q

.

Последнее неравенство верно для произвольной функции f ∈ L(r,s)
2 и из

него сразу получаем оценку сверху для экстремальной характеристики, сто-
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ящей в левой части равенства (1.3.12):

sup
f∈L(r,s)

2

2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
≤

≤

 h∫
0

η∫
0

(
1− sincmt

)kq/2(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ(t, τ)dtdτ

−1/q . (1.3.14)

Оценку снизу указанной экстремальной характеристики получаем для рас-

смотренной нами в предыдующей теореме функции f0 ∈ L(r,s)
2 , для которой

имеют место равенства (1.3.5):

sup
f∈L(r,s)

2

2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
≥

≥
2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1

(
f
(µ,ν)
0

)
2 h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f
(r,s)
0 ; t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
=

=
2(k+l)/2mr−µns−νmµnν

2(k+l)/2mrns

 h∫
0

η∫
0

(
1− sincmt

)kq/2(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
=

=

 h∫
0

η∫
0

(
1− sincmt

)kq/2(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ(t, τ)dtdτ

−1/q . (1.3.15)

Равенство (1.3.12) получаем из сопоставления оценки сверху (1.3.14) с

оценкой снизу (1.3.15), чем и завершаем доказательство теоремы 1.3.3.
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Следствие 1.3.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.3.3. Тогда,

если ϕ(t, τ) = ϕ1(t) · ϕ2(τ), то

sup
f∈L(r,s)

2
f 6=const

2(k+l)/2mr−µns−νEm−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ1(t)ϕ2(τ)dtdτ

1/q
=

=

 h∫
0

(
1− sincmt

)kq/2
ϕ1(t)dt

−1/q×
×

 η∫
0

(
1− sincnτ

)lq/2
ϕ2(τ)dτ

−1/q . (1.3.16)

В частности, из (1.3.16):

а) при ϕ1 = ϕ2 ≡ 1; k = l, q = 2/k получаем:

sup
f∈L(r,s)

2

2kmr−(µ+k)ns−(ν+k)Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

Ω
2/k
k

(
f (r,s); t, τ

)
2
dtdτ

k/2
=

=
{(
mh− Si(mh)

)(
nη − Si(nη)

)}−k/2
; (1.3.17)

б) при ϕ1(t) = t, ϕ2(τ) = τ, k = l, q = 2/k, r > µ+ k, s > ν + k имеем:

sup
f∈L(r,s)

2

4kmr−(µ+k)ns−(ν+k)Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 h∫

0

η∫
0

tτΩ
2/k
k

(
f (r,s); t, τ

)
2
dtdτ

k/2
=

=
{(
mh/2

)2 − sin2
(
mh/2

)}−k/2{(
nη/2

)2 − sin2
(
nη/2

)}−k/2
. (1.3.18)

В частности, полагая в (1.3.18) h = π/m, η = π/n, получаем

sup
f∈L(r,s)

2

4kmr−(µ+k)ns−(ν+k)Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2 π/m∫

0

π/n∫
0

tτΩ
2/k
k

(
f (r,s); t, τ

)
2
dtdτ


k/2

=
{

(π/2)2 − 1
}−k

.
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§ 1.4. Решение одной экстремальной задачи для некоторых
классов функций из L(r,s)

2

Отметим, что поскольку для произвольной функции f ∈ L(r,s)
2 , r, s ∈ N, её

промежуточные производные f (µ,ν), 0 ≤ µ ≤ r, 0 ≤ ν ≤ s также принадлежат

классу L(r,s)
2 (см., напр., [32]), то представляет несомненный интерес изучение

поведения величины наилучшего совместного приближения Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

на классе L(r,s)
2 или на некотором подклассе M(r,s) ⊂ L

(r,s)
2 , то есть при любых

0 ≤ µ ≤ r, 0 ≤ ν ≤ s требуется найти точное значение величины совместного

приближения M(r,s):

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
M(r,s)

)
2

:= sup
{

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2

: f ∈M(r,s)
}
. (1.4.1)

Всюду далее через W (r,s)
k,l,q (h, η;ϕ) (k, l ∈ N, r, s ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞) обозна-

чим класс функций f ∈ L(r,s)
2 , для которых при всех 0 < h, η ≤ 2π выполнено

неравенство
h∫

0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ ≤ 1, (1.4.2)

где ϕ — некоторая весовая функция, заданная на [0, h]× [0, η].

Справедливо следующее утверждение

Теорема 1.4.1. Пусть k, l ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν, 1 ≤ q ≤ ∞,

0 < h ≤ 3π/(4m), 0 < η ≤ 3π/(4n). Тогда

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
W

(r,s)
k,l,q (h, η;ϕ)

)
2

=

=
1

2(k+l)/2mr−µns−ν

 h∫
0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2(1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

−1/q .
(1.4.3)

Доказательство. В самом деле, из неравенства (1.3.14) для произволь-

ной функции f ∈ L
(r,s)
2 при любых m,n ∈ N, r, s, µ, ν ∈ Z+, r ≥ µ, s ≥ ν,
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вытекает, что

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2
≤ 2−(k+l)/2 ·m−(r−µ)n−(s−ν)×

×

 h∫
0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f (r,s); t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q

 h∫
0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2 · (1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
. (1.4.4)

Из (1.4.4) для произвольной функции f ∈ W (r,s)
k,l,q (h, η;ϕ) получаем

Em−1,n−1
(
f (µ,ν)

)
2
≤

≤ 2−(k+l)/2 ·m−(r−µ)n−(s−ν) h∫
0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2(1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
,

откуда и следует оценка сверху

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
W

(r,s)
k,l,q (h, η;ϕ)

)
2
≤

≤ 2−(k+l)/2 ·m−(r−µ)n−(s−ν) h∫
0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2(1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
. (1.4.5)

С целью получения аналогичной оценки снизу указанной величины,

введём в рассмотрение функцию

f1(x, y) =
2−(k+l)/2m−rn−sei(mx+ny) h∫

0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2 · (1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
. (1.4.6)

Для этой функции в силу равенств (1.1.20) и (1.3.2) имеем:

Em−1,n−1
(
f
(µ,ν)
1

)
2

=
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=
2−(k+l)/2m−(r−µ)n−(s−ν) h∫

0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2 · (1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
; (1.4.7)

Ωk,l(f
(r,s)
1 ; t, τ)2 =

=
(1− sincmt)k/2 · (1− sincnτ)l/2 h∫

0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2 · (1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
.

Учитывая последнее равенство, получаем h∫
0

η∫
0

Ωq
k,l

(
f
(r,s)
1 ; t, τ

)
2
ϕ(t, τ)dtdτ

1/q

= 1. (1.4.8)

Равенство (1.4.8) означает, что функция f1 ∈ W (r,s)
k,l,q (h, η;ϕ), а потому, в силу

равенства (1.4.7), запишем оценку снизу

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
W

(r,s)
k,l,q (h, η;ϕ)

)
2
≥ Em−1,n−1

(
f
(µ,ν)
1

)
=

=
2−(k+l)/2m−(r−µ)n−(s−ν) h∫

0

η∫
0

(1− sincmt)kq/2 · (1− sincnτ)lq/2ϕ(t, τ)dtdτ

1/q
. (1.4.9)

Требуемое равенство (1.4.3) получаем из сравнения неравенств (1.4.5) и

(1.4.9), чем и завершаем доказательство теоремы 1.4.1.

Следствие 1.4.1. В условиях теоремы 1.4.1 при k = l, q = 2/k, h =

π/(2m), η = π/(2n), m,n ∈ N, ϕ ≡ 1, r − µ > 2k, s − ν > 2k справедливо

равенство

E
(µ,ν)
m−1,n−1

(
W

(r,s)
k,k,k/2

( π

2m
,
π

2n

))
2

=

{
mn

(π/2)− Si(π/2)

}2k

· 1

mr−µns−ν
.
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Доказательство. В самом деле, полагая в двойном интеграле в правой

части (1.4.3) k = l, q = 2/k, h = π/(2m), η = π/(2n), k, l,m, n ∈ N, ϕ ≡ 1,

получаем
π/(2m)∫
0

π/(2n)∫
0

(1− sincmt)(1− sincnτ)dtdτ =

=

π/(2m)∫
0

(1− sincmt)dt

π/(2n)∫
0

(1− sincnτ)dτ =

=
1

mn


π/2∫
0

(1− sinc t)dt


2

=
1

mn

(π
2
− Si

(π
2

))2
.

Подставив полученное значение двойного интеграла в правую часть (1.4.3),

получаем утверждение следствие 1.4.1.
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ГЛАВА II. Среднеквадратическое наилучшее
приближение с весом Чебышева некоторых классов

функций двух переменных алгебраическими
«углами»

В данной главе решен ряд экстремальных задач среднеквадратических

приближений некоторых классов функций алгебраическими «углами» в гиль-

бертовом пространстве L2,µ := L2,µ(Q), где Q := {(x, y) : −1 ≤ x, y ≤ 1},

µ := µ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2) — двумерная весовая функция Чебыше-

ва. Следует отметить, что в пространстве L2,µ задачи приближения функ-

ций двух переменных “круговыми” частичными суммами изучены в работе

В.А.Абилова и М.К.Керимова [2], где получены некоторые асимптотически

точные оценки и дано их приложение в теории кубатурных формул чебышев-

ского типа.

Известно, что в вопросах сходимости тригонометрических рядов Фурье

периодических функций важную роль играет оператор сдвига Thf(x) =

f(x + h) и определяемые с его помощью модули непрерывности различных

порядков. В аналогичных вопросах, связанных со сходимостью рядов Фурье

по различным ортогональным полиномам и по специальным функциям (Бес-

селя, Ханкеля и др.), такую же роль играют операторы обобщённого сдви-

га и порождённые ими обобщённые модули непрерывности (см., например,

[2, 16, 17, 36, 37]).

В данной главе аппарат обобщённого сдвига позволил получить ряд точ-

ных результатов при решении экстремальных задач приближения функций

двух переменных алгебраическими «углами».
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§ 2.1. О наилучшем приближении в среднем с весом Чебышева
некоторых классов дифференцируемых функций двух

переменных алгебраическими «углами»

В этом параграфе найдены точные верхние грани наилучшего средне-

квадратического приближения некоторых классов дифференцируемых функ-

ций двух переменных алгебраическими «углами» в метрике гильбертова про-

странства L2,µ(Q) := L2,µ(x,y)(Q), Q := {(x, y) : −1 ≤ x, y ≤ 1} с весом

Чебышева µ := µ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2).

Предварительно введём некоторые определения и обозначения:

1.1.1. Пусть L2,µ := L2,µ(Q) — пространство суммируемых с квадратом

функций f(x, y) двух переменных в квадрате Q = {(x, y) := −1 ≤ x, y ≤ 1}

с весом Чебышева

µ(x, y) =
1√

(1− x2)(1− y2)
и нормой

‖f‖2,µ := ‖f‖L2,µ(Q) =

∫∫
(Q)

µ(x, y)f 2(x, y)dxdy


1/2

.

В пространстве L2,µ рассмотрим оператор

Fh(f) = Fhf(x, y) =
1

4

[
f
(
x cosh+

√
1− x2 sinh, y cosh+

√
1− y2 sinh

)
+

+f
(
x cosh+

√
1− x2 sinh, y cosh−

√
1− y2 sinh

)
+

+f
(
x cosh−

√
1− x2 sinh, y cosh+

√
1− y2 sinh

)
+

+f
(
x cosh−

√
1− x2 sinh, y cosh−

√
1− y2 sinh

) ]
, (2.1.1)

который будем называть оператором обобщёного сдвига.

Пусть

T0(x) =
1√
π
, Tn(x) =

√
2

π
cos(n arccosx), n = 1, 2, . . .
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— ортонормированная система многочленов Чебышева [24, c.75-115] в про-

странстве L2,µ и

f(x, y) =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y) (2.1.2)

— двойной ряд Фурье–Чебышева функции f ∈ L2,µ, где

ckl(f) =

∫∫
(Q)

µ(x, y)f(x, y)Tk(x)Tl(y) (2.1.3)

— коэффициенты Фурье–Чебышева функции f .

Символом L2,µ(x)[−1, 1], где µ(x) = 1/
√

1− x2, обозначим пространство

измеримых функций одного переменного f таких, что f(x) ·µ1/2(x) суммиру-

емы на отрезке [−1, 1] с квадратом модуля. Аналогичный смысл имеет про-

странство L2,µ(y)[−1, 1].

Пусть Um+1 ∈ L2,µ(x)[−1, 1] и Vn+1 ⊂ L2,µ(y)[−1, 1] — конечномерные под-

пространства с базисами
{
Tk(x)

}m
k=0

и
{
Tl(y)

}n
l=0

соответственно. Полагая

µ(x, y) := µ(x)·µ(y) в пространстве L2,µ(x,y)(Q), рассмотрим множество функ-

ций

G(Um+1, Vn+1) := L2,µ(x)[−1, 1]⊗ Um+1 ⊕ L2,µ(y)[−1, 1]⊗ Vn+1, (2.1.4)

где символами “⊗” и “⊕” обозначены соответственно операции тензорного

произведения и прямой суммы множеств. Элементы множества (2.1.4) пред-

ставимы в виде

gm,n(x, y) :=
m∑
k=0

ϕk(y)Tk(x) +
n∑
l=0

ψl(x)Tl(y), (2.1.5)

где {ϕk(y)}mk=0 ⊂ Um+1 и
{
ψl(x)

}n
l=0
⊂ Vn+1 — произвольные наборы функ-

ций из соответствующих подпространств. Следуя работе М.К.Потапова [19],

функцию (2.1.5) назовём алгебраическим «углом» и используем её с целью
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аппроксимации функции f(x, y) ∈ L2,µ(Q) линейными комбинациями функ-

ций fi(x) ∈ L2,µ(x)[−1, 1] (i = 1,m) и fj(y) ∈ L2,µ(y)[−1, 1] (j = 1, n). Далее

мы при получении основных результатов воспользуемся схемой рассуждений,

приведённой в работах [10, 12, 21, 30, 31].

1.1.2. Для произвольной функции f ∈ L2,µ(Q) символом Em−1,n−1(f)2,µ

обозначим её наилучшее приближение элементами (2.1.5) из множества

(2.1.4) в пространстве L2,µ(Q), то есть требуется найти величину

Em,n(f)2,µ := inf
{
‖f − gm,n‖2 : gm,n ∈ G(Um+1, Vn+1)

}
. (2.1.6)

Через

Sm,n(f ;x, y) =
m∑
k=0

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y)

обозначим частную сумму порядка m по x и порядка n по y, ряда (2.1.2) а

через

Sm,∞(f ;x, y) =
m∑
k=0

∞∑
l=n

ckl(f)Tk(x)Tl(y),

S∞,n(f ;x, y) =
∞∑
k=m

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y)

— отрезки ряда (2.1.2) функции f ∈ L2,µ(Q) порядка m по x и n по y соот-

ветственно в смысле сходимости в метрике L2,µ(Q).

Функцию

σm,n(f ;x, y) := Sm,∞(f ;x, y) + S∞,n(f ;x, y)− Sm,n(f ;x, y) =

=
m∑
k=0

∞∑
l=n

ckl(f)Tk(x)Tl(y) +
∞∑
k=m

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y)−

−
m∑
k=0

n∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y) (2.1.7)

будем называть обобщённым полиномом Фурье–Чебышева функции f ∈

L2,µ(Q) порядка m по x и порядка n по y.
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В этих обозначениях справедлива следующая

Теорема 2.1.1. Пусть m,n ∈ N и f ∈ L2,µ(Q) — произвольная функ-

ция. Тогда среди всех элементов gm−1,n−1 вида (2.1.5), принадлежащих мно-

жеству G(Um+1, Vn+1), наилучшее приближение функции f доставляет её

обобщённый полином (2.1.7) порядка m− 1 по x и n− 1 по y. При этом

Em−1,n−1(f)2,µ = ‖f − σm−1,n−1(f)‖2,µ =

{ ∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2kl(f)

}1/2

. (2.1.8)

Доказательство. Сначала убедимся, что на самом деле∥∥f(x, y)− σm−1,n−1(f ;x, y)
∥∥2
2,µ

=
∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2kl(f). (2.1.9)

Для этого заметим, что если в смысле сходимости в метрике L2,µ(Q) имеет

место равенство (2.1.2):

f(x, y) =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y),

то (2.1.2) представима в виде

f(x, y) = σm−1,n−1(f ;x, y) +
∞∑
k=m

∞∑
l=n

ckl(f)Tk(x)Tl(y),

или, что то же,

f(x, y)− σm−1,n−1(f ;x, y) =
∞∑
k=m

∞∑
l=n

ckl(f)Tk(x)Tl(y). (2.1.10)

Применяя равенство Парсеваля к соотношению (2.1.10), получаем равен-

ство (2.1.9). Докажем, что действительно имеет место (2.1.10). Возьмём те-

перь произвольный элемент gm−1,n−1 ∈ G(Um−1, Vn−1) вида (2.1.5). Заметим,

что поскольку
{
ϕk(x)

}m−1
k=0
⊂ L2,µ(x)[−1, 1] и

{
ψl(y)

}n−1
l=0
⊂ L2,µ(y)[−1, 1], то

в смысле сходимости в метриках этих пространств имеют место следующие

равенства

ϕk(x) =
∞∑
l=0

cl(ϕk)Tl(x), k = 0,m− 1; (2.1.11)
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ψl(x) =
∞∑
k=0

ck(ψl)Tk(y), l = 0, n− 1; (2.1.12)

Из равенств (2.1.5), (2.1.11) и (2.1.12), в смысле сходимости в метрике

L2,µ(x,y)(Q) получаем соотношение

gm−1,n−1(x, y) =
m−1∑
k=0

∞∑
l=0

cl(ϕk)Tk(x)Tl(y)+

+
∞∑
k=0

n−1∑
l=0

ck(ψl)Tk(x)Tl(y). (2.1.13)

Так как L2,µ(x,y)(Q) — гильбертово пространство со скалярным произведением

(f, q) :=

∫∫
(Q)

µ(x, y)f(x, y)q(x, y)dxdy,

где f, q ∈ L2,µ(x,y)(Q) и ‖f‖2,µ := (f, f)1/2 является полным пространством, то

запишем

‖f − gm−1,n−1‖22,µ := (f − gm−1,n−1, f − gm−1,n−1) =

= ‖f‖22µ − 2(f, gm−1,n−1) + ‖gm−1,n−1‖22µ. (2.1.14)

Пользуясь соотношениями (2.1.2) и (2.1.13), будем иметь

‖f − gm−1,n−1‖22,µ =

=
∞∑
k=0

∞∑
l=0

c2kl(f)− 2
m−1∑
k=0

∞∑
l=0

cl(ϕk)ckl(f)−

−2
∞∑
k=0

n−1∑
l=0

ck(ψl)ckl(f) +
m−1∑
k=0

∞∑
l=0

c2l (ϕk)+

+
∞∑
k=0

n−1∑
l=0

c2k(ψl) + 2
m−1∑
k=0

n−1∑
l=0

ck(ψl)cl(ϕk) =

=
∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2kl(f) +
m−1∑
k=0

∞∑
l=n

(
ckl(f)− cl(ϕk)

)2
+
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+
∞∑
k=m

n−1∑
l=0

(
ckl(f)− ck(ψl)

)2
+

+
m−1∑
k=0

n−1∑
l=0

(
ckl(f)− ck(ψl)− cl(ϕk)

)2
. (2.1.15)

Из равенства (2.1.15) следует, что в соотношении

inf
{
‖f − gm−1,n−1‖2,µ : gm−1,n−1 ∈ G(Um, Vn)

}
нижняя грань достигается только лишь в случае, когда

ckl(f) = cl(ϕk), где k = 0,m− 1; l = n, n+ 1, . . . ;

ckl(f) = ck(ψl), где l = 0, n− 1; k = m,m+ 1, . . . ; (2.1.16)

ckl(f) = ck(ψl) + cl(ϕk), где k = 0,m− 1; l = 0, n− 1.

При этом из (2.1.15) сразу следует равенство

Em−1,n−1(f)2,µ =

{ ∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2kl(f)

}1/2

.

Выразив коэффициенты ck(ψl) и cl(ϕk) их выражениями из (2.1.16) че-

рез коэффициенты ckl(f) и подставляя в правую часть формулу (2.1.13), мы

получаем явный вид обобщённого полинома Фурье–Чебышева (2.1.7), чем и

завершаем доказательство теоремы 2.1.1.

По одномерным операторам Чебышева второго порядка

Dx := (1− x2) ∂
2

∂x2
− x ∂

∂x
, Dy := (1− y2) ∂

2

∂y2
− y ∂

∂y
,

введём двумерный оператор второго порядка Чебышева следующего вида

D := Dx +Dy := (1− x2) ∂
2

∂x2
+ (1− y2) ∂

2

∂y2
− x ∂

∂x
− y ∂

∂y

и через L(r)
2,µ := L

(r)
2,µ(x,y)(Q,D) (r ∈ N, L(0)

2,µ := L2,µ(x,y)) обозначим класс функ-

ций f(x, y) ∈ L2,µ(Q), у которых частные производные
∂mf

∂xk∂yl
, k+l = m,m =
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1, 2, . . . , 2r принадлежат также пространству L2,µ(Q). При этом, как обычно,

полагаем

Drf := D(Dr−1f) ∈ L2,µ(Q), D1f := Df ; D0f = f, L
(0)
2,µ(Q,D) = L2,µ(Q).

В этих обозначениях имеет место следующая

Теорема 2.1.2. При любых m,n, r ∈ N справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

Em−1,n−1(f)2,µ
Em−1,n−1(Drf)2,µ

=
1

(m2 + n2)r
. (2.1.17)

Доказательство. Заметим, что если в (2.1.8) функцию f заменить на

Drf , то получаем равенство

Em−1,n−1(Drf)2,µ =

= ‖Drf − σm−1,n−1(Drf)‖2,µ =

{ ∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2kl(Drf)

}1/2

, (2.1.18)

которым воспользуемся далее. В [2] доказано, что для коэффициентов ckl(f)

Фурье–Чебышева произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ имеет место равенство

ckl(f) = (−1)r(k2 + l2)−rckl(Drf), k, l, r ∈ N. (2.1.19)

Учитывая (2.1.18), (2.1.19), из (2.1.8) получаем

E2m−1,n−1(f)2,µ =
∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2k,m(f) =
∞∑
k=m

∞∑
l=n

(k2 + l2)−2rc2kl(Drf) ≤

≤ (m2 + n2)−2r
∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2kl(Drf) = (m2 + n2)−2r · E2m−1,n−1(Drf)2,µ,

откуда для величины, стоящей в левой части (2.1.17), получаем оценку сверху

sup
f∈L(r)

2,µ

Em−1,n−1(f)2,µ
Em−1,n−1(Drf)2,µ

≤ 1

(m2 + n2)r
. (2.1.20)
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С целью получения аналогичной оценки снизу той же величины рассмот-

рим функцию f0(x, y) = Tm(x)Tn(y), которая очевидно принадлежит классу

L
(r)
2,µ. Из (2.1.8) следует, что Em−1,n−1(f0)2,µ = 1, и, так как

cm,n(f0) ≡ 1, Dr(f0) = (−1)r(m2 + n2)rTm(x)Tn(y),

то в силу (2.1.18) Em−1,n−1(Drf0)2,µ := (m2 + n2)r, а потому для величины в

левой части (2.1.17), имеем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2,µ

Em−1,n−1(f)2,µ
Em−1,n−1(Drf)2,µ

≥ Em−1,n−1(f0)2,µ
Em−1,n−1(Drf0)2,µ

=
1

(m2 + n2)r
. (2.1.21)

Сопоставляя оценку сверху (2.1.20) с оценкой снизу (2.1.21), получаем требу-

емое равенство (2.1.17). Теорема 2.1.2 доказана.
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§ 2.2. Среднеквадратическое наилучшее приближение с весом
Чебышева некоторых классов функций двух переменных,

связанных с обобщённым модулем непрерывности

В этом параграфе найдены некоторые точные неравенства между наи-

лучшими приближениями функций двух переменных алгебраическими «уг-

лами» и усредненными значениями смешанных модулей непрерывности двух

переменных r-ых производных Drf (r ∈ N), где D — дифференциальный

оператор второго порядка Чебышева в метрике пространства L2,µ(Q), Q =

{(x, y) := −1 ≤ x, y ≤ 1} с весом Чебышева µ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2).

По-прежнему обозначим в пространстве L2,µ := L2,µ(Q) оператор

Fh(f) := Fhf(x, y), определённый равенством (2.1.1). Символом F x
t (f) (соот-

ветственно F y
t (f)) обозначим действие оператора обобщенного сдвига (2.1.1)

на функцию f ∈ L2,µ как на функцию от переменной x (соответственно y)

при фиксированном значении переменной y (соответственно x). При этом по-

лагаем

F ν,x
t (f) := F 1,x

t (F ν−1,x
t (f)),

где ν ∈ N , F 0,x
t (f) = f, F 1,x

t (f) = F x
t (f).

Аналогичным образом полагаем

F µ,y
τ (f) := F 1,y

τ (F µ−1,y
τ (f)),

где µ∈ N, F 0,y
τ (f) := f, F 1,y

τ (f) := F y
τ (f). Определим обобщенные конеч-

ные разности первого и высших порядков по переменной x, используя опера-

тор (2.1.1). Полагаем

∆x
t (f) := F x

t (f)− (f) = (F x
t − I)f,

где I — единичный оператор в пространстве L2,µ(Q), и для k ≥ 2, k ∈ N,
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запишем общую формулу

∆k,x
t (f) := ∆1,x

t (∆k−1,x
t (f)) = (F x

t − I)kf =
k∑
i=0

(−1)k−1
(
k

i

)
F i,x
t (f). (2.2.1)

Аналогично для l ≥ 2, l ∈ N будем иметь

∆l,y
τ (f) := ∆1,y

τ (∆l−1,y
τ (f)) = (F y

τ − I)lf =
l∑

j=0

(−1)l−j
(
l

j

)
F j,x
τ (f). (2.2.2)

Из соотношений (2.2.1) и (2.2.2), следуя схеме рассуждений [2, 4], запишем

∆x
t (∆

y
τ(f)) = ∆x

t (F
y
τ (f)− f) = ∆x

t (F
y
τ − (f))−∆x

t (f) =

= F x
t (F y

τ )− F y
τ (f)− F x

t (f) + f = (F x
t − I)(F y

τ − I)f,

и для введенных смешанных конечных разностей по x и по y высших поряд-

ков получаем

∆k,x
t (∆l,y

τ (f)) = ∆1,x
t

(
∆k−1,x
t (∆l,y

τ (f))
)

=

= ∆k,x
τ

(
∆1,y
τ (∆l−1,y

τ (f))
)

= (F x
t − I)k(F y

τ − I)lf =

=
k∑
i=0

l∑
j=0

(−1)k+l−(i+j)
(
k

i

)(
l

j

)
F i,x
t (F j,y

τ (f)).

Из этого равенства сразу следует, что

∆k,x
t (∆l,y

τ )(f) = ∆l,y
τ (∆k,x

t (f)).

Величину

Ωk,l(f ; δ, η)2,µ = sup
{∥∥∆k,x

t (∆l,y
τ (f))

∥∥
2,µ

: |t| ≤ δ, |τ | ≤ η
}
, (2.2.3)

где 0 ≤ δ, η ≤ 2, будем называть обобщённым смешанным модулем непре-

рывности порядка k по x и порядка l по y функции f ∈ L2,µ(Q).

Пусть далее T0(x) =
1√
2
, Tn(x) =

√
2

π
cos(n arccosx), n = 1, 2, . . . есть

ортонормированная система многочленов Чебышева (см. [24, с.91]) в про-

странстве L2,µ := L2((−1, 1), (
√

1− x2)−1) и

f(x, y) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)Ti(x)Tj(y)
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— двойной ряд Фурье–Чебышева, где по-прежнему

cij(f) =

∫∫
(Q)

µ(x, y)f(x, y)Ti(x)Tj(y)dxdy.

Следуя схеме рассуждений, приведенной в [2, 14, 15], легко доказать, что для

произвольной функции f ∈ L2,µ в смысле сходимости в метрике L2,µ(Q) имеет

место равенство

∆k,x
t (∆l,y

τ (f);x, y) =

=
∞∑
i=1

∞∑
i=1

cij(f)(cos it− 1)k(cos jτ − 1)lTi(x)Tj(y). (2.2.4)

Из (2.2.3), учитывая соотношение (2.2.4) в силу условия ортогональности си-

стемы функций
{
Tk(x) · Tl(y)

}∞
k,l=0

, после несложных вычислений получаем

Ωk,l(f ; δ, η)2,µ := sup
|t|≤δ
|τ |≤η

{ ∞∑
i=1

∞∑
j=1

(1− cos it)2k(1− cos jτ)2lc2ij(f)

}1/2

. (2.2.5)

Далее при k = l полагаем Ωk,k(f ; δ, η)2,µ := Ωk(f ; δ, η)2,µ.

Пусть по-прежнему

D := (1− x2) ∂
2

∂x2
+ (1− y2) ∂

2

∂y2
− x ∂

∂x
− y ∂

∂y

— дифференциальный оператор второго порядка Чебышева.

В [2] доказано, что для коэффициентов Фурье–Чебышева произвольной

функции f ∈ L(r)
2,µ := L

(r)
2,µ(Q,D) имеет место равенство

cij(f) = (−1)r(i2 + j2)−rcij(Drf), i, j, r ∈ N. (2.2.6)

Учитывая формулу (2.2.6), из равенства (2.2.4) получаем

∆k,x
t

(
Dl,yτ (Drf);x, y

)
=

=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

cij(Drf)(cos t− 1)k(cos jτ − 1)lTi(x)Tj(y) =
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=
∞∑
i=1

∞∑
j=1

(−1)r(i2 + j2)r(cos it− 1)k(cos jτ − 1)lcij(f)Ti(x)Tj(y). (2.2.7)

Из соотношения (2.2.3), в силу формулы (2.2.7), получаем

Ωk,l(Drf ; δ, η) :=

:= sup
|t|≤δ

{ ∞∑
i=1

∞∑
j=1

(i2 + j2)2r(1− cos it)2k(1− cos jτ)2lc2ij(f)

}1/2

. (2.2.8)

Сформулируем и докажем следующее утверждение

Теорема 2.2.1. Для любых m,n ∈ N, удовлетворяющих неравенства

0 ≤ mu ≤ π/2, 0 < nv ≤ π/2, при любом k, r ∈ N справедливо соотношение

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

=

{
mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (2.2.9)

Существует функция f0(x, y) ∈ L
(r)
2,µ, для которой верхняя грань достига-

ется в соотношении (2.2.9).

Доказательство. Сначала докажем, что для любой функции f ∈ L
(r)
2,µ

имеет место неравенство

E2m−1,n−1(f)2,µ −
∞∑
i=m

∞∑
j=n

(cos it+ cos jτ − cos it · cos jτ)c2ij(f) ≤

≤ (m2 + n2)−2r(Em−1,n−1(f)2,µ)2−1/kΩ
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ. (2.2.10)

В самом деле, если полагать в (2.2.8) k = l, то имеем

Ω2
k(Drf ; t, τ)2,µ =

= sup
|h|≤t

∞∑
i=1

∞∑
j=1

(i2 + j2)2r(1− cos ih)2k(1− cos jη)2kc2ij(f).
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Используя неравенство Гёльдера для двойных сумм (1.2.4), получаем

E2m−1,n−1(f)2,µ −
∞∑
i=m

∞∑
j=n

(cos it+ cos jτ − cos it · cos jτ)c2ij(f) =

=
∞∑
i=m

∞∑
j=n

(1− cos it− cos jτ + cos it · cos jτ)c2ij(f) =

=
∞∑
i=m

∞∑
j=n

(1− cos it) · (1− cos jτ)c2ij(f) =

=
∞∑
i=m

∞∑
j=n

(c2ij(f))1−1/(2k) · (c2ij(f))1/(2k)(1− cos it)(1− cos jτ) ≤

≤

( ∞∑
i=m

∞∑
j=n

c2ij(f)

)1−1/(2k)( ∞∑
i=m

∞∑
j=n

(1− cos it)2k(1− cos jτ)2kc2ij(f)

)1/(2k)

=

=
(
Em−1,n−1(f)2,µ

)2−1/k ( ∞∑
i=m

∞∑
j=n

(i2 + j2)−2r(i2 + j2)2r×

×(1− cos it)2k(1− cos jτ)2kc2ij(f)

)1/(2k)

≤

≤ (m2 + n2)−r/k
(
Em−1,n−1(f)2,µ

)2−1/k
Ω

1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ,

откуда и следует неравенство (2.2.10). Интегрируя обе части неравенства

(2.2.10) по прямоугольнику (0 ≤ t ≤ u, 0 ≤ τ ≤ v) и поделив полученное со-

отношение на u · v, будем иметь

E2m−1,n−1(f)2,µ −
∞∑
i=m

∞∑
j=n

(
sin iu

iu
+

sin jv

jv
− sin iu

iu
· sin jv
jv

)
c2ij(f) ≤

≤ (m2 + n2)−r/k(E2m−1,n−1(f)2,µ)2−1/k
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ. (2.2.11)

Теперь заметим, что при 0 < mu ≤ π/2, 0 < nv ≤ π/2 имеет место равен-

ство [29]

max

{∣∣∣∣sin tt +
sin τ

τ
− sin t

t
· sin τ
τ

∣∣∣∣ : t ≥ mu, τ ≥ nv

}
=
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=
sinmu

mu
+

sinnv

nv
− sinmu

mu
· sinnv
nv

. (2.2.12)

Воспользовавшись соотношением (2.2.12), из (2.2.11) получаем

E2m−1,n−1(f)2,µ −
(

sinmu

mu
+

sinnv

nv
− sinmu

mu
· sinnv
nv

) ∞∑
i=m

∞∑
j=n

c2ij(f) ≤

≤
(
m2 + n2

)−r/k (E2m−1,n−1(f)2,µ
)2−1/k u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ

или, что то же,

E2m−1,n−1(f)2,µ ·
(

1− sinmu

mu

)(
1− sinnv

nv

)
≤

≤ (m2 + n2)−r/k(E2m−1,n−1(f)2,µ)2−1/k
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ,

откуда запишем

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ ≤

≤
{

mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
·


u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

. (2.2.13)

Из неравенства (2.2.13) для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ получаем оценку

сверху величины, стоящей в левой части равенства (2.2.9):

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k
≤

≤
{

mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (2.2.14)

Для получения оценки снизу той же величины введем в рассмотрение функ-

цию

f0(x, y) = Tm(x)Tn(y) ∈ L(r)
2,µ,
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и в силу формул (2.1.8) и (2.2.8) получаем

Em−1,n−1(f0)2,µ = 1, (2.2.15)

Ωk(Drf0; t, τ)2,µ = (m2 + n2)r(1− cosmt)k(1− cosnτ)k. (2.2.16)

Интегрируя равенство (2.2.16) в прямоугольнике [o, u]× [o, v], имеем
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf0, t, τ)2,µdtdτ =

= (m2 + n2)r/k
(mu− sinmu)(nv − sinnv)

mn
. (2.2.17)

Воспользовавшись полученными равенствами, запишем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k
≥

≥ (m2 + n2)r · Em−1,n−1(f0)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf0; t, τ)2,µdtdτ


k

=

=
(m2 + n2)r

(m2 + n2)r


u∫

0

v∫
0

(1− cosmt)(1− cosnτ)dtdτ


k

=

=

{
mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (2.2.18)

Требуемое равенство (2.2.9) вытекает из сопоставления оценки сверху (2.2.14)

с оценкой снизу (2.2.18), чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.1.

Отметим, что теорема 2.2.1 является обобщением одного результата

С.Б.Вакарчука [8, теорема 1], полученной для приближения периодической
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функции одной переменной f ∈ L(r)[0, 2π] на случай наилучшего прибли-

жения функций двух переменных f(x, y) алгебраическим «углом» клас-

са L(r)
2,µ(Q,D).

Из теоремы 2.2.1 вытекает

Следствие 2.2.1. В условиях теоремы 2.2.1 при u = π/(2m), v =

π/(2n), m, n, k, r ∈ N имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2, µmn
π/(2m)∫
0

π/(2n)∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

(
2

π − 2

)2k

.

Теорема 2.2.2. Для любых m,n ∈ N, удовлетворяющих неравенствам

0 < mt ≤ π, 0 < nτ ≤ π, при любых k, r ∈ N справедливо соотношение

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r(mn)−k · Em−1,n−1(f)2,µ
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

=
1

4k
. (2.2.19)

Доказательство. Умножив обе части неравенства (2.2.10) на функцию

sinmt sinnτ и интегрируя полученное соотношение по прямоугольнику {0 ≤

t ≤ π/m, 0 < τ ≤ π/n}, получаем

4

mn
E2m−1,n−1(f)2,µ −

∞∑
i=m

∞∑
j=n

2

n

π/m∫
0

cos it sinmtdt+

+
2

m

π/n∫
0

cos jτ sinnτdτ −
π/m∫
0

cos it sinmtdt

π/n∫
0

cos jτ sinnτdτ

 ≤
≤ 1

(m2 + n2)r/k
(
Em−1,n−1(f)2,µ

)2−1/k×
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×
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ. (2.2.20)

Заметим, что при любых µ, ν, µ ≥ ν

π/ν∫
0

cosµu sin νudu =


0, если µ = ν,

−
√

2

π
· 2ν

µ2 − ν2
cos2

(
νπ

2µ

)
, если µ > ν,

поэтому второе слагаемое в левой части неравенства (2.2.22) является поло-

жительным, и если мы его опускаем, то только усиливаем указанное нера-

венство. Таким образом, для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ

4

mn
E2m−1,n−1(f)2,µ ≤

≤ 1

(m2 + n2)r/k
(
Em−1,n−1(f)2,µ

)2−1/k π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ,

откуда сразу следует, что

Em−1,n−1(f)2,µ ≤

≤
(

mn

4(m2 + n2)r/k

)k π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

. (2.2.21)

Из полученного неравенства следует оценка сверху величины, стоящей в ле-

вой части (2.2.19):

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r(mn)−k · Em−1,n−1(f)2,µ
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k
≤ 1

4k
. (2.2.22)

Для получения аналогичной оценки снизу указанной величины введём ранее

рассмотренную нами функцию

f0(x, y) = Tm(x)Tn(y) ∈ L(r)
2,µ,
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для которой имеют места равенства (2.2.15) и (2.2.16). Заметим, что пользуясь

равенством (2.2.16) имеем

π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf0; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ =

= (m2 + n2)r/k
π/m∫
0

π/n∫
0

(1− cosmt)(1− cosnτ) sinmt sinnτdtdτ =

= (m2 + n2)r/k(4/mn).

Воспользовавшись последним равенством и (2.2.15), получаем нужную оцен-

ку снизу

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r(mn)−k · Em−1,n−1(f)2,µ
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k
≥

≥ (m2 + n2)r(mn)−k · Em−1,n−1(f0)2,µ
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf0; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

=

=
(m2 + n2)r (mn)−k · 1
(m2 + n2)r(4/mn)k

=
1

4k
. (2.2.23)

Требуемое равенство (2.2.19) получаем из сопоставления неравенств (2.2.22)

и (2.2.23). Теорема 2.2.2 доказана.

Отметим, что доказанная теорема 2.2.2 является обобщением известно-

го результата В.В.Шалаева [38] о точном неравенстве, связывающем ве-

личину наилучшего полиномиального приближения периодических диффе-

ренцируемых функций одной переменной f ∈ L
(r)
2 [0, 2π] с интегралом, со-

держащим усреднённое значение модуля непрерывности высшего порядка

57



ω
2/m
m (f (r), t)2, на случай наилучшего приближения функций двух переменных

f(x, y) ∈ L(r)
2,µ(Q,D) алгебраическими «углами» с интегралами, содержащими

усреднённое значение модулей непрерывности Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2.

Из теоремы 2.2.2 вытекает

Следствие 2.2.2. При всех k,m, n, r ∈ N и любой функции f ∈ L
(r)
2,µ

справедливо неравенство типа Джексона–Стечкина

Em−1,n−1(f)2,µ ≤ (m2 + n2)−rΩk

(
f (r,s);

π

m
,
π

n

)
2,µ
. (2.2.24)

Но, если функция Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ для любых k,m, n, r ∈ N и t, τ ∈

[π/m, π/n] удовлетворяет условию

2Ω
1/k
k (Drf ; π/(2m), π/(2n))2,µ ≥

≥ Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ + Ω

1/k
k

(
Drf ;

π

m
− t, π

n
− τ
)
2,µ
, (2.2.25)

то неравенство (2.2.24) можно уточнить.

В этом случае справедлива следующая

Теорема 2.2.3. На множестве функций f ∈ L
(r)
2,µ, у которых функ-

ция Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ удовлетворяет условию (2.2.25), выполняется точное

неравенство

Em−1,n−1(f)2,µ ≤ (m2 + n2)−rΩk

(
Drf ;

π

2m
,
π

2n

)
2,µ

(2.2.26)

в том смысле, что существует функция f1 ∈ L(r)
2,µ, для которой оно обра-

щается в равенство.

Доказательство. Действительно, если выполняется неравенство

(2.2.25), то имеем
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µ sinmu sinnvdudv =
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=
1

2

π/m∫
0

π/n∫
0

[
Ω

1/k
k (Drf ;u, v)2,µ + Ω

1/k
k

(
Drf ;

π

m
− t, π

n
− τ
)
2,µ

]
×

× sinmu sinnvdudv ≤ 4

mn
Ω

1/k
k

(
Drf ;

π

2m
,
π

2n

)
2,µ
. (2.2.27)

Учитывая неравенство (2.2.27), из (2.2.21) получаем

Em−1,n−1(f)2,µ ≤

≤ (mn)k

(m2 + n2)r

1

4

π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

≤

≤ (mn)k

(m2 + n2)r

{
1

mn
Ω

1/k
k

(
Drf ;

π

2m
,
π

2n

)
2,µ

}1/k

=

= (m2 + n2)−rΩk

(
Drf ; π/(2m), π/(2n)

)
2µ

и неравенство (2.2.26) доказано.

Докажем, что для функции f1(x, y) = (m2 + n2)−r, для которой
Em−1,n−1(f1)2,µ = (m2 + n2)−r,

Ωk(Drf ; t, τ)2,µ = (1− cosmt)k(1− cosnτ)k,

Ωk

(
Drf1; π/(2m), π/(2n)

)
2µ

= 1,

(2.2.28)

неравенство (2.2.26) обращается в равенство. В самом деле, учитывая равен-

ства (2.2.28), получаем

(m2 + n2)−r Ωk

(
Drf1; π/(2m), π/(2n)

)
2µ

= (m2 + n2)−r = Em−1,n−1(f1)2,µ,

чем и завершаем доказательство теоремы 2.2.3.

Из теоремы 2.2.3 вытекает

Следствие 2.2.3. В условиях теоремы 2.2.3 при всех k,m, n, r ∈ N

справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)rEm−1,n−1(f)2,µ

Ωk

(
Drf ; π/(2m), π/(2n)

)
2,µ

= 1.
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Теорема 2.2.4. Для любых m,n ∈ N, удовлетворяющих неравенства

0 ≤ mh ≤ π, 0 ≤ nη ≤ π, при любых k, r ∈ N, справедливы равенства

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v) Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k

=

=

(
hη

2

)2k
(

1−
(

2

mh
sin

mh

2

)2
)−k(

1−
(

2

nη
sin

nη

2

)2
)−k

. (2.2.29)

Существует функция f0(x, y) ∈ L
(r)
2,µ, реализующая знак равенства

в (2.2.29).

Доказательство. Умножим обе части неравенства (2.2.11) на u.v и ин-

тегрируем по u от 0 до h и по v от 0 до η и поделим обе части полученного

неравенства на (h2 · η2)/4, в результате приходим к следующему неравенству

E2m−1,n−1(f)2,µ −
∞∑
i=m

∞∑
j=n

c2ij(f)×

×
(

2(1− cos ih)

(ih)2
+

2(1− cos iη)

(jη)2
− 4(1− cos ih)(1− cosjη)

(iη)2 · (jη)2

)
≤

≤ (m2 + n2)−r/k · (Em−1,n−1(f)2µ)2−1/k · 4

h2η2
×

×
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v) Ω
1/k
k (Drf ;u, v)dudv.

Отсюда, как и в теореме 2.2.1, получаем(
1−

(
2

mh
sin

mh

2

)2
)(

1−
(

2

nη
sin

η

2

)2
)
· E2m−1,n−1(f)2,µ ≤

≤ (m2 + n2)−r/k · (E2m−1,n−1(f)2,µ)2−1/k×
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× 4

h2η2

h∫
0

η∫
0

(h− u)(η − v)Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv,

или, что то же,

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v)Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k
≤

≤
(
hη

2

)2k
(

1−
(

2

mh
sin

mh

2

)2
)−k(

1−
(

2

nη
sin

nη

2

)2
)−k

. (2.2.30)

Чтобы получить аналогичную оценку снизу, вновь рассмотрим функцию

f0(x, y) = Tm(x)Tn(y), которую ввели в конце теоремы 2.2.1.

Для этой функции, учитывая равенство (2.2.16), непосредственным вы-

числением получаем

h∫
0

η∫
0

(h− u)(η − v)Ω
1/k
k (Drf0;u, v)dudv =

=

(
hη

2

)2
(

1−
(

2

mh
sin

mh

2

)2
)(

1−
(

2

nη
sin

η

2

)2
)
· (m2 + n2)r/k,

используя которое запишем оценку снизу

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2, µ
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v)Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k
≥

≥ (m2 + n2)r · Em−1,n−1(f0)2, µ
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v)Ω
1/k
k (Drf0;u, v)2,µdudv


k

=

=

(
hη

2

)2k
(

1−
(

2

mh
sin

mh

2

)2
)−k(

1−
(

2

nη
sin

nη

2

)2
)−k

(2.2.31)
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Сопоставляя равенство (2.2.30) и неравенство (2.2.31), получаем требуе-

мое равенство (2.2.29). Теорема 2.2.4 доказана.

Следствие 2.2.4. В условиях теоремы 2.2.4 при h = π/m, η = π/n

имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(mn)2k(m2 + n2)r · Em−1,n−1(f)2,µ
π/m∫
0

π/n∫
0

(π/m− u)(π/n− v)Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k

=

=

(
π4

2(π2 − 4)

)2k

.
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§ 2.3. Неравенство типа Колмогорова для последовательности
операторов Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)

2,µ и некоторые
его приложения

В этом параграфе приводим решение ряда экстремальных задач средне-

квадратического приближения функций двух переменных с весовой функ-

цией Чебышева, связанные с точным неравенством типа Колмогорова для

дифференциального оператора Чебышева второго порядка

D := Dx +Dy := (1− x2) ∂
2

∂x2
+ (1− y2) ∂

2

∂y2
− x ∂

∂x
− y ∂

∂y

в пространстве L2,µ.

При решении ряда экстремальных задач теории приближений важную

роль играют неравенства между нормами последовательных производных

функций или неравенство типа Колмогорова в различных банаховых про-

странствах. Если S = R := (−∞,+∞), или S = R+ := [0,+∞), то неравен-

ство Колмогорова для функции одной переменной имеет вид [3, 4]:

∥∥f (s)∥∥
lp(S)
≤M

∥∥f∥∥α
lq(S)
·
∥∥f (r)∥∥β

lγ(S)
, (2.3.1)

где

α =
r − s− 1/γ + 1/p

r − 1/γ + 1/q
, β = 1− α.

Различные неравенства типа (2.3.1), как для функции одной переменной,

так и для функций многих переменных, приведены в монографии [4]. Связь

неравенства типа Колмогорова (2.3.1) с известной задачей Стечкина о наи-

лучшем приближении оператора обыкновенного дифференцирования
(
d

dx

)k
порядка k анализируется в статье В.В.Арестова [3]. В приведенной ниже тео-

реме 2.3.1 доказывается точное неравенство типа Колмогорова для функ-

ций двух переменных f ∈ L(r)
2,µ в пространстве L2,µ. Поскольку для функции
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f ∈ L(r)
2,µ(Q,D) все ее промежуточные производные Dsf (s = 1, 2, . . . , r − 1)

также принадлежат пространству L2,µ, то представляет интерес изучение по-

ведения наилучших приближений En−1(Dsf)2,µ, s = 1, 2, . . . , r − 1 на классе

f ∈ L
(r)
2,µ(Q,D). С этой целью сначала докажем неравенство типа (2.3.1) в

пространстве L2,µ(Q).

Справедлива следующая

Теорема 2.3.1. Пусть r, s ∈ N, r ≥ s. Тогда для произвольной функции

f ∈ L(r)
2,µ, f 6= const справедливо точное на L2,µ неравенство

∥∥Dsf∥∥
2,µ
≤
∥∥Drf∥∥s/r

2,µ
·
∥∥f∥∥1−s/r

2,µ
(2.3.2)

в том смысле, что существует функция f0 ∈ L
(r)
2,µ(Q,D), для которой

(2.3.2) обращается в равенство.

Доказательство. В самом деле, в силу линейности оператора Ds с уче-

том равенства

Ds(Tk(x)Tl(y)) = (−1)s(k2 + l2)sTk(x)Tl(y),

для произвольной функции L(r)
2,µ(Q,D) имеем:

Dsf(x, y) = Ds
{ ∞∑
k=1

∞∑
l=1

ck,l(f)Tk(x)Ty

}
=

=
∞∑
k=1

∞∑
l=1

ck,l(f)Ds(Tk(x)Tl(y)) =

=
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(−1)s(k2 + l2)sck,l(f)Tk(x)Tk(y).

Отсюда, применяя равенство Парсеваля, получаем

‖Ds(f)‖22,µ =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(k2 + l2)2sck,l(f), s = 1, 2, . . . , r − 1. (2.3.3)
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Аналогичным образом для любого r ∈ N выводим

‖Dr(f)‖22,µ =
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(k2 + l2)2rc2k,l(f).

Воспользовавшись неравенством Гельдера для двойных рядов, из (2.3.3)

будем иметь

∥∥Ds(f)
∥∥2
2,µ

=
∞∑
k=1

∞∑
l=1

(
(k2 + l2)2rc2k,l(f)

)s/r · (ck,l(f))1−s/r ≤

≤

( ∞∑
k=1

∞∑
l=1

(k2 + l2)2rck,l(f)

)s/r

·

( ∞∑
k=1

∞∑
l=1

c2k,l(f)

)1−s/r

=

=
∥∥Dr(f)

∥∥2s/r
2,µ
·
∥∥f∥∥2−(1−s/r)

2,µ
,

откуда и следует неравенство (2.3.2). Проверим точность неравенства (2.3.2)

для функции f0(x, y) = Tm(x) · Tn(y) ∈ L
(r)
2,µ(Q,D). Так как для функции

f0 ∈ L(r)
2,µ, ‖f0‖L2,µ

= 1 и из равенств

Dsf0(x, y) = (−1)s
(
k2 + l2

)s
Tk(x)Tl(y), k, l ∈ Z+, s = 1, 2, . . . , r − 1

Drf0(x, y) = (−1)r
(
k2 + l2

)r
Tk(x)Tl(y), k, l ∈ Z+, r ∈ N

сразу следует, что

‖Dsf0‖L2,µ
= (k2 + l2)s, ‖Drf0‖L2,µ

= (k2 + l2)r,

то, учитывая полученные результаты, получаем

‖Dsf0‖L2,µ
=
(
k2 + l2

)s
=
[
(k2 + l2)r

]s/r · (−1)1−s/r =

=
∥∥Drf0∥∥s/rL2,µ

·
∥∥f0∥∥1−s/rL2,µ

,

чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.1.

Из теоремы 2.3.1 в качестве следствия получаем
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Теорема 2.3.2. При выполнении условий теоремы 2.3.1 имеет место

точное неравенство

Em−1,n−1(Dsf)2,µ ≤

≤
(
Em−1,n−1(Dr(f)2,µ)

)s/r(Em−1,n−1(f)2,µ
)1−s/r

, (2.3.4)

обращающееся в равенство для функции f0(x, y) = Tm(x)Tn(y) ∈ L(r)
2,µ(Q,D).

Доказательство. Прежде всего заметим, что если для любой функции

f ∈ L(r)
2,µ(Q,D) полагать

Rm−1,n−1(f, x, y) : = f(x, y)− σm−1,n−1(f, x, y) =

=
∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2k,l(f)Tk(x)Tl(y), (2.3.5)

то очевидно, что функция Rm−1,n−1(f) ∈ L(r)
2,µ и из (2.3.5) следует, что

‖Rm−1,n−1(f)‖22,µ =
∞∑
k=m

∞∑
l=n

ck,l((f) = E2m−1,n−1(f)2,µ. (2.3.6)

Пусть 1 ≤ s ≤ r − 1, где r, s ∈ N, r ≥ 2. Так как

Dsσm−1,n−1(f ;x, y) =
m−1∑
k=0

∞∑
l=0

ck,l(f)Ds(Tk(x)Tl(y))+

+
∞∑
k=0

∞∑
l=0

ck,l(f)Ds(Tk(x)Tl(y))−
m−1∑
k=0

∞∑
l=0

ck,l(f)Ds(Tk(x)Tl(y)) =

=
m−1∑
k=0

∞∑
l=0

(−1)s(k2 + l2)2sck,l(f)Tk(x)Tl(y)+

+
∞∑
k=0

n−1∑
l=0

(−1)s(k2 + l2)2sck,l(f)Tk(x)Tl(y)−

−
m−1∑
k=0

n−1∑
l=0

(−1)s(k2 + l2)2sck,l(f)Tk(x)Tl(y) =

=
m−1∑
k=0

∞∑
l=0

ck,l(Dsf)Tk(x)Tl(y) +
∞∑
k=0

n−1∑
l=0

ck,l(Dsf)Tk(x)Tl(y)−
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−
m−1∑
k=0

n−1∑
l=0

ck,l(Dsf)Tk(x)Tl(y) = σm−1,n−1(Dsf ;x, y),

то из (2.3.5) находим

DsRm−1,n−1(f, x, y) =

= Dsf(x, y)−Dsσm−1,n−1(f, x, y) =

= Ds(f, x, y)− σm−1,n−1(Dsf ;x, y) =

=
∞∑
k=m

∞∑
l=n

ck,l(Dsf)Tk(x)Tl(y).

Отсюда, применяя равенство Парсеваля, получаем

‖DsRm−1,n−1(f)‖22,µ =

=
∞∑
k=m

∞∑
l=n

c2k,l(Dsf) =
∞∑
k=m

∞∑
l=n

(k2 + l2)2sc2k,l(f) = E2m−1,n−1(Dsf)2µ. (2.3.7)

Если теперь в неравенстве (2.3.2) вместо Dsf, Drf и f соответственно

полагать DsRm−1,n−1(f), DrRm−1,n−1(f) и Rm−1,n−1(f), то приходим к нера-

венству

E2n−1,n−1(Dsf)2,µ = ‖DsRm−1,n−1(f)‖22,µ ≤

≤ ‖DrRm−1,n−1f‖2s/r2,µ · ‖Rm−1,n−1(f)‖1−s/r2,µ =

= (Em−1,n−1(Drf)2,µ)2s/r · (Em−1,n−1(f)2,µ)2(1−s/r),

откуда и следует требуемое неравенство (2.3.4). Для функции

f0(x, y) = Tm(x) · Tn(y) ∈ L(r)
2,µ(Q,D)

проверка реализации знака равенства в (2.3.4) проводится непосредственным

вычислением. Теорема 2.3.2 доказана.

В качестве следствия из теоремы 2.3.2 получаем
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Теорема 2.3.3. В условиях теоремы 2.3.2 справедливо равенство

sup
f∈W (r)

2,µ

Em−1,n−1(Dsf)2,µ(
Em−1,n−1(f)2,µ

)1−s/r = 1. (2.3.8)

Доказательство. Учитывая, что для любой функции f ∈ W (r)
2,µ выпол-

няется неравенство

Em−1,n−1(Drf)2,µ ≤ ‖Drf‖2,µ ≤ 1,

из (2.3.4) получаем

Em−1,n−1(Dsf)2,µ ≤
(
Em−1,n−1(f)2,µ

)1−s/r
,

откуда сразу следует оценка сверху величины, расположенной в левой части

равенства (2.3.8):

sup
f∈W (r)

2,µ

Em−1,n−1(Dsf)2,µ(
Em−1,n−1(f)2,µ

)1−s/r ≤ 1. (2.3.9)

С целью получении аналогичной оценки снизу введём в рассмотрении, функ-

цию

f1(x, y) = (m2 + n2)−r Tm(x)Tn(y).

Так как для любого r ∈ N

Drf1(x, y) =
(
m2 + n2

)−r
(−1)r

(
m2 + n2

)r
Tm(x)Tn(y) =

= (−1)rTm(x)Tn(y),

где ‖Drf1‖2,µ ≡ 1, то функция f1 принадлежит классу W (r)
2,µ и поскольку

Em−1,n−1(f1)2,µ = (m2 + n2)−r,

Em−1,n−1(Dsf1)2,µ = (m2 + n2)s−r,
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то запишем оценку снизу

sup
f∈W (r)

2,µ

Em−1,n−1(Dsf)2,µ(
Em−1,n−1(f)2,µ

)1−s/r ≥ Em−1,n−1(Dsf1)2,µ(
Em−1,n−1(f1)2,µ

)1−s/r =

=
(m2 + n2)−r+s

(m2 + n2)−r+s
= 1. (2.3.10)

Равенство (2.3.8) получаем из сопоставления оценки сверху (2.3.9) с оценкой

снизу (2.3.10). Теорема 2.3.3 доказана.

Через W (r)
2,µ := W

(r)
2,µ(Q,D) обозначим класс функций f ∈ L(r)

2,µ(Q,D), для

которых ‖Drf‖2,µ ≤ 1. Наилучшее приближение класса W (r)
2,µ алгебраически-

ми «углами» в метрике L2,µ обозначим

Em−1,n−1(W (r)
2,µ)2,µ := sup

{
Em−1,n−1(f)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
. (2.3.11)

Теорема 2.3.4. Пусть m,n, r ∈ N. Тогда

Em−1,n−1(W (r)
2,µ)2,γ = (m2 + n2)−r. (2.3.12)

Доказательство. Заметим, что из (2.1.17) для произвольной функции

f ∈ L(r)
2,µ(Q;D) вытекает неравенство

Em−1,n−1(f)2,µ ≤(m2 + n2)−r · Em−1,n−1(Drf)2,µ (2.3.13)

и если f ∈ W (r)
2,µ , то

Em−1,n−1(Drf)2,µ ≤ ‖Drf‖2,µ ≤ 1 (2.3.14)

и из (2.3.13) вытекает неравенство

Em−1,n−1(W (r)
2,µ)2,γ ≤ (m2 + n2)−r. (2.3.15)

С целью получения оценки снизу используем введенную при доказательстве

предыдущей теоремы функцию

f1(x, y) = (m2 + n2)−rTm(x)Tn(y) ∈ W (r)
2,µ ,
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для которой

Em−1,n−1(f1)2,µ = (m2 + n2)−r.

Следовательно

Em−1,n−1(W (r)
2,µ)2,µ ≥ Em−1,n−1(f1)2,µ = (m2 + n2)−r. (2.3.16)

Требуемое равенство (2.3.12) вытекает из сравнения неравенств (2.3.15) и

(2.3.16). Теорема 2.3.4 доказана.

Полученный результат в теореме 2.3.4 позволяет решать следующую экс-

тремальную задачу: для значений 1 ≤ s ≤ r требуется найти величину

sup
{
Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
. (2.3.17)

Величина (2.3.17) при s = 0 совпадает с величиной (2.3.11), и ее можно интер-

претировать как распространение результата (2.3.11) на случай вычисления

точных верхних граней наилучших приближений промежуточных производ-

ных Dsf (1 ≤ s ≤ r, s, r ∈ N) на класс W (r)
2,µ в метрике пространства L2,µ.

Теорема 2.3.5. Пусть числа m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда для

произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ выполняется неулучшаемое неравенство

Em−1,n−1(Dsf)2,µ ≤ (m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Drf)2,µ, (2.3.18)

в том смысле, что существует функция f0 ∈ L
(r)
2,µ для которой (2.3.18)

обращается в равенство.

Доказательство. В самом деле для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ при

любых s = 0, 1, . . . , r в силу правой части равенства (2.3.7) имеем

E2m−1,n−1(Dsf)2,µ =
∞∑
k=m

∞∑
l=n

(k2 + l2)2sc2k,l(f) =
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=
∞∑
k=m

∞∑
l=n

(k2 + l2)−2(r−s)(k2 + l2)2rc2k,l(f) ≤

≤ (m2 + n2)−2(r−s)
∞∑
k=m

∞∑
l=n

(k2 + l2)2rc2k,l(f) =

= (m2 + n2)−2(r−s)E2m−1,n−1(Drf)2,µ,

и неравенство (2.3.18) доказано.

Точность неравенства (2.3.18) на функции

f0(x, y) = Tm(x)Tn(y) ∈ L(r)
2

проверяется непосредственными вычислениями, чем и завершаем доказатель-

ство теоремы 2.3.5.

Следствие 2.3.1. В условиях теоремы 2.3.5 имеет место соотношение

sup
f∈L(r)

2,µ

Em−1,n−1(Dsf)2,µ
Em−1,n−1(Drf)2,µ

=
1

(m2 + n2)r−s
. (2.3.19)

Для величины (2.3.17) верно следующее утверждение

Теорема 2.3.6. Пусть числа m,n, r, s ∈ N, r ≥ s. Тогда имеет место

равенство

sup
{
Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
= (m2 + n2)−(r−s). (2.3.20)

Доказательство. В самом деле, из неравенства (2.3.4), учитывая, что

для произвольной функции f ∈ W (r)
2,µ имеет место неравенство (2.3.14), полу-

чаем

sup
{
Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
≤
(
Em−1,n−1(f)2,µ

)1−s/r ≤
≤ (m2 + n2)−r(1−s/r) = (m2 + n2)−(r−s). (2.3.21)
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С другой стороны, для рассмотренной в конце теоремы 2.3.4 функции

f1(x, y) = (m2 + n2)−rTm(x)Tn(y) ∈ W (r)
2,µ

имеем:

Dsf1(x, y) = (−1)s(m2 + n2)−(r−s)Tm(x)Tn(y),

Em−1,n−1(Dsf1)2,µ = (m2 + n2)−(r−s). (2.3.22)

Учитывая равенство (2.3.20), запишем оценку снизу

sup
{
Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

2,µ

}
≥

≥ Em−1,n−1(Dsf)2,µ = (m2 + n2)−(r−s). (2.3.23)

Равенство (2.3.20) является следствием сопоставления неравенств (2.3.21) и

(2.3.23), чем и завершаем доказательство теоремы 2.3.6.
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§ 2.4. О совместном приближении некоторых классов функций
из L2,µ, определяемых усреднёными значениями

обобщённого модуля непрерывности Ωk,l(Drf ; t, τ)2,µ

В этом параграфе обобщим некоторые результаты, полученные в преды-

дущих параграфах на случай совместного приближения функции f и всех её

промежуточных производных Dsf (s = 1, 2, . . . , r) алгебраическими «угла-

ми» в пространстве L2,µ.

Имеет место следующая

Теорема 2.4.1. Для любых чисел m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s, удовле-

творяющих неравенствам 0 < mu ≤ π/2, 0 < nv ≤ π/2, при любом k ∈ N,

имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

=

{
mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (2.4.1)

Доказательство. В ходе доказательства теоремы 2.2.1 установлено, что

для любыхm,n ∈ N, r ∈ Z+, удовлетворяющих ограничениям 0 < mu ≤ π/2,

0 < nv ≤ π/2, при любом k ∈ N, выполняется неравенство (см. неравен-

ства (2.2.13))

Em−1,n−1(f)2,µ ≤
1

(m2 + n2)r

{
mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
×

×


u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

. (2.4.2)

В неравенстве (2.4.2) сначала положим r = 0, затем в полученном соотноше-

ние функцию f заменим на Drf , в итоге приходим к неравенству

Em−1,n−1(Drf)2,µ ≤
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≤
{

mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

. (2.4.3)

Учитывая (2.4.3), из неравенства (2.4.1) при любом s = 0, 1, . . . , r имеем

Em−1,n−1(Dsf)2,µ ≤ (m2 + n2)−(r−s)×

×
{

mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

, (2.4.4)

откуда сразу следует оценка сверху

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k
≤

≤
{

mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (2.4.5)

Чтобы получить соответствующую оценку снизу заметим, что для ранее

введённой нами функции

f0(x, y) = Tm(x)Tn(y) ∈ L(r)
2,µ,

из формулы (2.2.8) получаем

Ωk(Drf0, t, τ)2,µ = (m2 + n2)r(1− cosmt)k(1− cosnτ)k, (2.4.6)

пользуясь которой для любых (u, v) ∈ [0, π/(2m)]× [0, π/(2n)] имеем:
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ =

= (m2 + n2)r/k
(mu− sinmu)(nv − sinnv)

mn
. (2.4.7)
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Следовательно,

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k
≥

≥ (m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf0)2,µ
u∫

0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf0; t, τ)2,µdtdτ


k

=

=

{
mn

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
. (2.4.8)

Равенство (2.4.1) получаем из сравнения неравенств (2.4.5) и (2.4.8), чем и

завершаем доказательство теоремы 2.4.1.

Из теоремы 1.2.2 вытекает.

Следствие 2.4.1. В условиях теоремы 2.4.1 при u = π/(2m), v =

π/(2n), m,n ∈ N выполняется равенство

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µmn
π/(2m)∫
0

π/(2n)∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µdtdτ


k

=

(
2

π − 2

)k
.

Справедлива также следующая

Теорема 2.4.2. Для любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, удовлетворяющих

неравенствам 0 < mt ≤ π, 0 < nτ ≤ π, при любом k ∈ N, справедливо

соотношение

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µmn
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

=
1

4k
. (2.4.9)
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Доказательство. Полагаем Dsf = g. Тогда имеем Drf = Dr−s(Dsf) =

Dr−sg, то есть если функция f ∈ L(r)
2,µ, то функция g ∈ L(r−s)

2,µ . Но тогда утвер-

ждение теоремы 2.4.2 с учётом соотношения (2.2.19) вытекает из следующей

цепочки равенств

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µmn
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

=

= sup
g∈L(r−s)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(g)2,µmn
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (D(r−s)g; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

=
1

4k
.

Теорема 2.4.2 доказана.

Аналогичным образом, учитывая теорему 2.2.4 по схеме доказательства

2.4.2, доказывается следующая

Теорема 2.4.3. Пусть m,n, r ∈ N, s ∈ Z+, r ≥ s, 0 < mh ≤ π,

0 < nη ≤ π. Тогда при любых k, r ∈ N справедливы равенства

sup
f∈L(r)

2,µ

(m2 + n2)r−sEm−1,n−1(Dsf)2,µ
h∫

0

η∫
0

(h− u)(η − v)Ω
1/k
k (Drf ;u, v)2,µdudv


k

=

=

(
hη

2

)2k
(

1−
(

2

mh
sin

mh

2

)2
)−k(

1−
(

2

nη
sin

nη

2

)2
)−k

.

Поскольку для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ, наравне с функциями f

и Drf, последовательные производные Dsf (s = 1, 2, . . . , r−1) также принад-

лежат пространству L2,µ, то определённый интерес представляет отыскание
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точных значений наилучших совместных приближений функций и их про-

изводных Em−1,n−1(Dsf)2,µ на некотором подклассе Mr ⊂ L
(r)
2,µ или на самом

классе L(r)
2,µ. Точнее, требуется найти значение величины

E (s)m−1,n−1(M
(r))2,µ := sup{Em−1,n−1(Dsf)2,µ : f ∈M(r)}. (2.4.10)

Вводим классы функций, для которых решаем экстремальную зада-

чу (2.4.10). Через W (r)
2,µ(Ωk;u, v) обозначим класс функций f ∈ L(r)

2,µ, при лю-

бых (u, v) ∈ (0, π/(2m)] × (0, π/(2n)], m,n, k ∈ N, r ∈ Z+ удовлетворяющих

условию

mn

u∫
0

v∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)dtdτ ≤ 1.

Аналогичным образом, обозначим через W̃ (r)
m,n(Ωk)2,µ класс функций f ∈

L
(r)
2,µ, при любых m,n, k ∈ N, r ∈ Z+, удовлетворяющих условию

mn

π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ ≤ 1.

В этих обозначениях справедлива следующая

Теорема 2.4.4. Пусть m,n, k ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Тогда справедливы

равенства

E (s)m−1,n−1(W
(r)
2,µ(Ωk;u, v)) =

=
1

(m2 + n2)r−s

{
1

(mu− sinmu)(nv − sinnv)

}k
, (2.4.11)

E (s)m−1,n−1(W̃
(r)
m,n(Ωk)2,µ) = 4−k(m2 + n2)−(r−s). (2.4.12)

Доказательство. Схема доказательства равенств (2.4.11) и (2.4.12) оди-

накова, а потому приводим, например, доказательство (2.4.12). Из (2.2.22)
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для произвольной функции f ∈ L(r)
2,µ для любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s

имеем

Em−1,n−1(Dsf)2,µ ≤

≤ 4−k(m2 + n2)−(r−s)

mn
π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drf ; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ


k

,

откуда для произвольной функции f ∈ W̃ (r)
2,µ(Ωk) получаем

Em−1,n−1(Dsf)2,µ ≤ 4−k(m2 + n2)−(r−s)

или, что то же,

E (s)m−1,n−1(W̃
(r)
m,n(Ωk)2,µ) ≤ 4−k(m2 + n2)−(r−s). (2.4.13)

Простыми вычислениями легко проверить, что для функции g0(x, y) =

4−k(m2 + n2)−rTm(x)Tn(y),

Em−1,n−1(Dsg0)2,µ = 4−k(m2 + n2)−(r−s), (2.4.14)

mn

π/m∫
0

π/n∫
0

Ω
1/k
k (Drg0; t, τ)2,µ sinmt sinnτdtdτ = 1, (2.4.15)

и в силу (2.4.15) g0 ∈ W̃
(r)
m,n(Ωk)2,µ. Поэтому, учитывая равенство (2.4.14),

запишем

E (s)m−1,n−1(W̃
(r)
m,n(Ωk)2,µ) ≥ Em−1,n−1(Dsg0)2,µ = 4−k(m2 + n2)−(r−s). (2.4.16)

Требуемое равенство (2.4.12) получаем из сопоставления оценок сверху

(2.4.13) и снизу (2.4.16), чем и завершаем доказательство теоремы 2.4.4.
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Выводы

Основные научные результаты диссертационной работы заключаются в

следующем:
• найдены точные равенства, связывающих величины наилучших при-

ближений и усреднённых значений модулей непрерывности функций

f ∈ L(r,s)
2 ;

• найдены точные равенства между величинами наилучших совмест-

ных приближений функций f ∈ L
(r,s)
2 , их частных производных и

усреднёнными значениями модуля непрерывности Ωk(f
(r,s); t, τ)2;

• найдены точные оценки наилучшего приближения в среднем с весом

Чебышева некоторых классов дифференцируемых функций двух пе-

ременных алгебраическими «углами», связывающих величины наилуч-

ших приближений и усреднённые с весом значения обобщённого модуля

непрерывности Ω
1/k
k (Dr, f, τ)2,µ;

• найдено неравенство типа Колмогорова для последовательности опера-

торов Dsf (s = 1, r − 1) в пространстве L(r)
2,µ и приведены некоторые его

приложения.

Рекомендации по практическому использованию результатов.

Полученные в диссертационной работе результаты имеют как теоретиче-

ское, так и прикладное значение. Приведённые в ней методы и результаты

могут применяться при решении других экстремальных задач теории аппрок-

симации функций многих переменных.

79



Список литературы

A) Список использованных источников

[1] Абилов В.А., Абилова Ф.В. Об одной квадратурной формуле // ЖВМ и

МФ. – 2002. – Т.42, №4. – С.451–458.

[2] Абилов В.А., Керимов М.К. Об оценках остаточных членов кратных ря-

дов Фурье-Чебышева и кубатурных формул чебышевского типа //ЖВМ

и МФ. – 2003. – Т.43, №4. – С.643–663.

[3] Арестов В.В. Приближение неограниченных операторов ограниченными

и родственные экстремальные задачи // Успехи матем. наук. – 1966. –

Т.51, №6. – С.89–124.

[4] Бабенко В.Ф., Корнейчук Н.П., Кофанов В.А., Пичугов С.А. Неравен-

ства для производных и их приложения // Киев: Наукова думка. – 2003.

– 590 с.

[5] Брудный Ю.А. Приближение функций n-переменных квазимногочлена-

ми // Изв. АН СССР. Сер. матем. – 1979. – T.34, №3. – C.564–583.

[6] Вакарчук С.Б. О наилучшем приближении обобщенными полиномами в

одном пространстве аналитических функций двух комплексных перемен-

ных // Изв. вузов. Матем. –1991, №7. – C.14–25.

[7] Вакарчук С.Б. Точные константы в неравенствах типа Джексона и точ-

ные значения поперечников функциональных классов из L2 // Матем.

заметки. – 2005. – T.78, №5. – C.792–796.

[8] Вакарчук С.Б. Неравенства типа Джексона и поперечники классов функ-

ций в L2 // Матем. заметки. – 2006. – Т.80, вып.1. – С.11–19.

[9] Вакарчук С.Б., Вакарчук М.Б. Неравенства типа Колмогорова для ана-

литических функций одной и двух комплексных переменных и их при-

80



ложения к теории аппроксимации // Укр. матем. журн. – 2011. – T.63,

№12. – C.1579–1601.

[10] Вакарчук С.Б., Вакарчук М.Б. Точные неравенства типа Джексона в ве-

совом пространстве L2,ρ(R2) // Вестник Днепропетровского университе-

та. Серия: Матем. – 2014, вып.19. – С.17–23.

[11] Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Точное неравенство типа Джексона –

Стечкина в L2 и поперечники функциональных классов // Матем. за-

метки. – 2009. – T.86, №3. – C.328–336.

[12] Вакарчук С.Б., Шабозов М.Ш. О точных значениях квазипоперечников

некоторых функциональных классов // Укр. матем. журн. – 1996. – Т.48,

№3. – C.301–308.

[13] Вакарчук С.Б., Швачко А.В. Неравенства колмогоровского типа для

производных функций двух переменных и их приложение к аппрокси-

мации “углом” // Известия вузов. Матем. – 2015, вып. 11. – C.2–22.

[14] Вакарчук С.Б., Швачко А.В. О наилучшем приближении “углом” в сред-

нем на плоскости R2 с весом Чебышева-Эрмита // Збiрник праць Iнсти-

туту математики НАН Украiни. – 2014. – T.11, №3. – C.35–46.

[15] Есмаганбетов М.Г. Точные неравенства Джексона-Стечкина и попереч-

ники классов функций из L2(R2
, e−x

2−y2) // Известия вузов. Матем. –

2007. №2,(537). – С.3–9.

[16] Левитан Б.М. Применение операторов обобщённого сдвига к линейным
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