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ÎÒÇÛÂ

íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ íà äèññåðòàöèþ Ìåõìîíçîäû Ñàáçèíû Íàâáóõîð
�Òî÷íûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé

äâóõ ïåðåìåííûõ ìíîãîãðàííûìè ôóíêöèÿìè è ñïëàéí-ôóíêöèÿìè� ,
ïðåäñòàâëåííóþ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè
1.1.1. Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Äèññåðòàöèÿ Ñ.Í. Ìåõìîíçîäû ïîñâÿùåíà ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì òåîðèè ïðè-
áëèæåíèÿ ôóíêöèé. À èìåííî, â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ òî÷íûå îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ ìîäóëåé íåïðå-
ðûâíîñòè, è èõ ïðîèçâîäíûõ ìíîãîãðàííûìè ôóíêöèÿìè è áèëèíåéíûìè ñïëàéíàìè.

Ñïëàéíû ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì àïïàðàòîì òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé îäíîé
è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îíè èìåþò êîëîññàëüíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå è øèðî-
êî ïðèìåíÿþòñÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå. Êðîìå òîãî,
ñïëàéíû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðÿäà òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Òåðìèí �ñïëàéí� âïåðâûå ïîÿâèëñÿ â çíàìåíèòîé ðàáîòå È.Äæ. Ø¼íáåðãà 1946 ãî-
äà; îäíàêî, ñïëàéíû ôàêòè÷åñêè ïðèìåíÿëèñü â ìàòåìàòèêå è ðàíüøå, íàïðèìåð, â
ðàáîòàõ Ë. Ýéëåðà. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ ñïëàéíîâ âíåñëè, íàïðèìåð, Ê. äå
Áîð, Ë. Øóìåéêåð, Ñ.Á. Ñòå÷êèí, Þ.Í. Ñóááîòèí, Í.Ï. Êîðíåé÷óê. Îñíîâîïîëàãà-
þùèå ðåçóëüòàòû â áëèçêèõ ê òåìå äèññåðòàöèè çàäà÷àõ î ïðèáëèæåíèè ëîìàíûìè è
ìíîãîãðàííûìè ôóêíöèÿìè ïîëó÷èëè Í.Ï. Êîðíåé÷óê, Â.Í. Ìàëîçåìîâ, À.Ñ. Ëîãè-
íîâ, Â.Ô. Ñòîð÷àé, Â.Ô. Áàáåíêî, À.À. Ëèãóí, Ò.Þ. Ëåñêåâè÷ è äðóãèå ìàòåìàòèêè.
Çàäà÷àìè î ïðèáëèæåíèè áèëèíåéíûìè ñïëàéíàìè çàíèìàëèñü Í.Ï. Êîðíåé÷óê, Ñ.Á.
Âàêàð÷óê, Â.Ô. Ñòîð÷àé, Ì.Ø. Øàáîçîâ è äðóãèå ìàòåìàòèêè.

Èçó÷åíèå ñïëàéíîâ è èõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé òåìàòèêîé è â íàøå âðå-
ìÿ; ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî íàó÷íûõ øêîë â ðàçíûõ ñòðàíàõ ìèðà, êîòîðûå àêòèâíî
ðàáîòàþò â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ýòî íåñîìíåííî ñâÿçàíî ñ âàæíîñòüþ ñïëàéíîâ â òåî-
ðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå Ñ.Í. Ìåõìîíçîäû ïîëó÷åíû íåñêîëüêî íîâûõ òî÷íûõ
îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ
ìíîãîãðàííûìè ôóíêöèÿìè è áèëèíåéíûìè ñïëàéíàìè.

Äèññåðòàöèÿ èìååò îáúåì 70 ñòðàíèö è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷å-
íèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Âî ââåäåíèè àâòîð îïèñèâàåò ìåñòî ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ â
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ìàòåìàòèêå, êðàòêî îïèñèâàåò ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû è èõ òåîðåòè-
÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è èõ äîêàçàòåëüñòâà
ÿâëÿþòñÿ ñîäåðæàíèåì äâóõ ãëàâ ðàáîòû; òóò æå ïðèâîäèòñÿ îáçîð èñòîðè÷åñêèõ
ðåçóëüòîâ, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ òåìàòèêîé ðàáîòû. Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò
êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò
èç 36 íàèìåíîâàíèé, èç êîòîðûõ 9 ÿâëÿþòñÿ ðàáîòàìè àâòîðà (èíäèâèäóàëüíî èëè
ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûìè ðóêîâîäèòåëÿìè).

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êâàäðàòå
Q = [0, 1] × [0, 1], è èõ ïðîèçâîäíûõ ìíîãîãðàííûìè ôóíêöèÿìè. Èçó÷àåòñÿ êëàññ
Hω

∥·∥(Q) ôóíêöèé f , îïðåäåëåííûõ è íåïðåðûâíûõ íà Q, è òàêèõ, ÷òî

|f(M ′)− f(M ′′)| ≤ ω(∥M ′ −M ′′∥), M ′,M ′′ ∈ Q,

ãäå ω � çàäàííûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, à ∥ · ∥ � íîðìà íà R2. ×àùå âñåãî áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ îáû÷íàÿ ℓp-íîðìà íà R2; êëàññ ôóíêöèé â ýòîì ñëó÷àå áóäóò îáîçíà-
÷àòüñÿ Hω

p (Q). Òàêæå ðàññìàòèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûå êëàññû, îïðåäåëåííûå â òåðìè-
íàõ ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f . Ðàññìîòðèì òðèàíãóëÿöèþ êâàäðàòà
Q ïî óçëàì ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè ∆m,n. Èíòåðïîëèðóþùàÿ ìíîãîãðàííàÿ ôóíêöèÿ
Lm,n(f) åñòü ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà êàæäîì òðåóãîëü-
íèêå òðèàíãóëÿöèè è èíòåðïîëèðóåò f â óçëàõ ðàçáèåíèÿ ∆m,n. Îòêëîíåíèå ìíîãî-
ãðàííîé ôóíêöèè Lm,n(f) îò ôóíêöèè f åñòü

e(f ; ∆m,n) := ∥Lm,n(f)− f∥C(Q);

èç ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ñëåäóåò, ÷òî ýòà âåëè÷èíà çàâèñèò òîëüêî îò ðàçáèåíèÿ
∆m,n, íî íå îò âûáîðà êîíêðåòíîé òðèàíãóëÿöèè. Èçó÷àþòñÿ âåëè÷èíû

E(Hω
∥·∥(Q);∆m,n) := sup {e(f ; ∆m,n) : f ∈ Hω

∥·∥(Q)}

è äëÿ çàäàííûõ m,n

Em,n(H
ω
∥·∥(Q)) := inf

∆m,n

E(Hω
∥·∥(Q);∆m,n),

à òàêæå àíàëîãè÷íûå âåëè÷èíû äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîèçâîäíûìè èíòåðïîëèðóþùåé ìíîãîãðàííîé ôóíêöèè.
Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ìíîãîãðàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé, ðàññìàò-
ðèâàíèå ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà íå èìååò ñìûñëà.

Â òåîðåìå 1.2.1 ïðèâîäèòñÿ òî÷íàÿ îöåíêà óêëîíåíèÿ ∥Lm,n(f)−f∥C íà îäíîì òðå-
óãîëüíèêå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω è ïðîèçâîëüíîé íîðìû ∥ · ∥.
Ýòà îöåíêà ñïåöèàëèçèðóåòñÿ â òåîðåìå 1.2.2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìîäóëü íåïðåðûâíî-
ñòè ω ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ââåðõ, à íîðìà ∥ · ∥ åñòü ℓp-íîðìà ïðè 1 ≤ p ≤ 3. Îäíèì
èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1.2.3, â êîòîðîé âû÷èñëåíû
âåëè÷èíû E(Hω

p (Q);∆m,n) è Em,n(H
ω
p (Q)) äëÿ âûïóêëîãî ââåðõ ìîäóëÿ íåïðåðûâíî-

ñòè ω è 1 ≤ p ≤ 3. Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì ýòè îöåíêè â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíû, åñëè
p > 3; ýòîò ôàêò òàêæå äîêàçàí â ðàáîòå. Ýòî ðåçóëüòàò íåîæèäàííûé. Ïîñêîëüêó
îêàçàëîñü, ÷òî îáû÷íûå ìåòîäû äëÿ ðàáîòû ñ íîðìîé ℓ2 íåâîçìîæíî ïåðåíåñòè íà
ñëó÷àé, êîãäà p ̸= 2, â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíî íîâîå âåñüìà îðèãèíàëüíîå äîêàçà-
òåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ p ̸= 2.
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Â òåîðåìå 1.3.1 ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíê-
öèè f ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè èíòåðïîëèðóþùåé ìíîãîãðàííîé
ôóíêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω è ïðîèçâîëüíîãî 1 ≤ p ≤ ∞. Â
òåîðåìàõ 1.4.1 è 1.4.2 ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå òåîðåìå 1.3.1 äëÿ áëèçêèõ,
íî íåñêîëüêî èíûõ êëàññîâ ôóíêöèé.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ è íåïðå-
ðûâíûõ íà êâàðäàòå Q, áèëèíåéíûìè ñïëàéíàìè. Ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ñåòêà ∆m,n. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f áèëèíåéíûé èíòåðïîëàöèîííûé
ñïëàéí S1,1(f) � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ èíòåðïîëèðóåò f â óçëàõ ðàçáèåíèÿ ∆m,n è
íà êàæäîé ïðÿìîóãîëüíîé ÿ÷åéêå ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, ëèíåéíîé ïî êàæ-
äîé èç ïåðåìåííûõ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2.2.1, â
êîòîðîé äîêàçàíû òî÷íûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ áèëèíåéíûìè èíòåð-
ïîëàöèîííûìè ñïëàéíàìè íà íåêîòîðîì êëàññå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ ñ ïîìîùüþ
ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû Ñ.Í. Ìåõìîíçîäû èíòåðåñíû, è íåêîòîðûå
èç íèõ îêàçàëèñü âåñüìà íåîæèäàííûìè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè âíîñÿò âêëàä â
òåîðèþ ïðèáëèæåíèÿ ñïëàéíàìè. Äèññåðòàíòîì ïðîäåëàíà áîëüøàÿ è íåòðèâèàëüíàÿ
ðàáîòà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 9 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ
÷åòûðå ðàáîòû ñîâìåñòíûå ñ íàó÷íûìè ðóêîâîäèòåëÿìè.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà Ñ.Í. Ìåõìîíçîäû �Òî÷íûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðèáëè-
æåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ìíîãîãðàííûìè ôóíêöèÿìè è
ñïëàéí-ôóíêöèÿìè� ÿâëÿåòñÿ çàêîí÷åííûì íàó÷íûì èñññëåäîâàíèåì è óäîâëåòâîðÿ-
åò âñåì òðåáîâàíèÿì ïï. 9-11, 13, 14 äåéñòâóþùåãî ïîëîæåíèÿ �Î ïîðÿäêå ïðèñóæ-
äåíèÿ ó÷åíûõ ñòåïåíåé� ÂÀÊ ïðè Ìèíèñòåðñòâå íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ,
ïðåäúÿâëÿåìûì ê äèññåðòàöèÿì íà ñîñèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè 1.1.1. Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíê-
öèîíàëüíûé àíàëèç. Ñ÷èòàþ, ÷òî Ñ.Í. Ìåõìîíçîäà çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ åé
ñòåïåíè êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð ìàòåìàòèêè Óíèâåðñèòåòà Êåéïòàóíà

Åëåíà Å. Áåðäûøåâà
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