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ВВЕДЕНИЕ 

    Актуальность темы.  Явление генерации звуковых волн посредством  

пучка фотонов достаточно хорошо известно и берет свое начало из классиче-

ской  работы  Александра  Белла. Очевидно, что появление лазеров суще-

ственно стимулировала  внимание исследователей к этому явлению. В зави-

симости от метода детектирования возбуждаемого акустического сигнала  

были развиты  различные высокочувствительные экспериментальные методы  

и метод газомикрофоной фотоакустики (ФА-спектроскопии)  является одним 

из них. Основные достижения существующих методов ФА-спектроскопии 

поэтапно и последовательно изложены в обзорах [1-13] и монографиях [14-

20].  Очевидно, что главную роль в этом сыграли  одно- и трёхмерные линей-

ные теории этого явления [21-23], согласно которым параметры ФА– сигнала 

насыщены информацией об оптических, акустических и теплофизических 

параметрах исследуемых систем. 

Между тем, очевидно, что  с ростом  интенсивности падающего луча  в 

ФА-экспериментах  происходит  существенный нагрев образцов, приводя-

щий к тому, что все макроскопические параметры последних становятся 

функцией температуры. Тогда, очевидно, справедливость линейных теорий 

ФА-отклика  остаётся под вопросом, поскольку в этих работах макроскопи-

ческие величины принимались постоянными.  Вместе с тем, оказалось [24-

27], что температурные зависимости макроскопических величин   приводят к    

нелинейному механизму генерации акустических волн в среде.  Достаточно 

часто этот  нелинейный  механизм считается вкладом от тепловой нелиней-

ности (ТН).  Систематические исследования этого вклада в одно- и двух-

слойных системах проведено в [28-83], где было  показано, что  параметры 

нелинейного ФА-сигнала являются более насыщенными, чем у линейного и 

позволяют определить не только сами макроскопические параметры образ-

цов, но и их температурные зависимости. Вместе с тем, все эти работы про-

водились  для случая, когда подложка является прозрачной. Однако до насто-

ящего времени случай с поглощающей подложкой оказался не исследован-
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ным. Этим и обусловлена  необходимость создания линейной и нелинейной 

теорий  ФА-отклика одно- и двухслойных образцов на поглощающей под-

ложке, что является весьма актуальной задачей. 

    Степень изученности проблемы, теоретическая и методологиче-

ская основа исследования. К настоящему времени достаточно хорошо раз-

вита как линейная, так и нелинейная теории существующих механизмов ге-

нерации ФА-сигналов  конденсированными средами, когда подложка одно- 

или двухслойного твердотельного образца  является прозрачной.  Тем самым, 

оказались не исследоваными как линейный, так и нелинейный механизмы 

возбуждения ФА-сигналов этими образцами с поглощающей подложкой.  

Целью работы является создание теории генерации линейного и нели-

нейного ФА-сигналов одно- и двухслойными образцами на поглощающей 

подложке при газо-микрофонной регистрации возбуждаемого сигнала. 

Для достижения поставленной цели были сформулированы следующие 

основные задачи: 

-создание линейной теории генерации  ФА-сигналов для случая, когда 

одно- или двухслойные образцы находятся на поглощающей подложке; 

-исследование особенностей формирования установившегося поля 

температуры в ФА-камере с одно- и двухслойными образцами на поглощаю-

щей подложке с учетом тепловой нелинейности теплофизических и оптиче-

ских величин; 

-создание  теории генерации основной и второй гармоник нелинейного 

ФА-отклика для одно- и двухслойных  систем на поглощающей подложке. 

Научная новизна работы состоит в том, что для  одно- и двухслойных  

образцов на поглощающей подложке  впервые: 

-создана линейная теория генерации  ФА-сигнала  одно- и двухслой-

ными  образцами на поглощающей подложке; 

-исследовано влияние тепловой нелинейности теплофизических  вели-

чин одно- и двухслойных образцов и поглощающей подложки, а также тем-
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пературной зависимости оптических параметров самой подложки  на форми-

рование температурного поля в ФА-камере;  

-разработана теория генерации нелинейного ФА-сигнала, обусловлен-

ного тепловой нелинейностью теплофизических величин газового слоя,  об-

разца и поглощающей подложки, а также оптических параметров последней. 

 Практическая значимость. Выражения для температурного поля в 

ФА-камере дают возможность определения пространственного  распределе-

ния  температуры  в  одно- и двухслойных системах на поглощающей под-

ложке в ФА-камере.  Полученные   простые выражения для  амплитуды и фа-

зы основной и второй гармоник нелинейного ФА-сигнала могут быть исполь-

зованы для независимого определения температурной зависимости теплофи-

зических величин одно- и двухслойных прозрачных образцов на поглощаю-

щей подложке, а также температурную зависимость оптических  параметров 

самой  подложки. 

Положения, вносимые на защиту:  

-аналитические выражения для описания особенностей формирова-

ния температурного поля и генерации линейного ФА-сигнала  одно- и двух-

слойными образцами на поглощающей подложке; 

-аналитические выражения, описывающие особенности формирова-

ния температурного поля в ФА-камере с одно- и двухслойными  образцами, 

учитывающие вклады от тепловой нелинейности не только теплофизических,   

но и оптических параметров образцов и поглощающей подложки; 

-аналитические  выражения для  амплитуды и фазы основной гармо-

ники нелинейного ФА-отклика одно- и двухслойных образцов, обусловлен-

ного тепловой нелинейностью теплофизических и оптических величин об-

разцов, газового слоя и подложки; 

-выражения, описывающие особенности генерации второй гармоники  

нелинейного ФА-сигнала  одно-  и  двухслойными прозрачными образцами, 

учитывающие  тепловую нелинейность теплофизических и оптических  па-

раметров всех слоев в ФА-камере. 
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Достоверность результатов обеспечивается корректностью исходных 

линейных и нелинейных уравнений теплопроводности для одно- и двухслой-

ных образцов, газового слоя и поглощающей подложки, а так же набора 

начальных и  граничных условий к ним, корректностью использованных ме-

тодов  решений. 

Основные результаты были доложены на:  республиканской научно-

теоретической  конференции профессорско-преподавательского состава и со-

трудников ТНУ, посвященной международному десятилетию действия «Вода 

для  устойчивого развития, 2018-2028 гг.», «Году развития туризма и  народ-

ных ремесел», «140-й годовщине со дня рождения  Героя Таджикистана  С. 

Айни»  и «70-й годовщине  со дня создания Таджикского  национального 

университета» (Душанбе, 2018);    международной конференции «Актуаль-

ные проблемы современный физики»,  посвящённой 80-летию  профессора     

Б.Н. Нарзиева  (Душанбе, 2018) ;   V1-й международной конференции «Со-

временные проблемы физики», посвященной 110-летию академика С.У.Ума-

рова и 90-летию академика А.А.Адхамова (Душанбе, 2018);  международной 

научно-практической  конференции «Образование и наука в XXI веке,  со-

временные тенденции и перспективы»,  посвященной 70-й годовщине  со дня 

образования Таджикского национального университета» (Душанбе, 2018 );    

IV международной конференции «Вопросы физической и координационной 

химии», посвященной памяти докторов химических наук, профессоров  Яку-

бова Х.М. и Юсуфова З.Н (Душанбе, Май, 2019);  республиканской научно- 

теоретической конференции профессорско-преподавательского состава и со-

трудников ТНУ, посвященной годам развития села, туризма и народных ре-

мёсел (2019-2021г.) и 2400-летию Миробида Сайидо Насафи (Душанбе, ап-

рель,  2019); республиканской науч.-теорет. конференции профессорского - 

преподавательского состава и сотрудников ТНУ, посвящённой 5500-летию 

древнего Саразма, 700-летию выдающего таджикского поэта Камоли 

Худжанди и двадцатилетию развития естественных, точных и математиче-

ских наук (Душанбе, апрель, 2020);  VII международной коференции «Со-
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временные проблемы физики»( ФТИ им С.У.Умарова НАНТ) (Душанбе, Ок-

тябрь, 2020 );  международной научно-практической  конфренции «Совре-

менные проблемы химии, применение и их перспективы», посвящённой 60-

летию кафедры органической химической и памяти д.х.н., профессора Холи-

кова  Ширинбека   Холиковича (Душанбе, Май, 2021); симпозиуме физиков 

Таджикистана, посвященного 85-летию академика Р.Марупова (Душанбе, 

ноябрь, 2021). 

Личный вклад соискателя заключается в его непосредственном участии в 

поиске теоретического и экспериментального материала, формулировке    

математических моделей сформулированных задач и получении  их  реше-

ний;  все  численные расчеты выполнены лично соискателем. 

 Публикации. Результаты  научных  работ опубликовано в  9 статей и 

11 тезисов докладов в материалах международных и республиканских кон-

ференций, в том числе  9 в рецензируемых журналах  из Перечня ВАК  РФ. 

   Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, 

трех  глав, заключения и списка цитируемой литературы. Содержание работы 

изложено на 107 страницах, включая 11 рисунков и список литературы из 

139 наименований. 

Во введении обоснована  актуальность темы диссертации, сформули-

рованы цель и основные задачи работы, показана научная новизна и перечис-

лены основные положения, выносимые на защиту. 

         Первая глава  является обзорной и состоит из четырех  разделов.  В 

разделе  1.1   вкратце описана   линейная теория  ФА-эффекта для случая 

микрофонной регистрации сигнала, которая известна как теория  Розенсвай-

га-Гершо [21]. Здесь же приведена информация об обобщении теории  теория  

Розенсвайга-Гершо для случая, когда образец является прозрачным, а под-

ложка поглощающей [84].    В   раздела 1.2  изложены результаты экспери-

ментальных и теоретических работ по особенностям нелинейного ФА-откли-

ка в однослойных  оптически однородных системах, обусловленного темпе-

ратурной зависимостью теплофизических параметров  всех слоев в ФА-каме-
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ре.  Особенности  генерации нелинейных ФА-сигналов в оптически неодно-

родных одно- и двухслойных  системах изложены в разделах 1.3 и 1.4, соот-

ветственно.   

         Вторая глава  посвящена теоретическому  исследованию  линейного и 

нелинейного ФА-сигналов для однослойных систем на поглощающей под-

ложке.  В разделе 2.1  изложены результаты обобщения  линейной теории 

Барроса  и Фария [84]  для случая поглощающей подложки с учетом погло-

щения однослойного образца. Формулировке математической модели задачи  

нелинейного ФА-отклика однослойного образца на поглощающей подложке 

посвящен раздел 2.2.  Особенности формирования  стационарного   поля 

температуры в  ФА-камере  рассмотрены в  разделе  2.3, где получены  выра-

жения для температурного поля в  различных слоях ФА-камеры и проведен 

численный расчёт, позволяющий получить зависимости опорных температур 

от интенсивности  падающего луча.  Исследованию особенностей генерации  

основной и второй гармоник нелинейного  ФА-сигнала  однослойных систем 

на поглощающей подложке посвящены  разделы  2.4  и  2.5 работы,  соответ-

ственно. Здесь получены общие выражения для акустического колебания 

давления и простые выражения для амплитуды и фазы гармоник ФА-сигнала, 

соответствующие  предельным случаям-термически тонким образцам, кото-

рые  устанавливают связь между параметрами этого сигнала и теплофизиче-

скими параметрами образца на поглощающей подложке, а также комбинаци-

ями термических коэффициентов этих величин.  

     Глава третья посвящена разработке линейного и нелинейного теорий  

возбуждения  ФА-отклика в  двухслойных образцах на поглощающей под-

ложке.  В разделе 3.1 изложена линейная теория ФА-сигнала для двухслой-

ных систем на поглощающей подложке. Математическая модель сформули-

рованной нелинейной  ФА-задачи и стационарного температурного поля в  

этой системе описаны в разделе  3.2. Особенности формирования темпера-

турного поля двухслойных систем в ФА-камере описаны в разделе  3.3.  

Здесь получены  выражения  для температурного поля в  ФА-камере, которые   
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позволяют  получить зависимость температуры от интенсивности  падающе-

го луча для соответствующих слоёв.  В  разделе  3.4  получены общие выра-

жения для основной гармоники нелинейного ФА-сигнала, составляющего 

акустического колебания давления в буферном газе.  Созданию теории воз-

буждения второй гармоники нелинейного ФА-сигнала для рассматриваемого 

случая  посвящен раздел 3.5, где  получено общее выражение для колебания 

температуры на удвоенной частоте, а также выражение  для второй гармони-

ки колебания давления в газовом слое. Здесь же выполнен анализ этих выра-

жений и получены простые выражения, связывающие  амплитуду и фазу этой 

гармоники нелинейного ФА-сигнала с теплофизическими параметрами и их 

термическими коэффициентами.  
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ГЛАВА I.  ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР. ЛИНЕЙНЫЙ И НЕЛИНЕЙНЫЙ 

МЕХАНИЗМЫ ГЕНЕРАЦИИ ФОТОАКУСТИЧЕСКОГО СИГНАЛА  

        К настоящему времени опубликована достаточное количество обзоров и 

монографий, где обстоятельно изложены результаты  многочисленных  тео-

ретических  и экспериментальных работ по опто- и фотоакустике [1-20]. 

Между тем, детальный анализ результатов нелинейной теории выполнен в 

[85-89]. В этой связи мы будем, в основном, обсуждать    работы, которые 

выполнены за последние годы, а также  работы, которые  имеют непосред-

ственное отношение к теме настоящего обзора. 

   

1.1. Вклад поглощения подложки в формирование линейного 

фотоакустического сигнала твердотельными образцами 

 

        Прежде всего, отметим, что линейная теория ФА-эффекта для случая 

микрофонной регистрации сигнала  была предложена боле 45 лет тому назад 

в известной работе Розенсвайга и Гершо [21], которая затем  получила свое 

обобщение для трехмерного случая [22]  и систем с фазовым переходом [90-

97].  Они исходили из того, что под действием падающего луча, интенсив-

ность  которого  0I   модулирована по гармоническому закону с частотой  ,   

в образце формирует колебание температуры. В свою очередь, это приводит 

к появлению колебательной составляющей  температуры в приповерхност-

ном слое буферного газа толщиной, равной длине тепловой диффузии 

2/1)/2(  gg  , где pggg C/  - температуропроводность, g -коэффициент 

теплопроводности и pgC - теплоёмкость единицы объема газового слоя.  

Именно эта  колебательная составляющая температуры в буферном слое газа 

и генерирует колебание давления и это механизм принято называть механиз-

мом динамического теплового акустического поршня генерации ФА-сигнала.  

В рамках теории Розенсвайга и Гершо для величины  акустического колеба-

ния температуры в газе ),( xg
 
получено следующее выражение 
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]exp[),( xx gRGg   , 

где gg i  /)1(  - комплексная длина тепловой волны, возбуждаемой в газо-

вой среде от поверхности образца,  

])1)(1()1)(1)[((

)(2)1)(1()1)(1(

2
)(

22
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s

lll
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ss

ebgebg
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  -           (1.1.1) 

комплексная амплитуда вариации температуры в буферном газе,   

ssbb kkb  / , ssggkg  / , 2/)1(/ ss ir   ,  - оптический коэффици-

ент поглощения  образца.  В этом случае величина  колебания давления )(p  

определяется выражением [21] 

       

g

dxx
lT

p
p g

g








2

00

0 ),()( ,                                 (1.1.2) 

где 0T  и 0р  - температура и давление окружающей среды, а  - показатель 

адиабаты, gl  - толщина газового слоя в ФА-камере.  Нетрудно заметить, что  

выражение (1.1.2)  совместно с (1.1.1) является достаточно сложным, по-

скольку параметры генерируемого ФА-сигнала одновременно зависят,  как от  

оптических свойств исследуемой системы, так и от теплофизических величин  

образца, газового слоя и подложки.   Несмотря на эти сложности, теория Ро-

зенсвайга и Гершо достаточно эффективно применяется для исследования 

термодинамических и оптических свойств различных сред и в различных фа-

зах, включая биологические системы [98-112]. Следует особо отметить и  

факт  успешного  применения этого метода в различных областях медицины, 

такие  как, например,  онкологии, ревматологии, нейронауках, офтальмоло-

гии, кардиологии и дерматологии [11,12]. 

     Теория генерации ФА-сигнала  для случая, когда образец является про-

зрачным, а подложка поглощающей, предложена в [84].  Авторы использова-

ли ту же одномерную геометрию Розенсвайга и Гершо (рис. 1.1). Тогда  си-

стема уравнений теплопроводности имеет следующий вид: 
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,                               (1.1.5) 

где b - оптический коэффициент поглощения подложки.   

 

Рис. 1.1. Схема закрытой  фотоакустической ячейки с прозрачным  

образцом на поглощающей подложке [84] . 

 

Из совместного решения  системы уравнений (1.1.3)-(1.1.5) авторами 

получено следующее выражение для колебательной составлявшей темпера-

туры газового слоя:
 
 

.
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Тогда для колебания давления в газовом слое справедливо выражение 
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которое также является достаточно сложным.  В этой связи возникает необ-

ходимость рассмотрения тех случаев, которые  сравнительно легко  реализу- 

ются в эксперименте. 

 

Случай 1.  Предположим, что: 

1. Материал подложки оптически толстый, т.е. оптическая длина пробега фо-

тонов bb   /1  значительно меньше длины тепловой диффузии в подложке       

( b   ( 1br ); 

2.  Теплопроводность образца значительно больше теплопроводности газово-

го слоя и подложки, т.е.  справедливы условия 1g
  
и  1b . 

При таком случае для комплексной амплитуды фотоакустического сиг-

нала имеет место выражение  

                                      )
)(

2
(

ssbb

g

lsh

b

k

A
Q






  ,                                        (1.1.8) 

где )2/()( 000 TlIPA gb . Из (1.1.8) видно, что для термически толстого образ-

ца ( 1/ ssl  ) амплитуда Q и фаза сигнала   определяются выражениями 

                                 )exp(
2

ss

bb

g l
k

b
AQ 


 

,                                     (1.1.9)   

                             22
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s
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l
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                                          (1.1.10) 

 

Из (1.1.9) и (1.1.10) нетрудно заметить, что частотная зависимость  фазы    

является линейной функцией 2/1 , а  амплитуда уменьшается согласно ,1  

поскольку длина тепловой диффузии  2/1~  s . 

        С другой стороны, если образец термически тонкий, тогда 
 

1ssl  и 

амплитуда определяется выражением 

                                       
ssbb

g
lk

b
AQ




2
 ,

                                        (1.1.11) 

 а ее частотная зависимость уменьшается  согласно закону  -3/2
. 
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Случай 2.   Сохраняя первую часть условий случая 1, предположим, 

что подложка является хорошим теплопроводящим материалом по сравне-

нию с  материалом образца. Тогда справедливо условие 
 

1b .  В этом слу-

чае, при дополнительном  условии  термически  толстого  образца,  т.е.  при 

)exp()1()exp()1( ssbsssbs lblb    ,   величина ФА-сигнала определяется выра- 

жением 

                         )exp(
)1(

ss

bb

g l
bk

b
AQ 


 




                                 (1.1.12) 

И здесь, как и для  выражения (1.1.9), частотная зависимость Q   соответству-

ет 1 .  Используя обозначения величины опорного сигнала в виде 
bb

b
R

k

A
Q





2
  

и фазы
   

2/  , соответствующие   тонким образцам,  для  RN QQV / -

нормализованного значение амплитуды ФА-сигнала из (1.1.12) получим сле-

дующее выражение:  

                           )exp(
1

2
 sN

b

b
V 


 ,

                                      ( 1.1.13) 

где 2/1)2(  sss l  -величина, зависящая от толщины и температуропроводно-

сти образца. В этом случае частотная зависимость фазы сигнала соответству-

ет выражению (1.1.10) .  

       Для проверки выше полученных закономерностей упомянутыми авто-

рами были измерены частотные зависимости амплитуды и фазы генерируе-

мого сигнала для трех прозрачных полимерных плёнок из поливинилфторида 

ПВФ), полиметилметакрилата (ПММА) и поливинилхлорида (ПВХ).  

        Результаты этих измерений представлены на рис. 1.2. Согласно [84], 

все образцы  для измерений представляли собой круглые плёнки диаметром  

8 мм с окрашенными черными чернилами поверхностями, контактирующими  
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Рис. 1.2. Частотная зависимость нормализованной амплитуды (а)  

и фазы (б) ФА-сигнала для трех прозрачных полимеров. 

 

с подложкой для обеспечения идеального оптически толстого состояния ма-

териала подложки. Толщина образцов составляла  50, 30 и 9 мм   для  ПВФ, 

ПММА и ПВХ соответственно и  обеспечивают условия термически толстого 

образца. Следовательно, для обработки результатов эксперимента необходи-

мо использовать выражением (1.1.13).  В этом случае фаза определяется вы- 

ражением (1.1.10). Из рис. (1.2) видно, что эти выражения достаточно хорошо 

описывают результаты эксперимента. Авторами, используя это совпадение, 

были определены численные значения величин теплопроводности и темпера-

туропроводности  исследованных образцов, которые прекрасно совпадают с 

существующими  табличными данными для этих материалов.  

         Таким образом, выше упомянутыми авторами впервые была предложе-

на линейная теория генерации ФА-сигнала для случая прозрачных образцов 

на поглощающей подложке. В следующий главе будут обобщены эти резуль-

таты для случая, когда одновременно и образец и подложка являются погло-

щающими.  
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1.2. Нелинейный фотоакустический отклик однослойных и  

оптически однородных твердотельных  образцов 

 

 

Введение.  Прежде всего, отметим, что вопросы возникновения  нели-

нейности в опто- и фотоакустике  последние годы стали весьма актуальными 

и это связано с ее широким применением  в медицине. Именно этим вопро-

сам посвящены обзоры [11,12], где достаточно подробно обсуждены различ-

ные механизмы возникновения этих нелинейностей.  Нам представляется, 

что один из универсальных механизмов появления нелинейного ФА-отклика 

является тепловая нелинейность, обусловленная температурной зависимо-

стью теплофизических и оптических параметров исследуемых образцов. В 

этой связи в настоящем обзоре мы, в основном, остановимся именно на этом 

механизме.   

ФА-микроскоп на второй гармонике сигнала.   Сравнительно недав-

но было показано [113,114], что вторая гармоника нелинейного ФА-сигнала 

может быть использована для создания сверхточных фотоакустических мик-

роскопов,  которые позволят обнаруживать достаточно малые  образования в 

биологических объектах. Выполним анализ этих работ. 

Авторы [113,114] исходили из установившегося убеждения о том, что 

нагрев системы приводит к тому, что все теплофизические параметры среды 

становятся функцией температуры и при гармоническом изменении подаю-

щего на систему гауссового лазерного луча происходит  генерирация второй 

гармоники ФА-сигнала. Оказалось, что фотоакустический микроскоп на этой  

волне существенно превосходит по своим показателям все существующие до 

этого другие микроскопы.  Авторы воспользовались, тем что в линейном ре-

жиме радиальное распределение поля температуры описывается выражением 

)].
4

(exp[])(exp[
2

),( 20
)0(
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rT                        (1.2.1) 

Принимая во внимание  связь между возмущениями давления и  темпе-

ратуры TT KTP /   [14-18], где TK -коэффициент изотермического сжатия, а 
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T  - коэффициент теплового расширения,  для акустического сигнала на  ос-

новной гармонике было получено выражение  

 

             ])(exp[)( 2
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I
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T
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 .                              (1.2.2) 

 

Необходимо отметить, что в этом случае в среде возникают тепловые 

волны, распространяющиеся в среде со скоростью  2/1)0( )2(   .  В режиме 

тепловой нелинейности авторы приняли температурную зависимость коэф-

фициента температуропроводности в линейном виде )1()0(  T  , где 

12    -термический коэффициент этой величины, 
1  и 

2 -термические ко-

эффициенты теплоёмкости единицы объема и теплопроводности системы. 

Тогда, для  колебания температуры на второй гармонике справедливо выра-

жение 
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а  для  акустического  сигнала  на второй гармонике можно написать выраже- 

ние 
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 .                       (1.2.4) 

В работе [113] выполнено измерение параметров ФА-сигнала для сла-

бого  раствора воды с чернильным красителем, которое обеспечивало соот-

ветствующую вариацию оптического коэффициента поглощения. Результаты 

опытов  представлены  на рис. 1.3.   Из этого рисунка обнаруживается квад-

ратичная зависимость амплитуды второй гармоники ФА-сигнала, как от ин- 

тенсивности падающего луча, так и от концентрации красителя.   



19 

 

 
 

Рис. 1.3. Зависимоть амплитуды основной (левая шкала) и второй (правая 

шкала) гармоник ФА-сигнала: а- от интенсивновти падающего луча для 

различных концентраций красителя; б- от концентрации красителя для 

различных значений интенсивности луча [113]. 
 

     Также обнаружена линейная зависимость амплитуды основной гармоники 

от этих же параметров. 

Используя выражение (1.2.2.) и (1.2.4), можно ввести нелинейный пара- 

метр  

                    TTKPP  16/2)(/)2( 2  ,                          (1.2.5) 

который является линейной функцией параметра термического коэффициен-

та  . Считается, что величина теплового расширения биологических систем 

в ходе  эксперимента остаётся постоянным. Из анализа выше приведенных 

выражения следует, что величина параметра  не зависит от оптического по-

глощения и выполненные измерения  для нескольких биологических объек-

тов показали справедливость этого вывода.  

       Авторы, используя эти выводы, создали ФА-микроскоп  на второй гар-

монике и оказалось, что ее разрешающая способность существенно выше  

аналогичного  микроскопа на основной гармонике. Бесспорно, этот метод 

расширяет возможности традиционной визуализации и открывает новые воз-

можности для получения изображений сверхвысокого разрешения, предвос-

хищая огромный потенциал биологических изображений и осмотр материа-

лов. 
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1.3. Нелинейный  фотоакустический отклик однослойных  

и оптически неоднородных твердотельных образцов 
          

 Справедливости ради отметим, что сравнительно недавно [70-79] была 

развита теория генерации нелинейных ФА-сигналов для систем, у которых  

оптический коэффициент поглощения является функцией температуры, т.е. 

)),(()t,( xtTx   . По существу, в указанных работах была создана обобщён-

ная  теория  нелинейного механизма генерации ФА-сигнала для оптически 

неоднородных сред.  В этом случае исходными уравнениями может служить 

следующая система нелинейных уравнений теплопроводности для всех трех 

слоев (газового, образца и прозрачной подложки) ФА-камеры:  
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где )(TS - поглощательная способность образца. Температурную зависи-

мость величин )(TC pi , , )(TS  и оптического коэффициента поглощения 

образца  представим в виде 

)],(1[)],([ i

)0( xtTCxtTC ipipi
  , )],(1[)],([ i

)0( xtTxtT iii
  , 

)],(1[)],([ s3

)0( xtTxtT SS
  , )],(1[)],([ 4

)0( xtTxtT s
  , 

где 

)( 0

)0( TCC pipi  , )( 0

)0( Tκκi  , )( 0

)0( TA , )( 0

)0( T  - начальные значения, а 

)/)(/1( )0( TCC pipii  , )/)(/1( )0()0(

1 Tcc pipii  , )/)(/1( )0(

22 Tiii   , , 

-термические коэффициенты (ТК) этих параметров, 

Tiii   1 , piiTi T )/)(/1( 0    - коэффициент теплового расширения,  - удельная 

теплоемкость соответствующего слоя.  
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Стационарное температурное поле. Авторы [72], разделяя системы 

(1.3.1.)-(1.3.3)  на  стационарную и колебательную части, для стационарной 

части  поля температуры соответствующих слоев получили выражения  
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где , 00 )0( 
ST , 00 W)( 

SS lT -возмущения температур на поверх- 

ности образца,  контактирующего  с  газовым слоем  и  подложкой соответст- 

венно, а 
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В выражения (1.3.4), (1.3.5) и (1.3.6) входят величины  и , для 

определения которых из условия  непрерывности потоков тепла на границах 

между слоями  имеет место следующая  система нелинейных алгебраических 

уравнений: 
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В (1.3.7) и (1.3.8) использованы следующие обозначения: 
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 Отметим, что в (1.3.7)-(1.3.8) опущены слагаемые, содержащие  и 

, поскольку они, как минимум, на 2-3 порядка меньше по сравнению с 

другими вкладами. Из этих выражений видно, что для нахождения поля тем-

пературы, прежде всего, необходимо найти зависимости величин  и  от 

интенсивности падающего луча. С этой целью  авторами [72] было выполне-

но  численное решение системы уравнений (1.3.7)-(1.3.8), результаты которо-

го представлены на рис. 1.4.  В качестве образца было выбрано кварцевое 

стекло, для которого 14)0( 10325  m  (для k 9 ) и 13

4 107.3  Ks . Для изу-

чения влияния температурной зависимости )(Ts  они также получили чис-

ленное решение системы нелинейных уравнений (1.3.7)-(1.3.8)  

  

Рис. 1.4. Зависимость температуры облучаемой (а) и тыльной (б) сторон 

кварцевого стекла ( KT 3000  , KмВтκ s  /36,1)0(  [115,116]), контактирующего с дву-

окисью циркония ( KмВтκb  /7,1)0(  , 13

2 10104.0  Kb [115,116]) в ФА-камере от 

интенсивности падающего луча при `13

2 10.56.0  Kδ s , `13

3 102.1  Ks , 

26.0)0( A [116-118]       ( ), 14)0( 10325  m  при `13

4 10.7,3  Ks [116-118] 

(кривая 1), `

4 0s (кривая 2) и `13

4 10.7,3  Ks (кривая 3). Параметры для воз-

духа KмВтκg  /025.0)0( , 13

2 1039.2  Kg [115,116].  

2~ i

ji ~

0 0W

k 9
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при 04 s  (при отсутствии температурной зависимости ОКП) и 04 s  (спаде 

ОКП с ростом температуры). В качестве подложки выбрана низко теплопро-

водящая система-двуокись циркония. 

 

 

    

Рис. 1.5. Зависимость температуры облучаемой (а) и тыльной (б) сторон 

кварцевого стекла ( 87.0)0( A , 1)0( 50  см , `13

3 102355.1  Ks , 
`13

4 10.7,3  Ks ) 

для случая подложек из: оксида циркония ( ,./7.1)0( KмWκb  13

2 10104.0  Kb ) 

[116] (кривая 1), поликристаллического висмута ( ,
13

2 1038.2  Kb  [115,116] (кривая 2) и нержавеющей стали ( KмWκb ./9.14)0(  , 
13

2 1094.0  Kb ) (кривая 3) [115,116] от интенсивности падающего луча.         

Температуры плавления поликристаллического висмута ~271

C [115,116], 

нержавеющей стали 1300-1500

C ) [116]. 

 

    Толщины: мlg

3105  , мlS

310 , мlb

310 . Температура плавления двуоки-

си циркония 2700

С и кварцевого стекла 1700


С [115,116]. Из рис. 1.4 видно, 

что зависимости величин   и  от 0I   являются не- линейными.  Переход 

приведенных величин из области  в   означает уменьшение свето-

вой энергии, превратившейся в тепло. Также,  исследование влияния под-

ложки на величины 0 и W0 привело к решению выше приведенной системы 

уравнений  для кварцевого стекла с модельными значениями 87.0)0( A ,

1)0( 50  см , `13

3 102355.1  Ks  
`13

4 10.7,3  Ks  на трех различных подложках 

(см. рис. 1.5). Из рис 1.5 видно, что с  ростом теплопроводности подложки 

KмWb ./7)0( 

0 0W

04  04 
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значительно падают величины температур Θ0 и W0,  что связано с суще-

ственным ростом переноса тепла к тыльной стороне образца. 

Из полученных зависимостей авторы делают вывод, что: 

1. Рост теплопроводности подложки приводит к значительному уменьшению 

значений температур Θ0 и W0, что обусловлено существенным ростом пере-

носа тепла в тыльную сторону образца;  

2. Температурная зависимость оптического коэффициента поглощения суще-

ственно влияет на формирование стационарного поля температуры в ФА- 

камере и для каждого конкретного случая необходимо выполнить численное 

решение полученной системы нелинейных алгебраических уравнений.  

Основная гармоника.  Очевидно, что колебательная часть возмуще-

ния температуры проявляется как на основной, так и на второй гармониках.   

В работе [73] для колебания давления на основной гармонике получено вы-

ражение, которое является достаточно сложным и мы здесь его не приводим.  

Подчеркнем, что рассматриваемая задача содержит три характерных мас-

штабных параметра: l-толщина образца, μβ = 1/β  - длина пробега фотона и 

 - длина тепловой волны в среде. Очевидно, что наиболее существен-

ным является случай сильно поглощающих систем,  для которых справедли-

вы выражения 1)0( l  и 0)exp( )0(  l .  В дальнейшем авторами [73] рас-

смотрен именно этот случай.  Поскольку, в  зависимости от соотношения 

между s ,   и l , в эксперименте могут иметь место разные ситуации, то эти 

случаи были рассмотрены раздельно.  Приведем их результаты.  

 А) Случай термически тонких образцов ( )( sl  ). В данном случае 

для величины  было получено выражение [73] 

          
])[()( 0)2(10)1(11 WKKpp LN   ,                                 (1.3.9) 

где )( 23)1(1 sK   ,
 

)]([ 22)2(1 bbsK   . Нетрудно заметить, что в этом случае  

вклад от )(T  в параметры основной гармоники нелинейного ФА-сигнала 

отсутствует. Между тем, поскольку 00 I  и 00 IW  , то  для этого случая ам-

плитуда сигнала подчиняется зависимостям , . 

)( s

)(1  Np

2

01 ~),( Ilp sN   1

1 ~),(   sN lp
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   Б) Случай термически толстых образцов. В этом случае длина теп-

ловой волны меньше толщины образца и имеют место условия ls  ,  s , 

0)exp(  l  и 0)exp(  lσ s  и 1r . При этом было получено выражение 

                      )2(1011 Θ Kpδpδ LN  ,                                      (1.3.10) 

где )(5.0 23)2(1 ssK   .  

В) Случай термически толстых образцов, когда   справедливы усло-

вия ss l ,  s , 0)exp(  sslσ , 1r . Для этого случая для основной гар-

моники ФА-сигнала справедливо выражение  

    )3(1011 Θ),( Kpδμμlμpδ LβssN  ,                         (1.3.11) 

где )(5.0)( 243)3(1 ssK   .  Если  представить (1.3.11) в виде 

)],,(exp[),,(),,( 111 βssNβssNβssN μμμlωψiμμμlωpδμμμlωpδ  ,  (1.3.12) 

то  амплитуда и фаза ФА-сигнала будут описываться выражениями  
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.                                

 Из (1.3.13) следует, что частотная зависимость амплитуды ФА-сигнала соот-

ветствует условию 2/3

1 ~),,(   ssN lp .  

 Из полученных результатов авторы [73] заключают, что влияние ТК 

оптического коэффициента поглощения на параметры основной гармоники 

нелинейного ФА-сигнала проявляется лишь для термически толстых образ-

цов. Это означает, что именно только для таких твердотельных образцов по-

является возможность определения ТК оптического коэффициента поглоще-

ния и, тем самым, температурной зависимости этой величины из результатов 

измерения параметров основной гармоники нелинейного ФА-сигнала.  

         Вторая гармоника.  Авторы [71] подробно рассмотрели случай  сильно 

поглощающей системы, для которых 1l  и 0)exp(  l  и учли  условие  
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 . Между тем, известно, что параметры второй гармоники нелинейного 

ФА-сигнала также существенно зависят от соотношения между  величинам l ,

 и  1 
.  

 А). Для термически тонких образцов выполняются условия sl  , 

1 s , тогда 1)exp(  ls , 1r  и br   и для второй гармоники акустиче-

ского колебания давления получено выражение  

  )1(2

)(

2)0(

00

2

2

2

00
32

216
1,2 







 li

bg

bg

s e
kl

Ip
p ,            (1.3.15) 

где )(2)]22()2[()22( 4322

1

)1(2   

bbggK - нелинейный коэффициент, опреде-

ляемый как комбинация ТК оптических и теплофизических  величин, а фаза 

4/3),(2   sl  при 0)1(2 K  и 4/),(2   sl  при 0)1(2 K .  

  Б). Для случая термически толстых образцов с условиями ,

, ,  и  и   получена следующая форму-

ла для искомой величины:  

](exp[
)(216

)(
),2( 2)2(22)0(

00

2

2
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)0(

0
sN

sg

ss
s lK

lT

IAp
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   ,        (1.3.16) 

где )(2)222()22( 4322

1

)2(2   

ssggK  - нелинейный коэффициент, 

соответствующий этому случаю. Из (1.3.16) следует, что амплитуда второй 

гармоники для нелинейного ФА-сигнала для этого случая не зависит от ТК  

параметров подложки, а определяется ТК коэффициента поглощения и по-

глощательной способности образца, а также теплофизических величин газа и 

образца. При этом  фаза ФА-сигнала при 0)2(2 K  равна 45

, а при 0)2(2 K  со-

ставляет 135

; частотная зависимость подчиняется закону 2/3~  . 

 В). Для термически толстых образцов с условиями , , 

 и ,  получено следующе  выражение  для акустиче-

ского колебания давления на второй гармонике:  
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где   43

1

232 )22)(2(   

sgg
-нелинейный коэффициент, соответству-

ющий этому случаю. Спад амплитуды с ростом частоты при этом подчиняет-

ся закону 2/5~  , а фаза этого сигнала равна 4/3  при 0)3(2 K  и 4/  при 0)3(2 K . 

 Из полученных выражений (1.3.13), (1.3.16) и (1.3.17) следует, что ам-

плитуда второй гармоники ФА-сигнала простым образом связана с нелиней-

ными коэффициентами. Следовательно, из результатов измерения этого па-

раметра принципиально возможно определение ТК величин, входящих в 

     , включая  3  и 4 - ТК  поглощательной способности и коэффициента 

по- 

глощения образцов. 

 

 

1.4.  Нелинейный механизм фотоакустического  отклика оптически 

неоднородных двухслойных твердотельных образцов 

 

            Для рассмотрения этого случая авторы [74-79] исходят из следующей 

системы нелинейных дифференциальных уравнений теплопроводности для 

всех четырех слоёв ФА-камеры, в которых учтены оптическая неоднород-

ность обоих слоев образцов:  
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Здесь  -коэффициент отражения соответствующих слоев, температур-

ную зависимость которых примем в виде  )),0(1()R1()R1( )1()1(5

)0(

1S(1)1S(1) tTs
  .  
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Рис. 1.6. Зависимость приращения опорных температур от интенсивности па-

дающего луча  для двухслойного образца кварцевое стекло-сапфир, контак-

тирующего с подложкой из нержавеющей стали. Численные значения вели-

чин: KмВтs  /36,1)0(

)1(  [115,116], [115,116], [116,118], 

[118], 
`13

)1(2 10.56.0  Kδ s
[118], 

`13

)1(3 102355.1  Ks  [118], 

[116,117], `13

)2(2 101.1  Ks  [118], 
`13

)2(3 1007.0  Ks [118], 
`13

)2(4 10.9.1  Ks [118], [116], [118], 

[116], [115], , , ,
1)0(

2

)0(

1 50  см ; 1-облучаемая поверхность; 2-поверхности между обоими 

слоями образца, 3-поверхность второго слоя, контактирующего с подложкой. 

 

 
 

Рис. 1.7. Зависимость приращения опорных температур от интенсивности  

падающего луча для двухслойного образца сапфир-кварцевое стекло,         

контактирующего с подложкой из нержавеющей стали. Численные значения 

величин как на рис. 1.6.  

 

Авторами упомянутых работ и здесь удалось раздельно решить три задачи- 

стационарное поле температуры, характеристики основной и второй гармо-

KмВтκ s  /11)0(

)2(
26.0)0(

1 A

59.0)0(

2 A
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ник ФА-сигнала.  В частности, ими получены выражения, описывающие про-

странственное распределения температуры в ФА-камере, а также путем чис-

ленного решения изучены особенности зависимостей температур по-

верхностей образца, граничащих с газовым слоем, с подложкой и на границе 

между обоими слоями  образца от интенсивности падающего луча.   

 Результаты  решения упомянутой нелинейной системы уравнений для 

двухслойных оптически неоднородных образцов на примере систем кварце-

вое стекло-сапфир и сапфир-кварцевое стекло в ФА-камере приведены на 

рис.1.6 и 1.7, соответственно.  Из рис.1.6 видно, что величины ,  не-

линейно зависят от интенсивности падающего луча. Существенное отличие 

величины от  обусловлено значительно низким значением коэффици-

ента теплопроводности кварцевого стекла по сравнению с сапфиром. Обна-

руженное поведение в зависимостях величин ,   от величины  (рис. 

1.7) обусловлено высоким значением  первого облучаемого слоя и низким 

значением  второго слоя. 

Основная гармоника.  И здесь авторами [74,75,79] получено доста-

точно сложное выражение для  описания особенностей формирования основ-

ной гармоники нелинейного ФА-сигнала и подробно исследован лишь слу-

чай сильно поглощающей системы,  для которой  длина тепловой диффузии 

)(  всегда значительно больше длины пробега фотона 1    [79].  Далее, 

они рассматривают те случаи, которые могут реализоваться на эксперименте.  

 А. Случай сильно поглощающего первого слоя, для которого выполня-

ются условия )1()1( Sl  
и 0)exp( )0(

1)1(  βlS
.  

 1А. Оба слоя образца считаются термически толстыми, для которых 

справедливы условия )()1(1)1( ωμl SS  , )()1()1(1  S , )()2(1)2(  SSl  , 

0)exp( 1)1(1  lS , 0)exp( 2)2(1  lS  и имеет место соотношение  

             11

)1(1100

)0(

)1(

4/

0

)0(

)1(00

11
2

)( N

SggS

i

S

N K
lTk

eAIP
p







 ,                              (1.4.5)  
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где )(5.0)( )1(2)1()1(4)1(31)1(2),(2)(11 SSSSSiSiSN lK    . Из этого выраже-

ния  нетрудно заметить, что в этом случае зависимость амплитуды ФА-сигна-

ла от частоты имеет вид 1p .   

2А. Случай, когда оба слоя образца являются термически толстыми, 

для которых справедливо условия  , )()1(1)1(  SSl  , 

)()1()1(1  S , )()2(1)2(  SSl  .  Тогда справедливо выражение  

 212

)1(1100

)0(

)1(

4/3)0(

10

)0(

)1(00

21
2

Θ
)( N

SggS

πi

S

N K
σσlTk

eβAIPγ
ωpδ



  ,                          (1.4.6)  

где )1(2)1(31)1(2),(2)(11 )( SSSiSiSN lK    . Из (1.4.6) видно, что для этого случая 

 имеет место оценка 2/3p . 

3А. Случай, когда второй слоя образца термически толстый, а первый 

термически тонкий с условиями )()1()1( Sl , )()1(1)1(  SSl  , )()1()1(1  S  и 

)()2(1)2(  SSl  . Для этого случая получено выражение  

])
2

()[(
2

01

)2(2)2(

)1(2)2(20)1(2)1(3
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)0(
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31 W
lTk

eAIP
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,  (1.4.7) 

из которого  следует, что  частотная зависимость  колебания давления на ос-

новной гармонике подчиняется закону 1p .  

4А. Случай, когда оба слоя образца термически тонкие, для которых 

справедливы условия )()1()1( ωμl βS  , )()1(1)1( ωμl SS  , )()1()1(1 ωμμ βS  , 

)()2(1)2( Sl  и имеет место соотношение 
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, (1.4.8)  

из которого следует, что зависимость амплитуды ФА-сигнала от частоты  

подчиняется закону 1p . 

Б. Сильно поглощающий второй слой и прозрачный первый, для ко-

торого справедливы соотношения 

, , 0)exp( 2

)0(

2  lβ . 

)()1()1( Sl

11

)0(

1 l 1

)0(

11

)0(

1 1)exp( ll  
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1Б. Случай, когда оба слоя  образца термически тонкие, для которых 

справедливы условия  )()1(1)1(  SSl  , )()2(1)1(  SSl  ,  и , iiir  /)0( .  В 

результате достаточно длинных вычислений авторами получено следующее 

выражение для ФА-сигнала на основной гармонике   
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. (1.4.9)  

Нетрудно заметить, что и для этого случая зависимость амплитуды ФА-

сигнала  от частоты описывается законом 1p . 

2Б.  Случай термически толстого второго и термически тонкого пер-

вого слоёв,  для которых имеют место условия )()2(1)1(  SSl  , )()2(1)2(  SSl  , 

iiir  /)0( ,  и , 0)exp( 2)2(1  lS , 1)exp( 1)1(1  lS . Тогда имеет место вы-

ражение  
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, (1.4.10)  

 из которого следует, что для этого случая зависимость амплитуды нелиней-

ного ФА-сигнала на основной гармонике от частоты  является сложная функ-

ция  и описывается зависимостью 

  2/3

2

1

1

   CCp ,   

где iC , в основном, определяются посредством ТК теплофизических и опти-

ческих  величин второго слоя. 

3Б. Случай термически толстого второго и  термически тонкого пер- 

вого слоёв, но первый с условиями , )()1(1)1(  SSl  , , 

 и 1)0(

1)1( βlS
, 1)0(

2)2( βlS
. Для этого случая получены следующие выра-

жения:  
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.  (1.4.11)  
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Оказалось, что и для этого случая уменьшение амплитуды нелинейного ФА- 

сигнала на основной гармонике с ростом частоты подчиняется закону 

2/3

2

1

1

   CCp ,  

где параметры iC  являются сложной функцией коэффициента теплопровод-

ности второго слоя и ее ТК .

 

 

С. Случай прозрачных обоих слоёв, для которого справедливы соотно-

шения )0(

1)1(

)0(

1)1( 1)exp( βlβl SS  , )0(

2)2(

)0(

2)2( 1)exp( βlβl SS  . 

 1С. Случай, когда второй  слой термически толстого второго и тонкого 

первого слоёв, для которых имеют место условия )()1(1)1(  SSl  , 

),()2(1)2( ωμl SS   ,  и 1)0(

1)1( βlS
, 1)0(

2)2( βlS
. Для этого случая полу-

чено выражение 
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, (1.4.12)  

из которого  видно, что уменьшение амплитуды ФА-сигнала с ростом часто-

ты происходит по закону 1 .  

2С. Случай термически толстого второго и тонкого первого слоёв, для 

которого справедливы  условия )()1(1)1(  SSl  , ),()2(1)2( ωμl SS   11 r ,  и 

1)0(

1)1( βlS
, 1)0(

2)2( βlS
. Для этого случая получено выражение 
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 , (1.4.13) 

из которого следует, что зависимость амплитуды основной гармоники нели-

нейного ФА-сигнала от частоты  подчиняется закону 

2/3

2

1

1

   CCp
.
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Из этого выражения нетрудно заметить, что в зависимости от величин  пара-

метров  и  может иметь место, как общий вид, так и вид с одним из слага-

емых в правой части соотношения.  

3С. Случай термически тонких первого и второго слоёв, для которого 

имеют место условия )()1(1)1(  SSl  , )()2(2)2(  SSl  , 11 r  и 12 r , справедливо 

выражение 
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,   ( 1.4.14)  

 из которого  следует, что для этого случая уменьшение амплитуды  ОГ не-

линейного ФА-сигнала с ростом частоты  починяется закону 1 .  

 Как видно, частотная зависимость амплитуды основной гармоники  

нелинейного ФА-сигнала является достаточно сложной функцией. Между 

тем,  оказалось, что закон 1~   имеет место в большинстве  из рассмотрен-

ных случаев. Зависимости типа 2/3~   появляются в виде суперпозиции   

2/3

2

1

1

   CCp  и могут стать основными, если первое слагаемое прене-

брежимо мало. Очевидно, что простые выражения для параметров ФА-

сигнала позволяют определить теплофизические и оптические параметры то-

го или иного слоя и их термические коэффициенты из измерений величины 

амплитуды этой гармоники ФА-сигнала. 

          Вторая гармоника.  В [76] получено общее выражение для колебания 

давления на второй гармонике  в газовом слое и выполнен его обстоятельный 

анализ. Очевидно, что и здесь основную роль играет соотношение между  

длиной пробега фотона 1)0(

)( )()(  ii  , длиной тепловой диффузии )()(2  i  и 

толщинами соответствующих слоёв образца .  

А. Случай не прозрачного первого слоя, для которого выполняются 

условия )1()1( Sl , 0)exp( )0(

1)1(  Sl . 

1А.  Случай термически толстых обоих слоёв, для которого справедли-

вы условия )()1()1( ωμl βS  , )()1(2)1(  SSl  , )()1()1(2  S , ,)( 1

)(

 ii   

1C 2C

)(iSl
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0)exp( 1)1(2  lS , , )()2(2)2(  SSl  . Для этого случая получено 

выражение 

},,(
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2А. Случай термически толстых обоих слоёв с условиями )()1()1( Sl , 

)()1(2)1(  SSl  , )()1()1(2 ωμμ βS  , )()2(2)2(  SSl  , для которого имеет место выра-

жение  ),,(
)(28
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. (1.4.16) 

3А. Случай термически толстого второго и тонкого первого слоёв с 

условиями )()1()1( Sl , )()1(2)1(  SSl  , )()1()1(2  S  и )()2(2)2(  SSl  , для 

которого справедливо выражение  
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. (1.4.17) 

4А. Случай термически тонких обоих слоёв с условиями , 

)()1(2)1(  SSl  , )()1()1(2  S  и )()(2)2(  Sl , для которого имеет место ра-

венство   
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.   (1.4.18) 

Величины  
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}1,1( SbbggiSiSSN rllK  


  

в выражениях (1.4.15)-(1.4.18) являются искомыми нелинейными коэффици-

ентами для рассматриваемого случая и состоят из комбинации ТК теплофи-

0)exp( 2)2(2  lS

)()1()1( Sl
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зических параметров, оптического коэффициента поглощения и поглоща-

тельной способности слоев.  

 Б. Случай первого прозрачного и второго не прозрачного слоёв. Для 

этого случая справедливы условия 0)exp( )0(

2)2(  Sl , 11)1( Sl , 

)0(

1)1(

)0(

1)1( 1)exp(  SS ll  . 

1Б.  Случай термически тонких обоих слоёв, для которого имеются   

условия , )()2(2)2(  SSl  , 11 r  и 12 r . Для этого случая получе-

но  выражение   
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2Б.  Случай термически толстого второго и тонкого первого слоёв,  для кото-

рых справедливы условия )()1(2)1(  SSl  , 11 r , 12 r  и )()2(2)2(  SSl  . Для 

этого случая получено  выражение   

 
),1,,1,1(

)(28

))1((
)2(

)2(2)2()1(2)1()2(

)0(

2

)0(

1)1()6(2

4/

2)0(

)2(

2

)2(22

2)0(

)1(

)0(

)2(

2

0

00

0
)6(2

SSiSSSSN

πi

S

SgSS

g

μlrμllββlK

e
k

μμRAI

lT

pγ
ωpδ






 

,      (1.4.20) 

)(2]222[
2

)12(
},1,( )2(4)2(3)2()2(22)2(2)2(),1(2)1()6(2 SSSSggSSiSSN lrlK  


 . 

 Выражения (1.4.15)-(1.4.20)  показывают, что лишь для одного случая 

(2А) частотная зависимость амплитуды возбуждаемых сигналов 2/5~ ω , а во 

всех остальных 2/3~  .  Между тем, нетрудно заметить, что во всех случаях 

ТК оптического коэффициента поглощения слоев входит аддитивно с вели-

чиной ТК поглощательной способности этих же слоев.  Следовательно, из ре-

зультатов экспериментального измерения амплитуды этого сигнала можно 

определить не только абсолютную величину оптического коэффициента по-

глощения, но и её температурную зависимость. 

 

 

)()1(2)1(  SSl 
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ГЛАВА II. ВКЛАД ПОГЛОЩЕНИЯ ПОДЛОЖКИ НА  

ФОРМИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНОГО И НЕЛИНЕЙНОГО  

ФОТОАКУСТИЧЕСКОГО ОТКЛИКА  

 

Введение.  Из приведённого литературного обзора видно, что  вклад 

поглощения подложи в линейный ФА-сигнал исследован не полностью, в то 

же самое время нет каких-либо сведений о закономерностях нелинейного 

ФА-отклика в твёрдотельных системах. Восполнение этих пробелов и явля-

ется целью настоящей главы. 

 

2.1. Вклад поглощения подложки  на  параметры линейного  

фотоакустического сигнала  твердотельных    образцов 

 

    Отметим, что одномерная линейная теория  ФА-эффекта была предло-

жена в известной работе Розенсвайга и Гершо [21].  В [84] был рассмотрен 

случай  прозрачного образца на поглощающей подложке.  Однако случай по-

глощающего образца на поглощающей подложке оказался не рассмотрен-

ным.  Устранение  этого пробела и является целью настоящего раздела рабо-

ты [120, 121]. 

Рассмотрим классическую трехслойную модель ФА-камеры [21], со-

стоящей из газового слоя (g), образца (s) и подложки (b) (рис.2.1).  

 

 

Рис. 2.1. Геометрия задачи для однослойных  образцов в ФА-ячейке: 

g- газовый слой; s-образец; b- поглощающая подложка. 
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     Газ считается прозрачным для падающего луча, а образец и подложка по-

глощающими с коэффициентами  поглощения s  и b , соответственно.  То-

гда для  этих систем справедлива следующая система уравнений теплопро-

водности:  
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где piС , pi , i , iR   - теплоемкость  единицы объема,  коэффициент теплопро-

водности, поглощательной способности и коэффициент отражения соответст-

вующих слоев.  

        Принимая во внимание, что  измерения параметров ФА-сигнала прово-

дятся после выхода поля температуры ФА-камеры в стационарное состояние,  

возмущения температур ),( txTi
   представим в виде суммы равновесных )(0 xT i  

и колебательных (акустических) ),( txi  частей:   ),()(),( 0 txxTtxT iii  . Также 

учитывая, что падающий лазерный луч модулирован по гармоническому за-

кону, временное изменение величины ),( txi  представим в виде

)exp(),(),( tixtx ii  . Тогда из  системы уравнений (2.1.1) – (2.1.3) для 

),( xi  получим  следующую систему: 
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где   ii i  /2  , ii ai)1(  , iia /1 , 2/1)/2(  ii  - длина тепловой диффу-

зии, pii C/   - температуропроводности  соответствующих слоев. 

 



38 

 

Совместное решение  системы (2.1.4)-(2.1.6), подчиняющейся гранич- 

ным условиям 
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позволяет получить выражение для комплексной амплитуды колебания тем- 

пературы в газовом слое 
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посредством, которого детектируется ФА-сигнал микрофоном. В (2.1.7) ис-

пользованы следующие обозначения:   

ssbb kkb  / , iiir  / , )exp( sslE  , 

           Erblrblrb sssssss  2exp11exp111  , 

         ssssss lrblrb   exp11exp11 .   

Выражение (2.1.7) показывает, что для рассматриваемого случая  величина 

  состоит из двух частей, обусловленных поглощением падающего луча об-

разцом и подложкой соответственно и,  если положить  0b , тогда будем 

иметь результат теории [21], а при 0s  результат теории [84].  

      Возмущения давления в газовом слое определяются усреднением 

)exp(),( xx gg     по длине тепловой диффузии в газе согласно выражения [21]  
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Из (2.1.7) и (2.1.8)  следует, что  акустическое колебание давления в буфер-

ном газе состоит из двух составляющих  21 ppp   , где 
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Представив   эти величины в виде   )]4/(exp[)(   tiQtp ii  и, выполняя соот-

ветствующие вычисления, для комплексных амплитуд ФА-сигнала будем 

иметь 
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где 000 22/ TlIpY g .  Подчеркнем, что появление слагаемого )(2 p  полно-

стью связано с поглощением подложки. 

        Очевидно, что  если образец является непрозрачным, тогда  1ss , 

0E  и  вклад, обусловленный  поглощением  подложки, отсутствует. Для 

прозрачных образцов величина 1ss  и часть падающего светового потока 

проходит через подложку, поглощение которого генерирует колебания тем-

пературы в ней, которые  затем по диффузионному закону  передаются  об-

разцу  и  буферному газу.  Именно этот случай является интересным,  поэто-

му в дальнейшем будем подробно его рассматривать.  

А) Предположим, что образец является термически тонким и ss  , 

1)exp(  ssl , тогда  b2 .  В этом случае  ФА-сигнал, генерируемый лишь 

поглощением образца,  определяется выражением [21] 
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        Между тем,  для характеристики подложки существуют две характерных 

длины: длина пробега фотона b   и длина тепловой диффузии b . В зависи-

мости от соотношения между этими величинами могут реализоваться следу-

ющие два случая. 

       1А). В случае  выполнения  условия bb    из  (2.1.10)  получим  
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Из сравнения последних двух выражений следует, что в этом случае  

амплитуда  ФА-сигнала, возбуждаемого  колебанием температуры подложки 
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и передаваемого в буферный газ через образец,  является доминирующей, по-

скольку 1ssl . Нетрудно  также заметить, что в этом случае частотные за-

висимости амплитуды обоих сигналов меняются по закону 1 . 

          2А).  Пусть bb   .   Для этого случая, выполняя необходимые вы-

чис- 

ления, из  выражения (2.1.10) будем иметь 
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из которого следует, что в этом случае  формирование колебаний температу-

ры в газовом слое происходит в конкуренции между степенью прозрачности 

образца ( 1ss l ) и оптической  толщиной подложки   bb . Также  обнару-

живается сдвиг фазы )(2 tp  на величину 4/  по сравнению с )(1 tp , а частот-

ная зависимость амплитуды этого сигнала меняются по закону 2/3 .      

           Б) Предположим, что ssl   и  s ,  тогда  ssss ll   1)e x p ( ,   

blb ss 2)(2   .  Вычисление приводит к выражению [21] 
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совпадающему с  (2.1.11).  И в этом случае реализуются два случая для под-

ложки.  

         1Б). При  выполнении условия bb     из уравнения (2.1.10)  получа-

ем  
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         2Б).  Пусть bb   ,  тогда   справедливо выражение   
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Видно, что выражения  (2.1.12) и (2.1.14), (2.1.13) и (2.1.16) совпадают.  

С)   Для термически толстых образцов ssl  ,  0)exp(  ssl  и  колеба-

ния температуры, передаваемые из подложки в образец, затухают в припо-

верхностном слое образца и её вклад в генерацию ФА-сигнала отсутствует.   
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         Подводя итоги настоящей раздела работы,  можно заключить, что нами 

обобщена линейная теория ФА-эффекта для случая, когда подложка, наряду с 

образцом, является поглощающей. Выявлено, что вклад от поглощающей под-

ложки в  генерируемый ФА-сигнал является существенным лишь для термиче-

ски тонких слабопоглощающих образцов.   Обнаружено, что частотная зави-

симость амплитуды ФА-сигнала,  обусловленная  поглощающей подложкой, 

изменяется по законам  1  при bb    и  2/3  при bb   . 

 

2.2. Вклад поглощения подложки на формирование нелинейного  

фотоакустического отклика: математическая модель 

 

            Различные аспекты  теории возбуждения нелинейного фотоакустиче-

ского отклика для одно-  и двухслойных образцов на прозрачной подложке  

подробно исследованы в [51-55, 57-67,70-79]. Между тем, очевидно, что  при 

выполнении условия 1SS l  определенная  часть светового потока падает на 

подложку. С другой стороны, если подложка для падающего луча  является 

поглощающей с оптическим коэффициентом поглощения b , тогда в ней, 

также как в образце,  генерируются колебания температуры,  которые по 

диффузионному закону  передаются посредством образца газовому слою и,  в 

результате, появляется дополнительный  вклад в ФА-сигнал, детектируемый 

микрофоном. В [120, 121]  была предложена  линейная теория этого вклада 

для однослойных образцов.   Поиск вклада этого механизма в формирование 

нелинейного ФА-отклика и является целью настоящей главы работы [122-

127]. 

Математическая модель задачи. Исходим  из следующей  системы  

нелинейных уравнений теплопроводности для ФА-камеры, состоящей из га-

зового слоя (g),  образца (s) и поглощающей подложки (b): 
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где  )exp()1( 01 sss lIRI  . Шесть граничных условий, необходимых для  реше-

ния системы (2.2.1)-(2.2.3), являются равенства 
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соответствующие условиям непрерывности температур и потоков тепла на 

границах  газ-образец,  образец-подложка и подложка-газ. 

Система нелинейных уравнений теплопроводности (2.2.1)-(2.2.3)  сов-

местно с граничными условиями являются исходными для исследования осо-

бенностей возбуждения нелинейного ФА-отклика, когда подложка в ФА-

камере является поглощающей. 

Представим возмущение температуры в виде суммы локально-равновес-

ной )(0 xT i , линейных  ),( txi  и нелинейных  акустических ),( txNi частей, т.е. в 

виде   

               ),(),(),()(),( 210 txtxtxxTtxT NiNiLiii  .                (2.2.4) 

Тогда  система уравнений (2.2.1)-(2.2.3) распадается на следующие три си-

стемы уравнений для  )(0 xT i
, ),(1 txNi и ),(2 txNi :  
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,  ( 2.2.13) 

Отметим, что выражение для ),( txLi  в рассматриваемой геометрии ФА- экс-

перимента соответствует выражению (2.1.7) и получено в [120]. 

Учитывая, что в правых частях  уравнений (2.2.8)-(2.2.13) источники 

изменяются по гармоническому закону, представим  временную зависимость  

колебательных частей возмущения температур в виде )exp(),(),( tixtx
LL

 . 

Тогда для функций 

  ),()(),(),( 0211  xxTxx LiiiNii  , ),(5,0),(),( 2

222 xxt LiiNii      

получим следующую систему уравнений:   
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      Системы уравнений (2.2.5)-(2.2.7) и (2.2.14)-(2.2.19)  представляют собой  

математическую модель рассматриваемой проблемы и позволяют детально  

исследовать вклад тепловой нелинейности оптических параметров поглоща-

ющей подложки на характеристики возбуждаемого нелинейного ФА-сигнала. 

 

2.3. Стационарное поле температуры. Система уравнений (2.2.5)-(2.2.7)  

позволяет найти стационарное поле температуры в ФА-камере. Для этого, 

как и в [51,52],  введем безразмерные функции )()( 02 xTxg iii   и учтем, что    

000 )0(  gs TT , 000 )()( WlTlT sssb  . Тогда   решение системы (2.2.5)-(2.2.7) 

можно представить в следующем виде: 
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,                      (2.3.3)               

где )exp( sslE  , )exp( bbb lE  .  Используя условия непрерывности потока 

тепла на границе газ-образец и  образец-подложка,  получим следующую сис- 

тему нелинейных алгебраических уравнений для определения  величин 0 , 

0W : 

   02)22()( 02

2

03022

2

0  UWWUdd ssgs                                 (2.3.4) 

   0)22()()2( 33210212

2

03102

2
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Здесь использованы следующе обозначения:  
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        Выражения (2.3.1)-(2.3.3) совместно с полученной системой алгебраи-

ческих уравнений  (2.3.4)-(2.3.5) и является решением сформулированной за-

дачи, т.е. позволяет определить вклад температурной зависимости теплофи-

зических и оптических параметров подложки на  формирования температур-

ного поля в ФА-камере. Очевидно, что нелинейная система уравнений  

(2.3.4)-(2.3.5)  может быть решена только  численно.  Нами получены эти ре-

шения для случая кварцевого стекла на подложке из нержавеющей стали. Ре-

зультаты представлены  на рис. 2.2. Теплофизические  и оптические парамет-

ры имеют следующие значения: мКВтg /025.0)0(  , 13

2 1039.2  Кg ,

мКВтs /36.1)0(  , 26.0)0( sA , 1)0( 32  cмs , 13

2 1058.0  Кs , 13

3 102.1  Кs

[115,116], мКВтb /9.14)0(  , 72.0)0( bA , 1)0( 16  cмb , 13

2 101,1  Кb ,

13

3 1019.0  Кb [115,116].Толщины: мlg

3105  , мlb

310 , мls

310 .  

 

              

Рис. 2.2. Зависимость величин 0 (а)   и  0W  (б) от интенсивности падающего 

луча для системы кварцевое стекло - нержавеющая сталь при  0)0( s , 

16)0( b  см
-1

 (кривая 1), 32)0( s  см
-1

 , 0)0( b  (кривая 2) и 32)0( s  см
-1

, 

16)0( b  см
-1

 (кривая 3). 
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      Из рис.  2.2 видно, что при прозрачности образца также происходит 

нагрев ее облучаемой поверхности, что обусловлено переносом тепла из кон-

тактирующей поверхности образца и подложки и малостью коэффициента 

теплопроводности подложки.   В дальнейшем  поглощение образца приводит 

к росту  величин  0  и 0W   и  постепенному  переходу зависимости  этих ве-

личин от интенсивности луча  от линейной к нелинейной.          

         Таким образом,  в настоящем разделе  работы предложена математиче-

ская модель теории генерации нелинейного ФА-сигнала, для случая погло-

щающей подложки.  Получены выражения, описывающие пространственное 

распределение поля температуры в ФА-камере и система нелинейных алгеб-

раических уравнений для температур облучаемой поверхности образца и её 

обратной стороны (опорные температуры).  Выполнено численное решение 

этой системы уравнений для случая, когда образцом является кварцевое 

стекло, а подложкой - нержавеющая сталь. Обнаружено, что с ростом интен-

сивности падающего луча зависимость опорных температур от  интенсивно-

сти луча становится нелинейной. 

 

           2.4. Вклад поглощения подложки на характеристики основной  

гармоники нелинейного фотоакустического сигнала 

 

    В предыдущем разделе  нами предложена математическая модель яв-

лений генерации нелинейного фотоакустического  сигнала и формирования 

стационарного поля температуры в ФА-камере для случая, когда подложка 

является поглощающей. Справедливости ради отметим, что различные ас-

пекты теории генерации первых двух гармоник нелинейного ФА-сигнала, 

обусловленного тепловой нелинейностью теплофизических и оптических ве-

личин среды, достаточно подробно исследованы в [51-62]. Целью настоящего 

раздела работы является развитие теории генерации основной гармоники не-

линейного ФА-сигнала однослойным твердотельным образцом на поглоща-

ющей подложке [125,126]. В рассматриваемом случае считается, что подлож-
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ка, как и образец, является поглощающей с оптическим коэффициентом по-

глощения b . Тогда, очевидно, что также как в образце, в подложке возбуж-

даются колебания температуры, которые посредством образца по диффузи-

онному закону передаются газовому слою и, в результате, появляется допол-

нительный вклад в ФА-сигнал, детектируемый микрофоном. 

    В разделе 2.2 для величины ),()(),(),( 0211  xxTxx LiiiNii    была по-

лучена следующая система дифференциальных уравнений: 
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Выражения для ),( txLi , полученные в разделе 2.1  можно переписать в сле-

дующем  виде: 
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sssss ir    , )0(2 / ii i   , ii ai)1(  , iia /1 , 2/1)0( )/2(  ii  - длина 

тепловой диффузии. 

    Для решения системы трёх дифференциальных уравнений второго по-

рядка требуется наличие шести граничных условий. Эти условия получены в 

разделе 2.2 и имеют вид 

   )0,()0,( 11  NgNs  , ),(),( 11 sNssNb ll   , 0),(),( 11  gNgbsNb lll  ,          (2.4.4) 
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 Используя обозначение  )(5,0 2
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решения  уравнений (2.4.1)-(2.4.3) можно написать в виде  
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    Для нахождения комплексных  амплитуд N1 , NU1 , NV1  и NW1 , входящих 

в выражения (2.4.6), (2.4.7) и (2.4.8), будем использовать выше приведенные 

граничные условия и получим следующую систему алгебраических уравне-

ний:  
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(2.4.12) 

         Ввиду того, что ФА-сигнал регистрируется микрофоном посредством 

газового слоя, то достаточно из этой системы получить выражение для вели-

чины N1 , посредством которого и определяются нелинейные составляющие 

колебания давления в этом слое.  
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 Исключив величины NU1 , NV1  и NW1  из системы (2.4.9)-(2.4.12), а также 

учитывая условие  1g  и равенства LLgLs  )0()0( , 

bL

l

s

ll

bLbsLs EWeEVeUell ssssss 
 

)()( , 
ggg bg 200 11)0(  , sss bg 200 11)0(  , 

bbbb Wblg 200 11)(  , sss Wlg 200 )(  , из системы (2.4.9)-(2.4.12) для величин 

NU1 , NV1  и NW1  получим следующие выражения: 
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Учитывая эти равенства,  для искомой величины N1  получим выражение  
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Здесь использованы обозначения 
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  . 

 Принимая во внимание, что L0 и LWW 0 , выражения для функ-

ций ),(1 xs  , ),(2 xs   и ),(1 xN  , ),(2 xN   можно записать в виде  
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        Выражения для функций ),(1 xS g  , ),(2 xS g  , ),(1 xS s   и ),(2 xS s   получены в 

[53,54]. Реализуя способ интегрирования, предложенный в [52], для функции 

),(2 xS b   получим следующее выражение: 
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,            (2.4.20) 

 где 210 1 DDD  , )0(

0212

)0(

1 /)1( bbbbb WIAD   , )2( 02022 WWD bb   , 2013 )1( DEDD и  ,  

)exp(0 bbb lE  . 

Полученное выражение (2.4.16) для N1  совместно с формулами (2.4.17)-

(2.4.20) является решением сформулированной задачи и позволяет опреде-

лить особенности генерации нелинейного составляющего акустического ко-

лебания давления на основной гармонике в буферном газе. Для этого вос-

пользуемся выражением [54]  

                    021

1

1 )3(25.0)(  

ggNLLN pp   ,                  (2.4.21)  

где ggLL lTpp  00 /  - линейная  составляющая этого  сигнала  [21,120]. Отме-

тим, что для рассматриваемого случая величина генерируемого линейного 

ФА-сигнала состоит из двух частей LbLSL ppp   , обусловленных, соответ-

ственно, поглощением образца и подложки [120], которые можно предста-

вить в виде )]4/(exp[)(   tiQtp iLi , где 
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                ssssss lrblrb   exp11exp110 . 

Из выражений для N1  и 
Lp  видно, что выражение для )(1  Np  является доста-

точно сложным. В связи с этим поэтапно будем рассматривать те случаи, ко-

торые являются наиболее интересными. 

        В рамках настоящей раздела  рассмотрим случай, когда образец являет-

ся прозрачным, т.е. 0s  и 0LSp .  Тогда источником генерации тепловых 

колебаний становится лишь поверхность подложки, контактирующей с об-

разцом и, очевидно, генерация ФА-сигнала, включая и нелинейную  состав-

ляющую, возможна лишь для термически тонких образцов, для которых 

000 22/ TlIpY g
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ssl   и b2 . Пренебрегая слагаемыми порядка 2

2 , 32 , а также принимая 

во внимание, что для этого случая имеют место равенства 
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 })(5.0)()(25.0{ 230220202 HWWb bbbbsssL   , 

для искомой величины получим  выражение  

})1](2)1(()[(5.0)()3(23(25.0{ 12

0232202301

 bbbbbbbsssggLN rrrWW  . (2.4.22)               

Отметим, что при получении )0(1gS , )0(2gS , )0(1sS , )0(2sS  и )(2 bb lS   в знаменате-

лях использовалось приближение 10 D , которое выполняется с хорошим за-

пасом. Также считалось, что толщина подложки удовлетворяет условию 

bbl  . 

     Подставляя выражение  (2.4.22) в (2.4.21) и выполняя необходимые вы-

кладки, для )(1  Np  получим выражение 
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.            (2.4.23) 

Между тем, очевидно, что поглощающая подложка будет характеризоваться 

двумя характерными длинами 1 bb   -длиной пробега фотона и b длиной 

тепловой диффузии, соответственно. Тогда, в зависимости от соотношения  

между этими величинами, в эксперименте может реализоваться два суще-

ственно различных случая. Подробно рассмотрим эти случаи. 

    1.Если длина порога фотона гораздо больше длины тепловой диффу-

зии, тогда 1br  и из (2.4.23) будем иметь  
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где  )3(5.0 2)1(1 ssNK    и bbbsNK 322)2(1 2   - нелинейные коэффициен-

ты. Из (2.4.24) следует, что в этом случае спад амплитуды нелинейного ФА-

сигнала с ростом частоты происходит по закону 2/3 . 

2. В обратном случае, т.е. при 1br , имеет место равенство 

2
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gbsb

N eKWK
RYA

p





 .      (2.4.25) 

Здесь величины  )3(5.0 2)1(2 ssNK    и bbbsNK 322)2(2 2   также являют-

ся нелинейными коэффициентами.  Нетрудно заметить, что в этом случае 

уменьшение амплитуды нелинейного ФА-сигнала с ростом частоты подчиня-

ется закону 1 .  

      Таким образом, в рамках настоящего раздела  удалось создать теорию 

генерации основной гармоники нелинейного ФА-сигнала для случая, когда 

подложка, наряду с образцом, также  является поглощающей. Выполнен пол-

ный анализ для случая, когда образец является прозрачным.  Эксперимен-

тальное измерение амплитуды этого сигнала позволит определить термиче-

ские коэффициенты теплофизических параметров всех слоев в ФА-камере, а 

также поглощательную способность подложки. 

 

 

             2.5. Вклад поглощения подложки на формирование второй   

гармоники  нелинейного фотоакустического отклика 
 

            Существующие теории генерации первых двух гармоник нелинейного 

ФА-сигала показывают [51-62], что параметры этих сигналов являются до-

статочно информативными. Так, например, их амплитуды содержат инфор-

мацию, как о теплофизических и оптических параметрах образцов, так и о 

температурных коэффициентах этих же величин. Однако особенности фор-

мирования второй гармоники для случая, когда подложка является поглоща-
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ющей с оптическим коэффициентом поглощения b , остались не исследо-

ванными. Устранение этого пробела и является целью настоящей настоящего 

раздела работы. 

     Исходим из следующей системы дифференциальных уравнений для 

),(2 txNi - колебания нелинейного составляющего температуры на второй гар-

монике в ФА-камере, полученной в разделе 2.2 [126, 127]:  
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где ,)(5.0 1)0(

30

)0(  sssss kIAB  ,)(5.0 1)0(

31

)0(  bbbbb kIAB  )0(2

2 /2 ii i   .   

     Граничные условия, необходимые для решения системы уравнений 

(2.5.1)-(2.5.3), имеют вид  

)0,()0,( 22  NgNs ФФ  , ),(),( 22 llФ NbsNs   , 0),(),( 22  gNgbsNb lll  ,             (2.5.4)                  
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.           (2.5.5) 

       Система уравнений (2.5.1)-(2.5.3) совместно с граничными условиями 

позволяет исследовать особенности генерации ВГ нелинейного ФА-сигнала с 

учётом оптического поглощения подложки. 

       Решения уравнения (2.5.1)-(2.5.3), можно написать в виде  
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Здесь использованы обозначения: )(25,0 222 iiiiR   , 
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Подчеркнем, что учет температурной зависимости  поглощательной способ-

ности образца и подложки приводит к появлению слагаемых  ),(1 xQ s  , ,

),,(2 xQ s    ),(1 xN b  и ),(2 xN b  . 

Далее, используя граничные условия (2.5.4)-(2.5.5), для определения 

комплексных величины N2 , NU 2 , NV2  и NW2  получим следующую систему 

алгебраических уравнений:  
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    Для рассматриваемого случая величина ФА-сигнала на второй гармо-

нике определяется выражением [126] 
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Из (2.5.16) следует, что для определения явного вида искомой величины 

необходимо иметь соответствующее выражение для Ng2 . Решая систему 

уравнений (2.5.12)-(2.5.15), получим выражение 
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в котором  использованы следующие  обозначения:  
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.                         

Выражение (2.5.16) совместно с (2.5.17) и является общим решением сфор-

мулированной задачи.  

      Подставляя функции ),( xФLg , ),( xФLs  и ),( xФLb  в подынтегральные 

выражения для ),(1 хW g  ,
 

),(2 хW g  , ),(1 xW s  , ),(2 xW s  , ),(1 xW b  , ),(2 xW b  , ),(1 хQ s  , 

),(2 хQ s  , ),(1 хN b  , ),(2 хN b    и, выполнив интегрирование, будем иметь  
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       Как и в разделе 2.3., в настоящем разделе рассмотрим случай прозрачно-

го образца, для которого 0s  и 0LSp . Тогда источником генерации второй 

гармоники тепловых колебаний становится лишь поверхность подложки, 

контактирующая с образцом. Между тем, очевидно, что возбуждение ФА-
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сигнала, включая и нелинейную составляющую, возможно лишь для терми-

чески тонких образцов, для которых ssl  , 1)exp(  ls  и b2 . Пренебрега-

ем слагаемыми порядка 2

2 , 32 , а также примем во внимание, что для этого 

случая имеют место равенства 

)1(1  bb rbE , )1(2  bb rbE , )1(5.0  bbLs rEU , )1(5.0  bbLs rEV , )(5.0),(
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для искомой величины получим 
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Тогда, выполняя необходимые вычисления, получим, что  
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 .                     (2.5.18) 

Подставляя выражение (2.5.18) в (2.5.16) и проводя необходимые вычисле-

ния, для акустического колебания давления на удвоенной частоте получим 
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где 
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является нелинейным коэффициентом, который определяется посредством 

комбинации термических коэффициентов теплофизических параметров газа 

и подложки, а также поглощательной способности подложки. 

        Примем во внимание, что поглощающая подложка характеризуется 

двумя характерными длинами: 1 bb   - длина пробега фотона и b - длина 

тепловой диффузии, соответственно. Тогда, очевидно, что в зависимости от 

соотношения  между b  и b  в эксперименте могут иметь место две суще-

ственно различные ситуации. Детально рассмотрим эти случаи. 
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1. Пусть  длина пробега фотона b  
гораздо меньше  длины тепловой диффу-

зии b , тогда 1br  и из (2.5.19) получим выражение 
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,                        (2.5.20) 

из  которого  следует, что в этом случае спад амплитуды нелинейного ФА-

сигнала с ростом частоты происходит по закону 2/3  и не зависит от вели-

чины b . 

2. В обратном случае, то есть когда 1br , справедливо равенство 
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.                     (2.5.21) 

Нетрудно заметить, что в этом случае уменьшение амплитуды нелинейного 

ФА-сигнала с ростом частоты подчиняется закону 2
5

 , а её рост с ростом 

оптического коэффициента поглощения происходит по закону 2

b . 

    Таким образом, в рамках настоящего раздела  нами создана теория ге-

нерации второй гармоники нелинейного ФА-сигнала для поглощающей под-

ложки. Найден явный вид выражения для описания возбуждаемой второй 

гармоники ФА-сигнала для прозрачных и термически тонких образцов. 

Установлены законы спада амплитуды этого сигнала с ростом частоты моду-

ляции, когда длина пробега фотона меньше длины тепловой диффузии в под-

ложке и наоборот. Это позволит при проведении соответствующих измере-

ний параметров этого сигнала определить температурные коэффициенты тех 

величин, которые входят в коэффициенты нелинейности, а также значение 

оптического коэффициента поглощения. 
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ГЛАВА III.    ВКЛАД ПОГЛОЩЕНИЯ ПОДЛОЖКИ НА  

ФОРМИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНОГО И НЕЛИНЕЙНОГО  

ФОТОАКУСТИЧЕСКОГО ОТКЛИКА ДВУХСЛОЙНЫХ ОБРАЗЦОВ 

 

 

3.1. Вклад поглощения подложки на параметры линейного  

фотоакустического сигнала  двухслойных твердотельных образцов 

 

         В зависимости от геометрии эксперимента существуют различные вари-

анты теории ФА-эффекта в двух- и многослойных твердотельных системах. 

Наиболее распространенным является теория Фужи [128], которая является 

развитием одномерной  теории  Розенсвайга-Гершо [21], построенной   для 

однослойных образцов.   Однако в [128],  как и в [21], рассматривался случай, 

когда подложка является прозрачной.   В  [84]   предложена теория генерации 

ФА-сигнала для однослойных прозрачных  систем,  находящихся  на  погло-

щающей подложке.  Общий случай, когда, как образец, так и подложка яв-

ляются поглощающими, был рассмотрен  в [120].  Целью настоящего раздела 

является построение  теории генерации ФА-сигнала двухслойными сис- 

 темами,  находящимися на поглощающей подложке (см. рис. 3.1).  
         

 

 

Рис 3.1. Геометрия задачи для двухслойных  образцов в ФА-ячейке: g- газо-

вый слой; s1-первый  и s2-второй слои образца; b-поглощающая  подложка. 
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Исходим из следующей системы линейных уравнений теплопроводнос- 

сти для газового слоя g, первого s1 и второго s2 слоев образца и поглощаю-

щей подложки b [129-132] :  
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где  )exp()1( 11101 lRII s   , )exp()1( 22212 lRII s  .       

  Как и ранее, возмущения температур ),( txTi
  представим в виде суммы 

равновесных )(0 xT i  и акустических ),( txi  частей:   ),()(),( 0 txxTtxT iii  . Так-

же учитывая, что падающий лазерный луч модулирован по гармоническому 

закону, временное изменение величины ),( txi представим в виде: 

)exp(),(),( tixtx  . Тогда из  системы уравнений (3.1.1) – (3.1.4)  для 

),( xi  получим  следующую систему: 
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где   ii i  /2  , ii ai)1(  , iia /1 , 2/1)/2(  ii  - длина тепловой диффу-

зии соответствующих слоев. 

Решения однородного (3.1.5) и  неоднородных (3.1.6)-(3.1.8) уравнений 

имеют следующий вид: 



60 

 

x

g
gexФ 1),(





 ,  

xxx
eEeexФ s 11

1211 ),(
  


,                  

)(2 22

1

11
1

ss

E





  ,  )1(01 sAI , 

)(

2

)(

2

)(

12
121212),(
lxlxlx

eEeGeGxФ ss 


 , 
)(2 22

2

22
2

ss

E





  ,  11

)2()1(02 )1(
l

ss eARI
 

 , 

)()(

1

21
21),(

xll

b

llx

b
bb eEeRxФ




 ,   
)(2 22

bbb

bb
bE






 , 22

)3()2(23 )1(
l

s eAR
 

 , 

где  величины   ,   1 , 2 , 1G , 2G  и 1R   являются комплексными амплитудами 

колебания температур в соответствующих слоях.  Шесть граничных условий  

              ),,0(),0(  sg   ),(),( 1211  ll ss  , ),(),( 12122  llll bs   

  
0

1
1

0 









xx

g

g
xx

 ,   

1
1

2
2

1
1

lx
lx xx


 







 ,     

21
21

2
2

llx

b
b

llx xx


 







  

позволяют получить систему линейных алгебраических уравнений для опре-

деления величин  , 1 , 2 , 1G , 2G , 1R  .  Исключив из них 1 , 2 , 1G , 2G  и 1R ,  

для амплитуды колебания температуры в газовом слое получим выражение, 

которое можно представить в виде 321  , где  
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В (3.1.9)-(3.1.11) использованы следующие обозначения: 
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        Возмущение давления в газовом слое определяется усреднением 

)exp(),( xx gg     по длине тепловой диффузии в газе согласно выражению [21]  
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   Из выше приведенных  выражений следует, что акустическое колебание 

давления в буферном газе состоит из трех составляющих  321 pppp   , 

где 
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Подставляя выражение  ),( xg  в (3.1.12) и учитывая  (3.1.9)-(3.1.11), а затем,  

выполняя соответствующие вычисления,  представим результаты  в виде 

)]4/(exp[)(   tiQtp ii . Тогда для комплексных амплитуд ФА-сигнала будем 

иметь 
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.     (3.1.15)  

Нетрудно заметить, что появление слагаемого )(3 p  целиком и полностью 

обусловлено поглощением подложки. 

        Очевидно, что если бы хотя один из слоев образца является сильно по-

глощающим, тогда  111 l , 01 E  или 122 l , 02 E   и  падающий луч  не 

поступает в подложку и  вклад, обусловленный  её поглощением в формиро-

вание ФА-сигнала  отсутствует. Когда оба слоя образца являются слабо по-

глощающими, тогда 1iil  и определенная часть падающего луча проходит 

через подложку, поглощение которой  генерирует колебания температуры в 

нем, который затем по диффузионному закону передается через оба слоя об-

разца в буферный газ. В дальнейшем подробно изучим этот случай, посколь-

ку именно он представляется  интересным для рассматриваемой задачи.    

      Предположим, что оба слоя образца являются термически тонкими,  

тогда bsebesesebeses
llllll

4)1]()1()1[()1]()1()1[( 221111221111 
  , поскольку  

siil   и 1)exp(  iis l .  В этом случае величина ФА-сигнала, генерируемого  
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в результате поглощения обоими слоями образца, определяется выражением 

[129,130] 

               )]4/(exp[)(
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)( 222111
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             (3.1.16) 

        Очевидно, что в зависимости от соотношения между bl  и b  -длинами 

пробега фотона и тепловой диффузии могут реализоваться различные два 

случая. Подробно рассмотрим эти случаи. 

      1) В случае  выполнения  условия 33    из  (3.1.12) и (3.1.15)  получим  
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Сравнение последних двух выражений показывает, что в этом случае ампли-

туда ФА-сигнала, возбуждаемого  колебанием температуры подложки и пе-

редаваемый в буферный газ посредством образца по диффузионному закону,  

может  быть  доминирующей, поскольку 1iil .  Нетрудно также заметить, 

что в этом случае  частотная зависимость суммарной амплитуды  генерируе-

мого звука подчиняется закону 1 . 

       2)  Пусть bb   , тогда справедливо выражение     

         )]4/(exp[)(
4

)( 33
)2(3 




 


 ti

a

i
tp

b

b

g

b .                      (3.1.18) 

Существенное отличие этого вклада от  выражения (3.1.16) состоит в сравни-

тельно быстром 2/3  спаде амплитуды этой составляющей ФА- сигала с 

ростом частоты и сдвиг её  фазы  на величину 4/  по сравнению )(1 tp .    Из 

сравнения выражений (3.1.18) и (3.1.16) также следует, что в этом случае  

формирование  колебаний температуры газового слоя, генерирующих  аку-

стический поршень,  происходит в конкуренции между степенью прозрачно-

сти обоих слоев образца ( 1iil  ) и величиной оптической толщины под-

ложки bb .  

        Таким образом,  в настоящем разделе выполнено обобщение теории ге-

нерации ФА-сигнала двухслойными твердотельными образцами, находящи-

мися на поглощающей подложке.  Установлено, что вклад от поглощающей 
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подложки в  генерируемый ФА-сигнал  имеет место лишь в случае, если оба 

слоя образца являются термически тонкими и слабо поглощающими. Найде-

на  величина  вклада  поглощающей подложки в суммарный ФА-сигнал, ге-

нерируемый в газовом слое и детектируемый микрофонном.  

 

 

3.2. Вклад поглощения подложки на формирование нелинейного 

фотоакустического отклика двухслойных образцов.   

Математическая модель 

 

         Выводы линейной теории фотоакустического (ФА) эффекта для одно-и 

двухслойных систем [21,22, 128] стимулировали постановку многочисленных 

экспериментов, направленных на определение теплофизических, оптических  и 

акустических свойств различных систем. В [21,128] считалось, что в ФА-

камере подложка является прозрачной. Случай, когда прозрачный одно- или 

двухслойные образцы находятся на поглощающей подложке был рассмотрен в 

[84,129]. Между тем, известно, что с ростом интенсивности падающего луча 

возникает нелинейный ФА-сигнал, который состоит из набора гармоник, ос-

новными из которых являются первые две. В [57-67, 71-79] подробно исследо-

ваны различные аспекты теории генерации нелинейного ФА-сигнала двуслой-

ными системами, когда подложка является  прозрачной.  Случай, когда  под-

ложка, наряду с  двумя слоями образца, является поглощающей, оказался не 

исследованным. Восполнение этого пробела и является целью следующей час- 

ти настоящей главы работы.      

        Математическая модель задачи. Предположим, что на ФА-камеру с 

двухслойным образцом  на  поглощающей подложке падает модулированный с 

частотой   лазерный луч. Тогда в качестве исходных уравнений может слу-

жить  следующая система  нелинейных  уравнений теплопроводности для всех 

четырех слоев (буферного газа, первых и вторых слоев образца и подложки)  

ФА-камеры:    
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Восемь  граничных  условий, необходимых для  решения системы (3.2.1)-
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соответствующие условиям непрерывности температур и потоков тепла на 

границах  газ-первый слой и два слоя образца,  между слоями образца и обра-

зец-подложка, а также условия отсутствия нагрева на торцах ФА-камеры.  

Система нелинейных уравнений теплопроводности (3.2.1)-(3.2.4)  сов-

местно с граничными условиями являются исходными для исследования осо-

бенностей возбуждения нелинейного ФА-отклика, когда подложка в ФА-

камере является поглощающей. 

Представим возмущение температуры в виде суммы локально-равно-

весной )(0 xT i , линейных  ),( txi  и нелинейных  акустических частей ),( txNi , 

т.е. в виде   

               ),(),(),()(),( 210 txtxtxxTtxT NiNiLiii  .                       (3.2.5) 

Тогда  система уравнений (3.2.1)-(3.2.4)  распадается на следующие три си-

стемы для  )(0 xT i
, ),(1 txNi  и ),(2 txNi :  
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Отметим, что выражение для ),( txLi  в рассматриваемой геометрии ФА- экс-

перимента получено в [129]. 

Принимая во внимание, что )exp(),(),( tixxt LL  , 

)2exp(),(22 tixLL  , положим )exp(),(),( 11 tixxt NiNi  . Тогда для 
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функций  ),()(),(),( 0211  xxTxx LiiiNii  получим следующую систему урав-

нений:  
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В этом приближении граничные условия для функций  ),(1 xtNi , ),(2 txNi , 

),()(),(),( 0211 txФxTtxФtx LiiiNii   и  ),(5,0),(),( 2

222 xxt LiiNii             имеют         вид 
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         Системы уравнений (3.2.10)-(3.2.13), (3.2.14)-(3.2.17),(3.2.18)-(3.2.21) и 

(3.2.22)-(3.2.25)  совместно с граничными условиями  и выражениями для ли-

нейных частей акустического колебания температуры представляют собой 

математическую модель сформулированной задачи. Эти уравнения будут 

служить  исходными для определения температурного поля, а также пара-

метров основной и второй гармоник нелинейного ФА-сигнала, генерируемо-

го двухслойными  твердотельными образцами с поглощающей подложкой. 

         

3.3. Температурное поле в фотоакустической камере 

           Прежде всего, отметим, что некоторые особенности формирования 

температурного поля в ФА-камере для случая, когда  образцы  существенно 

отличаются  оптическими  характеристиками,  недавно были рассмотрены в 

[80,81]. Исходим из системы дифференциальных уравнений (3.2.6)-(3.2.9) для 

поля температуры в ФА-камере, соответствующих рассматриваемому слу-

чаю. Граничные условия, необходимые для решения этой системы, можно 

написать в  виде  

   0)(0 gg lT ;   0)]([ 210  lllT bb ; 0)1(00 )0()0(  Sg TT ;                     



68 

 

  011)2(01)1(0 )()( WlTlT SS  ;    0221021)2(0 )()( WllTllT bS  ;      

0x

0

0

)1(0

)1()1( ])([])([  
dx

dT
Tk

dx

dT
Tk

g

ggx

S

SS
; 

11
])([])([

)2(0

)2()2(

)1(0

)1()1( lx

S

SSlx

S

SS
dx

dT
Tk

dx

dT
Tk    

)(
0

)(

)2(0

)2()2( 2121
])([])([ llx

b
bbllx

S

SS
dx

dT
Tk

dx

dT
Tk 

  , 

где  0  и 01W , 02W  -приращение температур на границах между слоями.                                      

Используя обозначение  )()( 1

2 xgxT iii

  , решение системы  дифференциаль-

ных  уравнений (3.2.6)-(3.2.9), подчиняющихся  выше выписанным  гранич-

ным условиям,  можно написать в виде  
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 В этих выражениях 
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       Условия непрерывности потоков тепла  на  межслойных границах позво-

ляют получить следующую систему алгебраических уравнений для  опреде-

ления величин 0 , 01W  и 02W : 
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    Выражения (3.3.1)-(3.3.4) совместно с  системой нелинейных алгебраиче-

ских уравнений (3.3.5)-(3.3.7) представляют собой  решение сформулирован-

ной задачи и описывают особенности формирования температурного поля в  

ФА-камере с двухслойным образцом и поглощающей подложкой. 

       Очевидно, что для получение полной информации о  температурном поле 

необходимо получить численное решение системы уравнения(3.3.5)-(3.3.7).  

Нами получен это решение  для двухслойной системы  полиметилметакрилат 

(ПММА) - полиэтилен низкой плотности (ПЭНП) KmWS ./163.0)0(

)1(  ,

13

)1(2 1004.0  KS , KmWS ./3.0)0(

)2(  , 13

)2(2 1085.1  KS [115,116], 5.0)0(

)1( SA , 

13

)1(3 100.3  KS , 87.0)0(

)2( SA , 13

)2(3 1007.0  KS [117, 118]), когда оба слоя являются 

низко теплопроводящими. В качестве подложкы мы выбрали  кварцевый 

стекло ( KмВтb  /36,1)0( , 13

2 10104.0  Kb [115, 116], 72.0)0( bA , 13

)(3 1019.0  KbS  [117, 

118]) и неражавеющая стал( KмВтb  /9,14)0( , 13

2 1056.0  Kb [115, 116], 72.0)0( bA , 

13

)(3 1019.0  KbS  [117, 118]). Решение было получено для модельных значениях 
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оптического коэффициента поглощения 1)0(

2

)0(

1 50  см , а для подложки 

170  смb . Результаты полученного решения иллюстрированы на рис.3.2. 

 

Рис.3.2. Зависимости приращений температур 0  (кривые 1), 01W (кривые 2) и  

02W  (кривые 3) от интенсивности падающего луча для двухслойных систем: 

а) -  воздух- ПММА- ПЭНП- кварцевое стекло. б) - воздух- ПММА- ПЭНП- 

нержавеющая сталь;  

 Результаты полученного решения иллюстрированы на рис.3.   Нетрудно 

заметит, что существенное отличие зависимости величин 0 , 01W  и 02W от ин-

тенсивности падавшего луча для двух вариантов подложки связанно   боль-

шим значением коэффициента теплопроводности нержавеющего стала по 

сравнению с кварцевого стекла. 

  

3.4. Вклад поглощения подложки на формирование основной гармоники 

нелинейного фотоакустического отклика двухслойных образцов 
 

 Линейная теория генерации фотоакустичеcкого (ФА) сигнала двух− и 

многослойными образцами была развита в [128, 138], которая является 

обобщением известной теории Розенцвайга – Гершо для многослойных си-

стем [21].  Обобщение результатов [128,138] для случая,  когда однослойный  
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образец является прозрачным, а подложка поглощающей, проведено в  [84]. 

В [130,131] нами была разработана линейная теория генерации ФА-отклика в 

двухслойных образцах на поглощающей подложке.  Известно, что  темпера-

турные зависимости теплофизических и оптических параметров  образцов и  

подложки приводят к формированию нелинейного составляющего ФА-

отклика, который состоит из набора гармоник [139]. Оказалось, что лишь 

первые две из них являются основными. 

 Целью настоящего раздела  работы является развитие теории возбуж-

дения основной гармоники нелинейного ФА-сигнала двухслойными твердо-

тельными образцами, находящимися на поглощающей подложке.  Темпера-

турное поле для подобных систем теоретически было изучено в [133] и опи-

сано в предыдущем разделе. 

 Исходим из следующей  системы  уравнений для  величины колебания 

температуры на основной гармонике для всех слоев ),(1 xtNi : 
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В  разделе 3.1   нами получены следующие выражения для ),( txLg , ),()1( txLs  ,
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Здесь  использованы обозначения ii i  /2  , ii ai)1(  , ,/1 iia 
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       Очевидно, что для решения системы из четырех дифференциальных 

уравнений второго порядка необходимо иметь восемь граничных условий. К 

этим условиям относятся условие отсутствия нагрева торцов подложки и га-

зового слоя, а также непрерывность температур и потоков тепла на границах 

между слоями, что имеют следующий вид: 
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     Примем во внимание, что )exp(),(),( tixxt LL  , 

)exp(),(),( 11 tixxt NiNi  .   Тогда, используя обозначение )()(g 020i xTx ii , 

для функции ),()(),(),( 011 xxgxx LiiNii     из (3.4.1)− (3.4.4) получим сле-

дующее уравнение:  
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Запишем уравнение (3.4.5) для соответствующих слоев следующим образом: 
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    Реализуя метод вариации постоянных, получим решение системы урав-

нений (3.4.6)−(3.4.9) в виде  
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Здесь  использованы обозначения: 
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        Граничные условия непрерывности температур и потоков тепла на гра-

ницах между слоями и торцах позволяет получить следующую систему ал-

гебраических уравнений для нахождения комплексных амплитуд Ng1 , NbW1 , 

1NU ,  1NV , 2NU  и 2NV   :  
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Решая совместно уравнения (3.4.14) и (3.4.19), будем иметь 
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Подставляя выражения (3.4.20) в (3.4.24), получим уравнение  
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 Принимая во внимание выражения для 1NU  и 1NV ,  из  (3.4.22), (3.4.23) и 

(3.4.25) получим алгебраическое уравнение для Ng1 , решение которого име-
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Здесь  использованы  обозначения 
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Выражение (3.4.26) позволяет написать выражение для акустического коле-

бания температуры в газовом слое при произвольных значениях 1)1(1 lS  и  

2)2(1 lS вида 

)exp()()exp()]()([),( 1102111 xxSRxxgxSRx gggggLggNNg   .            (3.4.27) 

Детектируемый  ФА-сигнал определяется интегрированием величины 
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         Таким образом, получено  решение  сформулированной  задачи в общем 

виде, что позволит подробно рассматривать простые случаи, реализующиеся 

в эксперименте. Допустим, что  оба слоя образца являются прозрачными, а 

подложка  поглощающей, и  тогда 0)2(1)1(1  SS  . В этом случае источником 

генерации основной гармоники тепловых колебаний становится  поверхность 

подложки, контактирующая с поверхностью второго слоя образца. Между 
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тем,  в этом случае генерация линейного и нелинейного ФА-сигналов воз-

можна лишь для термически тонких образцов. Предположим, что эти условия 

имеют место, т.е. справедливы оценки ,11 sl   22 sl  , ,1)exp( 1)1(1  lS
 

1)exp( 2)2(1  lS . Тогда имеют место следующие выражения:   
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 Принимая во внимание эти равенства и  выполняя необходимые вы-

числения, будем иметь 

 )}()]()([2)()(25.0{ 2022122121220201 bsbbbgsggLNg WllMllSR  

.      
(3.4.29) 

Выполнив интегрирование выражения (3.4.28), с учетом равенства (3.4.29)   

для искомой величины получим  
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Тогда, принимая во внимание равенство 02011 )3(25.0)0()0(  ggLLggg gSR  ,  

будем иметь 
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  .               (3.4.30) 
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Выражение (3.4.30) является решением сформулированной задачи. Ввиду 

сложности этого выражения будем рассматривать те случаи, которые имеют 

место  в эксперименте. Очевидно, что  для рассматриваемого случая  подлож-

ка  характеризуется длинами пробега фотона 1 bb   и длиной тепловой 

диффузии b . Ниже рассмотрим два существенно различных  случая.
 

1.Пусть  длина пробега фотона в подложке гораздо больше длины тепловой 

диффузии, тогда  

1
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)}()()(25.0{ 2)2(202220201 bsgssgLNg W  

  
и выполняя необходимые вычисления в (3.4.30),  получим следующее выра-

жение для описания основной гармоники нелинейного ФА-сигнала: 
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                        (3.4.31) 

Принимая во внимание равенства 
2/1)2/)(1( gg i   ,

2/1)2/)(1( bb i   , 

 из (3.4.31) следует, что 2/3

1 ~)(  Np  и b~ .   

2. В обратном случае, то есть когда 1br , имеют место равенства 
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Принимая во внимание эти равенства и пренебрегая слагаемыми 2~  ,  из 

(3.4.28) будем иметь     
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                         (3.4.32)        

Из (3.4.32) следует, что для этого случая частотная зависимость амплитуды 

нелинейного ФА-сигнала на основной гармонике подчиняется закону 

1

1 ~)(  Np .  

        Таким образом, в рамках этого раздела  работы теоретически найдено 

общее выражение для вклада поглощающей подложки на параметры основ-

ной гармоники нелинейного ФА-сигнала двухслойных образцов. Более кон-
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кретно и достаточно подробно изучен случай прозрачных и термически тон-

ких  слоев образца.  Очевидно, что обработка результатов эксперимента  со-

гласно выражениям (3.4.31) и (3.4.32) позволит определить величины  b , а 

также термические коэффициенты теплофизических величин обоих слоев 

образца и подложки. 

 

3.5. Вклад поглощения подложки на формирование второй  гармоники  

нелинейного фотоакустического отклика двухслойных образцов 

        Будем исходить из системы взаимосвязанных уравнений для второй 

гармоники колебания температуры газового слоя, двухслойного образца и 

поглощающей подложки [133]: 
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где  )exp()1( 11101 lRII s   , )exp()1( 22212 lRII s  , а i , iR , i -поглощательная способ-

ность, коэффициенты отражения и поглощения соответствующих слоев. Вы-

ражения для ),( txLg , ),()1( txLs  , ),()2( txLs  и ),( txLb  получены в [129,130] и 

имеют следующий вид: 
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Здесь  использованы следующие обозначения: ii i  /2  , ii ai)1(  , ,/1 iia 
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Принимая во внимание, что )exp(),(),( tixxt LL  , )2exp(),(22 tixLL  , 

положим )exp(),(),( 11 tixxt NiNi  , )2exp(),(),( 22 tixxt ii  . Тогда для функции
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),(5,0),(),( 2

222 xxt LiiNii   из (3.5.1)-(3.5.4) получим следующую систему 

уравнений: 
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Граничные условия для  ),(2 txNi , и ),(5,0),(),( 2

222 xxх LiiNii    имеют вид 

0),(),( 2212  gNgbNb ltlllt , )0,()0,( 2)1(2 tt NgNs  , ),(),( 21)2(2212 lltllt NsNb  ,  

0

2

)0(

)0(

)1(

0

2 ),(
}

),(
{











x

Ns

g

s

x

Ng

x

xt

x

xt




, ,

),(),(

21
21

2

)0(

)0(

)2(2

llx

Ns

b

s

llx

Nb

x

xt

x

xt















11

),(),( )2(2

)0(

)1(

)0(

)2()1(2

lx

Ns

s

s

lx

Ns

x

xt

x

xt














, ).,(),( 2)2(21)1(2 ltlt NsNs   

Решение уравнений (3.5.5)-(3.5.8)  можно представить в виде 
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Здесь использованы обозначения 
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Вышеуказанные граничные условия совместно с выражениями (3.5.9)-

(3.5.12) позволяют получить следующую систему из шести алгебраических 

уравнений для определения амплитуд NbNNNNNg W2)2(2)2(1)1(2)1(12 ,,,,,  :  
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(3.5.18) 

Из (3.3.3.)-(3.3.7) будем иметь следующие уравнения 
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решение которых позволит получить для величины Ng2 выражение 
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,             (3.5.24) 

Здесь использованы обозначения 
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Для рассматриваемого случая нелинейные составляющие колебания темпе-

ратуры на удвоенной частоте ),(2 xNg   определяются выражением 

),(5.0),(),(),( 2

22122
222 xФxWexWeexФ Lggg

x

g

xx

NgNg
ggg 




 .     (3.5.25) 

Тогда нелинейный ФА-сигнал, регистрируемый микрофоном через буферный 

газ, будет определяться выражением 



86 

 

    

g

dxxФ
lT

p
Ф

lT

p
p N

g

N

g

g
22

0

2

00

0
2

00

20

2 ),()(
2

)(









 .               (3.5.26) 

 Выражения (3.5.25) и (3.5.26) являются общим решением рассматрива-

емой задачи и нетрудно заметить ее достаточно сложный вид. В этой связи в 

дальнейшем будем рассматривать наиболее простые случаи.  

Предположим, что оба слоя образца являются прозрачными и 

.0)2(1)1(1  SS  Очевидно, что в этом случае лишь поверхность подложки, 

контактирующей с поверхностью второго слоя образца, становится источ-

ником генерации второй гармоники тепловых колебаний. С другой стороны, 

известно, что для подобных случаев генерация линейного и нелинейного 

ФА-сигналов возможна лишь для термически тонких образцов для обоих 

мод колебания температуры. Считаем, что оба слоя образца соответствуют 

этим требованиям. Тогда справедливы оценки sl 1 , ,21 sl  ,1)exp( 1)1(1  lS
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 Подставляя эти выражения в (3.5.13) и выполняя необходимые вычис-

ления, будем иметь: 

.
)2(

)1(
]

21

1

21

)2(22

21

)2(
[

2

)(
)42(

8

)1(

2

2

2

2

22

22

2

bbb

bbb

bb

bbbbb

bgg

bb

Ng
r

rBE

rr

rrErE



























   
(3.5.27) 

Подставляя выражение (3.5.27) в (3.5.26), и выполнив  интегрирование для 

второй гармоники нелинейного ФА-сигнала, получим выражение 
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(3.5.28) 

 Выражение (3.5.28) является решением сформулированной задачи и, 

как нетрудно заметить, оно является достаточно сложным. Очевидно, что по-

глощающая подложка характеризуется двумя характерными длинами: 

1 bb  -длиной пробега фотона и b -длиной тепловой диффузии, соответ-

ственно. В зависимости от соотношения между b и b  в эксперименте могут 

иметь место две существенно различные ситуации. Подробно рассмотрим эти 

случаи. 

1. Предположим, что b - длина пробега фотона значительно больше b - 

длины тепловой диффузии, тогда 1br  и из (3.5.28) получим выражение 
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                     (3.5.29) 

где величина  

.43)]24()238([
16

1
322)1(2 bbbggK  

 
является нелинейным коэффициентом, который определяется посредством 

комбинации термических коэффициентов теплофизических параметров газа 

и подложки, а также поглощательной способности подложки. Из (3.5.29) об-

наруживается, что в этом случае уменьшение амплитуды нелинейного ФА-

сигнала с ростом частоты подчиняется закону 2
5

 , а её увеличение с ро-

стом оптического коэффициента поглощения закону 2

b . 

2. Пусть b - длина пробега фотона гораздо меньше b - длины тепловой 

диффузии, тогда 1br  
и из (3.5.28) получим 
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Из (3.5.30) следует, что в этом случае амплитуда нелинейного ФА-сигнала не 

зависит от величины b , а её спад с ростом частоты происходит по закону 

2/3 . 

 Подводя итоги настоящей главы, можно заключить, что в рамках 

настоящей работы предложена теория генерации ВГ нелинейного ФА-сигна-

ла двухслойными твердотельными образцами с поглощающей подложки. 

Получены простые выражения для параметров возбуждаемой второй гармо-

ники ФА-сигнала, когда оба слоя образца являются прозрачными и термиче-

ски тонкими. Обнаружено уменьшение амплитуды этого сигнала с ростом 

частоты модуляции, когда длина пробега фотона меньше длины тепловой 

диффузии в подложке и наоборот. Из (3.5.30) следует, что измерения ампли-

туды второй гармоники ФА-сигнала позволяет определить температурные 

коэффициенты теплофизических и оптических величин, а также значение оп-

тического коэффициента поглощения подложки. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



89 

 

ОСНОВНЫЕ ВЫВОДЫ 

1.Разработана теория генерации ФА-сигнала в одно- и двухслойных твёрдо-

тельных системах для случаев, когда подложка, наряду с образцом, является 

поглощающей. Получено общее выражение для комплексной амплитуды  ко-

лебания температуры в буферном газе.  Выявлено, что вклад от поглощаю-

щей подложки в  генерируемый ФА-сигнал  имеет место лишь для термиче-

ских тонких слабопоглощащих образцов. Найдено выражение, описывающее 

особенности  генерируемого ФА-сигала,  для  наиболее интересных случаев. 

2. Исходя из  системы нелинейных уравнений теплопроводности для газового 

слоя,  образца и подложки предложена математическая модель  теории   ге-

нерации  нелинейного ФА-отклика для случая, когда подложка, наряду   с 

образцом, является поглощающей. Подробно исследованы особенности фор-

мирования температурного поля в ФА-камере. 

3.Предложена теория генерации основной гармоники нелинейного ФА-

сигнала для случаев, когда подложка, наряду с образцом, является поглоща-

ющей. Получено общее выражение для комплексной амплитуды  колебания 

температуры в буферном газе. Детально исследован случай, когда образец 

является термически тонким и прозрачным. Получены выражения, описыва-

ющие особенности генерируемого нелинейного ФА-сигала на частоте моду-

ляции. 

4.Разработана  теория возбуждения второй гармоники  нелинейного ФА-

сигнала однослойным образцом, когда подложка, также как и образец, явля-

ется поглощающей. Получено искомое выражение для колебания температу-

ры в буферном газе. Достаточно подробно изучен случай, когда образец яв-

ляется прозрачным и  термически тонким. Выявлены  закономерности спада 

амплитуды  возбуждаемого   нелинейного ФА-сигала от частоты модуляции 

и оптического коэффициента поглощения. 

5.  Исходя  из системы нелинейных уравнений теплопроводности для газового 

слоя, обоих слоев образца и поглощающей подложки  предложена математиче-

ская модель теоретического описания нелинейного фотоакустического-  от-
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клика двухслойных образцов на поглощающей подложке. Получены выраже-

ния, описывающие  пространственное распределение температуры во всех 

трех слоях ФА-камеры, а также системы дифференциальных уравнений для 

первых двух гармоник нелинейного ФА-сигнала.   

6.Предложена теория генерации основной  гармоники  нелинейного ФА-

сигнала двух слойными твердотельными образцами, когда подложка, также 

как оба слоя образца, является поглощающей. Решением граничной задачи 

получено необходимое  выражение для амплитуды основной гармоники ко-

лебания температуры в буферном газе, посредством которого и определено 

колебание давления в  газовом слое на этой частоте.  Детально рассмотрен 

случай, когда оба слоя образца являются прозрачными и  термически тонки-

ми. Для  интересных случаев, имеющих место в эксперименте,  найдены  за-

висимости амплитуды этой гармоники нелинейного ФА-сигала от частоты 

модуляции и оптического коэффициента поглощения. 

7. Предложена теория генерации второй гармоники нелинейного ФА-сигнала 

двухслойными твердотельными образцами, когда подложка, также как оба 

слоя образца, является поглощающей. Получено необходимое выражение для 

амплитуды второй гармоники колебания температуры в буферном газе. Де-

тально рассмотрен случай, когда оба слоя образца являются прозрачными и  

термически тонкими. Найдены особенности зависимости амплитуды этой 

гармоники нелинейного ФА-сигала от частоты модуляции и оптического ко-

эффициента поглощения. 
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