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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Теория приближения функций — одна из наиболее
активно развивающихся областей современной математики. В этой теории
наиболее важное место занимают задачи аппроксимационного содержания,
задаваемые на классах функций, во многих случаях сводящиеся к экстре-
мальным задачам. Как правило, в этих задачах требуется определить точ-
ную верхнюю грань погрешности приближения заданным методом на фик-
сированном классе функций или указать для этого класса наилучший метод
приближения. Такого рода экстремальные задачи рассматриваются в данной
диссертационной работе, а именно исследуются экстремальные задачи теории
наилучшего полиномиального приближения функций, аналитических в круге
и принадлежащих весовому пространству Бергмана Bq,γ (1 ≤ q ≤ ∞, γ :=
γ(|z|) > 0).

В диссертации, состоящей из трёх глав, исследуются экстремальные зада-
чи теории приближения различных классов аналитических функций, связан-
ные с: нахождением наилучших приближений в весовом пространстве Бергма-
на и вычислением точных значений n-поперечников соответствующих клас-
сов функций, а также установлением аналога неравенства Колмогорова в про-
странстве B2,γ; построением наилучших линейных методов приближения раз-
личных классов функций, аналитических в круге, в весовых пространствах
Bq,γ и Lq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞, и вычислением точных значений n-поперечников,
интерпретируемых как задачи оптимального восстановления и кодирования
функций в постановке Н. П. Корнейчука; среднеквадратичным приближени-
ем различных классов функций, аналитических в области D ⊂ C, рядами Фу-
рье по ортогональным системам {φk(z)}∞k=0, вычислением точных значений
n-поперечников, совместным приближением функций и их промежуточных
производных, установлением точных неравенств типа Джексона–Стечкина
и исследованием экстремальных задач на классах функций, задаваемых с
помощью K -функционала Петре, в пространствах B2 и B2,γ.

Следует отметить, что наиболее существенные результаты окончательно-
го характера получены на классах функций, аналитических в единичном кру-
ге и принадлежащих пространству Харди Hq, 1 ≤ q ≤ ∞. Большой вклад при
решении экстремальных задач в пространстве Харди внесли К.И. Бабенко [1]
и В.М. Тихомиров [2,3], Л. В. Тайкова [4,5], Н. Айнуллоева и Л.В. Тайкова [6].
В дальнейшем эта тематика нашла свое отражение в работах Ю. А. Фаркова
[7,8], С. Д. Фишера и М.И. Стесина [9], A. Pinkus [10], К. Ю. Осипенко [11,12],
Г. Г. Магарил-Ильяева, К.Ю. Осипенко и В. М. Тихомирова [13], С. Б. Ва-
карчука [14] М. Ш. Шабозова с соавторами [15–19] и другие. Что касается
постановки и решения аналогичных задач в пространстве Бергмана Bq (1 ≤
q ≤ ∞), то здесь имеется немного результатов, однако ряд окончательных ре-
зультатов получен в работах М.З. Двейрина и И.В. Чебаненко [20] и A. Pinkus
[10].
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В весовых пространствах Бергмана Bq,γ и Lq,γ, за исключением работы
С.Б. Вакарчука и М. Ш. Шабозова [21], другие исследования по решению
аналогичных экстремальных задач нам неизвестны. В целом в пространствах
Бергмана с весом решение экстремальных задач аналитических в круге функ-
ций находится на стадии разработки, что делает решение указанных экстре-
мальных задач в этих пространствах особенно актуальным.

Цели и задачи исследования. Целью диссертационной работы явля-
ется решение различных экстремальных задач теории полиномиального при-
ближения аналитических функций, принадлежащих пространству Бергмана.
Для достижения этой цели в диссертации рассматриваются следующие зада-
чи.

1. Найти точные неравенства между величиной наилучшего приближения
аналитических функций f ∈ B

(r)
q,γ,a и усреднёнными с заданным весом

модулями непрерывности первого и второго порядка производных f
(r)
a ∈

Bq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞.

2. Вычислить точные значения n-поперечников классов функций
B

(r)
q,γ,a(Φi, µ), i = 1, 2 в пространстве Bq,γ,R.

3. Доказать неравенство типа Колмогорова в весовом пространстве Берг-
мана.

4. Найти наилучшие линейные методы приближения классов W
(r)
q,R,

W
(r)
q (Φ), и W

(r)
a Hq,R(Φ, µ) в пространствах Bq,γ и Lq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞.

5. Построить наилучшие линейные методы приближения классов
B

(r)
q,γ,a(Φj, µ), j = 1, 2 и найти значение соответствующих поперечников

в пространстве Bq,γ,R.

6. Доказать точное неравенство типа Джексона для усредненной с весом
характеристикой гладкости Ωm(f

(r), t).

7. Вычислить верхние грани совместного приближения классов функ-
ций, задаваемых характеристикой гладкости Ωm(f

(r), t) и K -функ-
ционалами, а также вычислить их n-поперечники.

Методы исследования. В диссертационной работе используются совре-
менные методы теории функций и функционального анализа, ориентирован-
ные на оптимизацию, а также методы решения экстремальных задач теории
приближения функций. Для решения экстремальных задач в качестве аппа-
рата приближения применяются комплексные алгебраические полиномы.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми, получе-
ны автором самостоятельно и состоят в следующем.
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1. Исследована задача о наилучшем приближении аналитических функ-
ций в весовом пространстве Бергмана. Получены точные неравенства
между величиной наилучшего приближения аналитических функций
f ∈ B

(r)
q,γ,a и усреднёнными с заданным весом модулями непрерывности

первого и второго порядка производных f
(r)
a ∈ Bq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞.

2. Для классов функций B
(r)
q,γ,a(Φj, µ), j = 1, 2 вычислены значения n-по-

перечников в пространстве Bq,γ,R.

3. Доказан аналог неравенства типа Колмогорова в весовом пространстве
Бергмана. Также рассмотрено применение данного неравенства к зада-
чам теории аппроксимации.

4. Найдены наилучшие линейные методы приближения классов W
(r)
q,R,

W
(r)
q (Φ) и W

(r)
a Hq,R(Φ, µ) в пространствах Bq,γ и Lq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞.

5. Построены наилучшие линейные методы приближения классов
B

(r)
q,γ,a(Φj, µ), j = 1, 2 в пространстве Bq,γ,R.

6. Доказано точное неравенство типа Джексона для усреднённой с весом
характеристики гладкости Ωm(f

(r), t).

7. Получены верхние грани совместного приближения классов функций,
задаваемых характеристикой гладкости Ωm(f

(r), t) и K -функционалами,
а также вычислены их n-поперечники.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-
ский характер. Методы и результаты, представленные в ней, могут быть
использованы для решения других задач теории приближений. Каждая глава
диссертации может быть включена в программу специализированных курсов
для студентов и аспирантов, обучающихся по математическим специально-
стям в высших учебных заведениях.

Апробация работы. Результаты диссертационного исследования докла-
дывались и обсуждались на следующих семинарах и конференциях:

• международной летней математической Школе-конференции по теории
функций С.Б. Стечкина, Душанбе (Таджикистан), 2016; Миасс (Екате-
ринбург), 2017; Кыштым (Екатеринбург), 2018, 2019, 2021-2026;

• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных
уравнений, а также кафедры математического анализа и теории
функций Таджикского национального университета под руководством
академика НАН Таджикистана М. Ш. Шабозова (Душанбе, 2011-2026
гг.);
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• международной научной конференции “Современные проблемы матема-
тического анализа и теории функций”, посвящённой 60-летию академи-
ка АН РТ М. Ш. Шабозова (Душанбе, 2012);

• 4-й международной конференции, посвящённой 90-летию со дня рожде-
ния члена-корреспондента РАН, академика Европейской академии наук
Л.Д. Кудрявцева (Москва, 2013);

• международной научной конференции “Современные проблемы теории
функций и дифференциальных уравнений”, посвящённой 85-летию ака-
демика АН РТ Л. Г. Михайлова (Душанбе, 2013);

• международной научной конференции “Современные проблемы мате-
матики и её преподавания”, посвящённой 20-летию Конституции Рес-
публики Таджикистан и 60-летию учёных-математиков А.Мухсинова,
А.Б.Назимова, С.Байзаева, Д.Осимовой, К.Тухлиева (Худжанд, 2014);

• международной научной конференции “Современные проблемы функ-
ционального анализа и дифференциальных уравнений”, посвящённой
80-летию член корр. АН РТ, доктор физ.мат. наук, профессора
В.Я. Стеценко (Душанбе, 2015);

• международной научной конференции “Математический анализ, диф-
ференциальные уравнения и теория чисел”, посвящённой 75-летию док-
тора физико-математических наук, профессора Собирова Т.С. (Душан-
бе, 2015);

• международной Школа-Конференции “Соболевские чтения” (Новоси-
бирск, 2016);

• международной научной конференции “Современные проблемы матема-
тики и её приложений”, посвящённой 25-летию Государственного неза-
висимости Республики Таджикистан (Душанбе, 2016);

• международной научной конференции “Современные проблемы матема-
тики и её приложений”, посвящённой 70-летию академика Илолова М.
(Душанбе, 2018);

• международной научной конференции “Дифференциальные и инте-
гральные уравнения с сингулярными коэффициентами и краевые
задачи теории функций”, посвящённой 90-летию академика АН РТ
Михайлова Л. Г. (Душанбе, 2018);

• международной научной конференции “Современные проблемы матема-
тического анализа и теории функций”, посвящённой 70-летию академи-
ка НАН Таджикистана М.Ш. Шабозова (Душанбе, 2022);
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• международной научной конференции “Современные проблемы теории
чисел и математического анализа”, посвящённой 80-летию со дня рож-
дения доктора физико-математических наук, профессора Дододжона
Исмоилова (Душанбе, 2022);

• международной научно-практической конференции “Современные
проблемы математики и её преподавания”, посвящённой 35–летию
государственной независимости Республики Таджикистан, 30 летию
конституции Республики Таджикистан, двадцатилетию изучения и
развития естественных, точных и математических наук в сфере науки
и образования” и 70-летию доктора физико-математических наук
Тухлиева Камаридина (Худжанд, 2024);

• международной научно-теоретической конференции, посвящённой
“Двадцатилетию изучения и развития естественных, точных и мате-
матических наук в сфере науки и образования” и 80 -летию со дня
рождения профессора Боймурода Алиева (Душанбе, 2025);

• международной конференции “Современные проблемы математики
и её приложения”, посвящённой 75-летию со дня рождения ака-
демика НАНТ, доктора физико-математических наук, профессора
К.Х.Бойматова и 75-летию доктора физико-математических наук,
профессора Джангибекова Г. (Душанбе, 2025);

• международной научной конференции “Развитие математических наук,
информатики и механики в период независимости”, посвящённой 35-
летию независимости Республики Таджикистан (Душанбе, 2026);

• международной научно-практической конференции “Современные про-
блемы и приложения алгебры, теории чисел и математического анали-
за”, посвящённой “35-летию государственной независимости Республики
Таджикистан” и “Двадцатилетию изучения и развития естественных,
точных и математических наук в сфере науки и образования” (Душанбе,
2026).

Публикации. Результаты диссертационного исследования опубликованы
в 20 работах. Все статьи опубликованы в изданиях, входящих в утверждён-
ный ВАК России перечень ведущих рецензируемых изданий, 12 статей (или
их переводные версии) опубликованы в журналах, входящих в международ-
ные реферативные базы данных и системы цитирования Web of Science и
Scopus.

Личный вклад. Диссертационная работа представляет собой самостоя-
тельное исследование автора. Все научные результаты, выносимые на защиту,
получены автором самостоятельно. В процессе выполнения совместных работ
М.Ш. Шабозовым автору была оказана научно-консультационная помощь.
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Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения,
трёх глав и библиографического списка, содержащего 120 наименований. Гла-
вы подразделяются на параграфы, которые, в свою очередь, разбиты на под-
параграфы (пункты). Используется подчинённая нумерация. Общий объём
диссертации составляет 199 страниц.

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении раскрывается актуальность диссертационного исследова-
ния, приводится обзор научной литературы и результатов, относящихся к
рассматриваемой проблеме, определяются цель и задачи работы, а также
формулируются её основные результаты.

В первой главе диссертации рассматриваются задачи нахождения
наилучших приближений аналитических функций, принадлежащих весовому
пространству Бергмана Bq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞, вычисления точных значений n-
поперечников некоторых классов функций и установления неравенства типа
Колмогорова в пространстве B2,γ.

Пусть UR
def
= {z ∈ C : |z| < R} – круг радиуса R ∈ R+ в комплексной

плоскости C, а A(UR) – множество функций, аналитических в UR. Для любой
функции f ∈ A(UR) и любого ρ ∈ (0, R) введем следующие средние значения:

Mq(f, ρ) =


(

1

2π

∫ 2π

0

|f(ρeit)|q dt
)1/q

, 1 ≤ q < ∞,

sup
t∈[0,2π]

|f(ρeit)|, q = ∞.
(1)

Здесь интеграл понимается в смысле Лебега.
Символом Hq,R, 1 ≤ q ≤ ∞, R ∈ R+ обозначим банахово пространство

Харди, состоящее из функций f ∈ A(UR), для которых конечна норма

∥f∥Hq,R
= lim

ρ→R−0
Mq(f, ρ).

При этом норма реализуется на угловых граничных значениях функций f ∈
Hq,R, которые существуют почти всюду на [0, 2π]:

∥f∥Hq,R
=


(

1

2π

∫ 2π

0

|f(Reit)|qdt
)1/q

, если 1 ≤ q < ∞,

ess sup
0≤t<2π

|f(Reit)|, если q = ∞.

При R = 1 положим U := U1, Hq := Hq,1, а также ∥f∥Hq
:= ∥f∥Hq,1

.
Рассмотрим пространство Hq,ρ для ρ ∈ (0, 1], определяемое как множество

функций f ∈ A(Uρ), для которых

∥f∥Hq,ρ
:= ∥f(ρ·)∥Hq

< ∞.
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Далее введем пространство Lq, состоящее из всех комплекснозначных
функций f , определённых в U , удовлетворяющих следующему условию:

∥f∥Lq
=

(
1

2π

∫
U

|f(z)|q dxdy
)1/q

=

(
1

2π

∫ 1

0

∫ 2π

0

ρ|f(ρeit)|q dtdρ
)1/q

.

Через Lq,γ
def
= Lq(U, γ), 1 ≤ q < ∞ обозначим множество комплекснознач-

ных в U функций f , для которых

γ1/q · f ∈ Lq(U), ∥f∥Lq,γ
= ∥γ1/qf∥Lq

.

Под Bq,γ
def
= Bq(U, γ), 1 ≤ q < ∞ понимаем банахово пространство функ-

ций f ∈ A(U), для которых норма

∥f∥Bq,γ
=

(∫ 1

0

ργ(ρ)M q
q (f, ρ)dρ

)1/q

,

является конечной. Аналогично определим пространство Bq,γ,R как множе-
ство функций f ∈ A(UR), удовлетворяющих условию

∥f∥Bq,γ,R
:= ∥f(R·)∥Bq,γ

< ∞.

Положим
B̃q,γ,R = {f : f ∈ Bq,γ,R, ∥f∥Bq,γ,R

≤ 1}.
Для q = ∞ требуется, чтобы функции f были непрерывными на замкнутом
круге UR. Когда γ ≡ 1, пространство Bq = Bq,1 совпадает с классическим
пространством Бергмана, систематическое изучение которого началось со
знаменитой работы С. Бергмана [22], в которой изложены общая теория и
различные приложения этого пространства.

Для оценки гладкости функций в этих пространствах вводим модули
непрерывности первого и второго порядка:

ω(f, t)Bq,γ
= sup

|h|≤t

∥∥∥f(·ei(·+h/2))− f(·ei(·−h/2))
∥∥∥
Bq,γ

,

ω2(f, 2t)Bq,γ
= sup

|h|≤t

∥∥∥f(·ei(·+h))− 2f(·eih) + f(·ei(·−h))
∥∥∥
Bq,γ

.

Модуль непрерывности m-го порядка в пространстве Bq,γ определим величи-
ной

ωm(f, t)Bq,γ
= sup

{
∥∆m(f, ·, ·, h)∥Bq,γ

: |h| ≤ t
}
=

= sup

{(
1

2π

∫ 1

0

∫ 2π

0

ργ(ρ)|∆m(f ; ρ, τ, h)|q dρ dτ
)1/q

: |h| ≤ t

}
,
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где

∆m(f ; ρ, τ, h) =
m∑
k=0

(−1)kCk
mf
(
ρei(τ+kh)

)
означает конечную разность m-го порядка функции f с шагом h.

Символом f
(r)
a , r ∈ N обозначим производную r-го порядка функции f ∈

A(UR) по аргументу t комплексного переменного z = ρ exp (it), т.е.

f ′
a(z) =

∂f(z)

∂t
= f ′(z)zi и f (r)

a (z) :=
{
f (r−1)
a (z)

}′

a
, r ≥ 2.

Для функции f ∈ A(UR), у которых r-я производная f
(r)
a также принад-

лежит пространству Hq,R, вводим множество

H
(r)
q,R,a :=

{
f ∈ A(UR) : f

(r)
a ∈ Hq,R

}
, (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, R ∈ R+).

Далее структурные свойства функции f ∈ H
(r)
q,R,a характеризуем скоро-

стью стремления к нулю модуля непрерывности

ω
(
f (r)
a , t

)
Hq,R

:= sup
{∥∥f (r)

a (Rei(·+τ/2))− f (r)
a (Rei(·−τ/2))

∥∥
Hq

: |τ | ≤ t
}

граничных значений f
(r)
a (Reit), задавая эту скорость посредством мажоран-

ты некоторой усредненной величины ω(f
(r)
a , t)Hq,R

. Рассматриваются также
множества функций

B(r)
q,γ =

{
f ∈ Bq,γ : ∥f (r)∥Bq,γ

< ∞
}
, (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞),

и
B(r)

q,γ,a =
{
f ∈ Bq,γ : ∥f (r)

a ∥Bq,γ
< ∞

}
, (r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞).

Через

Pn =

{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ak ∈ C

}
обозначим множество алгебраических комплексных полиномов степени n.

Величину наилучшего приближения функции f ∈ Bq,γ (1 ≤ q ≤ ∞)
элементами pn−1 ∈ Pn−1 определим равенством

En−1(f)Bq,γ
:= En−1(f)q,γ = inf

{
∥f − pn−1∥Bq,γ

: pn−1(z) ∈ Pn−1

}
.

Приводим также определения n-поперечников в произвольном нормиро-
ванном пространстве. Пусть X – произвольное банахово пространство; S –
единичный шар в нем; M – некоторое выпуклое центрально-симметричное
подмножество в X; Ln ⊂ X – n-мерное линейное подпространство; Ln ⊂ X
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– подпространство коразмерности n; Λ : X → Ln – линейный непрерывный
оператор, отображающий X в Ln.

Приближение фиксированного множества M ⊂ X фиксированным под-
пространством Ln этого же пространства X определяется величиной

E(M, Ln)X
def
= sup {inf {∥f − φ∥X : φ ∈ Ln} : f ∈ M} .

Величина

E (M, Ln)X
def
= inf{sup{∥f − Λ(f)∥X : f ∈ M} : ΛX ⊂ Ln} (2)

характеризует наилучшее линейное приближение множества M элементами
подпространства Ln ⊂ X. Линейный оператор Λ∗(Λ∗X ⊂ Ln), если он суще-
ствует и реализует в (2) точную нижнюю грань, то есть такой, что

E (M, Ln)X = sup{∥f − Λ∗(f)∥X ; f ∈ M},

является наилучшим для M линейным методом приближения.
Величины

bn(M, X) = sup{sup{ε > 0 : εS ∩ Ln+1 ⊂ M} : Ln+1 ⊂ X}, (3)

dn(M, X) = inf{sup{∥f∥X : f ∈ M ∩ Ln} : Ln ⊂ X}, (4)

dn(M, X)
def
= inf{E(M, Ln)X : Ln ⊂ X}, (5)

δn(M, X) = inf{E (M, Ln)X : Ln ⊂ X} (6)

Πn(M, X) = inf
{
inf
{
sup

{
∥f − L ⊥f∥X : f ∈ M

}
: L ⊥X ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ X

}
(7)

называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоров-
ским, линейным и проекционным n-поперечниками.

Если существует подпространство L∗
n ⊂ X, dimL∗

n = n, на котором реа-
лизуется нижняя грань в (5), то есть

dn(M, X) = E(M, L∗
n)X ,

то L∗
n называют экстремальным подпространством для dn(M, X). Экстре-

мальное подпространство L∗
n является наилучшим аппаратом приближения

множества M в классе всех подпространств {Ln} ⊂ X.
Подпространство L̃n ⊂ X, dim L̃n = n, если оно существует, для которого

δn(M, X) = E (M, L̃n)X ,

называют экстремальным для δn(M, X). Особый интерес представляет отыс-
кание экстремальных подпространств L̂n ⊂ X, dim L̂n = n, таких, что

E(M, L̂n)X = E (M, L̂n)X = dn(M, X) = δn(M, X).
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Если существует подпространство L̄n+1 ⊂ X, dim L̄n+1 = n + 1, для кото-
рого

bn(M, X) = sup{ε > 0 : εS ∩ L̄n+1 ⊂ M},

то оно является экстремальным для bn(M, X).
Подпространство Ln

∗ ⊂ X коразмерности n, если оно существует, такое,
что

dn(M, X) = sup {∥f∥X : f ∈ M ∩ Ln
∗} ,

называют экстремальным для dn(M, X).
Между перечисленными выше n-поперечниками (3)-(7) выполняются сле-

дующие соотношения [10,23]

bn(M, X) ≤ dn(M, X)
dn(M, X)

≤ δn(M, X). (8)

В случае, если X – гильбертово пространство, то между указанными попе-
речниками справедливы соотношения [10,23]

bn(M, X) ≤ dn(M, X) ≤ dn(M, X) = δn(M, X) = Πn(M, X). (9)

Пусть Φj(u), j = 1, 2, u ≥ 0 – произвольные возрастающие непрерывные
функции, такие, что Φj(0) = 0 (j = 1, 2). Для любых 1 ≤ q ≤ ∞, µ ≥ 1 и
r, n ∈ N определим классы функций

B(r)
q,γ,a(Φ1, µ) =

{
f ∈ Bq,γ :

1

h

∫ h

0

ω(f (r)
a , 2t)Bq,γ

×

×
{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

}
dt ≤ Φ1(h), h ∈ R+

}
,

(10)

B(r)
q,γ,a(Φ2, µ) :=

{
f(z) ∈ Bq,γ :

1

h

∫ h

0

ω2(f
(r)
a , 2t)Bq,γ

×

×
[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

]
dt ≤ Φ2(h), 0 < h ≤ π/2

}
.

(11)

В первом параграфе первой главы приведены обобщения неулучшаемых
неравенств, доказанных Л. В. Тайковым [5], а также Н. Айнуллоевым
и Л. В. Тайковым [6] для аналитических в единичном круге функций
f ∈ Hq (1 ≤ q ≤ ∞), на случай, когда f ∈ A(UR) принадлежит весовому
пространству Бергмана Bq,γ,R (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < R ≤ 1).

Полученные результаты связывают величины наилучшего приближения
En−1(f)Bq,γ,R

c усредненным с весом
{
1 +

[(
π

2nu

)2 − 1
]
sin πt

2u

}
значением мо-

дулей непрерывности и гладкости в пространстве Bq,γ (1 ≤ q ≤ ∞).
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Теорема 1.1.1. Для произвольной функции f(z) ∈ B
(r)
q,γ,a, (1 ≤ q ≤ ∞,

r ∈ N), при любом u ∈ (0, π/(2n)], n ∈ N и 0 < R ≤ 1 имеют место
неравенства

En−1(f)Bq,γ,R
≤

≤ Rn

2nr−1

u∫
0

ω
(
f (r)
a , 2t

)
q,γ

{
1 +

[( π

2nu

)2
− 1

]
sin

πt

2u

}
dt,

(12)

и знак равенства в (12) реализуется на функции f0(z) = azn ∈ Bq,γ, a ∈ C.
Теорема 1.1.2. Для любой функции f(z) ∈ Bq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞ при любом

0 < u ≤ π/(2n), n ∈ N и 0 < R ≤ 1 справедливо неулучшаемое неравенство

En−1(f)q,γ,R ≤

≤ πRn

2(π − 2)u

u∫
0

ω2 (f, 2t)q,γ

{
1 +

[( π

2un

)2
− 1

]
sin

πt

2u

}
dt,

(13)

и знак равенства в (13) реализует функция f0(z) = azn, a ∈ C, n ∈ N.
Во втором параграфе первой главы, опираясь на результаты, полученные

в теоремах 1.1.1 и 1.1.2, вводятся классы функций B
(r)
q,γ,a(Φ1, µ) и B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ),

определяемые формулами (10) и (11) соответственно. Для этих классов функ-
ций вычисляются значения n-поперечников bn(M, Bq,γ,R) и dn(M, Bq,γ,R), где
M := B

(r)
q,γ,a(Φ1, µ) и M := B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ).

Введём также обозначения:

(sin t)∗ := {sin t, если 0 ≤ t ≤ π/2; 1, если t > π/2} ;

(1− cosnt)∗ := {1− cosnt, если nt ≤ π; 2, если nt > π} .

Теорема 1.2.1. Если при некотором µ ≥ 1 и любых h ∈ R+, n ∈ N
мажоранта Φ1(u) удовлетворяет условию

Φ1(h)

Φ1 (π/(2µn))
≥ π

2µ

∫ 1

0

(sinnht)∗

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

}
dt, (14)

то при любых r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < R ≤ 1 справедливы равенства

dn

(
B(r)

q,γ,a(Φ1, µ), Bq,γ,R

)
= bn

(
B(r)

q,γ,a(Φ1, µ), Bq,γ,R

)
=

= En

(
B(r)

q,γ,a(Φ1, µ)
)
Bq,γ,R

=
πRn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.

Множество мажорант, удовлетворяющих ограничению (14), не пусто.

13



Теорема 1.2.2. Если при некотором µ ≥ 1 и любых h ∈ (0, π/2], n ∈ N
мажоранта Φ2(u) удовлетворяет условию

Φ2(h)

Φ2 (π/(2µn))
≥ π

π − 2

∫ 1

0

(1− cosnht)∗

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

}
dt, (15)

то при любых r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < R ≤ 1 справедливы равенства

dn(B
(r)
q,γ,a(Φ2, µ) = bn(B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ) =

= En−1(W
(r)
q,a (Φ2, µ))Bq,γ,R

=
πRn

2(π − 2)nr
Φ2

(
π

2µn

)
.

Множество мажорант, удовлетворяющих ограничению (15), не пусто.
Третий параграф первой главы посвящён неравенству типа Колмогорова

в весовом пространстве B2,γ.
Пусть J := R = (−∞,+∞) или J := R+ = [0,+∞), n, ν ∈ N, n ≥ ν;

s, p, q ∈ R+. В теории приближений и её приложениях хорошо известны
неравенства Колмогорова, которые оценивают сверху Lq(J ) – норму про-
межуточной производной функции через Lp(J ) — норму самой функции и
Ls(J ) – норму её старшей производной:

∥f (ν)∥Lq(J ) ≤

≤ K∥f∥αLp(J ) · ∥f (r)∥βLs(J ), α =
n− ν − 1

s +
1
q

n− 1
s +

1
p

, α+ β = 1.
(16)

где K — некоторая константа, зависящая от указанных числовых параметров.
К настоящему времени получено достаточно много неравенств типа (16)

в разных нормах и областях. В частности, интерес к точным неравенствам
типа (16) вызван их связью с задачей Стечкина о наилучшем приближении
оператора дифференцирования ограниченными операторами и другими род-
ственными задачами. Подробную информацию об исследованиях, посвящен-
ных неравенству типа Колмогорова для функций вещественного переменного
как в одномерном, так и в многомерном случае и связанных с ними экс-
тремальных задач, можно найти в обзорной статье В. В. Арестова [24] и в
сравнительно недавно вышедшей монографии В. Ф. Бабенко, Н. П. Корней-
чука, В. А. Кофанова, С. А. Пичугова [25]. Что же касается неравенства вида
(16) для аналитических в единичном круге функций в пространствах Харди
Hp (p ≥ 1) и Бергмана Bp (p ≥ 1), то в случае p = 2 такие неравенства были
получены С. Б. Вакарчуком [26]. Отметим также, что К. Ю. Осипенко [27]
получил точное неравенство Колмогорова в случае равномерных норм на R
для функций, аналитических в полосе |Imz| < β.

Через B̃(r)
q,γ будем обозначать класс функций f ∈ A(U), для которых

zrf (r) ∈ Bq,γ, 1 ≤ q ≤ ∞. Следуя подходу К. И. Бабенко [1], можно показать,
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что B̃(r)
q,γ ⊂ Bq,γ при любом q ∈ [1,∞). Кроме того, при любом q ≥ 2 имеет

место включение Bq,γ ⊂ B2,γ.
Приводим один из основных результатов этого параграфа.
Теорема 1.3.1. Пусть r, ν ∈ N, 1 ≤ ν ≤ r. Тогда для любой функции

zrf (r) ∈ B̃(r)
2,γ, у которой коэффициенты Тейлора ck(f) = 0, k = r − ν, r − 1,

имеет место точное неравенство

∥zr−νf (r−ν)∥B2,γ
≤ αr,r−ν

α
1−ν/r
r,r

∥f∥ν/rB2,γ
· ∥zrf (r)∥1−ν/r

B2,γ
. (17)

Учитывая принадлежность промежуточной производной zr−νf (r−ν),

1 ≤ ν ≤ r функции f ∈ B̃(r)
q,γ, q ≥ 2 пространству Бергмана Bp, 1 ≤ p ≤ 2, а

также справедливость соотношений f ∈ Bs, z
rf (r) ∈ Bµ, где 2 ≤ s, µ ≤ q, из

неравенства (17), при γ(ρ) ≡ 1 вытекает более общее утверждение.
Теорема 1.3.2. Пусть r, ν ∈ N, 1 ≤ ν ≤ r, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ s, µ ≤ q. Тогда

для любой функции f ∈ B̃(r)
q , у которой коэффициенты Тейлора ck(f) = 0,

k = r − ν, r − 1, имеет место точное неравенство

∥zr−νf (r−ν)∥Bp
≤ αr,r−ν

α
1−ν/r
r,r

∥f∥ν/rBs
· ∥zrf (r)∥1−ν/r

Bµ

в том смысле, что существует функция f0 ∈ B̃(r)
q , для которой оно обра-

щается в равенство.
Пользуясь равенством

En−1(f)B2,γ
= ∥f − Tn−1(f)∥B2,γ

=


∞∑
k=n

|ck|2 ·
1∫

0

ρ2k+1γ(ρ)dρ


1/2

,

где

Tn−1(f, z) =
n−1∑
k=0

ck(f)z
k ∈ Pn−1

– частная сумма Тейлора разложения функции в степенной ряд

f(z) =
∞∑
k=0

ck(f)z
k,

в этом же параграфе доказывается следующая теорема.
Теорема 1.3.3. Пусть r, ν ∈ N, 1 ≤ ν ≤ r. Тогда для любого натураль-

ного числа n > r и функций f ∈ B̃(r)
2,γ, у которых коэффициенты Тейлора

ck(f) = 0, k = r − ν, r − 1, имеет место точное неравенство

En−r+ν−1(z
r−νf (r−ν))B2,γ

≤

≤ αn,r−ν

α
1−ν/r
n,r

(
En−1(f)B2,γ

)ν/r · (En−r−1(z
rf (r))B2,γ

)1−ν/r

.
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Теорема 1.3.3 в случае γ ≡ 1 допускает следующее обобщение.
Теорема 1.3.4. Пусть r, ν ∈ N, 1 ≤ ν ≤ r, 1 ≤ p ≤ 2 ≤ s, µ ≤ q. Тогда

для любой функции f ∈ B̃(r)
q , у которой коэффициенты Тейлора ck(f) = 0,

k = r − ν, r − 1, имеет место точное неравенство

En−r+ν−1(z
r−νf (r−ν))Bp

≤

≤ αn,r−ν

α
1−ν/r
n,r

(En−1(f)Bs
)ν/r ·

(
En−r−1(z

rf (r))Bµ

)1−ν/r

в том смысле, что существует функция f0 ∈ B̃(r)
q , для которой оно обра-

щается в равенство.
Результаты главы 1 опубликованы в работах [2–4,7].
Вторая глава диссертации посвящена экстремальной задаче построения

наилучших линейных методов приближения различных классов функций,
аналитических в круге, в весовых пространствах Бергмана Bq,γ и Lq,γ при
всех значениях 1 ≤ q ≤ ∞.

Первый параграф второй главы посвящён историческому обзору и поста-
новке экстремальной задачи отыскания наилучших линейных методов при-
ближения классов функций в произвольном нормированном пространстве X.

Первая работа, в которой был построен наилучший линейный метод при-
ближения класса W (r)H∞,ρ, была работа К. И. Бабенко [1]. Пользуясь этим ре-
зультатом, В. М. Тихомиров [2] вычислил точное значение колмогоровского n-
поперечника класса W (r)H∞,ρ, 0 < ρ ≤ 1 в пространстве H∞. Л.В. Тайков [28]
нашёл наилучший линейный метод класса W (r)H1,ρ, 0 < ρ ≤ 1 и чуть позже, в
работе [4] обобщил эти результаты для класса W (r)Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤
1) и вычислил значение колмогоровского n-поперечника указанного класса в
Hq (1 ≤ q ≤ ∞). Обобщение всех перечисленных результатов дано в статье
J.T. Sheik [29].

В дальнейшем эта тематика нашла отражение в работах Ю.А. Фар-
кова [30], А. Пинкуса [10], К.Ю. Осипенко [31], С. Б. Вакарчука [32–34],
С.Б. Вакарчука и В.И. Забутной [35], С. Б. Вакарчука и М. Ш. Шабозова [21],
М.Ш. Шабозов с учениками [16,36] и др.

Приведём общую постановку задачи нахождения наилучших линейных
методов приближения в произвольном банаховом пространстве X.

Каждой функции f(z) ∈ A(UR) посредством произвольной матрицы чи-
сел Λ := {λk,n}nk=0 сопоставляется последовательность полиномов

VΛ,n(f, z) =
n∑

k=0

λk,nck(f)z
k,

и в произвольном банаховом пространстве X полагают

En(f,Λ)X := ∥f(z)− VΛ,n(f, z)∥X ,
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которая характеризует скорость приближения функции f(z) полиномами
VΛ,n(f) в метрике пространства X линейным методом Λ. Наилучшим
линейным методом приближения на классе M ⊂ X называется треугольная
матрица Λ∗ := {λ∗

k,n}nk=0, такая что

En(M; Λ∗)X := inf
Λ

sup
f∈M

En(f ; Λ)X = sup
f∈M

En

(
f,Λ∗)

X
.

В этом же параграфе рассматривается наилучший линейный метод при-
ближения для класса

W
(r)
q,R =

{
f : f (r) ∈ Hq,R, ∥f (r)∥q,R ≤ 1, r ∈ Z+, R ≥ 1, 1 ≤ q ≤ ∞

}
.

Основным результатом первого параграфа второй главы является
Теорема 2.1.1. Пусть R ≥ 1, 1 ≤ q ≤ ∞, r ∈ N. Тогда имеют место

равенства

bn(W
(r)
q,R;Bq,γ) = bn(W

(r)
q,R;Lq,γ) = dn(W

(r)
q,R;Bq,γ) =

= dn(W
(r)
q,R;Lq,γ) = dn(W

(r)
q,R;Lq,γ) = δn(W

(r)
q,R;Lq,γ) = E(W

(r)
q,R;L

∗
n)Lq,γ

=

= E (W
(r)
q,R;L

∗
n)Lq,γ

= sup
{
∥f − Λ∗

n−1(f)∥Lq,γ
: f ∈ W (r)

q,r

}
=

=



∞, n < r,

Rr−n

αn,r
·
(∫ 1

0

ρnp+1γ(ρ)dρ

)1/q

, n ≥ r, 1 ≤ q < ∞,

Rr−n

αn,r
, n ≥ r, q = ∞.

При этом:
1) в случае n-поперечников dn(W

(r)
q,R;Lq,γ) и δn(W

(r)
q,R;Lq,γ) подпространство

L∗
n

def
= span

{
{zj}r−1

j=0,

{[
R2(n−j) − αj,r

α2n−j,r
· |z|2(n−j)

]
· zj
}n−1

j=r

}
,

является экстремальным для класса W
(r)
q,R в пространстве Lq,γ;

2) линейный непрерывный оператор

Λ∗
n−1(f, z)

def
=

r−1∑
j=0

cj(f)z
j +

n−1∑
j=r

cj(f)z
j

[
1− αj,r

α2n−j,r
·
(
|z|
R

)2(n−j)
]
, (18)

является наилучшим для класса W
(r)
q,R линейным методом приближения в

пространстве Lq,γ;
3) подпространство

Ln
∗

def
=
{
f ∈ Bq,γ : f

(k)(0) = 0, k = 0, n− 1
}
,
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будет экстремальным для n-поперечника dn(W
(r)
q,R;Bq,γ);

4)подпространство

L̄n+1
def
= Pn =

{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ck ∈ C

}
,

является экстремальным для bn(W
(r)
q,R;Bq,γ).

Отметим, что теорема 2.1.1 является обобщением одной из теорем А. Пин-
куса [10, теорема 2.4., с.254-255] доказанного для обычного пространства
Бергмана Bq(1 ≤ q ≤ ∞) на случая весовых пространств Bq,γ и Lq,γ при
1 ≤ q ≤ ∞.

Во втором параграфе второй главы, исходя из результата теоремы 1 (см.
следствие 3, формула (3) в [5]), Л.В. Тайков вёл следующий класс функций

W (r)
q (Φ) :={

f ∈ A(U) : f (r) ∈ Hq,
k

π − 2

∫ π
2k

0

ω2(f
(r), 2t)Hq

dt ≤ Φ
( π

2k

)
, k ∈ N

}
,

где r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞, а Φ(t) – положительная неубывающая выпуклая вниз
функция на R+, такая что lim

t→0
Φ(t) = Φ(0) = 0.

Он доказал, что если мажоранта Φ(t), 0 < t ≤ π/2 удовлетворяет ограни-
чению

Φ(λt)

Φ(t)
≥ π

π − 2


1− 2

λπ
sin

λπ

2
, если 0 < λ ≤ 2,

2

(
1− 1

λ

)
, если λ ≥ 2,

(19)

то для любых n ∈ N, r ∈ Z+, n > r и 1 ≤ q ≤ ∞ справедливо равенство

dn

(
W (r)

q (Φ), Hq

)
=

1

αn,r
· Φ
(

π

2(n− r)

)
.

В той же работе было доказано, что условие (19) выполняется, например, для
функции

Φ∗(t) = t2/(π−2).

Основным результатом второго параграфа является следующая теорема.
Теорема 2.2.1. Пусть r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞ и мажоранта Φ удовлетво-

ряет условию (19). Тогда для любого n ∈ N, n > r имеют место равенства

bn

(
W (r)

q (Φ), Bq,γ

)
= bn

(
W (r)

q (Φ),Lq,γ

)
= dn

(
W (r)

q (Φ), Bq,γ

)
=

= dn
(
W (r)

q (Φ),Lq,γ

)
= dn

(
W (r)

q (Φ), Bq,γ

)
= dn

(
W (r)

q (Φ),Lq,γ

)
=

18



= E
(
W (r)

q (Φ);L∗
n

)
Lq,γ

= E
(
W (r)

q (Φ);L∗
n

)
Lq,γ

=

= sup
{
∥f − Λ∗

n−1(f)∥Lq,γ
: f ∈ W (r)

q (Φ)
}
=

=
1

αn,r
· Φ
(

π

2(n− r)

)
·
(∫ 1

0

ρnq+1γ(ρ)dρ

)1/q

.

При этом:
1) в случае n-поперечников dn

(
W

(r)
q (Φ),Lq,γ

)
и δn

(
W

(r)
q (Φ),Lq,γ

)
подпро-

странство

L∗
n := span

{
{zk}r−1

k=0,[{
1 +

ρ2(n−k)αk,r

α2n−k,r

[
βk,r

(
1−

(
k − r

2n− k − r

)2
)

− 1

]}
zk

]n−1

k=r

 ,

является экстремальным;
2) линейный непрерывный оператор

Λ∗
n−1 :=

r−1∑
k=0

ck(f)z
k+

n−1∑
k=r

{
1 +

ρ2(n−k)αk,r

α2n−k,r

[
βk,r

(
1−

(
k − r

2n− k − r

)2
)

− 1

]}
ck(f)z

k,

(20)

где

βk,r :=
2(n− r)

π − 2

∫ π/2(n−r)

0

(1− sin(n− r)x) cos(k − r)xdx.

является наилучшим для класса W
(r)
q (Φ) линейным методом приближения

в пространстве Lq,γ;
3) подпространство

Ln
∗

def
=
{
f ∈ Bq,γ : f

(k)(0) = 0, k = 0, n− 1
}
,

является экстремальным для n-поперечника dn
(
W

(r)
q (Φ), Bq,γ

)
;

4) экстремальным для n-поперечника bn

(
W

(r)
q (Φ), Bq,γ

)
является подпро-

странство

L̄n+1
def
= Pn =

{
pn(z) : pn(z) =

n∑
k=0

akz
k, ck ∈ C

}
.
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В третьем параграфе второй главы рассматривается задача построения
наилучшего линейного метода приближения функций, принадлежащих клас-
су B

(r)
q,γ,a(Φ1, µ) в пространстве Bq,γ,R. Целью параграфа является доказатель-

ство того, что ранее установленные в теореме 1.2.1 точные значения кол-
могоровского и бернштейновского n-поперечников справедливы также для
гельфандовского и линейного n-поперечника класса B

(r)
q,γ,a(Φ1, µ) в Bq,γ,R.

С этой целью для произвольной функции f(z) ∈ A(UR) вводится ли-
нейный полиномиальный оператор степени не выше (n − 1), определяемый
равенством

Ln−1,r−1,R(f, z) := c0+

n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r−1

R2(n−k)

[
γk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k,
(21)

где

γk,n := µn

∫ π/(2µn)

0

cos kt · cosµntdt, k = 1, 2, ..., n− 1.

Теорема 2.3.1. Если при заданном µ ≥ 1, любых h ∈ R+ и n ∈ N
мажоранта Φ(h) удовлетворяет условию (14), то для произвольных
n, r ∈ N, 0 < R ≤ 1 и 1 ≤ q ≤ ∞ имеют место равенства

dn(B(r)
q,γ,a(Φ1, µ), Bq,γ,R) = δn(B

(r)
q,γ,a(Φ1, µ), Bq,γ,R) =

= E(B(r)
q,γ,a(Φ1, µ),Ln−1,r−1,R,Pn−1)Bq,γ,R

=

= sup
{
∥f − Ln−1,r−1,R(f)∥Bq,γ,R

: f ∈ B(r)
q,γ,a

}
=

πRn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.

При этом линейный полиномиальный оператор (21) является наилучшим
линейным методом приближения класса B

(r)
q,γ,a(Φ1, µ) в метрике простран-

ства Bq,γ,R.
В четвертом параграфе второй главы рассматривается задача построе-

ния наилучшего линейного метода приближения функций, принадлежащих
классу B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ) в пространстве Bq,γ,R. Здесь, аналогично третьему па-

раграфу, приводится доказательство ранее установленные в теореме 1.2.2
точные значения колмогоровского и бернштейновского n-поперечника для
гельфандовского и линейного n-поперечника класса B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ) в Bq,γ,R.

Вводится линейный полиномиальный оператор степени не выше (n − 1),
определяемый равенством

Ln−1,r,R(f, z) = c0+

n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r

R2(n−k)

[
γk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]}
ckz

k,

(22)
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где

γk,n :=
2µn

π − 2

∫ π/(2µn)

0

cos kx(1− sinµnx)dx.

Теорема 2.4.1. Если при заданном µ ≥ 1/2, n ∈ N и любых h ∈ (0, π/2]
функция Φ2(h) удовлетворяет ограничению (15), то для произвольных r ∈
N, 0 < R ≤ 1, 1 ≤ q ≤ ∞ справедливы равенства

λn

(
B(r)

q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R

)
= E

(
B(r)

q,γ,a(Φ2, µ),Ln−1,r,R,Pn−1

)
=

= sup
{
∥f − Ln−1,r,R(f)∥Bq,γ,R

: f ∈ B(r)
q,γ,a(Φ2, µ)

}
=

=
πRn

2(π − 2)nr
Φ2

(
π

2µn

)
.

Здесь λn(·) – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·), линейный по-
линомиальный оператор Ln−1,r,R(f, z) определён равенством (22).

При этом:
1) L∗

n+1 = span{1, z, ..., zn} является оптимальным подпространством для
бернштейновского n-поперечника bn

(
B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R

)
;

2) L∗
n = span{1, z, ..., zn−1} является оптимальным подпространством для

колмогоровского n-поперечника dn

(
B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R

)
;

3) Ln
∗ := {f : f ∈ Bq,γ,R, f

(k)(0) = 0, k = 0, 1, ..., n − 1} является оптималь-
ным подпространством коразмерности для гельфандовского n-поперечника
dn
(
B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R

)
;

4) линейный полиномиальный оператор (22) является наилучшим линей-
ным методом приближения класса B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ) в метрике пространства

Bq,γ,R и реализует линейный n-поперечник δn
(
B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R

)
.

В пятом параграфе второй главы обобщаются результаты С. Б. Вакарчука,
полученные в работе [34], на более широкий класс весовых пространств. В
частности, изучаются поперечники классов аналитических функций

W (r)
a Hq,R(Φ, µ) :=

{
f ∈ A(UR), f

(r)
a ∈ Hq,R :

1

2

∫ x

0

ω(f (r)
a , 2t)Hq,R

[
1 + (µ2 − 1) sin

(
πt

2x

)]
dt ≤ Φ(x), x ∈ (0, π/2]

}
,

где r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, R ≥ 1 и µ ∈ R+ (µ ≥ 1) – произвольные фиксирован-
ные числа в пространствах Lq,γ и Bq,γ при 1 ≤ q ≤ ∞.
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В работе Н. Айнуллоева [37] доказано, что если мажоранта Φ(x) удовле-
творяет следующему ограничению при всех x ∈ (0, π/2] и n ∈ N:

Φ(x)

Φ
(

π
2nµ

) ≥ nx

∫ 1

0

(sinxnt)∗[1 + (µ2 − 1) sin(πt/2)]dt, (23)

где (sinx)∗ :=
{
sin x, если x ∈ [0, π/2]; 1, если x ≥ π/2

}
, то при всех r ≥ 2

bn(W
(r)
a Hq(Φ, µ);Hq) = dn(W

(r)
a Hq(Φ, µ);Hq) =

1

nr−1
Φ

(
π

2nµ

)
. (24)

Там же доказано, что одним из примеров мажоранты, для которой выполня-
ется ограничение (23), является функция Φ(x) = xβ(µ), где

β(µ) := 1 +

(
π

2µ

)2 ∫ 1

0

t cos(πt/2µ)[1 + (µ2 − 1) sin(πt/2)]dt.

В частности, β(1) = π/2 и для любого µ ∈ [1,∞), π/2 ≤ β(µ) < 2.
С. Б. Вакарчук [34] распространил результат (24) на более общий случай

λn(W
(r)
a Hq(Φ, µ);Hq,ρ) =

ρn

nr−1
Φ

(
π

2nµ

)
,

где λn(·) – любой из вышеперечисленных n-поперечников в (8).
Основным результатом этого параграфа является следующая теорема.
Теорема 2.5.2. Пусть R ≥ 1, 1 ≤ q < ∞, r ∈ N, µ ∈ R+, µ ≥ 1 и

мажоранта Φ удовлетворяет ограничению (23). Тогда для любого n ∈ N
имеют место равенства

bn(W
(r)
a Hq,R(Φ, µ);Bq,γ) = bn(W

(r)
a Hq,R(Φ, µ);Lq,γ) =

= dn(W (r)
a Hq,R(Φ, µ);Bq,γ) = dn(W (r)

a Hq,R(Φ, µ);Lq,γ) =

= dn(W
(r)
a Hq,R(Φ, µ);Lq,γ) = δn(W

(r)
a Hq,R(Φ, µ);Lq,γ) =

= E(W (r)
a Hq,R(Φ, µ))Lq,γ

= E (W (r)
a Hq,R(Φ, µ))Lq,γ

=

= sup
{
∥f − Λn−1,r−1(f)∥Lq,γ

: f ∈ W (r)
a Hq,R(Φ, µ)

}
=

=
R−n

nr−1
· Φ
(

π

2nµ

)(∫ 1

0

ρnq+1γ(ρ)dρ

)1/q

.

При этом:
1) подпространство

L∗
n :=
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= span

1;

{
R2(n−k) +

(
k

2n− k

)r−1
[
γk

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]
ρ2(n−k)

}n−1

k=1

 ,

является экстремальным для n-поперечников dn(·) и δn(·) класса W
(r)
a Hq,R(Φ, µ)

в пространстве Lq,γ;
2) линейный непрерывный оператор

Λn−1,r−1(f, z) = c0+
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r−1
[
γk

(
1−

(
k

2n− k

)2
)

− 1

]( ρ
R

)2(n−k)
}
ckz

k,
(25)

где

0 < ρ ≤ R, γk := µn

∫ π/(2nµ)

0

cos(kt) cos(nµt)dt.

является наилучшим для класса W
(r)
a Hq,R(Φ, µ) линейным методом прибли-

жения в пространстве Lq,γ;
3) подпространство

Ln
∗ := {f ∈ Bq,γ : f

(k)(0) = 0, k = 0, n− 1}

является экстремальным для гельфандовского n-поперечника dn(·);
4) экстремальным для n-поперечника bn(·) является подпространство

Pn := span{1, z, z2, . . . , zn}.

Шестой параграф посвящён интерпретации результатов, полученных в
предыдущих параграфах второй главы, в терминах задач оптимального вос-
становления и кодирования функций в постановке Н. П. Корнейчука [38–
40]. Задача восстановления заключается в построении наилучшего оператора,
обеспечивающего минимальную погрешность на заданном классе при ограни-
ченной информации о функции. В этом параграфе приводятся необходимые
обозначения и определения и устанавливается связь между теорией попереч-
ников и задачами оптимального восстановления, имеющими важное значение
для вычислительной математики и теории приближений.

Пусть в нормированном функциональном пространстве X задан набор

Mn := {µ1, µ2, · · · , µn}

функционалов µj ∈ X∗, j = 1, n, где X∗ – пространство, сопряжённое с X.
Множество Mn можно рассматривать как метод кодирования, сопоставляю-
щий элементу f ∈ X числовой вектор

T (f,Mn) = {µ1(f), µ2(f), · · · , µn(f)} .
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Задачу восстановления функции f ∈ X по информации T решают, сопостав-
ляя вектору T (f,Mn) функцию

Φ(f ;Mn, Gn,Γn; z) =
n∑

k=1

γkµk(f)gk(z), (26)

где Gn = {gk(z)}nk=1 и Γn = {γk}nk=1 ⊂ T – соответственно произвольные
системы линейно независимых функций из X и набор числовых коэффици-
ентов, позволяющий наилучшим образом воспроизводить элементы класса
M ⊂ X, T = {Γn} – вектор числовых коэффициентов, для которых (26)
имеет смысл. Погрешность восстановления на классе M считают равной

R(M;M, Gn) =

= inf {sup {∥f − Φ(f,Mn, Gn,Γn; z)∥X : f ∈ M} : Γn ⊂ T } (27)

и полагают
R(M, X) = inf {R(M,Mn, Gn) : Mn, Gn} .

Пусть M′

n – набор заданных на X линейных ограниченных функционалов.
Тогда рассматривают величину

R′
(M, X) = inf

{
R(M,M′

n, Gn) : M′

n, Gn

}
.

Методы восстановления
(
M̊n, G̊n, Γ̊n

)
,
(
M̊′

n, G̊n, Γ̊n

)
, для которых

Rn(M, X) = sup
{
∥f − Φ

(
f ;M̊n, G̊n, Γ̊n

)
∥X : f ∈ M

}
,

R′

n(M, X) = sup
{
∥f − Φ

(
f ;M̊′

n, G̊n, Γ̊n

)
∥X : f ∈ M

}
.

называют соответственно оптимальным и оптимальным линейным методом
восстановления функций класса M. Н.П.Корнейчук [41, с.375-388] доказал,
что

Rn(M, X) ≥ dn(M, X), R′

n(M, X) = λn(M, X),

причём, если M = M̃ ⊗ L, где M̃ – компакт, а L – конечномерное подпро-
странство, то и в первом соотношении имеет место знак равенства.

Параллельно с (27) рассматривают также величину

K(M,Mn)X = sup {∥f1 − f2∥X : f1, f2 ∈ M, T (f1,Mn) = T (f2,Mn)} ,

которую можно интерпретировать как погрешность метода кодирования на
классе M с помощью фиксированного набора функционалов Mn. Полагая

λn(M, X) = inf{K(M,Mn) : Mn},
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где нижняя грань берётся по всем наборам Mn линейных функционалов,
определённых на сопряжённом пространстве X, получаем

λn(M, X) ≤ 2R′

n(M, X),

а если M – центрально-симметричное и выпуклое множество, то

λn(M, X) = 2R′

n(M, X).

Теорема 2.6.1. Пусть R ≥ 1, 1 ≤ q ≤ ∞, n, r ∈ N, n ≥ r. Тогда наилуч-
ший метод кодирования функций из класса W

(r)
q,R в банаховом пространстве

Lq,γ доставляет набор N∗
n функционалов

µk(f) = ck(f) =
f (k)(0)

k!
, k = 0, 1, ..., n− 1.

Оптимальным линейным методом восстановления
(
N̊′

n,Mn, Γ̊n

)
функций

f(z) из класса W
(r)
q,R в пространстве Lq,γ является определённая равенством

(18) функция Λ∗
n−1. При этом

1

2
λn(W

(r)
q,R,Lq,γ) = Rn(W

(r)
q,R,Lq,γ) =

= R′

n(W
(r)
q,R,Lq,γ) =

Rr−n

αn,r
·
(∫ 1

0

ρnq+1γ(ρ)dρ

)1/q

.

Теорема 2.6.2. Пусть r ∈ Z+, 1 ≤ q ≤ ∞. Тогда наилучший метод
кодирования функций из класса W

(r)
q (Φ) в банаховом пространстве Lq,γ до-

ставляет набор N∗
n функционалов

µk(f) = ck(f), k = 0, 1, ..., n− 1.

Оптимальным линейным методом восстановления
(
N̊′

n,Mn, Γ̊n

)
функций

f(z) из класса W
(r)
q (Φ) в пространстве Lq,γ является определённая равен-

ством (20) функция Λ∗
n−1. При этом для любых n ∈ N, n > r справедливы

равенства
1

2
λn(W (r)

q (Φ),Lq,γ) = Rn(W
(r)
q (Φ),Lq,γ) =

= R′

n(W
(r)
q (Φ),Lq,γ) =

1

αn,r
· Φ
(

π

2(n− r)

)
·
(∫ 1

0

ρnq+1γ(ρ)dρ

)1/q

.

Теорема 2.6.3. Наилучший метод кодирования функций из класса
B

(r)
q,γ,a(Φ1, µ) в банаховом пространстве Bq,γ,R доставляет набор N∗

n

функционалов
µk(f) = ck(f), k = 0, 1, ..., n− 1.
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Оптимальным линейным методом восстановления
(
N̊′

n,Mn, Γ̊n

)
функций

f(z) из класса B
(r)
q,γ,a(Φ1, µ) в пространстве Bq,γ,R является определённая

равенством (21) функция Ln−1,r−1,R(f, z). При этом для любых n ∈ N и
R ∈ (0, 1] справедливы равенства

1

2
λn(B(r)

q,γ,a(Φ1, µ), Bq,γ,R) = Rn(B
(r)
q,γ,a(Φ1, µ), Bq,γ,R) =

= R′

n(B
(r)
q,γ,a(Φ1, µ), Bq,γ,R) =

πRn

4µnr
Φ1

(
π

2µn

)
.

Теорема 2.6.4. Наилучший метод кодирования функций из класса
B

(r)
q,γ,a(Φ2, µ) в банаховом пространстве Bq,γ,R доставляет набор N∗

n

функционалов
µk(f) = ck(f), k = 0, 1, ..., n− 1.

Оптимальным линейным методом восстановления
(
N̊′

n,Mn, Γ̊n

)
функций

f(z) из класса B
(r)
q,γ,a(Φ2, µ) в пространстве Bq,γ,R является определённая

равенством (22) функция Ln−1,r,R(f, z). При этом для любых n ∈ N и R ∈
(0, 1] справедливы равенства

1

2
λn(B(r)

q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R) = Rn(B
(r)
q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R) =

= R′

n(B
(r)
q,γ,a(Φ2, µ), Bq,γ,R) =

πRn

2(π − 2)nr
Φ2

(
π

2µn

)
.

Теорема 2.6.5. Наилучший метод кодирования функций из класса
W

(r)
a Hq,R(Φ, µ) в банаховом пространстве Lq,γ доставляет набор N∗

n

функционалов
µk(f) = ck(f), k = 0, 1, ..., n− 1.

Оптимальным линейным методом восстановления
(
N̊′

n,Mn, Γ̊n

)
функций

f(z) из класса W
(r)
a Hq,R(Φ, µ) в пространстве Lq,γ является определённая

равенством (25) функция Λn−1,r,r−1(f, z). При этом для любых n, r ∈ N, r ≥
2 и R ≥ 1 справедливы равенства

1

2
λn(W (r)

a Hq,R(Φ, µ),Lq,γ) = Rn(W
(r)
a Hq,ρ(Φ, µ),Lq,γ) =

= R′

n(W
(r)
a Hq,ρ(Φ, µ),Lq,γ) =

R−n

nr−1
· Φ
(

π

2nµ

)(∫ 1

0

ρnq+1γ(ρ)dρ

)1/q

.

Результаты главы 2 опубликованы в работах [1, 5, 6, 19,20].
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В третьей главе рассматривается задача среднеквадратичного при-
ближения функций комплексного переменного, аналитических в области
D ⊂ C, с помощью рядов Фурье по ортонормированной в области D
системе функций {φk(z)}∞k=0. В частности, изучается случай, когда
D = {z ∈ C : |z| < 1}, а в качестве ортонормированной системы выступает
система {zk}∞k=0. На классах аналитических функций, определяемых
специальным модулем непрерывности m-го порядка, получены точные
оценки скорости сходимости частичных сумм ряда Фурье. Кроме того,
вычислены точные значения n-поперечников соответствующих классов в
пространстве B2.

В первом параграфе третьей главы рассматриваются основные обозначе-
ния и определения, которые будут использоваться на протяжении всей главы,
а также приводятся необходимые вспомогательные факты.

Под B2 := B2(D) будем понимать пространство Бергмана – комплексных
функций f , аналитических в односвязной ограниченной области D ⊂ C, c
конечной нормой

∥f∥ := ∥f∥B2(D) =

(
1

π

∫∫
(D)

|f(z)|2dσ
)1/2

,

где интеграл понимается в смысле Лебега, dσ = dσ(z) – элемент площади.
Последовательность функций {φk(z)}∞k=0 назовем ортонормированной по

области D ⊂ C системой комплекснозначных функций, если

⟨φk, φl⟩ =
1

2π

∫∫
(D)

φk(z)φl(z)dσ =

{
0 при k ̸= l, k, l ∈ Z+,

1 при k = l, k ∈ Z+.

Если f ∈ B2, то числа

ak(f) =
1

π

∫∫
(D)

f(z)φk(z)dσ (28)

называются коэффициентами Фурье функции f по отношению к ортонор-
мированной системе {φk(z)}∞k=0. Функции f сопоставляется её ряд Фурье по
указанной ортогональной системе

f(z) ∼
∞∑
k=0

ak(f)φk(z). (29)

Пусть

Sn−1(f, z) =
n−1∑
k=0

ak(f)φk(z), n ∈ N,
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– частичная сумма n-го порядка ряда (29). Составим линейную комбинацию
первых из n функций системы {φk(z)}:

pn−1(z) =
n−1∑
k=0

dkφk(z),

которую назовём обобщённым полиномом, где dk ∈ C – произвольные ком-
плексные коэффициенты. Хорошо известно, что (см., например [42, с. 203]):

En−1(f)2 = inf {∥f − pn−1∥ : dk ∈ C} =

= ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k=n

|ak(f)|2
}1/2

,

(30)

где ak(f) – коэффициенты Фурье функции f , определённые равенством (28).
Пусть

T (ξ, η;h) =
∞∑
k=0

φk(ξ)φk(η)h
k, (31)

где h ∈ (0, 1), (ξ, η) ∈ D×D , а равенство (31) понимается в смысле сходимости
в L2(D×D). В пространстве B2 следуя [43] рассмотрим оператор обобщенного
сдвига

Fhf(z) =
1

π

∫∫
(D)

f(ζ)T (z, ζ; 1− h)dσ(ζ) (32)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что оператор (32) обладает
следующими простыми свойствами:

1) Fh(αf1 + βf2) = αFh(f1) + βFh(f2), α, β ∈ C;

2) ∥Fh(f)∥ ≤ ∥f∥; 3) Fhφk(z) = (1− h)kφk(z);

4) ∥Fh(f)− f∥ → 0, h → 0+.

Для функции f ∈ B2 определим конечные разности первого и высших поряд-
ков как и в классическом случае следующим образом

∆1
hf(z) = Fhf(z)− f(z) = (Fh − I)f(z),

∆m
h f(z) = ∆h(∆

m−1
h f(z)) = (Fh − I)mf(z) =

m∑
k=0

(−1)m−kCk
mF

k
h f(z),

где ∆m
h f(z) называется обобщенной конечной разностью m-го порядка функ-

ции f ∈ B2 посредством оператора обобщенного сдвига Fhf(z);

F 0
hf(z) = If(z) = f(z), F k

h f(z) = Fh(F
k−1
h f(z)), k = 1,m, m ∈ N,
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I – единичный оператор в пространстве B2. Величину

Ωm(f ; t)2 = sup {∥∆m
h f∥ : 0 < h ≤ t} =

=

{ ∞∑
k=0

[1− (1− t)k]2m|ak(f)|2
}1/2

(33)

будем называть обобщенным модулем непрерывности m-го порядка функции
f в пространстве B2.

Одной из наиболее важных задач теории приближения функций явля-
ется задача отыскании точных констант в неравенствах типа Джексона –
Стечкина. Напомним, что под неравенствами Джексона – Стечкина пони-
мают соотношения, в которых величина наилучшего приближения функции
конечномерным подпространством в заданном нормированном пространстве
оценивается через модуль гладкости самой функции или некоторой её про-
изводной. Отметим, что в случае равномерного приближения непрерывных
периодических функций тригонометрическими полиномами, точная констан-
та в неравенстве Джексона найдена в [44]. Аналогичная задача в случае
приближения периодических функций тригонометрическими полиномами в
пространстве L2 := L2[0, 2π] решена в [45,46]. Данная тематика впоследствии
плодотворно развивалась, например, в работах [47–51].

В случае приближения в среднем функций комплексной переменной, ана-
литических в односвязной области D ⊂ C, рядами Фурье по ортогональной
в D системе функций {φk(z)}∞k=0 задача отыскания точной константы в нера-
венстве Джексона – Стечкина изучалась в работе [43].

В этом параграфе приводится уточнение одного из результатов работы
[43] в виде следующей теоремы.

Теорема 3.1.3. Для любой функции f ∈ B2 при любом n,m ∈ N, α ∈
(0, 1) имеет место неравенство

En−1(f) ≤
1√
αm

· Ωm(f, hn(α)),

где hn(α) = 1− n
√
1−

√
α. Неравенство обращается в равенство для функции

f(z) = φn(z) при любых n ∈ N и α ∈ (0, 1).
Во втором параграфе третьей главы изучается задача о неравенстве типа

Джексона для осреднённой с весом характеристики Ωm производных анали-
тических функций. Основным результатом этого параграфа являются следу-
ющие

Теорема 3.2.1. Для произвольной функции f ∈ B
(r)
2 при любых n,m ∈

N, r ∈ Z+, n > r и t ∈ (0, 1) справедлива оценка

En−1(f) ≤
√

(n− r + 1)/(n+ 1)α−1
n,r[1− (1− t)n−r]−mΩm

(
f (r), t

)
, (34)
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причем при каждом фиксированном n ∈ N, r ∈ Z+, n > r константа в
правой части неравенства (34) уменьшена быть не может.

Теорема 3.2.2. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, n > r, 0 < p ≤ 2, h ∈
(0, 1), g(t) – весовая на интервале (0, h) функция. Тогда справедливо равен-
ство

sup
f∈B(r)

2

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(∫ h

0

Ωp
m(f

(r), t)2 g(t) dt

)1/p
=

=
1(∫ h

0

[1− (1− t)n−r]mpg(t) dt

)1/p
.

Из доказанной теоремы 3.2.2 вытекает ряд утверждений.
Следствие 3.2.2. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, n > r, p = 1/m, h ∈ (0, 1),

g(t) – весовая функция на интервале (0, h). Тогда справедливо равенство

sup
f∈B(r)

2
f /∈Pr

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(∫ h

0

Ω1/m
m

(
f (r), t

)
2
g(t) dt

)m =

=

(∫ h

0

[1− (1− t)n−r]g(t) dt

)−m

.

(35)

Из (35), в частности при g(t) ≡ 1, n ∈ N, r ∈ Z+, n > r, вытекает
равенство

sup
f∈B(r)

2
f /∈Pr

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(

(n− r + 1)

∫ h

0

Ω1/m
m

(
f (r), t

)
2
dt

)m

=
1

{(n− r + 1)h− 1 + (1− h)n−r+1}m
.

(36)

Полагая в (36), например h = 1/(n− r + 1), получаем

sup
f∈B(r)

2
f /∈Pr

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(

(n− r + 1)

∫ 1/(n−r+1)

0

Ω1/m
m

(
f (r), t

)
2
dt

)m =

=

(
1− 1

n− r + 1

)−m(n−r+1)

. (37)
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В свою очередь из (37) следует экстремальное равенство

sup
n∈N
n≥r

sup
f∈B(r)

2
f /∈Pr

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(

(n− r + 1)

∫ 1/(n−r+1)

0

Ω1/m
m

(
f (r), t

)
2
dt

)m = em.

Следствие 3.2.3. Пусть выполнены все условия теоремы 3.2.2. Поло-
жим

g(t) := (n− r)(1− t)n−r−1, n ∈ N, r ∈ Z+, n > r.

Тогда для любого h ∈ (0, 1) справедливо равенство

sup
f∈B(r)

2
f /∈Pr

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(

(n− r)

∫ h

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
2
(1− t)n−r−1dt

)1/p
=

=

{
mp+ 1

[1− (1− h)n−r]mp+1

}1/p

.

(38)

Из (38), в частности при h = 1/(n− r), n ∈ N, r ∈ Z+, n > r, имеем

sup
n∈N
n>r

sup
f∈B(r)

2
f /∈Pr

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(

(n− r)

∫ 1/(n−r)

0

Ωp
m

(
f (r), t

)
2
(1− t)n−r−1dt

)1/p
=

=
(mp+ 1)1/p

(1− e−1)m+1/p
.

(39)

При p = 1/m, m ∈ N из (39) следует, что

sup
n∈N
n>r

sup
f∈B(r)

2
f /∈Pr

√
(n+ 1)/(n− r + 1) · αn,rEn−1(f)2(

(n− r)

∫ 1/(n−r)

0

Ω1/m
m

(
f (r), t

)
2
(1− t)n−r−1dt

)m = 2m
(
1− 1

e

)−2m

.

В частности, если r = 0, то

sup
n∈N

sup
f∈B2

En−1(f)2(
n

∫ 1/n

0

Ω1/m
m (f, t)2(1− t)n−1dt

)m = 2m
(
1− 1

e

)−2m

.

Для теорем, доказанных в данном параграфе, здесь же приведены обобще-
ния этих результатов на случай задачи о совместном приближении функций и
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их промежуточных производных в пространстве B2. Имеют место следующие
теоремы.

Теорема 3.2.3. Для произвольной функции f ∈ B
(r)
2 при любых m,n ∈ N,

r, s ∈ Z+, n > r ≥ s и t ∈ (0, 1) справедлива оценка

E2
n−s−1

(
f (s)
)
2
≤ n− r + 1

n− s+ 1
·
α2
n,s

α2
n,r

·
[
1− (1− t)n−r

]−2m · Ω2
m(f

(r); t)2, (40)

причем при каждом фиксированном n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r ≥ s константа
в правой части неравенства (40) уменьшена быть не может.

Теорема 3.2.4. Пусть f ∈ B
(r)
2 , m, n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r ≥ s, 0 <

p ≤ ∞, h ∈ (0, 1), g ∈ Lp – весовая на интервале (0, h) функция. Тогда
справедливо равенство

sup
f∈B(r)

2

√
(n− s+ 1)/(n− r + 1) · (αn,r/αn,s)En−s−1

(
f (s)
)
2(∫ h

0

Ωp
m(f

(r), t)2 g(t) dt

)1/p
=

=

(∫ h

0

[1− (1− t)n−r]mpg(t) dt

)−1/p

.

Через W
(r)
2 (Ωm, t) (r ∈ Z+,m ∈ N) обозначим класс функций, состоящих

из элементов f ∈ B
(r)
2 , у которых производные f (r) удовлетворяют условию

Ωm(f
(r), t) ≤ 1, 0 < t < 1,

а через W
(r)
p (Ωm, g, h) (r ∈ Z+, m ∈ N, 0 < p ≤ ∞) обозначим множество

функций f ∈ B
(r)
2 , у которых производные r-го порядка f (r) при любом h ∈

(0, 1) удовлетворяют условию(∫ h

0

Ωp
m(f

(r), t)2 g(t)dt

)1/p

≤ 1.

Поскольку для функции f ∈ B
(r)
2 (r ∈ N, r ≥ 2) её промежуточные про-

изводные f (s)(1 ≤ s ≤ r − 1) также принадлежат пространству B2, то опре-
деленный интерес представляет изучение поведения величины En−s−1

(
f (s)
)
2

на некотором подмножество функции M(r) ⊂ B
(r)
2 при n > r ≥ s, n ∈ N,

r, s ∈ Z+. Точнее, требуется найти следующую величину

En−s−1

(
M(r)

)
:= sup

{
En−s−1

(
f (s)
)
2
: f ∈ M(r)

}
. (41)

В принятых обозначениях справедлива следующая теорема.
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Теорема 3.2.5. Пусть m, r ∈ N, r ≥ 2. Тогда для любого натурального
n > r ≥ s, t ∈ (0, 1) и произвольного s (0 ≤ s ≤ r) справедливо равенство

En−s−1

(
W

(r)
2 (Ωm, t)

)
2
=

αn,s

αn,r
·
√

n− r + 1

n− s+ 1
· 1

[1− (1− t)n−r]m
. (42)

Заметим, что при t = t∗ = 1/(n − r), n > r, n, r ∈ N из (42) следует
асимптотическое равенство

En−s−1

(
W

(r)
2 (Ωm, t∗)

)
2
≍ αn,s

αn,r
·
√

n− r + 1

n− s+ 1
·
(
1− 1

e

)−m

.

Теорема 3.2.6 Пусть 0 < p ≤ ∞, m, r ∈ N, r ≥ 1 и h ∈ (0, 1). Тогда для
любого n ∈ N, n > r и произвольного s (0 ≤ s ≤ r) имеет место равенство

En−s−1

(
W (r)

p (Ωm, g, h)
)
:= sup

{
En−s−1

(
f (s)
)
2
: f ∈ W (r)

p (Ωm, g, h)
}
=

=
αn,s

αn,r
·
√

n− r + 1

n− s+ 1
·
(∫ h

0

[
1− (1− t)n−r

]mp
g(t)dt

)−1/p

. (43)

Существует функция g0 ∈ W
(r)
p (Ωm, g, h), реализующая в (43) верхнюю

грань.
В последние годы в теории приближения всё более широкое применение

находит так называемый K -функционал Петре [52–54]. Особенно важную
роль этот функционал играет при точном решении различных экстремальных
задач аппроксимации, где требуется учитывать одновременно гладкость и
аппроксимационные свойства функций.

В третьем параграфе третьей главы, опираясь на результаты параграфа
3.2, рассматриваются экстремальные задачи на классах функций, задаваемых
при помощи K -функционала, и приводятся их точные решения.

Для исследования этих классов используется следующий K -функционал,
построенный по пространствам B2 и B

(m)
2

Km(f ; t
m) := K

(
f ; tm;B2, B

(m)
2

)
=

= inf
{
∥f − J∥2 + tm

∥∥∥J (m)
∥∥∥
2
: J ∈ B

(m)
2

}
, f ∈ B2.

Одним из общих результатов третьего параграфа является следующая
теорема.

Теорема 3.3.2 Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+ (r ≥ s) – произвольные числа,
такие, что n ≥ r +m. Тогда справедливо равенство

sup
f∈B(r)

2
f∈Pr

√
(n− s+ 1)/(n− r + 1) · (αn,r/αn,s) · En−s−1(f

(s))2

Km

(
f (r),

√
n− r −m+ 1

n− r + 1
· 1

αn−r,m

) = 1.
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Неубывающая на [0,∞) функция Φ называется k-мажорантой [55, с. 25],
если функция t−kΦ(t) не возрастает на [0,∞), Φ(0) = 0 и Φ(t) → 0 при t → 0.
При k = 1 функцию Φ называют просто мажорантой.

В данном параграфе рассматривается задача (41) при произвольных r ∈
Z+, m ∈ N, 0 < t < 1 для следующего класса функций

W
(r)
2 (Km,Φ) =

{
f ∈ B

(r)
2 : Km(f

(r), tm) ≤ Φ(tm)
}
.

Имеет место следующее утверждение.
Теорема 3.3.3. Пусть Φ – мажоранта, определяющая класс функций

W
(r)
2 (Km,Φ), где m, r ∈ N, r ≥ 1. Тогда для любого натурального n ≥ m+ r

и произвольного s(0 ≤ s ≤ r) справедливо равенство

En−s−1

(
W

(r)
2 (Km,Φ)

)
2
=

=
αn,s

αn,r
·
√

n− r + 1

n− s+ 1
· Φ

(√
n− r −m+ 1

n− r + 1
· 1

αn−r,m

)
.

В четвертом параграфе третьей главы рассматриваются задачи вычис-
ления точных значений n-поперечников для классов функций W

(r)
2 (Ωm, t),

W
(r)
2 (Km,Φ), r ∈ Z+, m ∈ N, принадлежащих пространству B2, а также для

следующего класса

W (r)
m,p(h, g) := W (r)

p B2(Ωm, h, g) =

{
f ∈ B

(r)
2 :

∫ h

0

Ωp
m(f

(r); t)2 g(t)dt ≤ 1

}
.

Основными результатами данного параграфа являются
Теорема 3.4.1 При любых m,n ∈ N, r ∈ Z+, n > r и t ∈ (0, 1) справед-

ливы равенства

λn(W
(r)
2 (Ωm, t), B2) = En−1(W

(r)
2 (Ωm, t), B2) =

=
√

(n− r + 1)/(n+ 1) · α−1
n,r[1− (1− t)n−r]−m,

где λn(·) – любой из n-поперечников bn(·), dn(·), dn(·), δn(·),Πn(·).
Теорема 3.4.2 Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, n > r, 0 < p ≤ 2, h ∈ (0, 1), g

– весовая на отрезке [0, h] функция. Тогда для произвольного n ∈ N справед-
ливы равенства

λn(W
(r)
p,m(h, g);B2) = En−1(W

(r)
p,m(h, g);B2)

=

√
n− r + 1

n+ 1
· 1

αn,r
·
(∫ h

0

[1− (1− t)n−r]mpg(t) dt

)−1/p

,
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где λn(·) – любой из перечисленных выше n-поперечников.
Теорема 3.4.3 Пусть Φ – мажоранта, задающая класс W

(r)
2 (Km,Φ),

где m,n ∈ N, r ∈ R+. Тогда для любого натурального числа n ≥ m + r
справедливы равенства

λn

(
W

(r)
2 (Km,Φ), B2

)
= En−1

(
W

(r)
2 (Km,Φ)

)
=

=

√
n− r + 1

n+ 1
· 1

αn,r
Φ

(√
n− r −m+ 1

n− r + 1
· 1

αn−r,m

)
.

В последнем пятом параграфе третьей главы изучается задача средне-
квадратического приближения некоторых классов функций комплексного пе-
ременного рядами Фурье по ортогональной в области D системе функций
{φ∗

k(z)}∞k=0 в весовом пространстве Бергмана B2,γα,β , где γα,β = |z|α(1− |z|)β,
α, β > −1 – вес Якоби. Доказаны точные неравенства типа Джексона –
Стечкина, связывающие величину наилучшего среднеквадратичного полино-
миального приближения f ∈ B(r)

2,γα,β
и K -функционала Петре.

Условимся в дальнейшем называть весом неотрицательную функцию
γ := γ(|z|) : D → R, интегрируемую по Лебегу в области D ⊂ C такую, что∫∫

(D)

γ(|z|)dσ > 0,

где dσ = dxdy – элемент площади. Будем рассматривать вопросы среднеквад-
ратичного приближения суммами Фурье комплексных функций f , аналитиче-
ских в односвязной области D ⊂ C, принадлежащих весовому пространству
Бергмана B2,γ := B2,γ(D) с конечной нормой

∥f∥2,γ := ∥f∥B2,γ
=

 1

2π

∫∫
(D)

γ(|z|)|f(z)|2dσ


1/2

,

где интеграл понимается в смысле Лебега. В случае γ(|z|) ≡ 1 пространство
B2,γ превращается в обычное пространство Бергмана [42, с. 259]. Отметим,
что в случае приближения в среднем функций комплексной переменной, ана-
литических в односвязной области D ⊂ C, рядами Фурье по ортогональной
в D системе функций {φk(z)}∞k=0, задача отыскания точной константы в
неравенстве Джексона – Стечкина в весовом пространстве B2,γ изучалась
в работе [43].

Хорошо известно [42, с. 262-265], что теория среднеквадратичного при-
ближения по области D ⊂ C функций f тесно связана с теорией ортогональ-
ных по области D функций. Поэтому для большей связности изложения мы
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приведем основные понятия, относящиеся к теории ортогональных с весом в
области D ⊂ C системы функций. Последовательность функций {φk(z)}∞k=0

назовем ортонормированной с весом γ по области D ⊂ C системой комплекс-
нозначных функций, если

⟨φk, φl⟩γ =
1

2π

∫∫
(D)

γ(|z|)φk(z)φl(z)dσ =

=

{
0 при k ̸= l, k, l ∈ Z+,

∥φk∥22,γ = 1 при k = l, k ∈ Z+,

где

∥φk∥2,γ =

 1

2π

∫∫
(D)

γ(|z|)|φk(z)|2dσ


1/2

.

Очевидно, что если система {φk(z)}∞k=0 является ортогональной, то система
{φk(z) · ∥φk∥−1

2,γ}∞k=0 является ортонормальной. Функции f сопоставляется её
ряд Фурье по ортогональной системе {φk(z)}∞k=0:

f(z) =
∞∑
k=0

ak(f)φk(z), (44)

где

ak(f) =
1

2π∥φk∥22,γ

∫∫
(D)

γ(|z|)f(z)φk(z)dσ

– коэффициенты Фурье функции f . Пусть

Sn−1(f, z) =
n−1∑
k=0

ak(f)φk(z)

– частная сумма n-го порядка ряда, стоящая в правой части равенства (44).
Составим линейную комбинацию первых n функций системы {φk(z)}∞k=0:

pn−1(z) =
n−1∑
k=0

bkφk(z), bk ∈ C, (45)

и множество всех обобщенных полиномов вида (45) обозначим через Pn−1.
Величину

En−1(f)2,γ := inf {∥f − pn−1∥2,γ : pn−1(z) ∈ Pn−1}

назовем наилучшим среднеквадратическим приближением функции f ∈ B2,γ

подпространством Pn−1.
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Очевидно, что система функций {zk}∞k=0 является ортогональной в про-
странстве B2,γ, но не ортонормированной, поскольку

1

2π

∫∫
(U)

γ(|z|)zkz̄ldσ =
1

2π

∫ 2π

0

∫ 1

0

γ(ρ)ρk+l+1ei(k−l)tdρdt =

=


0, k ̸= l, k, l ∈ Z∫ 1

0

γ(ρ)ρ2k+1dρ := µk > 0, k ∈ Z.

Следовательно, система функций

φ∗
k(z) :=

{
(
√
µk)

−1 · zk
}∞

k=0
(46)

будет ортонормальной системой.
Через A (U) обозначим класс аналитических в круге U функций. Пусть

теперь f – произвольная функция, принадлежащая классу A (U). Ряд Ма-
клорена этой функции внутри U имеет вид

f(z) =
∞∑
k=0

ck(f)z
k. (47)

Очевидно, что ряд Фурье функции f(z) по ортонормальной системы (46) сов-
падает с рядом Маклорена (47). Ряд Фурье функции f(z) внутри единичного
круга U представляет собой аналитическую функцию (47), для которой имеет
место уравнение замкнутости

1

2π

∫∫
(U)

γ(|z|)|f(z)|2dσ =
∞∑
k=0

|ck(f)|2
∫ 1

0

γ(ρ)ρ2k+1dρ =
∞∑
k=0

µk|ck(f)|2.

Согласно второй теореме Вейерштрасса, ряд (47) может быть сколько угодно
раз продифференцирована, причем все продифференцированные ряды равно-
мерно сходятся к соответствующей производной, и для любого r ∈ N имеет
место равенство

f (r)(z) =
∞∑
k=r

αk,rck(f)z
k−r.

Обозначим через B(r)
2,γ, r ∈ Z+ множество функций f ∈ B2,γ, у которых

f (r) ∈ B2,γ, то есть ∥f (r)∥2,γ < ∞. Легко заметить, что при любом k ≥ n > r,
k, n ∈ N, r ∈ Z+

f (r)(z)− S
(r)
n−1(f, z) = f (r)(z)− Sn−r−1(f

(r), z) =
∞∑
k=n

αk,rck(f)z
k−r,
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в силу чего получаем

E2
n−r−1(f

(r))2,γ := inf
{
∥f (r) − p

(r)
n−1∥22,γ : pn−1(z) ∈ Pn−1

}
=

= ∥f (r) − Sn−r−1(f
(r))∥22,γ =

∞∑
k=n

α2
k,r|ck(f)|2

∫ 1

0

γ(ρ)ρ2(k−r)+1dρ, (48)

а также имеет место равенство

∥f (r)∥22,γ =
∞∑
k=r

α2
k,r|ck(f)|2

∫ 1

0

γ(ρ)ρ2(k−r)+1dρ. (49)

Всюду далее через

µs(γ) =

∫ 1

0

γ(ρ)ρsdρ, s = 0, 1, 2, ... (50)

обозначим момент порядка s весовой функции γ(ρ) на отрезке [0, 1]. В силу
обозначения (50), равенства (48) и (49) запишем в виде

E2
n−r−1

(
f (r)
)
2,γ

:=
∞∑
k=n

α2
k,r|ck(f)|2µ2(k−r)+1(γ),

∥f (r)∥22,γ =
∞∑
k=r

α2
k,r|ck(f)|2µ2(k−r)+1(γ).

Имеет место следующая лемма.
Лемма 3.5.2. Пусть k, n ∈ N, k ≥ n > r, r ∈ Z+, α ≥ 0, β > −1. Тогда

max
k≥n>r

1

α2
k,r

· µ2k+1(γα,β)

µ2(k−r)+1(γα,β)
=

1

α2
n,r

· µ2n+1(γα,β)

µ2(n−r)+1(γα,β)
. (51)

Пользуясь леммой 3.5.2, сформулируем следующее утверждение.
Теорема 3.5.1 При всех k ≥ n > r ≥ 1 и α ≥ 0, β > −1 имеет место

равенство

sup
f∈B(r)

2,γα,β

E2
n−1(f)2,γα,β

E2
n−r−1(f

(r))2,γα,β
=

1

α2
n,r

· µ2n+1(γα,β)

µ2(n−r)+1(γα,β)
. (52)

Пусть W (r)
2,γα,β

– множество функций f ∈ B(r)
2,γα,β

, у которых

∥f (r)∥2,γα,β ≤ 1.

Требуется найти величину

En−1

(
W (r)

2,γα,β

)
= sup

{
En−1(f)2,γα,β : f ∈ W (r)

2,γα,β

}
.
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Теорема 3.5.2 Пусть n ∈ N, r ∈ Z+, n > r, α ≥ 0, β > −1. Тогда

En−1

(
W (r)

2,γα,β

)
=

1

αn,r
·

√
µ2n+1(γα,β)

µ2(n−r)+1(γα,β)
. (53)

В следующей теоремы находим точную верхнюю грань модуль коэффици-
ентов ряда Тейлора для класса W (r)

2,γα,β
.

Теорема 3.5.3. Пусть n ∈ N, r ∈ Z+, n ≥ r, α ≥ 0, β > −1. Тогда
справедливо равенство

sup
{
|cn(f)| : f ∈ W (r)

2,γα,β

}
=

1

αn,r
·

√
µ2n+1(γα,β)

µ2(n−r)+1(γα,β)
. (54)

Докажем некоторые точные неравенства, связывающие величину наи-
лучшего приближения En−1(f)2,γα,β функции f ∈ B(r)

2,γα,β
посредством K -

функционала Петре. Определим K -функционал, построенный по простран-
ствам B2,γα,β и B

(m)
2,γα,β

, m ∈ N следующего вида

Km(f ; t
m)2,γα,β := K

(
f ; tm;B2,γα,β ;B

(m)
2,γα,β

)
=

= inf
{
∥f − g∥2,γα,β + tm∥g(m)∥2,γα,β : g ∈ B

(m)
2,γα,β

}
, 0 < t < 1.

(55)

Теорема 3.5.4 Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+ – произвольные числа, такие
что n ≥ r +m, α ≥ 0, β > −1. Тогда имеет место равенство

sup
f∈B(r)

2,γ

f /∈Pr

αn,r · En−1(f)2,γα,β
(
µ2(n−r)+1(γα,β)/µ2n+1(γα,β)

) 1
2

Km

(
f (r), α−1

n−r,m

[
µ2(n−r)+1(γα,β)/µ2(n−r−m)+1(γα,β)

] 1
2

)
2,γα,β

= 1.
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