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ÒÀÂÑÈÔÈ ÓÌÓÌÈÈ ÊÎÐ

Ìóµèììèÿòè ìàâç	óè òàµ©è©îò. Íàçàðèÿè íàçäèêêóíèè ôóíêñèÿµî ÿêå

àç ©èñìµîè ìóµèìòàðèíè òàµëèëè ìàòåìàòèê	è áà µèñîá ìåðàâàä. Äàð íà-

òè¸àè ðóøäè äîõèëèè èëìµîè ìàòåìàòèê	è âà ýµòè¼¸îòè àìàë	è èí íàçàðèÿ

äàð äàµñîëàµîè îõèð áî ñóðúàòè áàëàíä èíêèøîô ìå¼áàä. Äàð çàìîíè µîçè-

ðà âîðèäøàâèè ¡îÿµî âà óñóëµîè íàçàðèÿè íàçäèêêóí	è äàð òàìîìè øîõàµîè

ìóõòàëèôè èëìµîè ìàòåìàòèê	è, õóñóñàí äàð ñàìòè àìàë	è ìóøîµèäà ìåøà-

âàä. Âîáàñòà áà èí ïîéäåâîðè íàçàðèÿè íàçäèêêóíèè áî àñàðµîè áî©èãóçî-

øòàè êëàññèêèè ×åáûøåâ, Âåéåðøòðàññ, �åêñîí âà Áåðíøòåéí îèäè íàçäèê-

êóíèè ôóíêñèÿµî áî áèñ¼ðóçâàµî àç íàâ ñîõòà øóäà, äàð çàìèíàè âàñåúòàð âà

ìóñòàµêàìòàð ãóçîøòà ìåøàâàä. Ôàµìîñò, êè ìàñúàëàµîè íàçäèêêóíèè äàð

ñèíôè ôóíêñèÿµî äîäàøàâàíäà, áåøòàð µîëàò ìàñúàëàµîè ýêñòðåìàë	è áà øó-

ìîð ìåðàâàíä, êè äàð îíµî ¼ôòàíè ñàðµàäè àíè©è áîëîèè ñàµâè íàçäèêêóí	è

áî óñóëè äàð ñèíôè ôóíêñèÿµîè äîäàøóäà, òàëàá êàðäà ìåøàâàä ¼ áàðîè èí

ñèíô äàñòãîµè áåµòàðèíè íàçäèêêóíèðî íèøîí äîäàí ëîçèì àñò.

Ìàñúàëàµîè ýêñòðåìàëèðî äàð ñèíôè ôóíêñèÿµîè ìóøàõõàñ ìóîèíà íàìó-

äà, äàð êîðè äèññåðòàòñèîíèè ìàçêóð áî ôóíêñèÿµîè äàâð	è ìàµäóä ìåøàâåì,

ÿúíå ìàµç äàð êîð ÿê ©àòîð ìàñúàëàµîè ýêñòðåìàëèè íàçàðèÿè íàçäèêêóíèè

ñèíôµîè ôóíêñèÿµîè äàâð	è áî ïîëèíîìµîè òðèãîíîìåòð	è äàð ôàçîè ãèëáåð-

òèè L2 òàµ©è© êàðäà ìåøàâàíä.

Íàòè¸àµîè íèµî	è áàðîè ñàðµàäè áîëîèè íàçäèêêóíèè áåµòàðèí áî

ïîëèíîìµîè òðèãîíîìåòð	è äàð ñèíôµîè ìóõòàëèôè ôóíêñèÿµîè äàâð	è áà¼í

êàðäà ìåøàâàíä.

Äàð áîáè ÿêóì ìàâîäè îìîäàã	è ãèðä îâàðäà, ìàñúàëàµîè ýêñòðåìàëèè

µàëíîøóäà äàð µàð ÿê µîëàòè ìóøàõõàñ, àñîñàí áàðîè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè

áåµòàðèíè ôóíêñèÿµî âà µîñèëàµîè ìîáàéíèè îíµî ìóôàññàë òàµëèë âà áà¼í

êàðäà ìåøàâàíä. Ñèïàñ ìàñúàëàµîè áà¼íøóäà äàð áîáµîè ìèíáàúäàè äèñ-

ñåðòàòñèÿ, äàð ñèíôµîè ìóõòàëèôè ôóíêñèÿµîè äàâð	è µàë êàðäà ìåøàâàíä.

Íàòè¸àµîè µîñèëøóäà íèµî	è áà µèñîá ìåðàâàíä, êè äàð àñë áà îíµî µå¸

÷èçðî èëîâà ¼ àç îíµî êàì êàðäàí ìóìêèí íåñò. Ìàµç áî µàìèí, ìóµèììèÿò

âà áà ìà©ñàä ìóâîôè© áóäàíè ìàâç	óè èíòèõîáè êîðè äèññåðòàòñèîí	è ìóàéÿí

êàðäà ìåøàâàä.
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Äàðà¸àè êîð êàðäà áàðîìàäàíè ìàâç	óè òàµ©è©îò. Ìàñúàëàµîè äàð

êîðè äèññåðòàòñèîí	è òàµ©è©øóäà, àñëàí ìàñúàëàµîè ýêñòðåìàëèè íàçäèêêó-

íèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ôóíêñèÿµî âà µîñèëàµîè ìîáàéíèè îíµî áî ïîëèíîì-

µîè òðèãîíîìåòð	è áà øóìîð ìåðàâàíä. Áà ìàñúàëàµîè íîìáàðøóäà êîðµîè

À.Ë.Ãàðêàâè, Ô.Òèìàí, Í.Ï.Êîðíåé÷óê, Ñ.Á.Âàêàð÷óê, Ì.Ø.Øàáîçîâ âà øî-

ãèðäîíè îíµî áàõøèäà øóäààñò. �àéä áîÿä êàðä, êè äàð êîðµîè À.Ë.Ãàðêàâè

âà À.Ô.Òèìàí µàëëè àíè©è íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ñèíôè ôóíê-

ñèÿµî ìàâ¸óä íåñò. Ìàñúàëàè ýêñòðåìàëèè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè

ñèíôè ôóíêñèÿµî áî íîðìàè ìàµäóäè µîñèëàè îëèè íèµî	è áà âîñèòàè ñïëàé-

íµîè ïîëèíîìèàëèðî Í.Ï.Êîðíåé÷óê1 µàë êàðäààñò. Ìàñúàëàµîè ýêñòðåìàëèè

íîìáàðøóäàðî áàðîè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè ôóíêñèÿµîè äàâð	è áî ïîëèíîìµîè

òðèãîíîìåòð	è Ñ.Á.Âàêàð÷óê2 âà Ì.Ø.Øàáîçîâ3 µàë êàðäààíä. Ìàñúàëàè íà-

çäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ôóíêñèÿµîè äàð äîèðàè âîµèä	è àíàëèòèê	è äàð

ôàçîè Õàðäè äàð êîðè Ì.Ø.Øàáîçîâ, Ã.À.Þñóïîâ âà Äæ.Äæ.Çàðãàðîâà4 µàë

êàðäà øóäààñò.

Ìà©ñàäè òàµ©è©îò. Ìà©ñàäè àñîñèè òàµ©è©îòè êîðè äèññåðòàòñèîí	è àç

µàëëè ìàñúàëàµîè ýêñòðåìàë	è âà ¸óñòó¸	óè ©èìàòµîè ñàðµàäè àíè©è áîëî-

èè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ôóíêñèÿµî âà µîñèëàµîè ìîáàéíèè îíµî

áà âîñèòàè ïîëèíîìµîè òðèãîíîìåòð	è èáîðàò àñò. �óñòó¸	óè óñóëè áåµòàðèíè

ðàìçãóçîð	è âà áàð©àðîðêóíèè âîáàñòàãèè ôóíêñèîíàë	è äàð µîëàòå, êè ©è-

ìàòµîè ôóíêñèîíàëµî àç ð	óè ôóíêñèÿè φ, áà âîñèòàè áàðîáàðèè f = Aφ äîäà

øóäààíä, êè äàð èí ¸î A � ÿãîí îïåðàòîð, ðàìçãóçîð	è êàðäà ìåøàâàíä, èáî-

ðàò àñò. �îëàòè ìóøàõõàñè ðàìçãóçîð	è âà áàð©àðîðêóíèè µàëëè ìàñúàëàµîè

êàíîðèè Äèðèõëå âà Íåéìàí àç ð	óè èòòèëîîò îèä áà ôóíêñèÿµîè ñàðµàä	è, èí-

÷óíèí µîëàòè ìóøàõõàñè äîäàøóäàè ðàìçãóçîð	è âà èòòèëîîò	è äàð íó©òàµîè

èíòåðïîëÿòñèÿ äàð ïîð÷àè îõèðíîê, òàµ©è© êàðäà øóäààíä.

1Êîðíåé÷óê Í.Ï. Ñïëàéíû â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ // Ì.: Íàóêà. � 1984. � 342Ñ.
2Âàêàð÷óê Ñ.Á., Çàáóòíàÿ Â.È. Íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà äëÿ ñïåöèàëüíûõ ìîäóëåé íåïðå-

ðûâíîñòè è ïîïåðå÷íèêè ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ â ïðîñòðàíñòâå L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2012. � Ò.92.
� No4. � Ñ. 497�514.

3Øàáîçîâ Ì.Ø. Íåðàâåíñòâà ìåæäó íàèëó÷øèìè ïîëèíîìèàëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè è íåêîòîðûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ãëàäêîñòè ôóíêöèé â L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2021. � Ò.110. � Â.3. � Ñ. 450�458.

4Øàáîçîâ Ì.Ø., Þñóïîâ Ã.À., Çàðãàðîâ Äæ.Äæ. Î íàèëó÷øåé ñîâìåñòíîé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè // Òð. ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. � 2021. � Ò.27. � No4.
� C. 239�254.
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Ìàñúàëàµîè òàµ©è©îò. Ìóâîôè©è ìà©ñàäè ãóçîøòàøóäà ìàñúàëàµîè

çåðèí µàë êàðäà ìåøàâàíä:

� ©èìàòè àíè©è òàâñèôè ýêñòðåìàëèè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè

ôóíêñèÿµîè äàâð	è âîáàñòà àç õîñèÿòµîè äèôôåðåíñèàëèè ôóíêñèÿè âà-

çí	è äàð L2 ¼ôòà øàâàä;

� íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè áàúçå ñèíôè ôóíêñèÿµî äàð L2 ìóàéÿí

êàðäà øàâàä;

� òàâñèôè ýêñòðåìàëèè Øàáîçîâ � Âàêàð÷óê óìóì	è êàðäà, ©èìàòè àíè©è

îíðî ìóàéÿí âà ©èìàòµîè n-©óòðµîè ìóõòàëèôè áàúçå ñèíôè ôóíêñèÿµî

µèñîá êàðäà øàâàíä;

� íàìóäè îøêîðè óñóëè êîäèðîíèè µàëëè ìàñúàëàè êàíîðèè Íåéìàí âà

áàð©àðîðêóíèè áåµòàðèíè âàé áî ïîëèíîìµîè òðèãîíãîíîìåòð	è àç ð	óè

èòòèëîîòè äîäàøóäà îèäè ôóíêñèÿè ñàðµàä	è ¼ôòà øàâàä;

� ©èìàòè àíè©è N -©óòðè èòòèëîîòèè áàúçå ñèíôè ôóíêñèÿµîè àç ãóçîðè-

øè ìàñúàëàµîè êîäèðîí	è âà áàð©àðîðêóíèè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè

Íåéìàí áàðìåîÿíä, µèñîá êàðäà øàâàíä;

� µàëëè òà©ðèáèè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Äèðèõëå âà Íåéìàí áî ñïëàéí-

ôóíêñèÿµîè òàðòèáè ÿêóì äàð ñèíôè Ëèïøèòñè H1[0, 2π] áàð©àðîð êàð-

äà øàâàä.

Íàâèãàðèè èëìèè òàµ©è©îò. Äàð äèññåðòàòñèÿ íàòè¸àµîè àñîñèè çåðèí

ãèðèôòà øóäààíä:

� ©èìàòè àíè©è òàâñèôè ýêñòðåìàëèè íàçäèêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè

ôóíêñèÿµîè äàâð	è äàð L2 âîáàñòà áà õîñèÿòµîè äèôôåðåíñèàëèè ôóíê-

ñèÿµîè âàçí	è ¼ôòà øóäààñò;

� íàçäèêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ñèíôµîè ìóõòàëèôè ôóíêñèÿµîè äèô-

ôåðåíñèðîíèäàøàâàíäà äàð L2 ìóàéÿí êàðäà øóäààíä;

� òàâñèôè íàçäèêóíèè ýêñòðåìàëèèØàáîçîâ � Âàêàð÷óê óìóì	è êàðäà øó-

äà, ©èìàòè àíè©è îí ìóàéÿí êàðäà øóäà, ©èìàòµîè n-©óòðè ñèíôµîè

ìóõòàëèôè ôóíêñèÿµî µèñîá êàðäà øóäààíä;

� íàìóäè îøêîðè óñóëè ðàìçãóçîðèè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Äèðèõëå

âà Íåéìàí âà áàð©àðîðêóíèè áåµòàðèíè îíµî áî ïîëèíîìµîè òðèãîíî-

ìåòð	è àç ð	óè èòòèëîîòè äîäàøóäà, ¼ôòà øóäààíä;

5



� ©èìàòè àíè©è N -©óòðè èòèëîîòèè áàúçå ñèíôè ôóíêñèÿµî µèñîá êàðäà

øóäààñò;

� µàëëµîè òà©ðèáèè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Äèðèõëå âà Íåéìàí áî ñïëàéí-

ôóíêñèÿµîè òàðòèáè ÿêóì äàð ñèíôè Ëèïøèòñè H1[0, 2π] áàð©àðîð êàð-

äà øóäààíä.

Àðçèøµîè íàçàðèÿâ	è âà èëì	è-àìàëèè êîð.Êîð õóñóñèÿòè íàçàðèÿâ	è

äîðàä. Íàòè¸àµîè êîðè äèññåðòàòñèîí	è âà óñóëµîè èñáîòè îíµîðî äàð ìàñúà-

ëàµîè ýêñòðåìàëèè íàçàðèÿè íàçäèêêóíèè ôóíêñèÿµîè áèñ¼ðòà¡èð¼áàíäà áî

ïîëèíîìµîè òðèãîíîìåòð	è èñòèôîäà êàðäàí ìóìêèí àñò.

Ñàµìè øàõñèè óíâîí¸	óè äàðà¸àè èëì	è. Ìàñúàëàµîè òàµ©è©îò âà

èíòèõîáè óñóëè èñáîòðî ðîµáàðîíè èëìèè êîð ïåøíèµîä íàìóäà, èí÷óíèí

¼ðèè ìàøâàðàò	è ðàñîíèäààíä. Íàòè¸àµîè àñîñèè êîðè äèññåðòàòñèîíèè äàð

áàíäè ¾Íàâèãàðèè èëì	è¿ íîìáàðøóäàðî øàõñàí ìóàëëèô òààëó© äîðàíä.

Ìóâîôè©àòè äèññåðòàòñèÿ áà øèíîñíîìàè èõòèñîñè èëì	è (áà

ôîðìóëà âà ñîµàè òàµ©è©îò). Êîðè äèññåðòàòñèîí	è àç ð	óè èõòèñîñè

6D060101 � Òàµëèëè µà©è©	è, êîìïëåêñ	è âà ôóíêñèîíàë	è è¸ðî êàðäà øóäà,

áîáè òàµëèëè ìàòåìàòèêèè äàð áàíäè III-è ôàñëè 3-óìè øèíîñíîìàè èõòèñî-

ñè èëì	è íèøîíäîäàðî òàøêèë ìåäèµàä.

Íàòè¸àµîå, êè áà µèìîÿ áàðîâàðäà ìåøàâàíä:

� òåîðåìàµî äàð áîðàè ©èìàòè àíè©è òàâñèôè ýêñòðåìàëèè íàçäèêêóíèè

µàì¸îÿè áåµòàðèíè ôóíêñèÿµîè äàâð	è äàð L2 âîáàñòà áà õîñèÿòµîè äèô-

ôåðåíñèàëèè ôóíêñèÿµîè âàçí	è;

� òåîðåìàµî äàð áîðàè íàçäèêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ñèíôµîè ìóõòàëè-

ôè ôóíêñèÿµîè äèôôåðåíñèðîíèäàøàâàíäà äàð L2;

� òåîðåìàµî äàð áîðàè óìóìèêóíèè òàâñèôè íàçäèêêóíèè ýêñòðåìàëèè

Øàáîçîâ � Âàêàð÷óê, ìóàéÿíêóíèè ©èìàòè àíè©è îí âà µèñîáêóíèè ©è-

ìàòµîè n-©óòðè ñèíôµîè ìóõòàëèôè ôóíêñèÿµî;

� òåîðåìàµî äàð áîðàè ¼ôòàíè íàìóäè îøêîðè óñóëè ðàìçãóçîðèè µàëëè

ìàñúàëàè êàíîðèè Íåéìàí âà áàð©àðîðêóíèè áåµòàðèíè îí áî ïîëèíî-

ìµîè òðèãîíîìåòð	è àç ð	óè èòòèëîîòè äîäàøóäà äàð áîðàè ôóíêñèÿµîè

ñàðµàä	è;

� òåîðåìà äàð áîðàè µèñîáè àíè©è ©èìàòèN -©óòðè èòèëîîòèè áàúçå ñèíôè

ôóíêñèÿµî;
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� òåîðåìàµî äàð áîðàè áàð©àðîðêóíèè µàëëµîè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Äè-

ðèõëå âà Íåéìàí áî ñïëàéí-ôóíêñèÿµîè òàðòèáè ÿêóì äàð ñèíôè Ëèï-

øèòñè H1[0, 2π].

Òàñâèáè íàòè¸àµîè äèññåðòàòñèÿ. Íàòè¸àµîè àñîñèè äèññåðòàòñèÿ äàð

ñåìèíàðµî âà êîíôåðåíñèÿµîè çåðèí ìóµîêèìà âà áàððàñ	è ãàðäèäààíä:

� ñåìèíàðµîè êàôåäðàè òàµëèëè ôóíêñèîíàë	è âà ìóîäèëàµîè äèôôåðåíñè-

àëèè Äîíèøãîµè ìèëëèè Òî¸èêèñòîí, òàµòè ðîµáàðèè àêàäåìèêè ÀÌÈÒ

Ì.Ø.Øàáîçîâ (Äóøàíáå, ñîëµîè 2019-2022) âà ñåìèíàðµîè êàôåäðàè

òàµëèëè ìàòåìàòèêèè Äîíèøãîµè äàâëàòèè îì	óçãîðèè áà íîìè Ñ.Àéí	è

òàµòè ðîµáàðèè ïðîôåññîð Ì.Àçèçîâ (Äóøàíáå, ñîëµîè 2017-2021);

� êîíôåðåíñèÿè áàéíàëõàë©èè èëìèè �Ìóàììîµîè ìóîñèð âà òàòáè©è àë-

ãåáðà, íàçàðèÿè àäàäµî âà òàµëèëè ìàòåìàòèê	è� áàõøèäà áà 60-ñîëàãèè

àêàäåìèêè ÀÌÈ Òî¸èêèñòîí Ç.Õ.Ðàµìîíîâ âà àúçîè âîáàñòàè ÀÌÈ

Òî¸èêèñòîí Ñ.À.Èñµîêîâ (Äóøàíáå, 13-14 äåêàáðè ñîëè 2019);

� êîíôåðåíñèÿè áàéíàëõàë©èè èëìèè �Ìóîäèëàµîè èíòåãðàëèè ñèíãóëÿð	è

âà ìóîäèëàµîè äèôôåðåíñèàë	è áî êîýôôèñèåíòµîè ñèíãóëÿð	è� áàõøè-

äà áà 70-ñîëàãèè ïðîôåññîð Ã.�àíãèáåêîâ (Äóøàíáå, 30-31 ÿíâàðè ñîëè

2020);

� êîíôåðåíñèÿè ¸óìµóðèÿâèè èëì	è-àìàëèè �Ìóàììîµîè ìóîñèðè ìàòåìà-

òèêàè àìàë	è âà àµàìèÿòè îí äàð òàøàêêóë¼áèè ¸àµîíáèíèè òåõíèêèè

¸îìåà� (Õó¸àíä, 29-30 îêòÿáðè ñîëè 2021);

� êîíôåðåíñèÿè áàéíàëõàë©èè èëìèè �Ìóàììîµîè ìóîñèðè òà»µëèëè ìà-

òåìàòèê	è âà íàçàðèÿè ôóíêñèÿµî� áàõøèäà áà 70-ñîëàãèè àêàäåìèêè

ÀÌÈ Òî¸èêèñòîí Ì.Ø.Øàáîçîâ (Äóøàíáå, 24-25 èþíè ñîëè 2022).

Èíòèøîðîò àç ð	óè ìàâç	óè äèññåðòàòñèÿ. Íàòè¸àµîè êîðè ìóàëëèô

àç ð	óè ìàâç	óè äèññåðòàòñèÿ äàð 8 êîðè èëì	è, àç îíµî 4 ìà©îëà äàð íàøðèÿµîè

òà©ðèçøàâàíäà, êè äàð ð	óéõàòè àìàëêóíàíäàè ÊÀÎ-è íàçäè Ïðåçèäåíòè �ó-

ìµóðèè Òî¸èêèñòîí ìàâ¸óäà âà 4 ìà©îëà äàð îñîðè êîíôåðåíñèÿµîè èëìèè

áàéíàëìèíàë	è âà ¸óìµóðèÿâ	è äàð¸ ãàðäèäààñò.

Ñîõòîð âà µà¸ìè äèññåðòàòñèÿ. Äèññåðòàòñèÿ àç ìó©àääèìà, ñå áîá,

ôåµðèñòè àäàáè¼òè èñòèôîäàøóäà èáîðàò àç 134 íîìã	óé, µàìàã	è 135 ñàµè-

ôàè êîìïþòåðèðî äàðáàð ãèðèôòà, äàð áàðíîìàè LATEX µóðóô÷èí	è øóäààñò.

Áàðîè îñîí	è äàð äèññåðòàòñèÿ ðà©àìãóçîðèè ñåêàðàòàè òåîðåìàµî, ëåììàµî,
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íàòè¸àµî âà ôîðìóëàµî ìàâðèäè èñòèôîäà ©àðîð äîäà øóäààñò, êè äàð îíµî

ðà©àìè ÿêóì áî ðà©àìè áîá, ðà©àìè äóþì áî ðà©àìè ôàñë âà ðà©àìè ñåþì

áî ðà©àìè òàðòèáèè òåîðåìàµî, ëåììàµî, íàòè¸àµî ¼ ôîðìóëàµîè µàìèí ôàñë

ìóâîôè©àò ìåêóíàíä.

�ÈÑÌÈ ÀÑÎÑÈÈ ÒÀ��È�ÎÒ

Ìàâîä âà óñóëµîè òàµ©è©îò. Ìàâîäè òàµ©è©îò àç µàëëè ìàñúàëàµîè

ìóõòàëèôè ýêñòðåìàëèè íàçàðèÿè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ôóíê-

ñèÿµîè äàâð	è âà µîñèëàµîè ïàéäàðïàèè îíµî áî ïîëèíîìµîè òðèãîíîìåòð	è,

èí÷óíèí áàð©àðîðêóí	è âà ðàìçãóçîðèè µàëëè ìàñúàëàµîè ñàðµàäèè ôèçèêàè

ìàòåìàòèê	è èáîðàò ìåáîøàä. Óñóëµîè íàâòàðèíè µàëëè ìàñúàëàµîè ýêñòðå-

ìàë	è äàð ôàçîµîè áàíàõ	è èñòèôîäà êàðäà øóäààñò.

Íàòè¸àµîè òàµ©è©îò. Ìàçìóíè ìóõòàñàðè êîðè äèññåðòàòñèîíèðî áà¼í

ìåêóíåì.

Äàð áîáè ÿêóìè êîðè äèññåðòàòñèîí	è ñàð÷àøìàè àäàáè¼ò âà ãóçîðèøè

ìàñúàëàµîè µàëíîøóäàè ýêñòðåìàë	è àç ð	óè ìàâç	óè òàµ©è©îòè ïåøáèíèøóäà

òàµëèë êàðäà ìåøàâàíä.

Äàð áîáè äóþìè äèññåðòàòñèÿ ìàñúàëàµîè ìóõòàëèôè ýêñòðåìàëèè íà-

çàðèÿè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè ôóíêñèÿµî áî ïîëèíîìµîè òðèãîíî-

ìåòð	è äàð ìåòðèêàè ôàçîè L2 := L2[0, 2π] µàë êàðäà ìåøàâàíä. Ìèíáàúä áî

ðàìçµîè N, Z+, R+, R ìóâîôè©àí ìà¸ì	óµîè àäàäµîè íàòóðàë	è, áóòóíè ¡àé-

ðèìàíô	è, ìóñáàò, µà©è©	è; L2 := L2[0, 2π] � ôàçîè ÷åíøàâàíäà äàð ìàúíîè

Ëåáåãè áî êâàäðàò ñóììèðîíèäàøàâàíäàè ôóíêñèÿµîè 2π-äàâð	è áî íîðìàè

îõèðíîêè

∥f∥2 := ∥f∥L2
=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

;

T2n−1 � ôàçîè ïîëèíîìµîè µà©è©èè òðèãîíîìåòðèè òàðòèáè ≤ n−1 äîøòà,

èøîðà êàðäà ìåøàâàíä. Õóá ìàúëóì àñò, êè áàðîè ôóíêñèÿè èõòè¼ðèè f ∈ L2

¸óäîêóíèè ôîðìàë	è áà ©àòîðè Ôóðüå
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f(x) =
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
,

êè äàð èí ¸î ak(f), bk(f) � êîñèíóñ âà ñèíóñ-êîýôôèòèåíòµîè Ôóðüå, áóçóð-

ãèè íàçäèêêóíèè áåµòàðèíè âàé äàð ìåòðèêàè L2 áî çåðôàçîè T2n−1 áà

En−1(f)2 := inf
{
∥f−Tn−1∥2 : Tn−1 ∈ T2n−1

}
=
∥∥f−Sn−1(f)

∥∥
2
=

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

áàðîáàð àñò, êè äàð èí ¸î

Sn−1(f, x) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
� ñóììàè õóñóñèè òàðòèáè (n− 1)-óìè ©àòîðè Ôóðüåè ôóíêñèÿè f áóäà,

ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f), k ∈ N.

Äàð ôàñëè ÿêóìè áîáè äóþì òàâñèôè ýêñòðåìàëèè Øàáîçîâ � Þñóïîâ5

áàðîè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè ïîëèíîìàëèè ôóíêñèÿµîè äàâð	è âà ïàéäàðïàèè

µîñèëàµîè îíµî äàð ñèíôè L
(r)
2 (r ∈ Z+) óìóì	è êàðäà ìåøàâàä:

χn,m,r,p(φ, h) := sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

ωp
m(f

(r), t)2 φ(t)dt

1/p
. (1)

ßêå àç òåîðåìàµîè àñîñèè ôàñëè ÿêóìè áîáè äóþì òåîðåìàè çåðèí áà µèñîá

ìåðàâàä.

Òåîðåìàè 2.1.1. Áèãçîð ôóíêñèÿè âàçíèè φ ∈ C(1)[0, h] âà áàðîè µàìàè

©èìàòµîè 1/r < p ≤ 2, r ∈ N, 0 < t ≤ h (0 < h ≤ π/n) íîáàðîáàðèè çåðèíðî

©àíîàò êóíàä:

(rp− 1)φ(t)− t φ′(t) ≥ 0. (2)

5Øàáîçîâ Ì.Ø., Þñóïîâ Ã.À. Íàèëó÷øèå ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ â L2 íåêîòîðûõ êëàññîâ 2π-
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è òî÷íûå çíà÷åíèÿ èõ ïîïåðå÷íèêîâ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2011. � Ò.90. � No5. �
Ñ. 764�775.
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Îí ãîµ áàðîè µàìàè ©èìàòµîè s = 0, 1, 2, . . . , r; r ∈ N áàðîáàðèè

χn,m,r,p(φ, h) =


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 φ(t)dt


−1/p

(3)

äóðóñò àñò.

Àç òåîðåìàè 2.1.1 íàòè¸àè çåðèí ìåáàðîÿä.

Íàòè¸àè 2.1.1. �àíãîìè è¸ðîè øàðòµîè òåîðåìàè 2.1.1 äàð µîëàòè

φ(t) ≡ 1 âà h = π/n áàðîáàðèè

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−s−1/pEn−1(f
(s))2(∫ π/n

0 ωp
m(f (r), t)2 dt

)1/p =

=


π∫

0

(1− cos t)mp/2 dt


−1/p

=


1√

π · 2mp
·
Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

(4)

äóðóñò àñò, êè äàð èí ¸î Γ(u) � ãàììà-ôóíêñèÿè Ýéëåð ìåáîøàä.

�àìçàìîí ©àéä ìåêóíåì, êè àç íàòè¸àè 2.1.1 íîáàðîáàðèè íàìóäè �åêñîí

� Ñòå÷êèíðî áàðîè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè õóäè ôóíêñèÿ âà µàìàè

µîñèëàµîè ìîáàéíèè îí µîñèë ìåêóíåì:

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2
·


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

· 1

nr−s
· ωm

(
f (r),

π

n

)
, (5)

êè äàð èí ¸î m,n ∈ N, r ∈ Z+, 1/r < p ≤ 2.

Õóá ìàúëóì àñò, êè áàðîè µàð ãóíà ôóíêñèÿè f ∈ L
(r)
2 µàìàè µîñèëàµîè

ìîáàéíèè îí � f (s) ∈ L
(r)
2 (s = 1, 2, . . . , r − 1, r ≥ 2, r ∈ N) áóäà, ¼ôòàíè

©èìàòµîè àíè©è íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè En−1(f
(s))2 äàð õóäè ñèíôè

L
(r)
2 ¼ äàð ÿãîí çåðñèíôè M(r) ⊂ L

(r)
2 òàâà¸¸	óµðî ¸àëá ìåêóíàä. Áà òàâðè
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äèãàð ã	óåì, ¼ôòàíè ©èìàòè àíè©è áóçóðãèè ýêñòðåìàëèè

E (s)
n−1(M

(r))2 := sup
{
En−1(f

(s))2 : f ∈ M(r)
}

(6)

òàëàá êàðäà ìåøàâàä.

Ìèíáàúä äàð èí ôàñë áà ñèôàòè M(r) ñèíôè W
(r)
m,p(φ, h) := W

(r)
p (ωm;φ, h)

ôóíêñèÿµîè f ∈ L
(r)
2 -ðî äèäà ìåáàðîåì, êè áàðîè µàìàè r,m ∈ N, 1/r < p ≤ 2

âà h ∈ (0, π/n] øàðòè
h∫

0

ωp
m(f

(r), t)2 φ(t)dt ≤ 1

-ðî ©àíîàò ìåêóíàíä, âàëå ôóíêñèÿè âàçíèè φ(t) íîáàðîáàðèè äèôôåðåñèà-

ëèè (2)-ðî ©àíîàò ìåêóíîíàä.

Òåîðåìàè 2.1.2. Áèãçîð r,m ∈ N, 1/r < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n,

φ ∈ C(1)[0, h] áóäà øàðòè (2)-ðî ©àíîàò êóíîíàä, îí ãîµ áàðîè µàìàè

s = 0, 1, . . . , r, r ∈ N áàðîáàðèè

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(φ, h)
)
2
=

1

2m/2 nr−s
·


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 φ(t)dt


−1/p

(7)

äóðóñò àñò.

Àç òåîðåìàè 2.1.2 íàòè¸àè çåðèí ìåáàðîÿä.

Íàòè¸àè 2.1.2. �àíãîìè è¸ðîè øàðòµîè òåîðåìàè 2.1.2 âà p = 2/m,

m ∈ N, φ ≡ 1 µîñèë ìåêóíåì:

E (s)
n−1

(
W

(r)
m,2/m(1, h)

)
2
= 2−m/2 · n−(r−s)

{
n

nh− sinnh

}m

. (8)

�àéä ìåêóíåì, êè àç (8) µàíãîìè s = 0, m = 1 íàòè¸àè Ë.Â.Òàéêîâ6, âàëå

µàíãîìè s = 0 âà äèëõîµ m ∈ N íàòè¸àè Ñ.Á.Âàêàð÷óê7 µîñèë ìåêóíåì.

Áèãçîð Φ(u) µàìèí ãóíà ôóíêñèÿè áåôîñèëàè èõòè¼ðèè µàíãîìè u ≥ 0

àôçóíøàâàíäàè Φ(0) = 0 áîøàä. Áî ¼ðèè W
(r)
m,p(Φ) ñèíôè ôóíêñèÿµîè f ∈

6Òàéêîâ Ë.Â. Íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé èç
L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1976. � T.20. � No3. � C. 433�438.

7Âàêàð÷óê Ñ.Á. Òî÷íûå êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ òèïà Äæåêñîíà è òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íèêîâ
ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ èç L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2005. � Ò.78. � No5. � Ñ. 792�796.
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L
(r)
2 -è áàðîè µàð ãóíà m,n, r ∈ N, 1/r < p ≤ 2 âà 0 < h ≤ π/n ìàµäóäèÿòè h∫

0

ωp
m(f

(r), t)dt

1/p

≤ Φ(h)

©àíîòêóíîíàíäàðî èøîðà ìåêóíåì. �èìàòè áóçóðãèè (6)-ðî áàðîè ñèíôè

W
(r)
m,p(Φ) áî è¸îðøàâèè ÿãîí ãóíà ìàµäóäèÿò íèñáàòè ôóíêñèÿè ìàæîðàíòèè

Φ(u) µèñîá ìåêóíåì. Èøîðàè çåðèíðî ¸îð	è ìåêóíåì:(
sin t

)
∗ :=

{
sin t, àãàð 0 ≤ t ≤ π/2; 1, àãàð t > π/2

}
.

Òåîðåìàè 2.1.3. Áèãçîð áàðîè µàìàè ©èìàòµîè µ > 0, r,m ∈ N,
0 < u ≤ π, 1/r < p ≤ 2 ôóíêñèÿè Φ(u) øàðòè çåðèíðî ©àíîàò êóíîíàä:

Φp(u)

µπ∫
0

(
sin

ϑ

2

)mp

∗
dϑ ≤ Φp(µu)

π∫
0

(
sin

ϑ

2

)mp

dϑ. (9)

Îí ãîµ áàðîè µàð ãóíà n ∈ N âà s = 0, 1, . . . , r, r ∈ N áàðîáàðèµîè çåðèí

äóðóñòàíä:

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)
2
= 2−m−1/p · n−(r−s)

 π/n∫
0

(
sin

nt

2

)mp

dt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (10)

Íàòè¸àè 2.1.3. �àíãîìè è¸ðîè øàðòµîè òåîðåìàè 2.1.3 áàðîáàðèè

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)
=

1

2m/2 · nr−s−1/p
·


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

· Φ
(π
n

)
äóðóñò àñò.

Äàð ôàñëè äóþìè áîáè äóþì óìóìèêóíèè òàâñèôè ýêñòðåìàëèè ìàúëóìè

Âàêàð÷óê8 äàð íàìóäè óìóì	è, µàíãîìè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿ îâàðäà ìåøàâàä:

8Âàêàð÷óê Ñ.Á. Íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà è ïîïåðå÷íèêè êëàññîâ ôóíêöèé â L2 // Ìàòåì. çàìåòêè.
� 2006. � Ò.80. � No1. � Ñ. 11�18.

12



M′′
m,n,r,s(h) :=

:= sup
f∈L(r)

2

hm/2 nr−sEn−1(f
(s))2

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

. (11)

Äàð èí ¸î òåîðåìàµîè çåðèí àñîñ	è áà µèñîá ìåðàâàíä.

Òåîðåìàè 2.2.2. Áèãçîð m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s âà 0 < h ≤ π/n

áîøàä. Îí ãîµ áàðîáàðèè

M′′
m,n,r,s(h) ≡

(
3
√
3

nh

)m

(12)

äóðóñò àñò. Äàð µîëàòè õóñóñ	è, àç (12) µàíãîìè h = π/n µîñèë ìåêóíåì:

M′′
m,n,r,s

(π
n

)
=

(
3
√
3

π

)m

. (13)

Àêíóí µàëëè ìàñúàëàè ýêñòðåìàëèè (6)-ðî, êè äàð ìàâðèäè M(r) :=

W
(r)
m (h) � ñèíôè ôóíêñèÿµîè f ∈ L

(r)
2 , êè áàðîè µàð ãóíà h > 0 íîáàðîáà-

ðèè

1

h

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+

π2

h3

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt ≤ 1 (14)

¸îé äîðàä, äèäà ìåáàðîåì.

Òåîðåìàè 2.2.3. Áèãçîð m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s âà 0 < h ≤ π/n

áîøàä. Îí ãîµ áàðîáàðèè çåðèí ¸îé äîðàä:

E (s)
n−1

(
W (r)

m (h)
)
=

1

nr−s
·

(
3
√
3

nh

)m

. (15)
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Äàð ôàñëè ñåþìè áîáè äóþì òàâñèôè ýêñòðåìàëèè Øàáîçîâ � Âàêàð÷óê9

χ̃m,n,r(h) := sup

 nrhmEn−1(f)(∫ h

0 (h− t)ω
2/m
m (f (r), t)dt

)m/2
: f ∈ Lr

2, f ̸= const

 (16)

-ðî, êè ìîäóëè áåôîñèëàãèè ìè¼íàêàðäàøóäàè òàðòèáè m-óìè ω
2/m
m (f, t)-ðî

áî ôóíêñèÿè âàçíèè h − t (0 ≤ t ≤ h) äàð áàð ìåãèðàä, äàð µîëàòè íàçäèê-

êóíèè µàì¸îÿè ôóíêñèÿµîè f ∈ L
(r)
2 -è íàìóäè

˜̃χm,n,r,s(h) := sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m/2
(17)

óìóì	è êàðäà, òåîðåìàè çåðèí èñáîò êàðäà ìåøàâàä.

Òåîðåìàè 2.3.2. Áàðîè µàìàè ©èìàòµîè m,n ∈ N, r ∈ Z+, r ≥ s âà

0 < h ≤ π/n áàðîáàðèè çåðèí äóðóñò àñò

˜̃χm,n,r,s(h) =

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (18)

Ñèíôè F (r)
m (h) ôóíêñèÿµîè f ∈ L

(r)
2 , êè áàðîè µàð ãóíà m ∈ N, r ∈ Z+ âà

h ∈ (0, 2π] øàðòè

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt ≤ 1

-ðî ©àíîàò ìåêóíîíàíä, äèäà ìåáàðîåì.

Òåîðåìàè 2.3.3. Áàðîè µàð ãóíà m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s âà 0 < h ≤
9Øàáîçîâ Ì.Ø., Âàêàð÷óê Ñ.Á. Î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè è òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ â L2 // Analysis
Mathematics. � 2012. � Ò.38. � No2. � PP. 154�163.
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π/n áàðîáàðèè

E (s)
n−1

(
F (r)

m (h)
)
=

1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

(19)

äóðóñò àñò âà äàð µîëàòè õóñóñ	è, µîñèë ìåêóíåì:

E (s)
n−1

(
F (r)

m

(π
n

))
=

1

nr−s
·
{

π2

π2 − 4

}m/2

. (20)

Ïåø àç îí êè íàòè¸àµîè àñîñèè ôàñëè ÷îðóìè áîáè äóþìðî áà¼í êóíåì,

ìàôµóìµî âà òàúðèôµîè çàðóðèðî õîòèððàñîí ìåêóíåì. Áèãçîð S � êóððàè

âîµèä	è äàð L2; N � çåðìà¸ì	óè ìàðêàç	è-ñèììåòðèè L2; Λn ⊂ L2 çåðôàçîè

n-÷åíàêà; Λn ⊂ L2 � çåðôàçîè êî÷åíàêàè n; L : L2 → Λn � îïåðàòîðè áåôî-

ñèëàè õàòòèè ýëåìåíòµîè ôàçîè L2-ðî áà Λn ãóçàðîíàíäà; Λ⊥ : L2 → Λn �

îïåðàòîðè áåôîñèëàè ïðîåêòèðîíèè õàòò	è äàð L2 áà çåðôàçîè Λn ãóçàðîíèäà

áîøàä. Áóçóðãèµîè

bn
(
N;L2

)
= sup {sup {ε > 0 : εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {inf {∥f − φ∥ : φ ∈ Λn} : f ∈ N} : Λn ⊂ L2} ,

δn
(
N;L2

)
= inf {inf {sup {∥f − Lf∥ : f ∈ N} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {∥f∥ : f ∈ N ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

Πn

(
N;L2

)
= inf

{
inf
{
sup

{
∥f − L⊥f∥ : f ∈ N

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
ìóâîôè©àí n-©óòðè áåðíøòåéí	è, êîëìîãîðîâ	è, õàòò	è, ãåëôàíä	è âà ïðîåêò-

ñèîí	è ìåíîìàíä. Àçáàñêè L2 ôàçîè ãèëáåðòèñò, îí ãîµ ìóíîñèáàòµîè çåðèíè

áàéíè n-©óòðè äàð áîëî íîìáàðøóäà10,11 äóðóñò àñò:

bn
(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
= δn

(
N;L2

)
= Π

(
N;L2

)
. (21)

Áî ðàìçè W
(r)
m (h), m ∈ N, r ∈ Z+ ñèíôè ôóíêñèÿµîè f ∈ L

(r)
2 -ðî èøîðà

ìåêóíåì, êè áàðîè µàð ãóíà h > 0 íîáàðîáàðèè (14) ¸îé äîðàä.

Òåîðåìàè çåðèí ¸îé äîðàä.

10Pinkus A. n-Widths in Approximation Theory // Springer. Berlin. � 1985.
11Òèõîìèðîâ Â.Ì. Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïðèáëèæåíèé // Ì.: Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ. � 1976. � 304Ñ.
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Òåîðåìàè 2.4.1. Áàðîè µàð ãóíà ©èìàòµîè n,m ∈ N, r ∈ Z+ âà 0 < h ≤
π/n áàðîáàðèµîè

γ2n(W
(r)
m (h)) = γ2n−1

(
W (r)

m (h)
)
= En−1

(
W (r)

m (h)
)
=

(
√
3)m

(nh)m
· 1

nr
(22)

¸îé äîøòà, äàð µîëàòè õóñóñ	è àç (23) µàíãîìè h = π/n µîñèë ìåêóíåì:

γ2n

(
W (r)

m

(π
n

))
= γ2n−1

(
W (r)

m

(π
n

))
= En−1

(
W (r)

m

(π
n

))
=

(√
3

π

)m
1

nr
, (23)

êè äàð èí ¸î

En−1

(
W (r)

m (h)
)
2
:= sup

{
En−1(f)2 : f ∈ W (r)

m (h)
}
,

γn(·) � µàð ãóíà àç n-©óòðè äàð áîëî íîìáàðøóäà, ìåáîøàä.

Äàð ìóîèíà ñèíôè ôóíêñèÿµîè çåðèíðî ¸îð	è ìåêóíåì:

F (r)
m (Φ) :=

f ∈ L
(r)
2 :

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t) dt ≤ Φ(h)

 .

Òàñäè©îòè çåðèí äóðóñò àñò.

Òåîðåìàè 2.4.5. Áèãçîð ìàæîðàíòè Φ øàðòè çåðèíðî ©àíîàò êóíîíàä:

Φ(h)

Φ(π/n)
≥ 1

π2 − 4
·
( π

nh

)2(nh)2 − 2(1− cosnh), àãàð 0 ≤ h ≤ π/n,

π2 − 4 + (nh− π)2, àãàð h ≥ π/n.
(24)

Îí ãîµ áàðîè µàð ãóíà àäàäµîè m,n ∈ N âà r ∈ Z+ áàðîáàðèµîè

λ2n−1

(
F (r)

m (Φ), L2

)
= λ2n

(
F (r)

m (Φ), L2

)
= En−1

(
F (r)

m (Φ)
)
=

=
1

nr
·
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2

(25)

äóðóñòàíä, êè äàð èí ¸î λn(·) � äèëõîµ àç n-©óòðè bn(·), dn(·), dn(·), δn(·)
¼ Πn(·). Ìà¸ì	óè ìàæîðàíòµî, êè ìàµäóäèÿòè (24)-ðî ©àíîàò ìåêóíîíàä,

õîë	è íåñò.
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Òàñäè©îòè çåðèí íàòè¸àè òåîðåìàè 2.4.5 ìåáîøàä.

Òåîðåìàè 2.4.6. Áèãçîð µàìàè øàðòµîè òåîðåìàè 2.4.5 è¸ðî øàâàíä.

Îí ãîµ áàðîè µàð ãóíà àäàäµîè n ∈ N, r ∈ Z+ áàðîáàðèµîè çåðèí ¸îé äîðàíä:

sup
{
|an(f)| :f ∈ F (r)

m (Φ)
}
=sup

{
|bn(f)| :f ∈ F (r)

m (Φ)
}
=

1

nr

{
π2

π2 − 4
Φ
(π
n

)}m/2

.

Äàð áîáè ñåþì ìàñúàëàµîè ðàìçãóçîð	è âà áàð©àðîðêóíèè âîáàñòàãèè

ôóíêñèîíàë	è µàíãîìè ©èìàòµîè ôóíêñèîíàëµî áà ôóíêñèÿè φ ôóíêñèÿè

f = Aφ ðàìçãóçîð	è êàðäà ìåøàâàä, êè äàð èí ¸î A ÿãîí îïåðàòîðåðî èôî-

äà ìåêóíàä, îì	óõòà ìåøàâàíä. Í.Ï.Êîðíåé÷óê12,13,14 µîëàòµîè ìóøàõõàñðî

áàðîè îïåðàòîðµîè äèôôåðåñèðîí	è, ëà¡æèø âà µàì áàðîè µàëëè ìàñúàëàè

êàíîðèè Äèðèõëå òàµ©è© êàðäààñò.

Ìàñúàëàµîè ðàìçãóçîð	è âà áàð©àðîðêóíèè ìèíáàúäàè âîáàñòàãèè ôóíê-

ñèîíàëèè µàì äàð ñàìòè íàçàðèÿâ	è âà µàì äàð ñàìòè àìàë	è ìóîèíàøàâàíäà,

äàð ñîëµîè îõèð áåøòàð òàâà¸¸	óµðî ¸àëá ìåêóíàíä. Èí àç îí ¸óìëà, áî îí

ìàúíèäîä êàðäà ìåøàâàä, êè óñóëµîè ñàìàðàíîêè µàëëè ìàñúàëàµîè ýêñòðå-

ìàëèè ¼ôòàøóäà äàð íàçàðèÿè íàçäèêêóí	è èìêîíèÿòè ¼ôòàíè µàëëè àíè© âà

äàð ÿê ©àòîð ìàñúàëàµîè ðàìçãóçîðèè áåµòàðèí áàð©àðîðêóíèè ôóíêñèÿµîðî

ìóµàé¼ ìåêóíàíä.

Äàð èíòèøîðè áà ìî ìàúëóì äîèð áà ìóàììîè ìàçêóð, óñóëè ðàìçãóçîð	è

àç ð	óè ñàµâè áàð©àðîðêóíèè õóäè ôóíêñèÿµîè ðàìçãóçîøòà, áàµîãóçîð	è êàðäà

ìåøàâàä. Äàð èí ¸î ìàñúàëàè áåøòàð óìóìèðî äèäà ìåáàðîåì: âà©òå êè àç

ð	óè èòòèëîîòè äèñêðåò	è îèäè ôóíêñèÿè φ ôóíêñèÿè f = Aφ áàð©àðîð êàðäà

ìåøàâàä, êè îíµî ôóíêñèÿè φ áî ÿãîí îïåðàòîðè A èíúèêîñ êàðäà ìåøàâàä.

Áèãçîð X, Y � ôàçîµîè ìåòðèê	è ìóâîôè©àí áî ìàñîôàµîè ρ(x, y)X âà

ρ(x, y)Y áîøàíä. Áî ¼ðèè ìà¸ì	óè

MN =
{
µ1, µ2, . . . , µN

}
(26)

12Êîðíåé÷óê Í.Ï. Îá îïòèìàëüíîé êîäèðîâàíèè ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà // Óêð. ìàòåì.
æóðí. � 1987. � Ò.39. � No2. � Ñ. 158�173.

13Êîðíåé÷óê Í.Ï. Ïðèáëèæåíèå è îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå ãëàäêèõ ïëîñêèõ êðèâûõ // Óêð. ìàòåì.
æóðí. � 1989. � Ò.41. � No4. � Ñ. 492�499.

14Êîðíåé÷óê Í.Ï. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ êîäèðîâàíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé // Óêð. ìàòåì. æóðí.
� 1991. � Ò.43. � No4. � Ñ. 514�524.

17



ôóíêñèîíàëµîè áåôîñèëàè µk, k = 1, 2, . . . , N äàð X äîäàøóäà áà ýëåìåíòè

x ∈ X âåêòîðè àäàäèè

T (x,MN) =
{
µ1(x), µ2(x), . . . , µN(x)

}
(27)

-ðî ìóâîôè© ìåãóçîðåì, êè îíðî âåêòîðè èòòèëîîò ìåíîìåì. �èñîá êàðäàí

ìóìêèí àñò, êè ýëåìåíòè x áî íó©òàå äàð RN áî ¼ðèè ìà¸ì	óè ôóíêñèîíàëµîè

(26), êè óñóëè ðàìçãóçîðèðî ìóàéÿí ìåêóíàä, ðàìçãóçîð	è êàðäà øóäààñò.

Àãàð Y = X âà àç ð	óè âåêòîðè (27) ýëåìåíòè x àç ÿãîí ìà¸ì	óè M ⊂ X

áàð©àðîð êàðäà øàâàä, îí ãîµ ÷åíàêè èòòèëîîòèè óñóëè ðàìçãóçîð	è áî äà-

ðà¸àè ìóàéÿí áî äèàìåòðè ïðîîáðàçè èíúèêîñè x → T (x,MN), ÿúíå áî äèà-

ìåòðè ìà¸ì	óè {y : y ∈ M, T (y,MN) = T (x,MN)} òàâñèô êàðäà ìåøàâàä: ÷	è

©àäàðå êè äèàìåòð õóðä áîøàä, µàìîí ©àäàð èòòèëîîòèè óñóë �MN êàëîíòàð

àñò.

�îëàòåðî äèäà ìåáàðîåì, êè äàð îí àç ð	óè âåêòîðè èòòèëîîòèè T (x,MN),

x ∈ M ⊂ X ýëåìåíòè Ax ∈ Y -ðî, êè äàð èí ¸î A � ÿãîí îïåðàòîðè áåôîñèëàè

M-ðî áà Y èíúèêîñêóíàíäà ìåáîøàä, áàð©àðîð êàðäàí çàðóð àñò. Äàð èí

ìàâðèä èòòèëîîòèè óñóëè ðàìçãóçîðèðî àç ð	óè äèàìåòðè ìà¸ì	óè ýëåìåíòµîè

Ay, y ∈ M ⊂ X, êè áàðîè îí âåêòîðè èòòèëîîòèè T (y,MN) µàìîí ÿê àñò,

áàµîãóçîð	è êàðäàí ëîçèì àñò. Áàðîè äóðóñòèè ãóçîðèøè ìàñúàëà îõèðíîêèè

èí äèàìåòððî áî ðîµè áà ýëåìåíòµîè ìà¸ì	óè M ãóçîøòàíè èí ¼ îí øàðòµîè

ïåøàê	è, òàúìèí êàðäàí ëîçèì àñò. Áóçóðãèè

K (M, A,MN)X,Y = sup
{
ρ(Ax,Ay)Y : x, y ∈ M, T (x,MN) = T (y,MN)

}
(28)

èòòèëîîòèè óñóëè ðàìçãóçîðèè ©àéäøóäàè MN -ðî íèñáàò áà îïåðàòîðè A

âà ìà¸ì	óè M-ðî òàâñèô ìåêóíàä. Äàð èí µîë òàáè	è, ìàñúàëà îèä áà óñó-

ëè ðàìçãóçîðèè áåµòàðèí áàðîè ìà¸ì	óè M âà îïåðàòîðè A, ÿúíå ìàñúàëàè

¸óñòó¸	óè ñàðµàäè àíè©è ïî¼íèè (áàðîè N -è ©àéäøóäà)

γN(M, A,X, Y ) = inf
MN

K (M, A,MN)X,Y (29)

âà ìóàéÿíêóíèè óñóëè K , êè èí ñàðµàäè ïî¼íèðî àìàë	è ìåêóíàä, ïàéäî

ìåøàâàä.
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Äàð ôàñëè äóþìè áîáè ñåþì ìàñúàëàè áåµòàðêóíèè áàð©àðîðêóíèè

©èìàòµîè îïåðàòîðµî äàð ãóçîðèøè Í.Ï.Êîðíåé÷óê15 äàð íàìóíàè áàð©àðîð-

êóíèè áåµòàðèíè µàëëè ìàñúàëàè êàíîðèè Íåéìàí áàðîè ìóîäèëàè Ëàïëàñ,

äàð äîèðàè âîµèä	è äàð øàêëè áà¼íè çåðèí òàµ©è© êàðäà ìåøàâàä: òàëàá

êàðäà ìåøàâàä, êè ôóíêñèÿè ãàðìîíèêèè U(ρ, t) (0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2π)

ìóîäèëàè (
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂

∂ρ
+

1

ρ2
· ∂2

∂t2

)
U(ρ, t) = 0 (30)

âà äó øàðòè êàíîðèè

∂U

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= g(t),

2π∫
0

g(t)dt = 0 (31)

©àíîàòêóíàíäà, ¼ôòà øàâàä.

�àëëè ìàñúàëàµîè (30)-(31) ìàâ¸óä áóäà, áî ñàµåµ	è òî äîèì	è âà ôîðìóëàè

çåðèí ìóàéÿí êàðäà ìåøàâàä:

U(ρ, t) := U(g; ρ, t) = C1 +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)g(τ)dτ, C1 = const, (32)

êè äàð èí ¸î

Φρ(t) =
∞∑
k=1

ρk

k
cos kt, 0 ≤ ρ < 1. (33)

Ôóíêñèÿè Φρ(t)-ðî ÿäðîè Íåéìàí ìåíîìàíä.

Òåîðåìàè 3.2.1. Áàðîè ñàµâè áàð©àðîðêóíèè µàëëè U(ρ, t)-è ìàñúàëàµîè

(30)-(31) áî ïîëèíîìè òðèãîíîìåòðèè

Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ, t

)
=

a0λ0

2
+

n−1∑
k=1

λk

(
ak(g) cos kt+ bk(g) sin kt

)
äàð ìåòðèêàè Lp (1 ≤ p ≤ ∞) áàµîè çåðèí ¸îé äîðàä:

sup
∥g∥p≤1

inf
λ

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1(U(g; ρ, ·), λ)
∥∥
p
=

15Êîðíåé÷óê Í.Ï. Îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ // Óêð. ìàòåì. æóðí. � 1994.
� Ò.46. � �10. � Ñ. 1375�1381.
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= sup
∥g∥p≤1

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ

)∥∥
p
≤

≤ En(Φρ)L1
= 4 ·

ρ∫
0

arctg rn

r
dρ, 0 ≤ ρ < 1, (34)

êè äàð èí ¸î ìà¸ì	óè êîýôôèñèåíòµîè µ = (µ1, µ2, · · · , µn−1) áî áàðîáàðèè

Φρ

(
2j − 1

2n
· π
)

= T ∗
n−1

(
2j − 1

2n
· π, µ

)
(j = 1, n)

ìóàéÿí êàðäà øóäààíä. Íîáàðîáàðèè (34) µàíãîìè p = 1 âà p = ∞ áåµòàð-

íàøàâàíäà àñò.

Òåîðåìàè 3.2.2. Áàðîè íàçäèêêóíèè áåµòàðèíè µàëëè U(g; ρ, t)-è ìà-

ñúàëàµîè êàíîðèè (30)-(31) áî ïîëèíîìµîè òðèãîíîìåòð	è äàð ìåòðèêàè

Lp (1 ≤ p ≤ ∞) áàµîè çåðèí äóðóñò àñò:

En

(
U(g; ρ, ·)

)
p
≤

4

π

ρ∫
0

arctg rn

r
dr

 · En(g)p, (0 ≤ ρ < 1). (35)

�àìèí ãóíà ôóíêñèÿè g0(t) ∈ Lp áî íîðìàè ∥g0∥p ≤ 1 ìàâ¸óä àñò, êè áàðîè

âàé äàð (35) µàíãîìè p = 1 âà p = ∞ àëîìàòè áàðîáàð	è ¸îé äîðàä.

Áèãçîð X âà Y � ôàçîè õàòòèè íîðìèðîí	è, A � îïåðàòîðè õàòòèè áå-

ôîñèëà àç X áà Y áîøàä. MN � ìà¸ì	óè ôóíêñèîíàëµîè õàòòèè áåôîñèëàè

µ1, µ2, · · · , µN äîäàøóäà äàð X∗, êè äàð èí ¸î X∗ ôàçîè áà X µàìðîµøóäà

ìåáîøàä. Áà µàð ÿê x ∈ X âåêòîðè èòòèëîîòèè

T
(
x,MN

)
:=
{
µ1(x), µ2(x), · · · , µN(x)

}
(36)

-ðî ìóâîôè© ìåãóçîðåì, êè îíðî µàì÷óí ðàìçãóçîðèè ýëåìåíòè x � íó©òà àç

ôàçîè N -÷åíàêàè RN äèäà áàðîìàäàí ìóìêèí àñò. Àãàð M � ÿãîí ìà¸ì	óè

ìàµäóä äàð X áîøàä, îí ãîµ ìåãóçîðåì:

G(M;A,MN)Y = sup
{∥∥Ax− Ay

∥∥
Y
: x, y ∈ M, T (x,MN) = T (y,MN)

}
.

Áóçóðãèè

γN
(
M, A, Y

)
= inf

{
G
(
M, A,MN

)
Y
: MN ⊂ X∗}
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áàðîè µàìàè x ∈ M ñàµâè áàð©àðîðêóíèè ýëåìåíòè Ax àç ð	óè èòòèëîîòè

(36)-è àç ð	óè èìêîí õóðäòàðèíè êàôîëàòíîêðî ìåäèµàä. Âàé N -©óòðè èòòè-

ëîîòèè ìà¸ì	óèM äàð ôàçîè Y íîìèäà ìåøàâàä. ÀãàðM � ìà¸ì	óè áàð¸àñòàè

ìàðêàç	è-ñèììåòð	è äàð ôàçîè íîðìèðîíèè X áîøàä, îí ãîµ µîñèë ìåêóíåì:

G
(
M;A,MN

)
Y
= 2 sup

{∥∥Ax∥∥
Y
: x ∈ M, T (x,MN) = 0

}
(37)

âà äàð èí µîëàò

γN
(
M, A, Y

)
= 2 inf

{
sup
{∥∥Ax∥∥

Y
: x ∈ M, T (x,MN) = 0

}
: MN ⊂ X∗} . (38)

Áèãçîð A := AΦρ
� îïåðàòîðè ëà¡æèø áî ÿäðîè 2π-äàâðèè Φρ(t), êè äàð

èí ¸î Φρ(t) ÿäðîè Íåéìàíè (33) áîøàä. Áàðîè Φρ ∈ L1 ôóíêñèÿè g(t)-ðî áî

âåêòîðè èòòèëîîòèè

T
(
g,M ′

N

)
:=
{
µ1(g), µ2(g), · · · , µN(g)

}
,

êè äàð èí ¸î g(t) ∈ C[0,2π] âàM
′
N = {µ1, µ2, · · · , µN} � ìà¸ì	óè ôóíêñèîíàëµîè

õàòòèè ìàµäóäè äàð C[0,2π] ìóàéÿíøóäà, ðàìçãóçîð	è ìåêóíåì. ×óí ©îèäà, èò-

òèëîîòè ïåøàê	è îèäè ôóíêñèÿè ñàðµàäèè g(t) áî ñèíôè

Mp(K ) :=
{
φ : φ = K ∗ g, ∥g∥p ≤ 1

}
,

êè äàð èí ¸î K � ÿãîí ÿäðîè äèãàð, äîäà ìåøàâàä. À¼í àñò, êè Mp(K ) �

ìà¸ì	óè áàð¸àñòàè ìàðêàç	è-ñèììåòðèñò.

Áèãçîð M ′
N = MF

2n−1 � ìà¸ì	óè ôóíêñèîíàëµîè µk-è äàð íàìóäè àââà-

ëèí 2n − 1 êîýôôèñèåíòµîè Ôóðüåè ôóíñèÿµîè g(t) : a0(g), ak(g), bk(g) (k =

1, n− 1) äîäàøóäà áîøàä, ÿúíå âåêòîðè èòòèëîîòèè (36) íàìóäè çåðèíðî äî-

ðàä:

T
(
g,MF

2n−1

)
:=
{
a0(g), a1(g), . . . , an−1(g), b1(g), · · · , bn−1(g)

}
.

Áèãçîð áà ìèñëè ïåøòàð MT
2n−1 � ìà¸ì	óè ïîëèíîìµîè òðèãîíîìåòðèè òàðòè-

áè àç n− 1 áàëàíäíàáóäàðî èôîäà êóíàä. Îí ãîµ ìóâîôèêè ìóíîñèáàòè (37)

µîñèë ìåêóíåì:

G
(
Mp(K ), AΦρ

,MF
2n−1

)
:=

=
2

π
sup


∥∥∥∥

2π∫
0

Φρ(· − τ)g(τ)dτ

∥∥∥∥
p

: g ∈ Mp(K ), g⊥MT
2n−1

 . (39)
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Òåîðåìàè 3.2.3. Áàðîè µàìàè r ∈ N, ρ ∈ [0, 1) µàíãîìè p = 1, p = ∞
áàðîáàðèè çåðèí äóðóñò àñò:

γ2n−1

(
W (r)

p , AΦρ
, Lp

)
= G

(
W (r)

p , AΦρ
,MF

2n−1

)
p
=

=
8

π2 · nr+1
·

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1) ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)r+2
. (40)

Àç òåîðåìàè 3.2.3 õóëîñàè çåðèí ìåáàðîÿä.

Íàòè¸àè 3.2.1. �àíãîìè è¸ðîè øàðòµîè òåîðåìàè 3.2.3 äàð µîëàòè ρ →
1 áàðîáàðèè çåðèí ¸îé äîðàä:

γ2n−1

(
W (r)

p , AΦ1
, Lp

)
p
= G

(
W (r)

p , AΦ1
,MF

2n−1

)
p
=

8Kr+1

π2 · nr+1
,

êè äàð èí ¸î

Kr =
∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν + 1)r+2

� êîíñòàíòàè Ôàâàð-Àõèåçåð-Êðåéí àñò.

Äàð ôàñëè ñåþì óñóëµîè áàð©àðîðêóíèè µàëëè áàúçå ìàñúàëàµîè êàíîðèè

ôèçèêàè ìàòåìàòèêèðî áî ñïëàéí-ôóíêñèÿµîè òàðòèáè ÿêóìè íó©ñîíè 1-óì

âà ñïëàéíµîè èíòåðïîëÿòñèîíèè õàòò	è äèäà ìåáàðîåì. Íàòè¸àµîè µîñèëøóäà

äàð ñèíôè Ëèïøèòñè òàðòèáè 1-óì áåµòàðíàøàâàíäà ìåáîøàä. Èñòèôîäàè

ìóøàõõàñè ñïëàéí-ôóíêñèÿµîè òàðòèáè ÿêóìè íó©ñîíè (äåôåêòè) 1-óìðî äàð

µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè çåðèí íèøîí ìåäèµåì:

à) ìàñúàëàè êàíîðèè Äèðèõëå áàðîè ìóîäèëàè áèãàðìîí	è: òàëàá êàðäà

ìåøàâàä, êè äàð ñîµàè D =
{
(x, y) : x2 + y2 = ρ2 < 1

}
ôóíêñèÿè áèãàðìîíèè

u(ρ, t), 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ t ≤ 2π ìóîäèëàè(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂

∂ρ
+

1

ρ2
· ∂2

∂t2

)2

u(ρ, t) = 0 (41)

-ðî ©àíîàòêóíîíàíäàå, êè áàðîè âàé

u(ρ, t)
∣∣∣
ρ=1

= g(t),
∂u(ρ, t)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= 0 (42)

àñò, ¼ôòà øàâàä.
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Ìàúëóì àñò, êè µàëëè ìàñúàëàµîè (41) � (42) ìàâ¸óä áóäà, áî ôîðìóëàè

u(ρ, t) := u(g; ρ, t) =
1

π

2π∫
0

Kρ(t− u)g(u)du

äîäà ìåøàâàä, êè äàð èí ¸î ÿäðîè Kρ(t) íàìóäè çåðèíðî äîðàä:

Kρ(t) =
(1− ρ2)(1− ρ cos t)

2(1− 2ρ cos t+ ρ2)
, 0 ≤ ρ < 1.

Áî µèñîáêóíèè áåâîñèòàè êîýýôôèñèåíòµîè Ôóðüå áàðîè ÿäðîèKρ(t) ¸óäî-

êóíèè çåðèíè ©àòîðè Ôóðüåðî µîñèë ìåêóíåì:

Kρ(t) =
1

2
+

∞∑
k=1

(
1 +

1

2
(1− ρ2)k

)
ρk cos kt =

=
1

2
+

∞∑
k=1

ρk cos kt+
1

2
(1− ρ2)

∞∑
k=1

kρk cos kt.

á) ìàñúàëàè êàíîðèè Íåéìàí áàðîè ìóîäèëàè Ëàïëàñ äàð äîèðàè âîµèä	è:

ôóíêñèÿè ãàðìîíèè u1(ρ, t) (0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2π) ìóîäèëàè(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂

∂ρ
+

1

ρ2
· ∂2

∂t2

)
u1(ρ, t) = 0 (43)

âà äó øàðòè êàíîðèè

∂u1(ρ, t)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= φ(t),

2π∫
0

φ(t)dt = 0 (44)

-ðî ©àíîàòêóíîíàíäà ¼ôòà øàâàä.

Èí÷óíèí µàëëè ìàñúàëàµîè (43) � (44) ìàâ¸óä áóäà, áî ñàµåµèè òî äîèì	è

áî ôîðìóëàè

u1(ρ, t) := u1(φ; ρ, t) = C +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)φ(τ)dτ, C = const, (45)

äîäà ìåøàâàä, êè äàð èí ¸î

Φρ(t) =
∞∑
k=1

ρk

k
cos kt, 0 ≤ ρ < 1 (46)

� ÿäðîè Íåéìàí àñò.
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Óñóëè áàð©àðîðêóíèè çåðèíè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Äèðèõëåè (41) �

(42)-ðî áàðîè ìóîäèëàè áèãàðìîí	è âà Íåéìàíè (43) � (44)-ðî áàðîè ìóîäèëàè

Ëàïëàñ äàð äîèðàè âîµèä	è äèäà ìåáàðîåì. Áî H1 := H1[0, 2π] ñèíôè

ôóíêñèÿµîè f(t)-è øàðòè

|f(t′)− f(t′′)| ≤ |t′ − t′′|

©àíîàòêóíîíäàðî èøîðà ìåêóíåì.

Áàð©àðîðêóíèè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè (41) � (42). Áèãçîð

ti = iπ/n, τi = ti − π/(2n) (i = 0,±1,±2, . . .) âà S(t) = S(f, t) � ñïëàéíè

äàâðèè òàðòèáè 1-óìè íó©ñîíè 1-óì àç ð	óè òà©ñèìîòè {ti}-è ÿê©èìàòà áî

ôóíêñèÿè f(t) ∈ C[0, 2π] ìóàéÿíøàâàíäà, áî øàðòè çåðèí áîøàä:

S(f, τi) =
n

π

ti∫
ti−1

f(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , 2n. (47)

Á	ó¡÷àè (ñâ¼ðòêàè)

u(g; ρ, t) :=
1

π

2π∫
0

Kρ(t− τ)g(τ)dτ

-ðî, êè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè (41) � (42) áà µèñîá ìåðàâàä, áî íàçàðäîøòè

(47) áà ôóíêñèÿè

S1(u(g; ρ, ·); t) =
1

π

2π∫
0

Kρ(t− τ)S(g, τ)dτ (48)

ìóâîôè© ìåãóçîðåì.

Ìàñúàëàè µèñîáêóíèè ñàðµàäè àíè©è áîëîèè áóçóðãèè çåðèíðî äèäà ìåáà-

ðîåì:

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1(u(g; ρ, ·); t)

∣∣∣ : g ∈ H1
}
. (49)

Òåîðåìàè çåðèí ¸îé äîðàä.

Òåîðåìàè 3.3.1. Áàðîè áàð©àðîðêóíèè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè (41) �

(42) áî óñóëè (48) áàðîè µàìàè ©èìàòµîè t áàµîè àíè© ¸îé äîðàä:

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1

(
u(g; ρ, ·); t

)∣∣∣ : g ∈ H1
}
=

24



=
8

π

∞∑
ν=0

ρ2ν+1

(2ν + 1)2
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
+

+
4

π

(
1− ρ2

) ∞∑
ν=0

ρ2ν+1

2ν + 1
sin2

(
2ν + 1

4n
π

)
. (50)

Áàð©àðîðêóíèè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Íåéìàíè (43) � (44).

Ìóôàññàë íàèñòîäà, ©àéä ìåêóíåì, êè óñóëè áàð©àðîðêóíèðî áà µàëëè ìà-

ñúàëàµîè êàíîðèè (43) � (44) µàì êîð ôàðìóäàí ìóìêèí àñò, àãàð

S2(u1(φ; ρ, ·); t) = C +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)s(φ, τ)dτ

ôàðç íàìóäà, ñïëàéíè òàðòèáè 1-óì âà íó©ñîíè 1-óìè s(φ, τ)-ðî ÿê©èìàòà áî

øàðòè

s(φ, ti) =
n

π

ti∫
ti−1

φ(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , 2n (51)

ìóàéÿí êóíåì, îí ãîµ µèñîáêóíèµîè ñîäà áà òàñäè©îòè çåðèí ìåîðàä.

Òåîðåìàè 3.3.2. Áàðîè áàð©àðîðêóíèè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè (43) �

(44) áî óñóëè (48) áàðîè µàìàè ©èìàòµîè t áàµîè àíè© ¸îé äîðàä:

sup
{∣∣∣u1(φ; ρ, t)− S2

(
u1(φ; ρ, ·); t

)∣∣∣ : φ ∈ H1
}
=

=
8

π

∞∑
ν=1

ρ2ν−1

(2ν − 1)3
sin2

(2ν − 1)π

4n
. (52)

Àãàð õàòè øèêàñòàè s(φ, t)-ðî áà ¸îè (51) áî øàðòµîè èíòåðïîëÿòñèè

s(φ, ti) = φ(ti), i = 1, 2, . . . , 2n ìóàéÿí êóíåì, îí ãîµ ñàµâè àíè© äàð ñèíôè

H1 áî áóçóðãèè çåðèí áàðîáàð ìåøàâàä:

sup
{∣∣∣u1(φ; ρ, t)− S2(u1(φ; ρ, ·); t)

∣∣∣ : φ ∈ H1
}
=

1

πn2

∞∑
ν=0

ρ(2ν+1)2n

(2ν + 1)3
. (53)
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ÕÓËÎÑÀ�Î

Íàòè¸àµîè àñîñèè êîðè äèññåðòàòñèîí	è àç èíµî èáîðàò àñò:

� ©èìàòè àíè©è òàâñèôè ýêñòðåìàëèè íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè

ôóíêñèÿµîè äàâð	è äàð L2 âîáàñòà àç õîñèÿòµîè äèôôåðåíñèàëèè ôóíê-

ñèÿè âàçí	è ¼ôòà øóäààñò [3-M, 5-M, 8-M];

� íàçäèêêóíèè µàì¸îÿè áåµòàðèíè áàúçå ñèíôè ôóíêñèÿµîè äèôôåðåíñè-

ðîíèäàøàâàíäà äàð L2 ìóàéÿí êàðäà øóäààñò [3-M, 4-M, 8-M];

� òàâñèôè ýêñòðåìàëèè íàçäèêêóíèè Øàáîçîâ � Âàêàð÷óê óìóì	è êàðäà

øóäà, ©èìàòè àíè©è îí ìóàéÿí êàðäà øóäà, ©èìàòµîè n-©óòðè ìóõòàëè-

ôè áàúçå ñèíôè ôóíêñèÿµî µèñîá êàðäà øóäààíä [3-M, 4-M];

� íàìóäè îøêîðè óñóëè ðàìçãóçîðèè µàëëè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Äèðèõëå

âà Íåéìàí âà áàð©àðîðêóíèè áåµòàðèíè îíµî áî ïîëèíîìµîè òðèãîíãî-

íîìåòð	è àç ð	óè èòòèëîîòè äîäàøóäà, ¼ôòà øóäààñò [1-M, 2-M, 5-M, 6-M];

� ©èìàòè àíè©è N -©óòðè èòòèëîîòèè áàúçå ñèíôè ôóíêñèÿµî µèñîá êàðäà

øóäààñò [6-M, 7-M];

� µàëëµîè òà©ðèáèè ìàñúàëàµîè êàíîðèè Äèðèõëå âà Íåéìàí áî ñïëàéí-

ôóíêñèÿµîè òàðòèáè ÿêóì äàð ñèíôè Ëèïøèòñè H1[0, 2π] áàð©àðîð êàð-

äà øóäààíä [1-M, 2-M].

Òàâñèÿµî îèäè èñòèôîäàè àìàëèè íàòè¸àµî.

Íàòè¸àµîè äàð êîðè äèññåðòàòñèîí	è µîñèëøóäà äîðîè àµàìèÿòè íàçàðèÿâ	è

áóäà, áàðîè ¼ôòàíè ñàðµàäµîè àíè©è áîëîèè íàçäèêóíèè áåµòàðèíè ïîëèíî-

ìàëèè ñèíôµîè ôóíêñèÿµîè áèñ¼ðòà¡éèð¼áàíäà, ðàìçãóçîðèè îíµî âà áàð©à-

ðîðêóíèè òà©ðèá	è êîð ôàðìóäàí ìóìêèí àñò.

Áîáµîè äèññåðòàòñèÿðî äàð àëîµèäàã	è äàð âà©òè õîíäàíè êóðñµîè ìàõñóñ

áàðîè äîíèø¸	ó¼íè êóðñµîè áîëîèè ìàêòàáµîè îë	è, êè àç ð	óè èõòèñîñµîè �ìà-

òåìàòèêà� âà �ìàòåìàòèêàè àìàë	è� òàµñèë ìåêóíàíä, èñòèôîäà êàðäàí ìóì-

êèí àñò.
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[1-M] Ìóõëèñ À. Íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà � Ñòå÷êèíà è ïîïåðå÷íèêè

íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé â L2 [Ìàòí] / Ì.Ø.Øàáîçîâ, À.Ìóõëèñ //

Äîêëàäû Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Òàäæèêèñòàíà. � 2021. � Ò.64. �

No7-8. � Ñ.356�367.

[2-M] Ìóõëèñ À. Î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-
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íàóê Òàäæèêèñòàíà. � 2022. � Ò.65. � No1�2. � Ñ.24�36.

[3-M] Ìóõëèñ À. Âîññòàíîâëåíèå è êîäèðîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåé-

ìàíà ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ è ïî çàäàííîé èíôîð-

ìàöèè î ãðàíè÷íûõ ôóíêöèÿõ [Ìàòí] / Ì.Àçèçîâ, À.Ìóõëèñ // Èçâåñòèÿ

Àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí. � 2018. � No 4(173). � Ñ.26�36.

[4-M] Ìóõëèñ À. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà ïî èí-

ôîðìàöèè î ãðàíè÷íûõ ôóíêöèÿõ [Ìàòí] / Ì.Àçèçîâ, À.Ìóõëèñ // Äî-

êëàäû Àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí. � 2019. � Ò.62. � No5-6.

� Ñ.280�285.
Äàð äèãàð íàøðèÿµî:

[5-M] Ìóõëèñ À. Îá îäíîé àïïðîêñèìàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè è å¼ ïðè-

ìåíåíèè [Ìàòí] / À.Ìóõëèñ // Ìàòåðèàëû ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè è èõ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåõíè÷åñêîãî ìèðîâîççðåíèÿ îáùå-

ñòâà�. (Õóäæàíä, 29-30 îêòÿáðÿ 2021 ã.). � Ñ.13�15.

[6-M] Ìóõëèñ À. Î çàäà÷å ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîä-

íûõ ïîñðåäñòâîì îäíîé àïïðîêñèìàöèîííîé õàðàêòåðèñòèêè â L2 [Ìàòí]

/ À.Ìóõëèñ // Ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Ñî-

âðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé�,

ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ àêàäåìèêà ÍÀÍ Òàäæèêèñòàíà Ì.Ø.Øàáîçîâà

(Äóøàíáå, 24-25 èþíÿ 2022 ã.). � Ñ.10�13.
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[7-M] Ìóõëèñ À. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà ïî èí-

ôîðìàöèè î ãðàíè÷íûõ ôóíêöèÿõ [Ìàòí] / Ì.Àçèçîâ, À.Ìóõëèñ // Ìà-

òåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ½Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

è ïðèëîæåíèÿ àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà�, ïî-

ñâÿùåííîé 60-ëåòèþ ïðîôåññîðà Ç.Õ.Ðàõìîíîâà è ÷ëåíà êîððåñïîíäåíòà

ÍÀÍ Òàäæèêèñòàíà Ñ.À.Èñõîêîâà (Äóøàíáå, 13-14 äåêàáðÿ 2019 ã.). �

Ñ.44�46.

[8-M] Ìóõëèñ À. Âîññòàíîâëåíèå è êîäèðîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Íåéìàíà ïî çàäàííîé èíôîðìàöèè î ãðàíè÷íûõ ôóíêöèÿõ [Ìàòí] /

Ì.Àçèçîâ, À.Ìóõëèñ // Ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåí-

öèè ½Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè�, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ïðî-

ôåññîðà Ã.Äæàíãèáåêîâà (Äóøàíáå, 30-31 ÿíâàðÿ 2020 ã.). � Ñ.300�304.
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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Îäíà èç îñíîâíûõ ÷àñòåé êóðñà

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé. Ýòà òåî-

ðèÿ âîçíèêøàÿ â ðåçóëüòàòå âíóòðåííîãî ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè â

öåëîì äëÿ ïîòðåáíîñòåé ïðàêòèêè áûñòðûìè òåìïàìè ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåä-

íèå äåñÿòèëåòèÿ. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ïðîíèêíîâåíèå èäåé è ìåòîäîâ òåî-

ðèè àïïðîêñèìàöèè â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè, â

÷àñòíîñòè, â ïðèêëàäíûõ íàïðàâëåíèé. Ïðè ýòîì ïåðåñòðàèâàåòñÿ íà áîëåå

øèðîêóþ è òâåðäóþ îñíîâó ôóíäàìåíò òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ, íà÷àòî êîòî-

ðîé çàëîæåíî â êëàññè÷åñêèõ òðóäàõ ×åáûøåâà, Âåéåðøòðàññà, Äæåêñîíà

è Áåðíøòåéíà î ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè. ßñíî, ÷òî àïïðîê-

ñèìàöèîííûå çàäà÷è èññëåäóåìûå íà êëàññàõ ôóíêöèé, â îñíîâíûõ ñëó÷àÿõ

ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è íà ýêñòðåìóì, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè âåðõíþþ ãðàíü

îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ çàäàííûì ìåòîäîì íà èññëåäóåìûõ êëàññàõ ôóíêöèè

èëè òðåáóåòñÿ äëÿ óêàçàííîãî êëàññà íàéòè íàèëó÷øèé àïïàðàò ïðèáëèæå-

íèÿ.

Çàäà÷è ýêñòðåìóìà íà êîíêðåòíûõ êëàññàõ ôóíêöèé, â äàííîé äèññåð-

òàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, äëÿ

êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ðàçëè÷íûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ çà-

äàííûõ êëàññîâ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè â ïðîñòðàíñòâå

Ãèëüáåðòà L2. Äëÿ âåðõíèõ ãðàíåé îòêëîíåíèÿ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèìè ïîëèíîìàìè íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû

îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ïîäãîòîâè-

òåëüíîìó ìàòåðèàëó, ïîäðîáíî àíàëèçèðóþòñÿ è ôîðìóëèðóþòñÿ íåðåø¼ííûå

ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â îñíîâíîì êîíêðåòíî äëÿ, ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ôóíêöèé è èõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ. Çàòåì ñôîðìóëèðîâàííûå çà-

äà÷è ðåøàþòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îêîí÷àòåëüíû-

ìè, ãäå â ñóùíîñòè óæå íè÷åãî ïðèáàâèòü èëè óáàâèòü íåëüçÿ. Èìåííî ýòèì

îïðåäåëÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ñòåïåíü íàó÷íîé ðàçðàáîòàííîñòè èçó÷àåìîé ïðîáëåìû. Âîïðîñû,
ðàññìîòðåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëü-

íûìè çàäà÷àìè íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé è èõ ïðî-

ìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Óêàçàííûì

âîïðîñàì ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Ë.Ãàðêàâè, À.Ô.Òèìàíà, Í.Ï.Êîðíåé÷óêà,

Ñ.Á.Âàêàð÷óêà, Ì.Ø.Øàáîçîâà è èõ ó÷åíèêîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðà-

áîòàõ À.Ë.Ãàðêàâè è À.Ô.Òèìàíà îòñóòñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ íàè-

ëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé. Ýêñòðåìàëüíàÿ çà-
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äà÷à íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé ñ îãðàíè-

÷åííîé íîðìîé ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìèàëüíûìè ñïëàéíàìè ðåøåíà

Í.Ï.Êîðíåé÷óêîì1. Äëÿ ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè óêàçàííûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé ðåøåíû Ñ.Á.Âàêàð÷óêîì2, Ì.Ø.Øàáîçîâûì3. Çà-

äà÷à íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíê-

öèé â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè ðåøåíà â ðàáîòå Ì.Ø.Øàáîçîâà, Ã.À.Þñóïîâà è

Äæ.Äæ.Çàðãàðîâà4.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îòûñêàíèåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ âåðõíåé ãðàíè íàèëó÷-

øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè è å¼ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîä-

íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, à òàêæå â îòûñêàíèè íàèëó÷øåãî

ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ è âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, êîãäà

çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ íà ôóíêöèè φ êîäèðóåòñÿ ôóíêöèåé f = Aφ, ãäå A

� íåêîòîðûé îïåðàòîð. Ðàññìîòðåí êîíêðåòíûé ñëó÷àé ïðèáëèæåííîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ è êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà ïî

çíà÷åíèé âåêòîð èíôîðìàöèè î ôóíêöèÿõ è çàäàííîé èíôîðìàöèè â òî÷êàõ

èíòåðïîëÿöèè çàäàííîé îòðåçêå.

Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Ñîãëàñíî ïîñòàâëåííîé öåëüþ âûäåëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è:

� òðåáóåòñÿ íàéòè çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ñîâìåñòíîãî

ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â L2, â çàâèñèìîñòè îò äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ âåñîâîé ôóíêöèè;

� îïðåäåëèòü íàèëó÷øåå ñîâìåñòíîå ïðèáëèæåíèå íåêîòîðûõ êëàññîâ

ôóíêöèè â L2;

� îáîáùèòü ýêñòðåìàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó Øàáîçîâà � Âàêàð÷óêà,

îïðåäåëèòü å¼ òî÷íîå çíà÷åíèå è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå èçâåñòíûõ n-

ïîïåðå÷íèêîâ çàäàííûõ êëàññîâ ôóíêöèé;

� íàéòè ÿâíûé âèä ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà

è å¼ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè

ïî èçâåñòíîé âåêòîð èíôîðìàöèè î ôóíêöèÿõ íà ãðàíèöå;
1Êîðíåé÷óê Í.Ï. Ñïëàéíû â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ // Ì.: Íàóêà. � 1984. � 342Ñ.
2Âàêàð÷óê Ñ.Á., Çàáóòíàÿ Â.È. Íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà-Ñòå÷êèíà äëÿ ñïåöèàëüíûõ ìîäóëåé íåïðå-

ðûâíîñòè è ïîïåðå÷íèêè ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ â ïðîñòðàíñòâå L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2012. � Ò.92.
� No4. � Ñ. 497�514.

3Øàáîçîâ Ì.Ø. Íåðàâåíñòâà ìåæäó íàèëó÷øèìè ïîëèíîìèàëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè è íåêîòîðûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ãëàäêîñòè ôóíêöèé â L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2021. � Ò.110. � Â.3. � Ñ. 450�458.

4Øàáîçîâ Ì.Ø., Þñóïîâ Ã.À., Çàðãàðîâ Äæ.Äæ. Î íàèëó÷øåé ñîâìåñòíîé ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè // Òð. ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ. � 2021. � Ò.27. � No4.
� C. 239�254.
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� âû÷èñëèòü òî÷íîå çíà÷åíèå èíôîðìàöèîííîãî N -ïîïåðå÷íèêà íåêîòî-

ðûõ êëàññîâ ôóíêöèé, âûòåêàþùèõ èç ïîñòàíîâêè çàäà÷ êîäèðîâàíèÿ

è ïðèáëèæ¼ííîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è Íåéìàíà;

� âîññòàíîâèòü ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå ãðàíè÷íûõ çàäà÷ Íåéìàíà è Äèðè-

õëå ñïëàéí-ôóíêöèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êëàññå Ëèïùèöà H1[0, 2π].

Íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèÿ. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî-

ëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå:

� óêàçàíî òî÷íîå çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè íàèëó÷øåãî

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-

öèé â L2, â çàâèñèìîñòè îò äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ âåñîâîé ôóíêöèè;

� îïðåäåëåíû íàèëó÷øèå ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèè â L2;

� îáîáùåíà ýêñòðåìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà Øàáîçîâà

� Âàêàð÷óêà, îïðåäåëåíî å¼ òî÷íîå çíà÷åíèå è âû÷èñëåíî çíà÷åíèå n-

ïîïåðå÷íèêîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé;

� íàéäåí ÿâíûé âèä ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõ-

ëå è Íåéìàíà è èõ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè

ïîëèíîìàìè ïî çàäàííîé èíôîðìàöèè;

� âû÷èñëåíî òî÷íîå çíà÷åíèå èíôîðìàöèîííîãî N -ïîïåðå÷íèêà íåêîòî-

ðûõ êëàññîâ ôóíêöèé;

� âîññòàíîâëåíû ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåé-

ìàíà ñïëàéí-ôóíêöèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êëàññå Ëèïùèöà H1[0, 2π].

Òåîðåòè÷åñêàÿ è íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáî-
òà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è ìå-

òîäû èõ äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî ïðèìåíÿòü â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ òåîðèè

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìà-

ìè.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè. Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ è

âûáîð ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâ ñôîðìóëèðîâàííû íàó÷íûìè ðóêîâîäèòåëÿìè

ðàáîòû, îêàçûâàëîñü òàêæå êîíñóëüòàòèâíîå ñîäåéñòâèå. Îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïåðå÷èñëåííûå â ðàçäåëå �Íàó÷íàÿ íîâèçíà�,

ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.

Ñîîòâåòñòâèÿ äèññåðòàöèè ïàñïîðòó íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè
(ôîðìóëå è îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ). Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âû-

ïîëíåíà ïî ñïåöèàëüíîñòè 6D060101 � Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è

ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

óêàçàííîì â ïóíêòå III ïàðàãðàôà 3 ïàñïîðòà íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:
� òåîðåìû î íàõîæäåíèè òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ýêñòðåìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè

íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â L2, â

çàâèñèìîñòè îò äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ âåñîâîé ôóíêöèè;

� òåîðåìû î òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â L2;

� òåîðåìû îá îáîáùåíèè ýêñòðåìàëüíîé àïïðîêñèìàöèîííîé õàðàêòåðè-

ñòèêè Øàáîçîâà � Âàêàð÷óêà, îïðåäåëåíèè å¼ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ è âû-

÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ n-ïîïåðå÷íèêîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé;

� òåîðåìû î íàõîæäåíèè ÿâíîãî âèäà ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ êðàå-

âîé çàäà÷è Íåéìàíà è å¼ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèìè ïîëèíîìàìè ïî çàäàííîé èíôîðìàöèè î ãðàíè÷íûõ ôóíêöèÿõ;

� òåîðåìà î òî÷íîì âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííîãî N -ïîïåðå÷-

íèêà íåêîòîðûõ êëàññîâ ôóíêöèé;

� òåîðåìû î âîññòàíîâëåíèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà

ñïëàéí-ôóíêöèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êëàññå Ëèïùèöà H1[0, 2π].

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-

òàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà:

� ñåìèíàðàõ êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé Òàäæèêñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîäâîäñòâîì

àêàäåìèêà ÍÀÍ Òàäæèêèñòàíà, ïðîôåññîðà Ì.Ø.Øàáîçîâà (Äóøàíáå,

2019-2022 ãã.) è íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Òà-

äæèêñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ñ.Àéíè

ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Ì.Àçèçîâà (Äóøàíáå, 2017-2021 ãã.);

� ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëî-

æåíèÿ àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà�, ïîñâÿùåííîé

60-ëåòèþ àêàäåìèêà ÍÀÍ Òàäæèêèñòíà Ç.Õ.Ðàõìîíîâà è ÷ëåíà êîððå-

ñïîíäåíòà ÍÀÍ Òàäæèêèñòàíà Ñ.À.Èñõîêîâà (Äóøàíáå, 13-14 äåêàáðÿ

2019 ã.);

� ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå

óðàâíåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè�, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ ïðîôåññîðà Ã.Äæàíãèáåêîâà (Äóøàíáå,

30-31 ÿíâàðÿ 2020 ã.);

� ðåñïóáëèêàíñêîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðî-

áëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èõ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåõíè÷åñêîãî

ìèðîâîççðåíèÿ îáùåñòâà�. (Õóäæàíä, 29-30 îêòÿáðÿ 2021 ã.);
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� ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé�, ïîñâÿùåííîé 70-ëåòèþ àêàäåìèêà

ÍÀÍ Òàäæèêèñòàíà Ì.Ø.Øàáîçîâà (Äóøàíáå, 24-25 èþíÿ 2022 ã.).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé àâòîðà

ïî òåìå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 8 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, èç íèõ

4 ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â äåéñòâóþùèé ïåðå÷åíü ÂÀÊ

Ðåñïóáëèêè Òàäæèêèñòàí, åù¼ 4 â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ è ðåñïóáëèêàíñêèõ

íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, ñïèñêà öèòèðîâàííîé ëèòåðàòóðû èç 134 íàèìåíîâàíèé, çàíèìàåò

135 ñòðàíèöó ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà è íàáðàíà íà LATEX. Äëÿ óäîáñòâà â äèñ-

ñåðòàöèè ïðèìåíåíà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé è ôîðìóë.

Îíè èìåþò òðîéíóþ íóìåðàöèþ, â êîòîðîé ïåðâàÿ öèôðà ñîâïàäàåò ñ íîìå-

ðîì ãëàâû, âòîðàÿ óêàçûâàåò íà íîìåð ïàðàãðàôà, à òðåòüÿ íà ïîðÿäêîâûé

íîìåð òåîðåì, ëåìì, ñëåäñòâèé èëè ôîðìóë â äàííîì ïàðàãðàôå.

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Ìàòåðèàë è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäëàãàåìûé ìàòåðèàë èññëåäî-
âàíèÿ ñîñòîèò èç ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåî-

ðèè íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè-

÷åñêèõ ôóíêöèé è èõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè

ïîëèíîìàìè, à òàêæå âîññòàíîâëåíèÿ è êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çà-

äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðèìåíÿþòñÿ íîâåéøèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñ-

òðåìàëüíûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Ïðèâîäèì êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû àíàëèçèðóþòñÿ ëèòåðàòóðíûå èñ-

òî÷íèêè ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ è èçëàãàåòñÿ ïîñòàíîâêà íåðåø¼ííûõ ýêñòðå-

ìàëüíûõ çàäà÷ ïî íàìå÷åííîìó òåìó èññëåäîâàíèÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðåøàþòñÿ ðàçëè÷íûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

òåîðèè íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 := L2[0, 2π]. Âñþäó

äàëåå ÷åðåç N, Z+, R+, R îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ, öåëûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ, ïîëîæèòåëüíûõ, âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; L2 := L2[0, 2π] �

ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ è ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïî Ëåáåãó

2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ íîðìîé
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∥f∥2 := ∥f∥L2
=

1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

;

T2n−1 � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà

≤ n− 1. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè f ∈ L2, èìåþùåé ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

f(x) =
a0(f)

2
+

∞∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
,

ãäå ak(f) � êîñèíóñ, à bk(f) � ñèíóñ-êîýôôèöèåíò Ôóðüå, çíà÷åíèå å¼ íàèëó÷-

øåãî ñðåäíåãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ â ìåòðèêå L2 ìíîæåñòâîì T2n−1

ðàâíà

En−1(f)2 := inf
{
∥f−Tn−1∥2 : Tn−1 ∈ T2n−1

}
=
∥∥f−Sn−1(f)

∥∥
2
=

{ ∞∑
k=n

ρ2k(f)

}1/2

,

ãäå

Sn−1(f, x) =
a0(f)

2
+

n−1∑
k=1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
� (n− 1)-ÿ ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f, à

ρ2k(f) := a2k(f) + b2k(f), k ∈ N.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ýêñòðåìàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà Øàáî-

çîâà � Þñóïîâà5 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñîâìåñòíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè è èõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ íà

êëàññå L
(r)
2 (r ∈ Z+):

χn,m,r,p(φ, h) := sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−sEn−1(f
(s))2 h∫

0

ωp
m(f

(r), t)2 φ(t)dt

1/p
. (1)

Îäíîé èç îñíîâíûõ òåîðåì ïåðâîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ C(1)[0, h] è ïðè âñåõ çíà-

÷åíèÿõ 1/r < p ≤ 2, r ∈ N, 0 < t ≤ h (0 < h ≤ π/n) óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó

(rp− 1)φ(t)− t φ′(t) ≥ 0. (2)
5Øàáîçîâ Ì.Ø., Þñóïîâ Ã.À. Íàèëó÷øèå ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ â L2 íåêîòîðûõ êëàññîâ 2π-

ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è òî÷íûå çíà÷åíèÿ èõ ïîïåðå÷íèêîâ // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2011. � Ò.90. � No5. �
Ñ. 764�775.
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Òîãäà ïðè âñåõ s = 0, 1, 2, . . . , r; r ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

χn,m,r,p(φ, h) =


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 φ(t) dt


−1/p

. (3)

Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2.1.1 ñðàçó âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1.1. Ïóñòü φ(t) ≡ 1 è h = π/n. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

sup
f∈L(r)

2

2m/2 nr−s−1/pEn−1(f
(s))2(∫ π/n

0 ωp
m (f (r), t)2 dt

)1/p =

=


π∫

0

(1− cos t)mp/2 dt


−1/p

=


1√

π · 2mp
·
Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

, (4)

ãäå Γ(u) � ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Èç ñëåäñòâèÿ 2.1.1 òàêæå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà � Ñòå÷-

êèíà äëÿ íàèëó÷øåãî ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñàìîé ôóíêöèè è âñåõ å¼

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ:

En−1(f
(s))2 ≤

1

2m/2
·


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

· 1

nr−s
· ωm

(
f (r),

π

n

)
, (5)

ãäå m,n ∈ N, r ∈ Z+, 1/r < p ≤ 2.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L
(r)
2 âñå åå ïðîìåæóòî÷íûå

ïðîèçâîäíûå f (s) ∈ L
(r)
2 (s = 1, 2, . . . , r − 1, r ≥ 2, r ∈ N) è íåñîìíåííûé

èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íàõîæäåíèå òî÷íûõ çíà÷åíèé ñîâìåñòíûõ ïðèáëèæå-

íèé En−1(f
(s))2 íà ñàìîì êëàññå L

(r)
2 èëè íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ôóíêöèé

M(r) ⊂ L
(r)
2 . Èíûìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé

âåëè÷èíû

E (s)
n−1(M

(r))2 := sup
{
En−1(f

(s))2 : f ∈ M(r)
}
. (6)

Äàëåå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâî M(r) â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì êëàññ

W
(r)
m,p(φ, h) := W

(r)
p (ωm;φ, h) ôóíêöèé f ∈ L

(r)
2 , êîòîðûå ïðè âñåõ r,m ∈ N,

1/r < p ≤ 2 è h ∈ (0, π/n] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

h∫
0

ωp
m(f

(r), t)2 φ(t)dt ≤ 1,
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à âåñîâàÿ ôóíêöèÿ φ(t) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó (2).

Òåîðåìà 2.1.2. Ïóñòü r,m ∈ N, 1/r < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, φ ∈ C(1)[0, h]

è âûïîëíÿåò óñëîâèþ (2). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè âñåõ s = 0, 1, . . . , r, r ∈ N
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(φ, h)
)
2
=

1

2m/2 nr−s
·


h∫

0

(1− cosnt)mp/2 φ(t)dt


−1/p

. (7)

Èç òåîðåìû 2.1.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.1.2 ïîëàãàòü p = 2/m,

m ∈ N, φ ≡ 1, òî ïîëó÷àåì

E (s)
n−1

(
W

(r)
m,2/m(1, h)

)
2
= 2−m/2 · n−(r−s)

{
n

nh− sinnh

}m

. (8)

Îòìåòèì, ÷òî èç (8) ïðè s = 0 è m = 1 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò Ë.Â.Òàéêîâà6,

à ïðè îñòàëüíûõ s è m ∈ N ðåçóëüòàò Ñ.Á.Âàêàð÷óêà7.

Ïóñòü Φ(u) � íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïðè u ∈ [0,∞) ôóíêöèÿ, â íóëå

ðàâíàÿ íóëþ. ×åðåç W
(r)
m,p(Φ) := {f : f ∈ L

(r)
2 } îáîçíà÷èì êëàññ ôóíêöèé, ïðè

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n, r è p ∈ (1/r, 2] è h ∈ (0, π/n] óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ  h∫
0

ωp
m(f

(r), t)dt

1/p

≤ Φ(h).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå âåëè÷èíû (6) ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàæîðàíò-

íóþ ôóíêöèþ Φ(u) äëÿ êëàññà W
(r)
m,p(Φ). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå(

sin t
)
∗ :=

{
sin t, ïðè t ∈ [0, π/2]; è 1, ïðè t ∈ [π/2,+∞)

}
.

Òåîðåìà 2.1.3. Ïóñòü ïðè âñåõ µ > 0, r,m ∈ N, u ∈ (0, π] è p ∈ (1/r, 2]

ôóíêöèÿ Φ(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Φp(u)

µπ∫
0

(
sin(ϑ/2)

)mp

∗ dϑ ≤ Φp(µu)

π∫
0

(
sin(ϑ/2)

)mp
dϑ. (9)

6Òàéêîâ Ë.Â. Íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ è ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé èç
L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1976. � T.20. � No3. � C. 433�438.

7Âàêàð÷óê Ñ.Á. Òî÷íûå êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ òèïà Äæåêñîíà è òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íèêîâ
ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ èç L2 // Ìàòåì. çàìåòêè. � 2005. � Ò.78. � No5. � Ñ. 792�796.
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Òîãäà äëÿ ëþáîé íàòóðàëüíîé n è s ∈ [0, r], ãäå r ∈ N âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)
2
= 2−m−1/p · n−(r−s)

 π/n∫
0

(
sin(nt/2)

)mp
dt


−1/p

Φ
(π
n

)
. (10)

Ñëåäñòâèå 2.1.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1.3 òî èìåþò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî

E (s)
n−1

(
W (r)

m,p(Φ)
)
=

1

2m/2 · nr−s−1/p
·


Γ
(mp

2
+ 1
)

Γ

(
mp+ 1

2

)


1/p

· Φ
(π
n

)
.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå èçâåñòíîé ýêñ-

òðåìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè Âàêàð÷óêà8 â ñëåäóþùåì áîëåå îáùåì âèäå äëÿ

ñëó÷àÿ ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ:

M′′
m,n,r,s(h) :=

:= sup
f∈L(r)

2

hm/2 nr−sEn−1(f
(s))2

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2dt+ n2

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt


m/2

. (11)

Çäåñü îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.2.2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n; r, s ∈ Z+, r ≥ s è h ∈
(0, π/n] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M′′
m,n,r,s(h) ≡

(
3
√
3

nh

)m

. (12)

Â ÷àñòíîñòè, èç (12) ïðè h = π/n èìååì

M′′
m,n,r,s

(π
n

)
=

(
3
√
3

π

)m

. (13)

Ïðèâîäèì òåïåðü ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (6), êîãäà M(r) :=

W
(r)
m (h) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈ L

(r)
2 äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì h > 0

1

h

h∫
0

ω2/m
m (f (r), t)2 dt+

π2

h3

h∫
0

 t∫
0

(t− τ)ω2/m
m (f (r), τ)2dτ

 dt ≤ 1. (14)

8Âàêàð÷óê Ñ.Á. Íåðàâåíñòâî òèïà Äæåêñîíà è ïîïåðå÷íèêè êëàññîâ ôóíêöèé â L2 // Ìàòåì. çàìåòêè.
� 2006. � Ò.80. � No1. � Ñ. 11�18.
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Òåîðåìà 2.2.3. Ïðè ëþáûõ m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s è h ∈ (0, π/n]

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

E (s)
n−1

(
W (r)

m (h)
)
=

1

nr−s
·

(
3
√
3

nh

)m

. (15)

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ýêñòðåìàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà Øàáîçîâà � Âàêàð-

÷óêà9

χ̃m,n,r(h) := sup

 nrhmEn−1(f)(∫ h

0 (h− t)ω
2/m
m (f (r), t)dt

)m/2
: f ∈ Lr

2, f ̸= const

 , (16)

çíàìåíàòåëü êîòîðîé ñîäåðæèò îñðåäíåííûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè m-ãî ïî-

ðÿäêà ω
2/m
m (f, t) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé h− t, ãäå t ∈ [0, h] îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé

ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé f ∈ L
(r)
2 ñëåäóþùåãî âèäà:

˜̃χm,n,r,s(h) := sup
f∈L(r)

2

nr−sEn−1(f
(s))2 1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt

m/2
, (17)

è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáùàÿ

Òåîðåìà 2.3.2. Ïðè âñåõ m,n ∈ N, r ∈ Z+, r ≥ s è 0 < h ≤ π/n

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

˜̃χm,n,r,s(h) =

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

. (18)

Ðàññìîòðèì êëàññ F (r)
m (h) ôóíêöèé f ∈ L

(r)
2 , êîòîðûå ïðè ëþáûõ m ∈ N,

r ∈ Z+ è h ∈ (0, 2π] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t)dt ≤ 1.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

9Øàáîçîâ Ì.Ø., Âàêàð÷óê Ñ.Á. Î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè è òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîïåðå÷íèêîâ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ â L2 // Analysis
Mathematics. � 2012. � Ò.38. � No2. � PP. 154�163.
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Òåîðåìà 2.3.3. Ïðè âñåõ m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s è 0 < h ≤ π/n

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E (s)
n−1

(
F (r)

m (h)
)
=

1

nr−s
·

{
1−

(
2 sin(nh/2)

nh

)2
}−m/2

(19)

è, â ÷àñòíîñòè,

E (s)
n−1

(
F (r)

m

(π
n

))
=

1

nr−s
·
{

π2

π2 − 4

}m/2

. (20)

Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ÷åòâ¼ðòîãî ïàðàãðàôà âòîðîé

ãëàâû, íàïîìíèì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ10,11. Ïóñòü S � åäè-

íè÷íûé øàð â L2; N � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç

L2; Λn ⊂ L2 � n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî; Λn ⊂ L2 � ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàç-

ìåðíîñòè n; L : L2 → Λn � íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé

ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà L2 â Λn; Λ
⊥ : L2 → Λn � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð

ëèíåéíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ â L2 íà ïîäïðîñòðàíñòâî Λn. Ðàññìîòðèì âåëè÷èí

bn
(
N;L2

)
= sup {sup {ε > 0 : εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {inf {∥f − φ∥ : φ ∈ Λn} : f ∈ N} : Λn ⊂ L2} ,

δn
(
N;L2

)
= inf {inf {sup {∥f − Lf∥ : f ∈ N} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

dn
(
N;L2

)
= inf {sup {∥f∥ : f ∈ N ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

Πn

(
N;L2

)
= inf

{
inf
{
sup

{
∥f − L⊥f∥ : f ∈ N

}
: L⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
êîòîðûå íàçûâàþò n-ïîïåðå÷íèêè Áåðíøòåéíà, Êîëìîãîðîâà, ëèíåéíûé,

Ãåëüôàíäà è ïðîåêöèîííûé ñîîòâåòñòâåííî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå L2 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

bn
(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
≤ dn

(
N;L2

)
= δn

(
N;L2

)
= Π

(
N;L2

)
. (21)

×åðåç W
(r)
m (h), m ∈ N, r ∈ Z+ áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé f ∈ L

(r)
2 ,

äëÿ êîòîðûõ ïðè ïðîèçâîëüíîé h > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (14).

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.4.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n,m ∈ N, r ∈ Z+ è h ∈ (0, π/n]

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

γ2n(W
(r)
m (h)) = γ2n−1

(
W (r)

m (h)
)
= En−1

(
W (r)

m (h)
)
=

(
√
3)m

(nh)m
· 1

nr
, (22)

10Pinkus A. n-Widths in Approximation Theory // Springer. Berlin. � 1985.
11Òèõîìèðîâ Â.Ì. Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ïðèáëèæåíèé // Ì.: Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ. � 1976. � 304Ñ.

13



è, â ÷àñòíîñòè, èç (23) ïðè h = π/n ïîëó÷àåì

γ2n

(
W (r)

m

(π
n

))
= γ2n−1

(
W (r)

m

(π
n

))
= En−1

(
W (r)

m

(π
n

))
=

(√
3

π

)m
1

nr
, (23)

ãäå

En−1

(
W (r)

m (h)
)
2
:= sup

{
En−1(f)2 : f ∈ W (r)

m (h)
}
,

à γn(·) � ëþáîé èç n-ïîïåðå÷íèêîâ bn(·), dn(·), δn(·), dn(·), Πn(·).
Ðàññìîòðèì òàêæå êëàññ ôóíêöèé:

F (r)
m (Φ) :=

f ∈ L
(r)
2 :

1

h2

h∫
0

(h− t)ω2/m
m (f (r), t) dt ≤ Φ(h)

 .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4.5. Åñëè ìàæîðàíòà Φ óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ

Φ(h)

Φ(π/n)
≥ 1

π2 − 4
·
( π

nh

)2(nh)2 − 2(1− cosnh), åñëè 0 ≤ h ≤ π/n,

π2 − 4 + (nh− π)2, åñëè h ≥ π/n,
(24)

òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë m,n ∈ N è r ∈ Z+ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

λ2n−1

(
F (r)

m (Φ), L2

)
= λ2n

(
F (r)

m (Φ), L2

)
= En−1

(
F (r)

m (Φ)
)
=

=
1

nr
·
{

π2

π2 − 4
· Φ
(π
n

)}m/2

, (25)

ãäå λn(·) � ëþáîé èç n-ïîïåðå÷íèêîâ bn(·), dn(·), dn(·), δn(·) èëè Πn(·). Ñó-
ùåñòâóåò ìàæîðàíò, äëÿ êîòîðîé óñëîâèþ (24) âûïîëíÿåòñÿ.

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.4.5 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4.6. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.5, òî äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ÷èñåë n ∈ N, r ∈ Z+ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâà

sup
{
|an(f)| :f ∈ F (r)

m (Φ)
}
=sup

{
|bn(f)| :f ∈ F (r)

m (Φ)
}
=

1

nr

{
π2

π2 − 4
Φ
(π
n

)}m/2

.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êîäèðîâàíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ

ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, êîãäà çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ íà ôóíê-

öèè φ êîäèðóåòñÿ ôóíêöèÿ f = Aφ, ãäå A � íåêîòîðûé îïåðàòîð.

Í.Ï.Êîðíåé÷óêîì12,13,14 ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå ñëó÷àè äëÿ îïåðàòîðîâ
12Êîðíåé÷óê Í.Ï. Îá îïòèìàëüíîé êîäèðîâàíèè ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà // Óêð. ìàòåì.

æóðí. � 1987. � Ò.39. � No2. � Ñ. 158�173.
13Êîðíåé÷óê Í.Ï. Ïðèáëèæåíèå è îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå ãëàäêèõ ïëîñêèõ êðèâûõ // Óêð. ìàòåì.

æóðí. � 1989. � Ò.41. � No4. � Ñ. 492�499.
14Êîðíåé÷óê Í.Ï. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ êîäèðîâàíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé // Óêð. ìàòåì. æóðí.

� 1991. � Ò.43. � No4. � Ñ. 514�524.
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äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñâåðòêè à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Äèðè-

õëå.

Âîïðîñû êîäèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùåãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòè, ðàññìàòðèâàåìûå êàê â òåîðåòè÷åñêîì, òàê è â ïðèêëàäíîì àñ-

ïåêòàõ, â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèâëåêàþò âñå áîëüøåå âíèìàíèå. Ýòî îáúÿñíÿåò-

ñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ðàçðàáîòàííûå â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ýôôåêòèâíûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïîçâîëèëè íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå è â

ðÿäå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé.

Â èçâåñòíûõ íàì ïóáëèêàöèÿõ ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå ìåòîä êîäèðîâàíèÿ

îöåíèâàåòñÿ ïî ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ñàìîé çàêîäèðîâàííîé ôóíêöèè.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó, êîãäà ïî äèñêðåòíîé èíôîðìàöèè

î ôóíêöèè φ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèÿ f = Aφ, â êîòîðóþ ôóíêöèÿ φ

îòîáðàæàåòñÿ íåêîòîðûì îïåðàòîðîì A.

Ïóñòü X, Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ ðàññòîÿíèÿìè ρ(x, y)X è

ρ(x, y)Y ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ íàáîðà

MN =
{
µ1, µ2, . . . , µN

}
(26)

çàäàííûõ íà X íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ µk, k = 1, 2, . . . , N , ýëåìåíòó

x ∈ X ñîïîñòàâèì ÷èñëîâîé âåêòîð

T (x,MN) =
{
µ1(x), µ2(x), . . . , µN(x)

}
, (27)

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì èíôîðìàöèè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëå-

ìåíò x çàêîäèðîâàí òî÷êîé â RN ñ ïîìîùüþ íàáîðà ôóíêöèîíàëîâ (26),

îïðåäåëÿþùåãî ìåòîä êîäèðîâàíèÿ. Åñëè Y = X è ïî âåêòîðó (27) âîññòà-

íàâëèâàåòñÿ ýëåìåíò x èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M ⊂ X, òî ìåðà èíôîðìà-

òèâíîñòè ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ äèà-

ìåòðîì ïðîîáðàçà îòîáðàæåíèÿ x → T (x,MN), ò.å. äèàìåòðîì ìíîæåñòâà

{y : y ∈ M, T (y,MN) = T (x,MN)}: ÷åì ìåíüøå ýòîò äèàìåòð, òåì áîëüøå

èíôîðìàòèâíîñòü ìåòîäà MN .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïî âåêòîðó èíôîðìàöèè T (x,MN), x ∈ M ⊂ X

íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ýëåìåíò Ax ∈ Y , ãäå A � íåêîòîðûé íåïðåðûâ-

íûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé M â Y . Â ýòîì ñëó÷àå èíôîðìàòèâíîñòü ìå-

òîäà êîäèðîâàíèÿ íàäî îöåíèâàòü ïî äèàìåòðó ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ Ay,

y ∈ M ⊂ X, äëÿ êîòîðîãî âåêòîð èíôîðìàöèè T (y,MN) îäèí è òîò æå.

Äëÿ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è íàäî îáåñïå÷èòü êîíå÷íîñòü ýòîãî äèà-

ìåòðà, íàëàãàÿ íà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M òå èëè èíûå àïðèîðíûå óñëîâèÿ.

Âåëè÷èíà

K (M, A,MN)X,Y = sup
{
ρ(Ax,Ay)Y : x, y ∈ M, T (x,MN) = T (y,MN)

}
(28)
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õàðàêòåðèçóåò èíôîðìàòèâíîñòü ôèêñèðîâàííîãî ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ MN

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A è ìíîæåñòâà M. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò

çàäà÷à î íàèëó÷øåì ìåòîäå êîäèðîâàíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà M è îïåðàòîðà A,

ò.å. çàäà÷à îòûñêàíèÿ (ïðè ôèêñèðîâàííîì N) òî÷íîé íèæíåé ãðàíè

γN(M, A,X, Y ) = inf
MN

K (M, A,MN)X,Y (29)

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ

çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ â ïîñòàíîâêå Í.Ï.Êîðíåé÷óêà15

íà ïðèìåðå îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è Íåé-

ìàíà äëÿ õîðîøî èçâåñòíîé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå: òðåáóåòñÿ íàéòè

ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ U(ρ, t), ρ ∈ [0, 1], t ∈ [0, 2π], óäîâëåòâîðÿþùóþ

óðàâíåíèþ (
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂

∂ρ
+

1

ρ2
· ∂2

∂t2

)
U(ρ, t) = 0 (30)

è äâóì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

∂U

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= g(t),

2π∫
0

g(t)dt = 0. (31)

Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (30)-(31), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííîé è èìååò âèä:

U(ρ, t) := U(g; ρ, t) = C1 +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)g(τ)dτ, C1 = const. (32)

Çäåñü

Φρ(t) =
∞∑
k=1

ρk

k
cos kt, 0 ≤ ρ < 1. (33)

Ôóíêöèþ Φρ(t) íàçûâàþò ÿäðîì Íåéìàíà.

Òåîðåìà 3.2.1. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ

U(ρ, t) çàäà÷è (30)-(31) òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì

Tn−1

(
U(g; ρ, ·), λ, t

)
=

a0λ0

2
+

n−1∑
k=1

λk

(
ak(g) cos kt+ bk(g) sin kt

)
â ìåòðèêå Lp (1 ≤ p ≤ ∞) èìååò ìåñòî îöåíêà

sup
∥g∥p≤1

inf
λ

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1(U(g; ρ, ·), λ)
∥∥
p
=

15Êîðíåé÷óê Í.Ï. Îá îïòèìàëüíîì âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ // Óêð. ìàòåì. æóðí. � 1994.
� Ò.46. � �10. � Ñ. 1375�1381.
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= sup
∥g∥p≤1

∥∥U(g; ρ, ·)− Tn−1

(
U(g; ρ, ·), µ

)∥∥
p
≤

≤ En(Φρ)L1
= 4 ·

ρ∫
0

arctg rn

r
dρ, 0 ≤ ρ < 1, (34)

ãäå íàáîð êîýôôèöèåíòîâ µ = (µ1, µ2, · · · , µn−1) îïðåäåë¼í ðàâåíñòâîì

Φρ

(
2j − 1

2n
· π
)

= T ∗
n−1

(
2j − 1

2n
· π, µ

)
(j = 1, n).

Íåðàâåíñòâî (34) íåóëó÷øàåìî ïðè p = 1 è p = ∞.

Òåîðåìà 3.2.2. Äëÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ U(g; ρ, t) êðàåâîé

çàäà÷è (30)-(31) òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè â ìåòðèêå Lp (1 ≤ p ≤
∞) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

En

(
U(g; ρ, ·)

)
p
≤

4

π

ρ∫
0

arctg rn

r
dr

 · En(g)p, (0 ≤ ρ < 1). (35)

Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g0(t) ∈ Lp ñ íîðìîé ∥g0∥p ≤ 1, äëÿ êîòîðîé â (35) ïðè

p = 1 è p = ∞ èìååò ìåñòî çíàê ðàâåíñòâà.

Åñëè X è Y � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, A � ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç X â Y . MN � íàáîð ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ µ1, µ2, · · · , µN çàäàííûõ íà X∗, ãäå X∗ � ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

ê X, òî êàæäîìó x ∈ X ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð èíôîðìàöèè

T
(
x,MN

)
:=
{
µ1(x), µ2(x), · · · , µN(x)

}
, (36)

êîòîðóþ âîçìîæíî ïðèíèìàòü êàê êîäèðîâàíèå ýëåìåíòà x òî÷êîé èç RN êàê

N � ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå X íåêîòîðîå îãðàíè-

÷åííîå ìíîæåñòâî M è ïîëîæèì

G(M;A,MN)Y = sup
{∥∥Ax− Ay

∥∥
Y
: x, y ∈ M, T (x,MN) = T (y,MN)

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî

γN
(
M, A, Y

)
= inf

{
G
(
M, A,MN

)
Y
: MN ⊂ X∗}

äàåò ãàðàíòèðîâàííóþ äëÿ âñåõ x ∈ M ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ îøèáêó âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ ýëåìåíòà Ax ïî èíôîðìàöèè (36) è íàçûâàþò èíôîðìàöèîííûì

N � ïîïåðå÷íèêîì ìíîæåñòâà M â çàäàííîì ïðîñòðàíñòâå Y . Ïóñòü òåïåðü

M � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî â íîðìèðîâàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå X. Òîãäà

G
(
M;A,MN

)
Y
= 2 sup

{∥∥Ax∥∥
Y
: x ∈ M, T (x,MN) = 0

}
, (37)
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è â ýòîì ñëó÷àå

γN
(
M, A, Y

)
= 2 inf

{
sup
{∥∥Ax∥∥

Y
: x ∈ M, T (x,MN) = 0

}
: MN ⊂ X∗} . (38)

Ïóñòü A := AΦρ
� îïåðàòîð ñâåðòêè ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ÿäðîì Φρ(t), ãäå

Φρ(t) ÿäðî Íåéìàíà (33). Äëÿ Φρ ∈ L1 ôóíêöèþ g(t) êîäèðóåì èíôîðìàöè-

îííûì âåêòîðîì

T
(
g,M ′

N

)
:=
{
µ1(g), µ2(g), · · · , µN(g)

}
,

ãäå g(t) ∈ C[0,2π] è M ′
N = {µ1, µ2, · · · , µN} � ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ôóíê-

öèîíàëîâ, îãðàíè÷åííûå è îïðåäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå C[0,2π]. Àïðèîðíàÿ

èíôîðìàöèÿ î ãðàíè÷íîé ôóíêöèè g(t) Êàê ïðàâèëî, çàäàåòñÿ êëàññîì

Mp(K1) :=
{
f1 : f1 = K1 ∗ g1, ∥g1∥p ≤ 1

}
,

ãäå K1 � îçíà÷àåò äðóãîå ÿäðî. ßñíî, ÷òî Mp(K1) � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-

ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü M ′
N = MF

2n−1 � ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ

µk, çàäàííûõ â âèäå ïåðâûõ 2n − 1 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè g1(t) :

a0(g1), ak(g1), bk(g1) (k = 1, n− 1), òî åñòü âåêòîð èíôîðìàöèè (36) èìååò âèä

T
(
g1,M

F
2n−1

)
:=
{
a0(g1), a1(g1), . . . , an−1(g1), b1(g1), · · · , bn−1(g1)

}
.

Êàê è ðàíüøå, ïóñòü MF
2n−1 îçíà÷àåò ìíîæåñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëè-

íîìîâ ïîðÿäêà íå âûøå n− 1. Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèþ (37) èìååì

G
(
Mp(K1), AΦρ

,MF
2n−1

)
:=

=
2

π
sup


∥∥∥∥

2π∫
0

Φρ(· − τ)g1(τ)dτ

∥∥∥∥
p

: g1 ∈ Mp(K1), g1⊥MF
2n−1

 . (39)

Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü r ∈ N, ρ ∈ [0, 1). Òîãäà ïðè p = 1, p = ∞ âûïîë-

íåíû ðàâåíñòâî

γ2n−1

(
W (r)

p , AΦρ
, Lp

)
= G

(
W (r)

p , AΦρ
,MF

2n−1

)
p
=

=
8

π2 · nr+1
·

∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1) ρ(2ν+1)n

(2ν + 1)r+2
. (40)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 3.2.3.

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.2.3 ïðè ρ → 1 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

γ2n−1

(
W (r)

p , AΦ1
, Lp

)
p
= G

(
W (r)

p , AΦ1
,MF

2n−1

)
p
=

8Kr+1

π2 · nr+1
,
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ãäå

Kr =
∞∑
ν=0

(−1)ν(r+1)

(2ν + 1)r+2

� êîíñòàíòà Ôàâàðà-Àõèåçåðà-Êðåéíà.

Â çàâåðøàþùåì òðåòüåì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ìåòîäû è ñõåìû âîññòà-

íîâëåíèè ðàíåå ðàññìîòðåííûå íàìè ãðàíè÷íûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè (ëèíåéíûìè) è ñïëàéí-ôóíêöèÿìè ïåð-

âîãî ïîðÿäêà äåôåêòà îäèí. Äîêàçàíî, ÷òî íà êëàññå ËèïøèöàH1 ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû äàëåå íåóëó÷øàþòñÿ.

Äëÿ êîíêðåòíîãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðèì ñïëàéí-ôóíêöèè ïåðâîãî ïîðÿä-

êà äåôåêòà 1 ê íèæåñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì çàäà÷àì:

à) ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à Äèðèõëå: Äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ: òðåáóåò-

ñÿ íàéòè áèãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòèD =
{
(x, y) : x2+y2 = ρ2 < 1

}
ôóíêöèþ

u(ρ, t), 0 ≤ ρ < 1, 0 ≤ t ≤ 2π, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

∆2u :=

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂

∂ρ
+

1

ρ2
· ∂2

∂t2

)2

u(ρ, t) = 0, (41)

ïðè÷¼ì

u(ρ, t)
∣∣∣
ρ=1

= g(t),
∂u(ρ, t)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= 0; (42)

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (41) � (42) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

u(ρ, t) := u(g; ρ, t) =
1

π

2π∫
0

Kρ(t− u)g(u)du.

Çäåñü ÿäðî Kρ(t) èìååò âèä

Kρ(t) =
(1− ρ2)(1− ρ cos t)

2(1− 2ρ cos t+ ρ2)
, 0 ≤ ρ < 1.

Âû÷èñëÿÿ íåïîñðåäñòâåííî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå äëÿ ÿäðà Kρ(t) ïîëó÷à-

åì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå:

Kρ(t) =
1

2
+

∞∑
k=1

(
1 +

1

2
(1− ρ2)k

)
ρk cos kt =

=
1

2
+

∞∑
k=1

ρk cos kt+
1

2
(1− ρ2)

∞∑
k=1

kρk cos kt.
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á) äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â åäèíè÷íîì êðóãå ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à Íåéìàíà

ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ u1(ρ, t) (0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 2π), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

∆2u1 :=

(
∂2

∂ρ2
+

1

ρ
· ∂

∂ρ
+

1

ρ2
· ∂2

∂t2

)
u1(ρ, t) = 0, (43)

è ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì

∂u1(ρ, t)
/
∂ρ

∣∣∣∣
ρ=1

= φ(t),

2π∫
0

φ(t)dt = 0. (44)

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (43) � (44)

ñóùåñòâóåò, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

u1(ρ, t) := u1(φ; ρ, t) = C +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)φ(τ)dτ, C = const, (45)

ãäå

Φρ(t) =
∞∑
k=1

(ρk/k) cos kt, 0 ≤ ρ < 1 (46)

� ÿäðî Íåéìàíà.

Èññëåäóÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷ Äèðèõëå (41) � (42)

äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è Íåéìàíà (43) � (44) äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà â åäèíè÷íîì êðóãå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìåòîä. Ïóñòü H1 := H1[0, 2π]

� êëàññ ôóíêöèé f(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|f(t′)− f(t′′)| ≤ |t′ − t′′|.

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèå ãðàíè÷íîé êðàåâîé çàäà÷è (41) � (42).
Ïóñòü {ti} = {iπ/n, τi = ti − π/(2n)} (i = 0,±1,±2, . . .) è S(t) = S(f, t)

(S(t+ 2π) = S(t)) ñïëàéí-ôóíêöèÿ ñòåïåíè 1 äåôåêòà 1 ïî ðàçáèåíèþ óçëîâ

{ti}, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé ïî ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(t) óñëîâèåì

S(f, τi) =
n

π

ti∫
ti−1

f(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , 2n. (47)

Ôîðìóëå (ñâ¼ðòêå)

u(g; ρ, t) :=
1

π

2π∫
0

Kρ (t− τ)g(τ)dτ,
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è (41) � (42) ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâî

(47), îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ

S1(u(g; ρ, ·); t) =
1

π

2π∫
0

Kρ (t− τ)S(g, τ)dτ. (48)

Âû÷èñëèì òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñëåäóþùåé âåëè÷èíû

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1(u(g; ρ, ·); t)

∣∣∣ : g ∈ H1
}
. (49)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.3.1. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è (41) �

(42) ôîðìóëîé (48) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t ñïðàâåäëèâî òî÷íàÿ îöåíêà

sup
{∣∣∣u(g; ρ, t)− S1

(
u(g; ρ, ·); t

)∣∣∣ : g ∈ H1
}
=

=
8

π

∞∑
ν=0

ρ2ν+1

(2ν + 1)2
sin2

(
2ν + 1

4n
· π
)
+

+
4

π

(
1− ρ2

) ∞∑
ν=0

ρ2ν+1

2ν + 1
sin2

(
2ν + 1

4n
· π
)
. (50)

Ìåòîä âîññòàíîâëåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è Íåéìàíà (43) � (44).
Íå âäàâàÿñü íà èçëèøíîé ïîäðîáíîñòè, îòìåòèì, ÷òî ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ

ïðèìåíèì òàêæå ê ãðàíè÷íîé çàäà÷å (43) � (44), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

S2(u1(φ; ρ, ·); t) = C +
1

π

2π∫
0

Φρ(t− τ)s(φ, τ)dτ,

ãäå ñïëàéí-ôóíêöèÿ ñòåïåíè 1 äåôåêòà 1 s(φ, τ) îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî îãðà-

íè÷åíèåì

s(φ, ti) =
n

π

ti∫
ti−1

φ(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , 2n. (51)

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèå ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.3.2. Âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è (43) � (44)

ðàâåíñòâîì (48) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t ñïðàâåäëèâî òî÷íàÿ îöåíêà
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sup
{∣∣∣u1(φ; ρ, t)− S2

(
u1(φ; ρ, ·); t

)∣∣∣ : φ ∈ H1
}
=

=
8

π

∞∑
ν=1

ρ2ν−1

(2ν − 1)3
· sin2 (2ν − 1)π

4n
. (52)

Ïðè ýòîì åñëè âìåñòî (51) ëîìàíóþ s(φ, t) îïðåäåëèòü óñëîâèÿìè

èíòåðïîëÿöèè s(φ, ti) = φ(ti), i = 1, 2, . . . , 2n, ïîãðåøíîñòü íà âñåì êëàññå

H1 ðàâíà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

sup
{∣∣∣u1(φ; ρ, t)− S2(u1(φ; ρ, ·); t)

∣∣∣ : φ ∈ H1
}
=

1

πn2

∞∑
ν=0

ρ(2ν+1)2n

(2ν + 1)3
. (53)
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñëåäó-
þùåå:

� âû÷èñëåí òî÷íîå çíà÷åíèå ýêñòðåìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè íàèëó÷øåãî

ñîâìåñòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé â L2, â çàâèñèìîñòè

îò äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ âåñîâîé ôóíêöèè [3-A, 5-A, 8-A];

� îïðåäåëåíû íàèëó÷øèå ñîâìåñòíûå ïðèáëèæåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèè â L2 [3-A, 4-A, 8-A];

� îáîáùåíà ýêñòðåìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà Øàáîçîâà

� Âàêàð÷óêà, îïðåäåëåíî å¼ òî÷íîå çíà÷åíèå è âû÷èñëåíî çíà÷åíèå n-

ïîïåðå÷íèêîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé [3-A, 4-A];

� íàéäåí ÿâíûé âèä ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ Äèðè-

õëå è Íåéìàíà è èõ îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè

ìíîãî÷ëåíàìè ïî çàäàííîé èíôîðìàöèè [1-A, 2-A, 5-A, 6-A];

� âû÷èñëåíî òî÷íîå çíà÷åíèå èíôîðìàöèîííîãî N -ïîïåðå÷íèêà íåêîòî-

ðûõ êëàññîâ ôóíêöèé [6-A, 7-A];

� âîññòàíîâëåíû ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåé-

ìàíà ñïëàéí-ôóíêöèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êëàññå Ëèïùèöà H1[0, 2π]

[1-A, 2-A].

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ.
Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå è ìîãóò

áûòü ïðèìåíåíû ïðè íàõîæäåíèè òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé íàèëó÷øèõ ïîëè-

íîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé êëàññîâ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, èõ êî-

äèðîâàíèè è ïðèáëèæ¼ííîì âîññòàíîâëåíèè.

Ðåçóëüòàòû ãëàâ äèññåðòàöèè â îòäåëüíîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè

÷òåíèè ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ âóçîâ ïî ñïåöè-

àëüíîñòè �Ìàòåìàòèêà� è �Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà�.
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SUMMARY
of the thesis Mukhlis Abdul Wadoud on the topic

�On some extremal problems of approximation of periodic functions
in L2� submitted for the Philosophiæ Doctor
(PhD � 6D060100 Mathematics) degree

Key words: Jackson-Stechkin inequalities, modulus of continuity, best joint
approximation, trigonometric polynomial, Dirichlet and Neumann boundary value
problems, n-widths.
The purpose of research. The main goal of the dissertation work is to solve

extremal problems related to �nding the exact value of the upper bound of the best
joint approximation of a function and by trigonometric polynomials, as well as to
�nd the best coding method and restore functional dependence, when the values of
functionals on a function are φ encoded by the function f = Aφ, where A is some
operator. A speci�c case of encoding and restoring the solution of the Dirichlet and
Neumann boundary value problem from information about boundary functions
and given information at interpolation points on a �nite interval is considered.
Research methods. The paper uses the latest methods for solving extremal

problems in various Banach spaces.
Scienti�c novelty. All the results obtained in the thesis are new. The

following results were obtained:

� the exact value of the extremal characteristic of the best joint approximation
of periodic functions in L2, depending on the di�erential properties of the
weight function;

� the best joint approximations of various classes of di�erentiable functions
in L2;

� the Shabozov-Vakarchuk extremal approximation characteristic is
generalized, its exact value is determined and the value of n-widths of
various function classes is calculated;

� an explicit form of the method for coding the solution of Dirichlet
and Neumann boundary value problems and their optimal recovery by
trigonometric polynomials from given information is found;;

� the exact value of the informational N-width of some function classes has
been calculated;

� approximate solutions of Dirichlet and Neumann boundary value problems
are restored by �rst-order spline functions on the Lipschitz class H1[0, 2π].

Theoretical and practical value. The work is theoretical. The results of
the dissertation work and the methods of their proof can be applied in extremal
problems of the theory of approximation of a function of many variables by
trigonometric polynomials.
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