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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. При решении экстремальных за-
дач теории приближения функций в различных банаховых пространствах
часто пользуются основной характеристикой гладкости функции – моду-
лем непрерывности. Хорошо известно, что в вопросах разложения функ-
ций в ряд Фурье по тригонометрической системе существенную роль играет
оператор сдвига Thf(x) = f(x + h) и определяемые с его помощью обыч-
ные модули непрерывности различных порядков. В случае приближений 2π-
периодических функций, особенно при решении экстремальных задач, в про-
странстве L2[0, 2π] вместо оператора сдвига Thf(x) = f(x + h) используется
оператор Стеклова (см., например, работы В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой1,
С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной2, М.Ш.Шабозова и Г.А.Юсупова3).

В диссертационной работе решены два цикла экстремальных задач теории
наилучшего совместного полиномиального приближения функций:
а) требуется найти точные значения верхней грани наилучших полиномиаль-
ных совместных приближений функций и их промежуточных производных
суммами Фурье – Чебышева и их соответствующими производными в гиль-
бертовом пространстве L2,µ[−1, 1] с весом Чебышева µ(x) := 1/

√
1− x2;

б) найти точные значения наилучших полиномиальных приближений функ-
ций и их промежуточных производных конечными суммами Чебышева – Эр-
мита и их соответствующими производными в весовом гильбертовом про-
странстве L2,ρ(R) с весом Эрмита ρ(x) = e−x

2 на всей оси R := (−∞,+∞).
Следует отметить, что в весовом пространстве L2,µ[−1, 1] обычные во-

просы полиномиальных приближений функций суммами Фурье – Чебыше-
ва, гладкостные характеристики которых определялись классическими мо-
дулями непрерывности, рассмотрены в известной монографии П.К.Суетина4.
Однако в этой монографии нет ни одной точной оценки наилучшего прибли-
жения. Первые точные оценки приближения найдены в работах В.А.Абилова
и Ф.В.Абиловой5, посредством специального обобщённого модуля непрерыв-

1Абилов В.А., Абилова Ф.В. Некоторые вопросы приближения 2π-периодических функций суммами
Фурье в пространстве L2(2π) // Матем. заметки, 2004, т.76, №6, С.803-811.

2Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Точное неравенство типа Джексона-Стечкина в L2 и поперечники функ-
циональных классов // Матем. заметки. – 2009. – Т.86. – №3. – C.328–336.

3Шабозов М.Ш., Юсупов Г.А. Наилучшие полиномиальные приближения в L2 некоторых классов 2π-
периодических функций и точные значения их поперечников // Матем. заметки. – 2011. – Т.90. – №5. –
С.764–775.

4Суетин П.К. Классические ортогональные многочлены // М.: Наука. – 1979. – 416 C.
5Абилов В.А., Абилова Ф.В. Некоторые вопросы приближения функций суммами Фурье – Эрмита в

пространстве L2(R; e−x
2

) // Изв. вузов. Математика. – 2006. – №1. – С.3–12.
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ности. Полученные в указанных работах результаты были обобщены в ра-
ботах М.Ш.Шабозова и К.Тухлиева6, К.Тухлиева и Дж.Х.Бекназарова7,
Дж.Х.Бекназарова8. Вопросы совместного приближения функций и их произ-
водных суммами Фурье – Чебышева не были рассмотрены в вышеуказанных
работах. Поэтому изучение вопросов совместного приближения функций ука-
занными суммами является весьма актуальным. Аналогичным образом, во-
просы совместного приближения функций и их производных на всей оси недо-
статочно изучены, в том смысле, что до появлении работы С.Б.Вакарчука9 ни
одного точного результата в этом направления не было получено. Исключе-
ние составляет недавняя работа М.Ш.Шабозова и А.С.Курайши10, где впер-
вые рассмотрена задача совместного полиномиального приближения функ-
ций и их промежуточных производных в метрике пространства L2,ρ(R). По-
этому требуется подробное исследование этой экстремальной задачи. Отме-
тим, что сформулированные экстремальные задачи совместных приближений
функций досконально изучаются в данной диссертационной работе.

Степень научной разработанности изучаемой проблемы. Задача
совместного приближения функции и её последовательных производных бы-
ла в неявном виде сформулирована С.Н.Бернштейном11, и впервые совмест-
ное приближение непрерывной функции и их последовательных производных
многочленами Бернштейна и их соответствующими производными исследова-
но И.Н.Хладовским12. В этой работе были получены асимптотические оценки
совместных приближений функций конкретными полиномами. Затем задача
о наилучшем совместном приближении периодической функции и её произ-
водных тригонометрическими полиномами была исследована А.Л.Гаркави13,

6Шабозов М.Ш., Тухлиев К. Неравенства Джексона – Стечкина с обобщёнными модулями непрерыв-
ности и поперечники некоторых классов функций // Тр. ИММ УрО РАН. – 2015. – Т.21. – №4. – С.292–308.

7Тухлиев К., Бекназаров Дж.Х. О наилучшем приближении функций суммами Фурье – Чебышёва в
L2,µ[−1, 1] // ДАН РТ. – 2014. – T.57. – №3. – С.177–183.

8Бекназаров Дж.Х. Верхние грани отклонения некоторых классов функций от их частных сумм рядов
Фурье-Чебышёва в пространстве L2 // Изв. АН РТ. Отд. физ.-мат., хим., геол. и техн. н. – 2015. – №1(158).
– С.20–32.

9Вакарчук С.Б. Приближение функций в среднем на вещественной оси алгебраическими полиномами
с весом Чебышева-Эрмита и поперечники функциональных классов // Матем. заметки. – 2014. – Т.95. –
№5. – С.666–684.

10Шабозов М.Ш., Курайши А.С. О совместном приближении функций и ее производных в среднем на
вещественной оси алгебраическими полиномами с весом Чебышева-Эрмита // Доклады НАНТ. – 2021. –
Т.64. – №5-6. – С.249–261.

11Бернштейн С.Н. О кратно монотонных функциях // Зап. физ.-мат. отделение. АН Украины. – 1928.–
Т.3. Вып. 2. – С.40–47.

12Хлодовский И.Н. О некоторых свойствах полиномов С.Н.Бернштейна // Труды съезда математиков
в Харькове. – 1930.

13Гаркави А.Л. О совместном приближении периодических функции и ее производных тригонометри-
ческими полиномами // Изв. АН СССР. сер. матем. – 1960. – Т.24. – №1. – C.103–128.
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где также были получены асимптотические оценки приближения в равномер-
ной метрике. Полученные в работе А.Л.Гаркави13 результаты были обобще-
ны А.Ф.Тиманом14 на случай совместных приближений функций и их про-
изводных на всей числовой оси, целыми функциями экспоненциального ти-
па конечной степени. Новые точные результаты, как в вопросе совместных
приближений периодических функций, так и в вопросе совместного прибли-
жения функций на всей оси для классов функций с ограниченной старшей
производной, получены в работах С.Б.Вакарчука9. Некоторые из результа-
тов работ9 обобщены в недавно опубликованных статьях М.Ш.Шабозова и
А.С.Курайши10,15.

Связь работы с научными программами (проектами), темами.
Данное диссертационное исследование выполнено в рамках реализации пер-
спективного плана научно-исследовательских работ кафедры информатики
и вычислительной математики Худжандского государственного университета
им. академика Б.Гафурова на 2016-2020 гг. и на 2021-2025 гг. по теме: "Теория
приближения функций".

Цель исследования. Цель настоящей диссертационной работы заключа-
ется в решении двух экстремальных задач, связанных с нахождением точной
верхней грани наилучшего полиномиального приближения функций:
а) в весовом пространстве Фурье – Чебышева L2,µ[−1, 1] с весом Чебышева
µ(x) := 1/

√
1− x2 на отрезке [−1, 1];

б) в весовом пространстве Чебышева – Эрмита L2,ρ(R) с весовой функцией
Эрмита ρ(x) = e−x

2 на всей числовой оси R := (−∞,+∞).

Задачи исследования. В связи с реализацией поставленной цели требу-
ется решить следующие экстремальные задачи:
• найти точные верхние грани отклонения некоторых классов функций от
их частных сумм ряда Фурье – Чебышева в пространстве L2,µ[−1, 1];
• найти точные неравенства типа Джексона – Стечкина для совместных
приближений функций и их производных посредством усреднённого мо-
дуля непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];
• найти значение поперечников и применить к задаче нахождения верх-
них граней совместных приближений некоторых классов функций в

14Тиман А.Ф. К вопросу об одновременной аппроксимации функций и их производных на всей числовой
оси // Изв. АН СССР. сер. матем. – 1960. – Т.24. – №3. – C.421–430.

15Шабозов М.Ш., Курайши А.С. О совместном приближении функций и их производных в среднем
на вещественной оси с весом Чебышева-Эрмита // Республиканская научно-практическая конференция

”
Краевые задачи для некоторых классов дифференциальных уравнений”, (Душанбе, 4 декабря 2021 г.). –
С.108–113.
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L2,µ[−1, 1];
• найти значения верхних граней совместного полиномиального прибли-
жения функций и их производных на всей оси в L2,ρ(R);
• найти значение K -функционалов и обобщить результат С.Б.Вакарчука
в метрике Lp (0 < p ≤ ∞);

• решить экстремальную задачу совместного приближения функций и их
производных для классов функций W (r)

2,ρ (ωm);
• определить значение n-поперечников некоторых классов функций в про-
странстве L2,ρ(R).

Научная новизна исследований. В диссертационной работе получены
следующие основные результаты:
• найдены точные верхние грани отклонения некоторых классов функций
от их частных сумм ряда Фурье – Чебышева в пространстве L2,µ[−1, 1];
• найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина для совместно-
го приближения функций и их производных посредством усреднённых
модулей непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];
• найдено значение поперечников, и полученный результат применен к за-
даче нахождения верхних граней совместных приближений некоторых
классов функций в L2,µ[−1, 1];
• найдено значение верхних граней совместных полиномиальных прибли-
жений функций и их производных на всей оси в L2,ρ(R);
• найдено значение K -функционалов и обобщен результат С.Б.Вакарчука
в метрике Lp (0 < p ≤ ∞);

• решена экстремальная задача совместных приближений функций и их
производных для классов функций W (r)

2,ρ (ωm);
• найдены значения n-поперечников некоторых классов дифференцируе-
мых функций в пространстве L2,ρ(R).

Теоретическая и научно-практическая значимость работы. Дис-
сертационная работа носит теоретический характер. Результаты диссерта-
ционной работы и методы их доказательств можно применять в аналогич-
ных экстремальных задачах теории наилучшего совместного полиномиаль-
ного приближения функций двух переменных и их частных производных,
как в прямоугольных областях, так и во всей плоскости.

Личный вклад соискателя ученой степени. Задача исследования и
выбор метода доказательств сформулированы научным руководителем рабо-
ты, оказывающим также консультативное содействие. Основные результаты
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диссертационной работы, перечисленные в разделе “Научная новизна”, полу-
чены автором лично.

Соответствия диссертации паспорту научной специальности
(формуле и области исследования). Диссертационная работа выполне-
на по специальности 6D060101 – Вещественный, комплексный и функцио-
нальный анализ и является разделом математического анализа указанной в
пункте III параграфа 3 паспорта научной специальности.

Положения, выносимые на защиту:
• теоремы о нахождении верхних граней отклонения некоторых классов
функций от их частных сумм Фурье – Чебышева в L2,µ[−1, 1];
• теоремы о нахождении точных неравенств типа Джексона – Стечкина
для совместных приближений функций и их производных посредством
усреднённых модулей непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];
• теоремы о точных значениях поперечников и их применение к задаче
совместного приближения некоторых классов функций в L2,µ[−1, 1];
• теоремы о значениях верхних граней совместных полиномиальных при-
ближений функций на всей оси в пространстве L2,ρ(R);
• теоремы о точных значениях K -функционалов и обобщение одного ре-
зультата С.Б.Вакарчука в метрике Lp (0 < p ≤ ∞);

• теоремы о совместном приближении класса функцийW (r)
2,ρ (ωm) в L2,ρ(R);

• теоремы о точных значениях n-поперечников некоторых классов функ-
ций в пространстве L2,ρ(R).

Апробация результатов диссертации. Основные результаты диссер-
тации докладывались и обсуждались на:
• семинарах кафедры информатики и вычислительной математики Худ-
жандского государственного университета им. Б.Гафурова под руковод-
ством профессора К.Тухлиева (Худжанд, 2015-2022 гг.);
• семинарах кафедры функционального анализа и дифференциальных
уравнений Таджикского национального университета под руководством
академика НАН Таджикистана, профессора М.Ш.Шабозова (Душанбе,
2016-2022 гг.);
• международной научной конференции “Современные проблемы и при-
ложения алгебры, теории чисел и математического анализа” (Душанбе,
13-14 декабря 2019 г.);
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• международной научной конференции “Современные проблемы функ-
ционального анализа и дифференциальных уравнений” (Душанбе, 25-26
декабря 2020 г.);
• республиканской научно-практической конференции “Современные про-
блемы прикладной математики и их роль в формировании научного ми-
ровоззрения общества” (Худжанд, 29-30 октября 2021 г.);
• международной научно-практической конференции “Прикладные вопро-
сы точных наук” (Россия, г. Армавир, 30-31 октября 2021 г.);
• республиканской научно-практической конференции “Актуальные про-
блемы точных наук и информационных технологий” (г. Душанбе, 28
мая 2021 г.).
• международной научно-практической конференции “Современные про-
блемы прикладной математики и информационных технологий” (Узбе-
кистан, г. Бухара, 11-12 мая 2022 г.);
• международной научной конференции “Современные проблемы матема-
тического анализа и теории функций” (Душанбе, 25 - 26 июня 2022 г.);
• международной научной конференции “Уфимская осенняя математиче-
ская школа - 2022” (Россия, г. Уфа, 28 сентября - 1 октября 2022 г.);
• международной научно-практической конференции “Комплексный ана-
лиз и его приложения” (г. Бохтар, 19 ноября 2022 г.);

Публикации по теме диссертации. Результаты исследований автора
по теме диссертационной работы опубликованы в 14 научных работах, из них
5 статей опубликованы в изданиях, входящих в действующий перечень ВАК
Республики Таджикистан, а 9 – в трудах международных конференций.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
трех глав, списка цитированной литературы из 115 наименований, занимает
117 страниц машинописного текста и набрана на LATEX. Для удобства в дис-
сертации применена сквозная нумерация теорем, лемм, следствий и формул.
Они имеют тройную нумерацию, в которой первая цифра совпадает с номе-
ром главы, вторая указывает на номер параграфа, а третья на порядковый
номер теорем, лемм, следствий или формулы в данном параграфе.

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ ИССЛЕДОВАНИЯ

Материал и методы исследования. В диссертационной работе иссле-
дуется ряд экстремальных задач, связанных с наилучшим совместным при-
ближением функций суммами Фурье – Чебышева в пространстве L2,µ[−1, 1] и
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наилучшим совместным приближением функций суммами Чебышева – Эрми-
та в пространстве L2,ρ(R) на всей оси R := (−∞,+∞). При решении сформу-
лированных задач применяются новейшие методы функционального анализа
и теории экстремальных задач в банаховых пространствах.

Результаты исследования. Приводим краткое содержание диссертаци-
онной работы.

В первой главе работы анализируются известные результаты по теме ис-
следования и формулируются нерешённые задачи.

Во второй главе рассматриваются экстремальные задачи среднеквадрати-
ческого совместного приближения функций суммами Фурье – Чебышева в
норме пространства L2,µ := L2,µ[−1, 1] – функций, суммируемых в квадрате
с весом Чебышева µ(x) = 1/

√
1− x2 и конечной нормой

‖f‖2,µ =

 1∫
−1

f 2(x)dx√
1− x2

1/2

.

Следуя работе В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой16, в пространстве L2,µ[−1, 1]

рассмотрим оператор

Fhf(x) =
1

2

[
f
(
x cosh+

√
1− x2 sinh

)
+ f

(
x cosh−

√
1− x2 sinh

)]
, (1)

который будем называть оператором обобщённого сдвига, и введём конечные
разности первого и высших порядков равенствами

∆1
h(f ;x) = Fhf(x)− f(x) = (Fh − E)f(x),

∆m
h (f ;x) = ∆h(∆

m−1
h (f ; ·);x) = (Fh − E)mf(x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
F k
h f(x),

где F 0
hf(x) ≡ f(x), F k

h f(x) = Fh(F
k−1
h f(x)), k = 1, 2, . . . ,m; m ∈ N и E –

единичный оператор в пространстве L2. По введённым конечным разностям
определим обобщённый модуль непрерывности m-го порядка равенством

Ωm(f ; t)L2,µ[−1,1] = sup
{
‖∆m

h (f ; ·)‖L2,µ[−1,1] : |h| ≤ t
}
. (2)

Пусть далее

T0(x) =
1√
π
, Tk(x) =

√
2

π
cos(k arccosx), k = 1, 2, . . . (3)

16Абилов В.А., Абилова Ф.В. Об одной квадратурной формуле // Журнал вычислительной математики
и математической физики. – 2002. – Т.42. – №4. – С. 451–458.

9



– ортонормированная система многочленов Чебышёва первого рода в про-
странстве L2,µ[−1, 1]. Тогда, как хорошо известно4

f(x) =
∞∑
k=0

ck(f)Tk(x) (4)

есть ряд Фурье – Чебышёва функции f ∈ L2,µ[−1, 1], а

ck(f) =

1∫
−1

µ(x)f(x)Tk(x)dx (5)

– коэффициенты Фурье – Чебышёва. Равенство в (4) понимается в смысле
сходимости в пространстве L2,µ[−1, 1].

Пусть теперь D = (1− x2) d
2

dx2
− x d

dx
– дифференциальный оператор вто-

рого порядка Чебышева. Операторы высших порядков определим последо-
вательно, полагая Drf = D(Dr−1f), (r = 2, 3, . . .). Хорошо известно, что
многочлены (3) удовлетворяют дифференциальному уравнению

(1− x2)T ′′k (x)− xT ′k(x) + k2Tk(x) = 0, (6)

а потому из (6) в силу определения оператора D сразу следуют равенства

DTk(x) = −k2Tk(x), . . . ,DrTk(x) = (−1)rk2rTk(x). (7)

В работе В.А.Абилова и Ф.В.Абиловой16 доказано, что для произвольной
функции f ∈ L2,µ[−1, 1], имеющей обобщённые производные Drf (r ∈ Z+),
коэффициенты Фурье-Чебышёва (5) ряда (4) удовлетворяют соотношениям

ck(f) = (−1)r k−2r ck(Drf), k = 1, 2, . . . , (8)

ck(Fhf) = cos kh · ck(f), k = 1, 2, . . . , (9)

где функция Fhf – определена равенством (1).
Обозначим через L

(2r)
2,µ [−1, 1] (r ∈ Z+), – множество функций f ∈

L2,µ[−1, 1], у которых производная Drf ∈ L2,µ[−1, 1]. Используя соотношения
(7) – (9) и равенство Парсеваля, из (4) для произвольной функции f ∈ L(2r)

2,µ

получаем16

‖∆m
h (Drf)‖22,µ =

∞∑
k=1

(1− cos kh)2mk4rc2k(f). (10)
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В силу (10), модуль непрерывности (2) запишем в виде

Ω2
m(Drf ; t)2,µ = sup

{ ∞∑
k=1

k4rc2k(f)(1− cos kh)2m : |h| ≤ t

}
. (11)

Обозначим через Pn множество алгебраических полиномов степени не более
n. Равенством

En−1(f)2,µ = inf
{
‖f − pn−1‖2.µ : pn−1 ∈ Pn−1

}
(12)

обозначим наилучшее среднеквадратическое приближение функции f ∈ L2,µ

элементами множество Pn−1. П.К.Суетин4 доказал, что среди всех элементов
pn ∈ Pn−1 частная сумма

Sn−1(f ;x) =
n−1∑
k=0

ck(f)Tk(x)

ряда (4) доставляет минимум величине (12), причём простые вычисления
показывают, что

En−1(f)2,µ = ‖f − Sn−1(f)‖2,µ =

( ∞∑
k=n

c2k(f)

)1/2

. (13)

В принятых обозначениях имеет место следующая простая лемма.
Лемма 2.1.1. Для произвольной f ∈ L(2r)

2,µ при всех s = 0, 1, . . . , r спра-
ведливо точное неравенство

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s)En−1(D2rf)2,µ,

которое для функции f0(x) = Tn(x) обращается в равенство.
Отметим, что лемма 2.1.1 при s = 0 доказана В.А.Абиловым и

Ф.В.Абиловой1.
Во втором параграфе второй главы найдены точные оценки скорости схо-

димости ряда Фурье-Чебышёва на некоторых классах функций, задаваемых
дифференциальным оператором второго порядка D и характеризующихся
усреднённым значением обобщённого модуля непрерывности m-го порядка
Ωm(Drf ; t)2,µ в пространстве L2,µ. Вычислены точные верхние грани отклоне-
ний заданных классов функций от их частных сумм ряда Фурье – Чебышёва
в пространстве L2,µ. Справедлива следующая
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Теорема 2.2.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+ n ≥ s. Тогда имеет место
равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ · sinnhdh


m = 1.

Из теоремы 2.2.1 сразу вытекают ряд следствий.
Следствие 2.2.1. В утверждении теоремы 2.2.1 имеет место равен-

ство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
π

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinnt dt


m =

(π
2

)m
.

Следствие 2.2.2. При любых m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s для произвольной
функции f ∈ L(2r)

2,µ справедливо неравенство

En−1(Dsf)2,µ ≤ n2(r−s) Ωm(Drf ; π/n)2,µ.

Следствие 2.2.3. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Если модуль непре-
рывности Ω

1/m
m (Drf, t)2,µ – выпуклый вверх на отрезке [0, π/n], то для про-

извольной функции f ∈ L(2r)
2,µ , имеет место точное неравенство

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s) Ωm

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ
.

Пусть W (r)L2,µ(D) (r ∈ Z+, W
(0)L2,µ(D) = L2,µ(D)) — класс функций

f ∈ L(2r)
2,µ , у которых ‖Drf‖2,µ ≤ 1.

Справедлива следующая
Теорема 2.2.2. При любых n ∈ N, r, s ∈ Z+, r > s имеет место равен-

ство
sup

f∈W (r)L2,µ(D)

En−1(Dsf)2,µ(
En−1(f)2,µ

)1−s/r = 1.

В третьем параграфе второй главы рассматривается неравенство типа
Джексона – Стечкина для совместного приближения функций и их проме-
жуточных производных посредством усреднённого модуля непрерывности.
Введем обозначение

ω̃m(Drf, t)2,µ :=

1

t

t∫
0

Ω1/m
m (Drf, h)2,µdh

m

.
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Отметим, что введённый усреднённый модуль непрерывности обладает всеми
свойствами модуля непрерывности. Основными результатами данного пара-
графа являются следующие утверждения:

Теорема 2.3.1. При любых n,m ∈ N, r ∈ Z+ и любых t ∈ [0, π/n] спра-
ведливо равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

=

{
nt

nt− sinnt

}m
и, в частности, при t = π/(2n) имеет место следующее равенство для
точной константы Джексона – Стечкина:

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ

ω̃m
(
Drf, π/(2n)

)
2,µ

=

{
π

π − 2

}m
.

Для случая совместного полиномиального приближения функций класса
L
(2r)
2,µ имеет место следующее утверждение, являющееся одновременно обоб-

щением теоремы 2.3.1.
Теорема 2.3.2. При любом n,m ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s и любых t ∈ [0, π/n]

справедливо равенство

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s) En−1(Dsf)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

=

{
nt

nt− sinnt

}m
.

В четвертом параграфе найдены точные значения n-поперечников неко-
торых классов функций в пространстве L2,µ. Прежде чем сформулировать
результаты этого параграфа, напомним необходимые понятия и определения.

Величины bn(M, L2), dn(M, L2), δn(M, L2), dn(M, L2), Πn(M, L2) назы-
вают соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гель-
фандовским, проекционным n-поперечниками множества M в L2,µ. Так как
L2,µ является гильбертовым пространством, справедливы следующие соотно-
шения между перечисленными величинами17,18:

bn(M, L2) ≤ dn(M, L2) ≤ dn(M, L2) = δn(M, L2) = Πn(M, L2). (14)

Всюду далее под Φ(t), 0 ≤ t < ∞, понимаем непрерывную монотонно
возрастающую функцию, обращающуюся в нуль в точке t = 0, Φ(0) = 0.
Рассмотрим классы

W̃ (r)
m (Φ,D)2,µ :=

{
f ∈ L(2r)

2,µ : ω̃1/m
m (Drf, t)2,µ ≤ Φ(t), t > 0

}
,

17Pinkus A. n-Widths in Approximation Theory. — Berlin: Springer-Verlag. Heidelberg. New York. Tokyo. –
1985. – 252 Р.

18Тихомиров В.М. Некоторые вопросы теории приближений. – М.: МГУ. 1976. 325 C.
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где m ∈ N, r ∈ Z+. Имеет место следующая
Теорема 2.4.1. Если мажоранта Φ(t) удовлетворяет ограничениям

Φ(t)

Φ
(
π/(2n)

) ≥ π

π − 2

1− sinnt

nt
, если 0 < t ≤ π/n,

2− π

nt
, если t ≥ π/n,

(15)

то для любых натуральных чисел n,m ∈ N и r ∈ Z+ имеют место следую-
щие равенства:

λ2n−1
(
W̃ (r)

m (Φ,D);L2,µ

)
= n−2r

{
π

π − 2
Φ
( π

2n

)}m
,

где λn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников. Существует ма-
жоранта Φ(u), для которой ограничения (15) выполняются.

Решение экстремальной задачи совместных приближений некоторых клас-
сов функций исследовано в пятом параграфе второй главы. Пусть Φ(t) —
произвольная непрерывная неубывающая на полуоси R+ := [0,+∞) функ-
ция такая, что Φ(0) = 0,W (r)

m,h(D,Φ) — класс функций f ∈ L(2r)
2,µ , для которых

при любых m,n ∈ N, r ∈ Z+ и 0 < h ≤ π/n выполняется неравенство

1

h

h∫
0

Ω1/m
m (Drf ; τ)2,µdτ ≤ Φ(h).

Здесь основной является
Теорема 2.5.2. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s. Если мажоранта Φ(h)

при любом h ∈ R+ удовлетворяет ограничениям

Φ(h)

Φ(π/(2n))
≥ π

π − 2


1− sinnh

nh
, если 0 < nh ≤ π,

2− π

nh
, если nh ≥ π,

то при указанных m,n ∈ N и r, s ∈ Z+ имеют места равенства

E (s)n−1(W
(r)
m,h(D,Φ))2,µ =

( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)
.

В завершающем параграфе изучается усреднённое значение совместных
приближений функций в L(2r)

2,µ . Имеет место следующая общая теорема.
Теорема 2.6.1. Пусть весовая функция ϕ(t), заданная на отрезке [0, h],

является неотрицательной и непрерывно дифференцируема. Если при всех
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t ∈ [0, h], 1/(2r) < p ≤ 2, r ∈ N функция ϕ(t) удовлетворяет дифференци-
альное неравенство

(2rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0, (16)

то выполняется соотношение

inf
n≤k<∞

k2(r−s)p h∫
0

(1− cos kt)mpϕ(t)dt

1/p

=

n2(r−s)p h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p

, (17)

и при этом

An,m,r,p,s(ϕ, h) =

n2(r−s)p h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

−1/p .
Через W (r)

m,p,µ(Φ;ϕ, h) обозначим множество функций f ∈ L
(2r)
2,µ , которые

удовлетворяют условия1

h

h∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

1/p

≤ Φ(h),

для любых h ∈ [0, π], 1/(2r) < p ≤ 2, m, r ∈ N и любой весовой функции ϕ,
удовлетворяющей дифференциальному неравенству (16).

Имеют место следующее утверждение.
Теорема 2.6.2. Справедливо равенство

E (s)n−1
(
W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
)

= sup
{
En−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
}

=

=
1

n2(r−s)
·

 h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

−1/p .
Теорема 2.6.3. Если мажоранта Φ при любых натуральных m,n, r,

1/(2r) < p ≤ 2 и h ∈ R+ удовлетворяет условию

Φp(t) ·
π∫

0

(1− cos t)mpdt ≥ π

nh
· Φ
(π
n

) nh∫
0

(
1− cos t

)mp
∗ dt,

то при любом s = 0, 1, 2, . . . , r имеет место равенство

E (s)n−1
(
W

(r)
m,p,h(Φ; 1, h)

)
=

1

n2(r−s)
Φ
(π
n

)1

π

π∫
0

(1− cos t)mpdt


−1/p

.
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Третья глава диссертационной работы посвящена задаче совместного при-
ближения функций и их производных в среднем на вещественной оси алгеб-
раическими полиномами с весом Чебышева – Эрмита и решениям некоторых
экстремальных задач.

В первом параграфе приводятся определения и основные свойства поли-
нома Чебышева – Эрмита. Многочлены Чебышева – Эрмита ортогональны на
всей числовой оси R := {x : −∞ < x < +∞} с весовой функцией ρ(x) := e−x

2

и определяются формулой:

Hn(x) := (−1)nex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)
.

Следовательно, ортонормальную систему многочленов Чебышева – Эрмита
образуют многочлены

J ′m,n :=

∫
R

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx =

{
0, если m 6= n;

2n
√
π n!, если m = n

.

Для этих многочленов справедливы равенства

Hn(x) =
Hn(x)√

2n (n!)
√
π
.

Во втором параграфе третьей главы изучаются вопросы совместного прибли-
жения функций и их производных в среднем на всей оси алгебраическими
полиномами с весом Чебышева – Эрмита. Пусть R := (−∞,+∞) — веще-
ственная ось, L2(R) — пространство измеримых действительных функций,
суммируемых на R с квадратом модуля, L2,ρ(R), ρ(x) := exp(−x2) — множе-
ство функций f , для которых ρ1/2 · f ∈ L2(R), то есть

‖f‖2,ρ :=


∫
R

e−x
2 |f(x)|2dx


1/2

<∞.

Вопросы приближения функций алгебраическими полиномами в среднем
на всей оси R с весом Чебышева – Эрмита в разное время рассматривались
в работах С.З.Рафальсона19, Г.Фройда20, В.А.Абилова21, В.М.Фёдорова22,

19Рафальсон С.З. О приближении функций в среднем суммами Фурье-Эрмита // Изв. вузов. Матема-
тика. – 1968. – №7. – С.78–84.

20Фройд Г. Об аппроксимации с весом алгебраическими многочленами на действительной оси // Докл.
АН СССР. – 1970. – Т.191. – №2. – С.293–294.

21Абилов В.А. О порядке приближения непрерывных функций арифметическими средними частных
сумм ряда Фурье-Эрмита // Изв. вузов. Математика. – 1972. – №3. – С.3–9.

22Федоров В.М. Приближение алгебраическими многочленами с весом Чебышева – Эрмита // Изв.
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Д.В.Алексеева23, H.N.Mashkar24, Z.Ditzian, V.Totik25,26 и многих других. Сра-
зу отметим, что в цитированных работах, нет ни одного точного результата,
то есть не решено ни одной экстремальной задачи приближения на всей оси
R. Пусть Pn — множество алгебраических полиномов вида

pn(x) =
n∑
k=0

ak x
k, ak ∈ R

степени не более n. Равенством

En(f)2,ρ := inf
{∥∥f − pn∥∥2,ρ : pn ∈Pn

}
обозначим величину наилучшего полиномиального приближения функции
f ∈ L2,ρ(R) элементами pn(x) множества Pn. Символом Sn(f, x) обозначим
частную сумму n-го порядка ряда Фурье – Эрмита f ∈ L2,ρ(R):

Sn(f, x) :=
n∑
k=0

ck(f)Hk(x).

При этом простыми вычислениями легко убедиться, что

En−1(f)2,ρ :=
∥∥∥f − Sn−1(f)

∥∥∥
2,ρ

=

{ ∞∑
k=n

c2k(f)

}1/2

.

Определим обобщённый модуль непрерывности m-го порядка функции
f ∈ L2,ρ(R) равенством

ω̃m(f, τ)2,ρ := sup
{∥∥∆m

t f(·)
∥∥ : |t| ≤ τ

}
=

=

{ ∞∑
k=1

c2k(f)
(

1−
(
1− τ 2

)k/2)2m}1/2

, 0 ≤ τ ≤ 1. (18)

Пусть L
(r)
2,ρ(R) (r ∈ Z+, L

(0)
2,ρ(R) ≡ L2,ρ(R)) — множество функций f ∈

L2,ρ(R), у которых производные (r−1)-го порядка f (r−1) абсолютно непрерыв-
ны на любом конечном интервале, а производные r-го порядка f (r) ∈ L2,ρ(R).
вузов. Математика. – 1984. – №6. – С.55–63.

23Алексеев Д.В. Приближение полиномами с весом Чебышева – Эрмита на действительной оси// Вестн.
Моск. ун-та. Сер. 1. Матем., мех. 1997. – №6. – C.68–71.

24Mashkar H.N. Weighted polynomial approximation // J. Approx. Theory, – 1986. – V.46. – №1. – PP.100–
110.

25Ditzian Z., Totik V. K – functionals and best polynomial approximation in weighted Lp(R) // J. Approx.
Theory, – 1986, – V.46, – №1, – PP.38–41.

26Ditzian Z., Totik V. Moduli of Smoothness // Springer Ser. Comput. Math., 9 Springer, New York, – 1987,
– 228 p.
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Простыми вычислениями получаем

En−r−1(f
(r))2,ρ := inf

{∥∥f (r) − p(r)n−1∥∥2,ρ : pn−1 ∈Pn−1

}
=

=
∥∥f (r) − Sn−r(f (r))∥∥2,ρ =

{ ∞∑
k=n

2r αk,r c
2
k(f)

}1/2

, (19)

где αk,r := k(k − 1) · · · (k − r + 1), k ≥ r, k ∈ N, r ∈ Z+, αk,0 ≡ 1, αk,1 = k.

Нам далее понадобится следующее утверждение, доказанное в работе9.
Лемма 3.2.1. Пусть n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо

неулучшаемое неравенство

En−ν−1(f
(ν))2,ρ ≤

√
1

2r−s
· αn,ν
αn,r
· En−r−1(f

(r))2,ρ ,

которое для функции f0(x) = Hn(x) обращается в равенство.
Имеет место следующая
Теорема 3.2.1. Пусть n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо

равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r

(
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
)−m

.

Отсюда, переходя к верхней грани по всем n ∈ N, n > r, имеем

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=
(
1− e−1

)−m
=

(
e

e− 1

)m
.

Теорема 3.2.2. Пусть n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо
равенство

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

·

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=
1(

1− 1/
√
e
)m . (20)

Из равенства (20) при ν = 0, f (0) = f вытекает результат С.Б.Вакарчука9:

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

=
1(

1− 1/
√
e
)m (21)
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откуда при n→∞ вытекает асимптотическое равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−1(f)2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

' 1√
2r αn,r

· 1(
1− 1/

√
e
)m .

В теории приближения как функций действительного, так и функций ком-
плексного переменного основная идея заключается в замене произвольной
функции сложной природы f достаточно гладкой функцией g. Одна из наибо-
лее эффективных реализаций этой идеи основана на методе K -функционала
Петре в теории интерполяционных пространств27. В последнее время K -
функционалы исследуются при решении ряда экстремальных задач теории
аппроксимации функций9,27,28. Следуя работе Z.Ditzian и V.Totik25, запишем
в рассматриваемом нами случае, выражение K -функционала по двум про-
странствам L2,ρ и L(m)

2,ρ в следующем виде:

Km(f, tm) := K
(
f ; tm, L2,ρ, L

(m)
2,ρ

)
=inf

{
‖f − g‖2,ρ + tm‖g(m)‖2,ρ :g ∈ L(m)

2,ρ

}
, (22)

где m ∈ N, 0 < t < 1.
Основным результатом данного параграфа является следующая теорема.
Теорема 3.3.1. Пусть n,m ∈ N, r, ν ∈ Z+, n ≥ r+m. Тогда справедливо

равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r−ν αn,r/αn,ν · En−ν−1(f

(ν))2,ρ

Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

= 1.

В завершении этого параграфа отметим, что из утверждений теорем 3.2.2
и 3.3.1 вытекает, что при любом фиксированном r ∈ Z+ и n→∞ справедливо
асимптотическое равенство

ω̃m

(
f (r);

1√
n− r

)
2,ρ

·
(

1− 1√
e

)−m
' Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

.

В четвертом параграфе третьей главы приводится обобщение одного ре-
зультата С.Б.Вакарчука. Всюду далее условимся под весовой функцией на

27Вакарчук С.Б. K-функционалы и точные значения n-поперечников некоторых классов из L2// Матем.
заметки. – 1999. – Т.66. – №4. – С.494–499.

28Шабозов М.Ш., Саидусайнов М.С. Среднеквадратическое приближение функций комплексного пере-
менного суммами Фурье по ортогональным системам // Труды ИМ и М УрО РАН. – 2019. – Т.25. – №2.
– С.258–272.
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отрезке [0, h] понимать неотрицательную суммируемую функцию q, не экви-
валентную нулю на этом же отрезке.

С.Б.Вакарчук9 доказал следующую теорему для p ∈ (0, 2].
Теорема 3.4.1. Пусть n,m, r ∈ N, n ≥ r, 0 < p ≤ 2, h ∈ (0, 1], ϕ —

неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю
функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); t)2,ρ ϕ(t)dt

1/p
=

1 h∫
0

[
1−

(
1− t2

)(n−r)/2]mp
ϕ(t)dt

1/p
.

Сформулируем и докажем обобщение теоремы 3.4.1 для p ∈ (0,+∞].
Теорема 3.4.2. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, n ≥ r, 0 < p ≤ ∞, h ∈ (0, 1], q

— весовая на отрезке [0, h] функция. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ q(τ)dτ

1/p
=

=

 h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(τ)dτ

−1/p .
Заметим, что из теоремы 3.4.2, в частности, вытекает
Следствие 3.4.1. Пусть выполнены все условия теоремы 3.4.2. Тогда

при весовой функции q∗(t) := (n − r)τ(1 − τ 2)(n−r)/2−1, n − r > 2, τ ∈ [0, h]

справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ(n− r)

h∫
0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ τ
(
1− τ 2

)(n−r)/2−1
dτ

1/p
=

=

 mp+ 1[
1−

(
1− h2

)(n−r)/2]mp+1


1/p

. (23)
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В свою очередь, из (23) при p = 1/m, m ∈ N и h =
√

2/(n− r), n ∈ N,
r ∈ Z+ следует равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ(n− r)

√
2/(n−r)∫
0

ω̃1/m
m (f (r); τ)2,ρ τ

(
1− τ 2

)(n−r)/2−1
dτ


m =

=


2[

1−
(

1− 2

n− r

)(n−r)/2
]2


m

∼
{

2(1− e−1)−1
}m

, n→∞.

В пятом параграфе приводится решение одной экстремальной задачи.
Пусть W (r)

2,ρ (ωm) — класс функций f ∈ L(r)
2,ρ(R) r-я производная которых, удо-

влетворяет условию ω̃m(f (r), t)2,ρ ≤ 1.
Теорема 3.5.1. Пусть n,m ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν. Тогда справедливо

равенство

E (ν)n−ν−1
(
W

(r)
2,ρ (ωm)

)
=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

.

В завершающем шестом параграфе вычислены точные значения n-
поперечников некоторых классов функций в пространстве L(r)

2,ρ. Теорема 3.4.2
позволяет найти точные значения n-поперечников некоторых классов функ-
ций в пространстве L2,ρ(R). Для изложения полученных далее результатов
приводим определения ряда n-поперечников множеств.

Вычислению в пространстве L2,ρ(R) точных значений различных n-
поперечников классов дифференцируемых функций, определённых при по-
мощи обобщённого модуля непрерывности m-го порядка

ω̃m(f (r); τ)2,ρ =

{ ∞∑
k=r

2r αk,r c
2
k(f)

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m}1/2

,

посвящены работы С.Б.Вакарчука и В.И.Забутной29, К.Тухлиева и
29Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Неравенства типа Джексона-Стечкина для специальных модулей непре-

рывности и поперечники функциональных классов в пространстве L2 // Мат. заметки. – 2012. – Т.92. –
№4. – С.497-514.
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А.М.Маликова30, А.М.Маликова31, 32 и других.
Рассмотрим следующий класс функций: пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+, n > r,

h ∈ (0, 1], q — весовая на [0, h] функция, 0 < p ≤ ∞. Символом W
(r)
p (ω̃m; q, h)

обозначим класс функций f ∈ L2,ρ(R), у которых производные r-го порядка
f (r) удовлетворяют условию

h∫
0

ω̃pm(f (r), τ)2,ρq(τ)dτ ≤
h∫

0

q(τ)dτ.

Теорема 3.6.1. Пусть n,m ∈ N, r ∈ Z+ и h ∈ (0, 1]. Тогда имеют место
равенства

λn

(
W (r)

p (ω̃m; q, h), L2,ρ

)
= En−1

(
W (r)

p (ω̃m; q, h)
)
2,ρ

=

=
1√

2r αn,r
·


h∫
0

q(t)dt

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt


1/p

,

где λn(·) — любой из вышеперечисленных n-поперечников.

30Тухлиев К., Маликов А.М. О приближении функций в среднем на всей оси алгебраическими полино-
мами с весом Чебышёва-Эрмита // ДАН РТ. – 2016. – Т.59. – №7-8. – C.282–289.

31Маликов, А. М. Среднеквадратические полиномиальные приближения функций на всей оси и значе-
ния поперечников // ДАН РТ. – 2016, – т.59, – №11-12, – С.457-462.

32Маликов, А.М. Приближение функций в среднем на всей оси алгебраическими полиномами с весом
Чебышева - Эрмита // Труды международной летней математической Школы-Конференции С.Б. Стеч-
кина по теории функций. Таджикистан. Душанбе. 15-25 августа 2016 г., – С.161-165.
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Заключение

Основные научные результаты диссертационной работы
Основные научные результаты работы заключаются в следующем:

• найдены точные верхние грани отклонения некоторых классов функций
от их частных сумм ряда Фурье – Чебышева в пространстве L2,µ[−1, 1];
• найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина для совместно-
го приближения функций и их производных посредством усреднённых
модулей непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];
• найдено значение поперечников, и полученный результат применен к за-
даче нахождения верхних граней совместных приближения некоторых
классов функций в L2,µ[−1, 1];
• найдено значение верхних граней совместных полиномиальных прибли-
жений функций и их производных на всей оси в L2,ρ(R);
• найдено значение K -функционалов и обобщен результат С.Б.Вакарчука
в метрике Lp (0 < p ≤ ∞);

• решена экстремальная задача совместных приближений функций и их
производных для классов функций W (r)

2,ρ (ωm);
• найдены значения n-поперечников некоторых классов дифференцируе-
мых функций в пространстве L2,ρ(R).

Рекомендации по практическому использованию результатов.
Результаты диссертационной работы и методы их доказательств можно

применять в экстремальных задачах теории приближения функций двух пе-
ременных в прямоугольных областях и на всей плоскости.
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функций суммами Фурье – Чебышёва [Текст] / А.М.Туйчиев // ДАН РТ.
– 2020. – T.63. – №7-8. – C.416–427.

[4-A] Туйчиев А.М. Среднеквадратическое приближение функций на всей
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– доктор аз рӯи ихтисоси 6D060100 – Математика: 6D060101
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Тавсифи умумии кор
Муҳимияти мавзӯи таҳқиқот. Ҳангоми масъалаҳои экстремалии на-

зарияи наздиккунии функсияҳо дар фазоҳои банахии мухталиф зуд - зуд
тавсифи асосии суфтагии функсияҳо - модули бефосилагӣ мавриди исти-
фода қарор меёбад. Хуб маълум аст, ки дар масъалаҳои паҳнкунии функ-
сияҳо ба қатори Фуре аз рӯи системаи тригонометрӣ мавқеи муҳимро
оператори лағжиши Thf(x) = f(x + h) ва модулҳои муқаррарии бефо-
силагии тартибҳои гуногуни бо ёрии он муайяншаванда, мебозад. Ҳанго-
ми наздиккунии функсияҳои 2π даврӣ, махсусан, ҳангоми ҳалли масъа-
лаҳои экстремалӣ дар фазои L2[0, 2π] ба ҷои оператори лағжиши Thf(x) =

f(x + h) оператори Стеклов мавриди истифода қарор меёбад (ниг., маса-
лан, ба корҳои В.А.Абилов ва Ф.В.Абилова1, С.Б.Вакарчук ва В.И.Забутная2,
М.Ш.Шабозов ва Г.А.Юсупов3).

Дар кори диссертатсионӣ ду гурӯҳи масъалаҳои экстремалии назарияи на-
здиккунии беҳтарини полиномалии ҳамҷояи функсияҳо ҳал карда шудааст:
а) тёфтани қиматҳои аниқи сарҳадҳои болоии наздиккунии беҳтарини ҳамҷо-
яи полиномалии функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии онҳо бо суммаҳои Фуре
– Чебишев ва бо ҳосилаҳои мувофиқи онҳо дар фазои гилбертии L2,µ[−1, 1]

бо вазни Чебишеви µ(x) := 1/
√

1− x2 ёфта шаванд;
б) қиматҳои аниқи наздиккунии беҳтарини полиномалии функсияҳо ва ҳо-
силаҳои мобайнии онҳо бо суммаҳои охирноки Чебшиев - Эрмит ва ҳосила-
хои мувофиқи онҳо дар фазои вазнии гилбертии L2,ρ(R) бо вазни Эрмитии
ρ(x) = e−x

2 дар тамоми тири R := (−∞,+∞) ёфта шаванд.
Қайд кардан зарур аст, ки дар фазои вазнии L2,µ[−1, 1] масъалаҳои муқар-

рарии наздиккунии полиномиалии функсияҳо бо суммаҳои Фуре - Чебишев,
ки тавсифи суфтагиашон бо модулҳои классикии бефосилагӣ муайян кар-
да шудаанд, дар монографияи маъмули П.К.Суетин4 дида баромада шуда-
аст. Лекин дар ин монография ягонто баҳои аниқи наздиккунии беҳтарин
мавҷуд нест. Баҳоҳои аниқи аввалини наздиккунӣ бо воситаи модули бе-
фосилагии махсус дар корҳои В.А.Абилов ва Ф.В.Абилова5 мушоҳида ме-
шавад. Натиҷаҳои дар корҳои мазкур ҳосилшуда дар корҳои М.Ш.Шабозов

1Абилов В.А., Абилова Ф.В. Некоторые вопросы приближения 2π-периодических функций суммами
Фурье в пространстве L2(2π) // Матем. заметки, 2004, т.76, №6, С.803-811.

2Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Точное неравенство типа Джексона-Стечкина в L2 и поперечники функ-
циональных классов // Матем. заметки. – 2009. – Т.86. – №3. – C.328–336.

3Шабозов М.Ш., Юсупов Г.А. Наилучшие полиномиальные приближения в L2 некоторых классов 2π-
периодических функций и точные значения их поперечников // Матем. заметки. – 2011. – Т.90. – №5. –
С.764–775.

4Суетин П.К. Классические ортогональные многочлены // М.: Наука. – 1979. – 416 C.
5Абилов В.А., Абилова Ф.В. Некоторые вопросы приближения функций суммами Фурье – Эрмита в

пространстве L2(R; e−x
2

) // Изв. вузов. Математика. – 2006. – №1. – С.3–12.
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ва К.Тухлиев6, К.Тухлиев ва Дж.Х.Бекназаров7, Дж.Х.Бекназаров8 умумӣ
карда шудаанд. Масъалаҳои наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои
онҳо бо суммаҳои Фуре - Чебишев дар корҳои дар боло зикршуда таҳқиқ
карда нашуда буданд. Аз ин лиҳоз омӯзиши масъалаҳои наздиккунии ҳа-
мҷояи функсияҳо бо суммаҳои нишон додашуда хеле муҳим арзёбӣ мешавад.
Айнан ҳамин тавр, масъалаҳои наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳоси-
лаҳои онҳо дар тамоми тир ба он мазмун нокифоя омӯхта шудааст, ки то
пайдоиши кори С.Б.Вакарчук9, ба истиснои кори охирини М.Ш.Шабозов ва
А.С.Курайши10, ки аввалин маротиба масъалаи наздиккунии ҳамҷояи поли-
номалии функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии онҳо дар метрикаи фазои L2,ρ(R)

омӯхта шудааст, ягонто натиҷаи аниқ дар ин самт гирифта нашуда буд. Ба-
рои ҳамин ҳам таҳқиқоти муфассали ин масъалаи экстремалӣ талаб карда
мешавад. Қайд мекунем, ки масъалаҳои экстремалии наздиккунии ҳамҷояи
функсияҳои баёншуда дар кори диссертатсионии мазкур муфассал омӯхта
мешаванд.

Дараҷаи кор карда баромадани мавзӯи таҳқиқот. Масъалаи на-
здиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои пай дар паии онҳоро дар на-
муди ноошкор С.Н.Бернштейн11 баён карда буд ва аввалин шуда наздикку-
нии ҳамҷояи фунсиясияҳои бефосила ва ҳосилаҳои пай дар паии онҳо бо
бисёрузваҳои Бернштейн ва ҳосилаҳои мувофиқи онҳоро И.Н.Хладовский12

таҳқиқ кардааст. Дар ин кор баҳоҳои асимптотикии наздиккунии ҳамҷояи
функсияҳои функсияҳо бо полиномҳои мушаххас ҳосил карда шудааст. Си-
пас масъалаи наздиккунии ҳамҷояи функсияҳои даврӣ ва ҳосилаҳои онҳо бо
полиномҳои тригонометриро А.Л.Гаркави13, таҳқиқ кардааст, ки дар ин ҷо
ҳам баҳоҳои асимптотикии наздиккунӣ дар метрикаи мунтазам ҳосил карда

6Шабозов М.Ш., Тухлиев К. Неравенства Джексона – Стечкина с обобщёнными модулями непрерыв-
ности и поперечники некоторых классов функций // Тр. ИММ УрО РАН. – 2015. – Т.21. – №4. – С.292–308.

7Тухлиев К., Бекназаров Дж.Х. О наилучшем приближении функций суммами Фурье – Чебышёва в
L2,µ[−1, 1] // ДАН РТ. – 2014. – T.57. – №3. – С.177–183.

8Бекназаров Дж.Х. Верхние грани отклонения некоторых классов функций от их частных сумм рядов
Фурье-Чебышёва в пространстве L2 // Изв. АН РТ. Отд. физ.-мат., хим., геол. и техн. н. – 2015. – №1(158).
– С.20–32.

9Вакарчук С.Б. Приближение функций в среднем на вещественной оси алгебраическими полиномами
с весом Чебышева-Эрмита и поперечники функциональных классов // Матем. заметки. – 2014. – Т.95. –
№5. – С.666–684.

10Шабозов М.Ш., Курйши А.С. О совместном приближении функций и ее производных в среднем на
вещественной оси алгебраическими полиномами с весом Чебышева-Эрмита // Доклады НАНТ. – 2021. –
Т.64. – №5-6. – С.249–261.

11Бернштейн С.Н. О кратно монотонных функциях // Зап. физ.-мат. отделение. АН Украины. – 1928.–
Т.3. Вып. 2. – С.40–47.

12Хлодовский И.Н. О некоторых свойствах полиномов С.Н.Бернштейна // Труды съезда математиков
в Харькове. – 1930.

13Гаркави А.Л. О совместном приближении периодических функции и ее производных тригонометри-
ческими полиномами // Изв. АН СССР. сер. матем. – 1960. – Т.24. – №1. – C.103–128.

4



шудааст. Натиҷаҳои дар кори А.Л.Гаркави13 ҳосилшударо А.Ф.Тиман14 ба-
рои ҳолати наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо дар тамоми
тири ададӣ бо функсияҳои бутуни намуди экспоненсиалии дараҷааш охир-
нок, умумӣ кардааст. Натиҷаҳои аниқи нав ҳам дар масъалаи наздиккунии
ҳамҷояи функсияҳои даврӣ ва ҳам дар масъалаи наздиккунии ҳамҷояи функ-
сияҳо дар тамоми тир барои синфи функсияҳои бо ҳосилаи олиаш маҳдуд
дар кори С.Б.Вакарчук9 ҳосил карда шудааст. Баъзе аз натиҷаҳои кори9 дар
мақолаҳои ба наздикӣ чопшудаи М.Ш.Шабозов ва А.С.Курайши10,15 умумӣ
карда шудааст.

Робитаи кор бо барномаҳо (лоиҳаҳо) ва мавзӯҳои илмӣ. Таққиқо-
ти диссертатсионии мазкур дар доираи иҷрои лоиҳаи ояндадори илмӣ-
таққиқотии кори кафедраи информатика ва математикаи ҳисоббарори Дони-
шгоҳи давлатии Хуҷанд ба номи академик Б. Ғафуров барои солҳои 2016-2020
ва барои солҳои 2021-2025 дар мавзӯи "Назарияи наздиккунии функсияҳо"
иҷро шудааст.

Мақсади таҳқиқот. Мақсади кори диссертатсионии мазкур аз ҳалли ду
масъалаи экстремалии зерини ба ҷустуҷӯи сарҳади аниқи болоии наздикку-
нии беҳтарини полиномалии функсияҳо алоқаманд, иборат аст:
а) дар фазои вазнии Фуре - Чебишеви L2,µ[−1, 1] бо вазни Чебишеви µ(x) :=

1/
√

1− x2 дар порчаи [−1, 1];
б) дар фазои вазнии Чебишев - Эрмити L2,ρ(R) бо функсияи вазнии Эрмити
ρ(x) = e−x

2 дар тамоми тири ададии R := (−∞,+∞).

Масъалаҳои таҳқиқот. Бо назардошти мақсади таҳқикот ҳалли масъа-
лаҳои экстремалии зерин талаб карда мешавад:
• нсарҳадҳои аниқи болоии майлкуниҳои баъзе синфи функсияҳо аз сум-
маҳои хусусии қатори Фуре – Чебишеви онҳо дар фазои L2,µ[−1, 1] ёфта
шавад;
• нобаробарии аниқи намуди Ҷексон - Стечкин барои наздиккунии ҳамҷо-
яи фунсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо ёрии модули бефосилагии миёнашуда
дар фазои L2,µ[−1, 1] ёфта шавад;
• қиматҳои қутрҳо ёфта шуда, ба масъалаи ҷустуҷӯи сарҳадҳои болоии
наздиккунии ҳамҷояи баъзе синфи функсияҳо дар L2,µ[−1, 1] мавриди
истифода қарор ёбад;

14Тиман А.Ф. К вопросу об одновременной аппроксимации функций и их производных на всей числовой
оси // Изв. АН СССР. сер. матем. – 1960. – Т.24. – №3. – C.421–430.

15Шабозов М.Ш., Курйши А.С. О совместном приближении функций и их производных в среднем
на вещественной оси с весом Чебышева-Эрмита // Республиканская научно-практическая конференция

”
Краевые задачи для некоторых классов дифференциальных уравнений”, (Душанбе, 4 декабря 2021 г.). –
С.108–113.
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• қиматҳои сарҳадҳои болоии наздиккунии ҳамҷояи полиномалии функ-
сияҳо ва ҳосилаҳои онҳо дар тамоми тири L2,ρ(R) ёфта шавад;
• қимати K -функсионал ёфта шуда, натиҷаи С.Б.Вакарчук дар метрикаи
Lp (0 < p ≤ ∞) умумӣ карда шавад;
• масъалаи экстремалии наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои
онҳо барои синфи функсияҳои W (r)

2,ρ (ωm) ҳал карда шавад;
• қиматҳои n-қутри баъзе синфи функсияҳо дар фазои L2,ρ(R) муайян
карда шавад.

Навигарии илмии таҳқиқот. Дар кори диссертатсионӣ натиҷаҳои асо-
сии зерин ҳосил карда шудааст:
• сарҳадҳои аниқи болоии майлкуниҳои баъзе синфи функсияҳо аз сум-
маҳои хусусии қатори Фуре - Чебишеви онҳо дар фазои L2,µ[−1, 1] ёфта
шудаанд;
• нобаробарии аниқи намуди Ҷексон - Стечкин барои наздиккунии ҳамҷо-
яи фунсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо ёрии модули бефосилагии миёнашуда
дар фазои L2,µ[−1, 1] ёфта шудааст;
• қиматҳои қутрҳо ёфта шуда, натиҷаи ҳосилшуда ба масъалаи ҷустуҷӯи
сарҳадҳои болоии наздиккунии ҳамҷояи баъзе синфи функсияҳо дар
L2,µ[−1, 1] мавриди истифода қарор ёфтааст;
• қиматҳои сарҳадҳои болоии наздиккунии ҳамҷояи полиномалии функ-
сияҳо ва ҳосилаҳои онҳо дар тамоми тири L2,ρ(R) ёфта шудааст;
• нқимати K -функсионал ёфта шуда, натиҷаи С.Б.Вакарчук дар метри-
каи Lp (0 < p ≤ ∞) умумӣ карда шудааст;
• масъалаи экстремалии наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои
онҳо дар синфи функсияҳои W (r)

2,ρ (ωm) ҳал карда шудааст;
• қиматҳои n-қутри баъзе синфи функсияҳои дифференсиронидашаванда
дар фазои L2,ρ(R) ёфта шудааст.

Арзишҳои назариявӣ ва илмӣ - амалии кор. Кори диссертатсионӣ
хусусияти назариявӣ дорад. Натиҷаҳои кори диссертатсионӣ ва усулҳои исбо-
ти онҳоро дар масъалаҳои экстремалии назарияи наздиккунии полиномалии
ҳамҷояи беҳтарини функсияҳои дутағирёбанда ва ҳосилаҳои хусусии онҳо мо-
нанд, ҳам дар соҳаи росткунҷа ва ҳам дар тамоми ҳамворӣ истифода кардан
мумкин аст.

Саҳми шахсии унвонҷӯи дараҷаи илмӣ. Масъалаҳои таҳқиқот ва
интихоби усули исботро роҳбари илмии кор пешниҳод намуда, инчунин ёрии
машваратӣ расонидааст. Натиҷаҳои асосии кори диссертатсионии дар банди
“Навигарии илмӣ“ номбаршударо шахсан муаллиф ҳосил кардааст.

6



Мувофиқати диссертатсия ба шиносномаи ихтисоси илмӣ (ба
формула ва соҳаи таҳқиқот). Кори диссертатсионӣ аз рӯи ихтисоси
6D060101 – Таҳлили ҳақиқӣ, комплексӣ ва функсионалӣ иҷро карда шуда,
боби таҳлили математикии дар банди III - и фасли 3 - уми шиносномаи их-
тисоси илмӣ нишондодаро ташкил медиҳад.

Натиҷаҳое, ки ба ҳимоя бароварда мешаванд:
• теоремаҳо дар бораи ҷустуҷӯи сарҳадҳои аниқи болоии майлкуниҳои
баъзе синфи функсияҳо аз суммаҳои хусусии қатори Фуре - Чебишеви
онҳо дар фазои L2,µ[−1, 1];
• теоремаҳо дар бораи ҷустуҷӯи нобаробарии аниқи намуди Ҷексон - Стеч-
кин барои наздиккунии ҳамҷояи фунсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо ёрии
модули бефосилагии миёнашуда дар фазои L2,µ[−1, 1];
• теоремаҳо дар бораи қиматҳои аниқи қутрҳо ва истифодаҳои онҳо ба
масъалаи наздиккунии ҳамҷояи функсияҳои баъзе синфи функсияҳо дар
L2,µ[−1, 1];
• теоремаҳо дар бораи қиматҳои сарҳадҳои болоии наздиккунии ҳамҷояи
полиномалии функсияҳо дар тамоми тир дар фазои L2,ρ(R);
• теоремаҳо дар бораи қиматҳои аниқи K -функсионал ва умумикунии як
натиҷаи С.Б.Вакарчук дар метрикаи Lp (0 < p ≤ ∞);

• теоремаҳо дар бораи наздиккунии ҳамҷояи синфи функсияҳоиW (r)
2,ρ (ωm)

дар L2,ρ(R);
• теоремаҳо дар бораи қиматҳои аниқи n-қутри баъзе синфи функсияҳо
дар фазои L2,ρ(R).

Тасвиби натиҷаҳои диссертатсия.Натиҷаҳои асосии диссертатсия дар
семинарҳо ва конференсияҳои зерин муҳокима ва баррасӣ гардидаанд:
• семинарҳои кафедраи информатика ва математикаи ҳисоббарори Дони-
шгоҳии давлатии Хуҷанд ба номи академик Бобоҷон Ғафуров таҳти роҳ-
барии профессор К.Тухлиев (Хуҷанд, солҳои 2015-2022);
• семинарҳои кафедраи таҳлили функсионалӣ ва муодилаҳои диффе-
ренсиалии Донишгоҳи миллии Тоҷикистон, таҳти роҳбарии академики
АМИТ, профессор М.Ш.Шабозов (Душанбе, солҳои 2016-2022);
• конференсияи байналхалқии илмии “Муаммоҳои муосир ва татбиқи ал-
гебра, назарияи ададҳо ва таҳлили математикӣ” (Душанбе, 13-14 декаб-
ри соли 2019);
• конференсияи байналхалқии илмии “Муаммоҳои муосири таҳлили функ-
сионалӣ ва муодилаҳои дифференсиалӣ” (Душанбе, 25-26 декабри соли
2020);
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• конференсияи ҷумҳуриявии илмӣ- амалии “Муаммоҳои муосири мате-
матикаи амалӣ ва аҳамияти он дар ташаккулёбии ҷаҳонбинии техникии
ҷоме” (Хуҷанд, 29-30 октябри соли 2021);
• конференсияи байналхалқии илмӣ-амалии “Масъалаҳои амалии илмҳои
дақиқ” (Россия, ш. Армавир, 30-31 октябри соли 2021);
• конференсияи байналхалқии илмӣ-амалии ҷумҳуриявии “Муаммоҳои
муҳими илмҳои дақиқ ва технологияи иттилоотӣ” (Душанбе, 28 маи соли
2021);
• конференсияи байналхалқии илмӣ-амалии “Муаммоҳои муосири матема-
тикаи амалӣ ва технологияи иттилоотӣ” (Ӯзбекистон, ш. Бухоро, 11-12
маи соли 2022 );
• конференсияи байналхалқии илмии “Муаммоҳои муосири таҳлили мате-
матикӣ ва назарияи функсияҳо” (Душанбе, 25 - 26 июни соли 2022);
• конференсияи байналхалқии илмии “Мактаби математикии тирамоҳии
Уфим - 2022” (Россия, ш. Уфа, 28 сентябр - 1 октябри соли 2022);
• конференсияи байналхалқии илмӣ-амалии “Таҳлили комплексӣ ва тат-
биқи он” (Бохтар, 19 ноябри соли 2022).

Интишорот аз рӯи мавзӯи диссертатсия. Натиҷаҳои кори муаллиф
аз рӯи мавзӯи диссертатсионӣ дар 14 кори илмӣ, аз онҳо 5 мақола дар нашри-
яҳои тақризшаванда, ки дар рӯйхати амалкунандаи КАО - и назди Прези-
денти Ҷумҳурии Тоҷикистон мавҷуда ва 9 мақола дар осори конференсияҳои
илмии байналминалӣ ва ҷумҳуриявӣ дарҷ гардидааст.

Сохтор ва ҳаҷми диссертатсия. Диссертатсия аз муқаддима, се боб,
феҳристи адабиёти истифодашуда иборат аз 115 номгӯй, ҳамагӣ 117 саҳифаи
компютериро дарбар гирифта, дар барномаи LaTeX ҳуруфчинӣ шудааст. Ба-
рои қулаӣ дар диссертатсия рақамгузории секаратаи теоремаҳо, леммаҳо, на-
тиҷаҳо ва формулаҳо мавриди истифода шудааст, дар кадоме рақами якум
бо рақами боб, рақами дуюм бо рақами фасл ва рақами сеюм бо рақами тар-
тибии теоремаҳо, леммаҳо, натиҷаҳо ё формулаҳои ҳамин фасл мутобиқат
мекунанд.

ҚИСМИ АСОСИИ ТАҲҚИҚОТ

Мавод ва усулҳои таҳқикот. Дар кори диссертатсионӣ як қатор масъа-
лаҳои экстремалии наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини функсияҳо бо суммаҳои
Фуре - Чебишев дар фазои L2,µ[−1, 1] ва наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини
функсияҳо бо суммаҳои Чебишев - Эрмит дар фазои L2,ρ(R) дар тамоми тири
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R := (−∞,+∞) алоқаманд, таҳқиқ карда мешаванд. Ҳангоми ҳалли масъа-
лаҳои баёншуда усулҳои навтарини анализи функсионалӣ ва назарияи масъа-
лаҳои экстремалӣ дар фазоҳои банахӣ мавриди истифода қарор меёбанд.

Натиҷаҳои таҳқиқот. Мазмуни мухтасари кори диссертатсиониро мео-
рем.

Дар боби якуми кор натиҷаҳои маълум аз рӯи мавзӯи таҳқиқот таҳлил ва
масъалаҳои ҳалношуда баён карда мешаванд.

Дар боби дуюм масъалаҳои экстремалии наздиккунии ҳамҷояи
миёнаквадратии функсияҳо бо суммаҳои Фуре - Чебишев бо нормаи
фазои L2,µ := L2,µ[−1, 1] – функсияҳои бо квадрат суммиронидашаванда бо
вазни Чебишеви µ(x) = 1/

√
1− x2 ва нормаи охирноки

‖f‖2,µ =

 1∫
−1

f 2(x)dx√
1− x2

1/2

таҳқиқ карда мешаванд.
Ба кори В.А.Абилов ва Ф.В.Абилова16, пайравӣ намуда, дар фазои

L2,µ[−1, 1] оператори

Fhf(x) =
1

2

[
f
(
x cosh+

√
1− x2 sinh

)
+ f

(
x cosh−

√
1− x2 sinh

)]
, (1)

- ро дида мебароем, ки онро оператори лағжиши умумишуда меномем.
Фарқҳои охирноки тартибҳои якум ва олиро бо баробариҳои зерин ҷорӣ ме-
кунем:

∆1
h(f ;x) = Fhf(x)− f(x) = (Fh − E)f(x),

∆m
h (f ;x) = ∆h(∆

m−1
h (f ; ·);x) = (Fh − E)mf(x) =

m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
F k
h f(x),

ки дар ин ҷо F 0
hf(x) ≡ f(x), F k

h f(x) = Fh(F
k−1
h f(x)), k = 1, 2, . . . ,m; m ∈ N

и E – оператори воҳидӣ дар фазои L2 мебошад. Аз рӯи фарқиятҳои охирно-
ки ҷоришуда, модули бефосилаи умумишудаи тартиби m-умро бо баробарии
зерин муайян мекунем

Ωm(f ; t)L2,µ[−1,1] = sup
{
‖∆m

h (f ; ·)‖L2,µ[−1,1] : |h| ≤ t
}
. (2)

Бигзор, минбаъд

T0(x) =
1√
π
, Tk(x) =

√
2

π
cos(k arccosx), k = 1, 2, . . . (3)

16Абилов В.А., Абилова Ф.В. Об одной квадратурной формуле // Журнал вычислительной математики
и математической физики. – 2002. – Т.42. – №4. – С. 451–458.
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– системаи ортонормиронии бисёрузваҳои Чебишеви ҷинси якумро дар фазои
L2,µ[−1, 1] ифода кунад.

Он гоҳ хуб маълум аст, ки4

f(x) =
∞∑
k=0

ck(f)Tk(x) (4)

қатори Фуре - Чебишеви функсияи f ∈ L2,µ[−1, 1], вале

ck(f) =

1∫
−1

µ(x)f(x)Tk(x)dx (5)

- коэффисиентҳои Фуре - Чебишевро ифода мекунанд Баробарӣ дар (4) бо
маънои наздиккунӣ дар фазои L2,µ[−1, 1] фаҳмида мешавад.

Бигзор, акнун D = (1− x2) d
2

dx2
− x d

dx
– оператори дифференсиалии тар-

тиби дуюми Чебишев бошад. Операторҳои тартибҳои олиро Drf = D(Dr−1f),

(r = 2, 3, . . .) ҳисобида, пай дар пай муайян мекунем.
Хуб маълум аст, ки бисёрузваҳои (3) муодилаи дифференциалии

(1− x2)T ′′k (x)− xT ′k(x) + k2Tk(x) = 0, (6)

–ро қаноат мекунонанд ва барои ҳамин хам аз (6) мувофиқи таърифи опера-
тори D фавран баробариҳои зерин ҳосил мешаванд:

DTk(x) = −k2Tk(x), . . . ,DrTk(x) = (−1)rk2rTk(x). (7)

Дар кори В.А.Абилов ва Ф.В.Абилова16 исбот карда шудааст, ки барои
функияи ихтиёрии f ∈ L2,µ[−1, 1]- и ҳосилаҳои умумишудаи Drf (r ∈ Z+)-
ро дошта, коэффисиентҳои Фуре-Чебишеви (5)- и қатори (4) муносибатҳои
зеринро қаноат мекунонанд:

ck(f) = (−1)r k−2r ck(Drf), k = 1, 2, . . . , (8)

ck(Fhf) = cos kh · ck(f), k = 1, 2, . . . , (9)

ки функсияи Fhf – бо баробарии (1)муайян карда шудааст.
Бо L(2r)

2,µ [−1, 1] (r ∈ Z+), – маҷмӯи функсияҳои f ∈ L2,µ[−1, 1]–ро, ки ҳо-
силааш Drf ∈ L2,µ[−1, 1] аст, ишора мекунем. Муносибатҳои (7) – (9) ва
баробарии Парсевалро истифода намуда, аз (4) барои функсияи ихтиёрии
f ∈ L(2r)

2,µ ҳосил мекунем16:

‖∆m
h (Drf)‖22,µ =

∞∑
k=1

(1− cos kh)2mk4rc2k(f). (10)
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Мувофиқи (10) модули бефосилагии (2)–ро дар намуди

Ω2
m(Drf ; t)2,µ = sup

{ ∞∑
k=1

k4rc2k(f)(1− cos kh)2m : |h| ≤ t

}
(11)

менависем.
Бо Pn маҷмӯи полиномҳои алгебравии дараҷааш на бештар аз n—ро ишора

мекунем. Бо баробарии

En−1(f)2,µ = inf
{
‖f − pn−1‖2.µ : pn−1 ∈ Pn−1

}
(12)

наздиккунии ҳамҷояи беҳтарини миёнаквадратии f ∈ L2,µ–ро бо элементҳои
маҷмӯи Pn−1 ишора мекнем. П.К.Суетин4 исбот кардааст, ки дар байни ҳамаи
элементҳои pn ∈ Pn−1 суммаи хусусии

Sn−1(f ;x) =
n−1∑
k=0

ck(f)Tk(x)

–и катори (4) ба бузургии (12), минимумро таъмин мекунад. Зимнан, ҳисоб-
куниҳои сода нишон медиҳанд, ки

En−1(f)2,µ = ‖f − Sn−1(f)‖2,µ =

( ∞∑
k=n

c2k(f)

)1/2

(13)

аст.
Бо ишораҳои қабулшуда леммаи содаи зерин ҷой дорад:
Леммаи 2.1.1. Барои функсияи ихтиёрии f ∈ L

(2r)
2,µ барои ҳамаи s =

0, 1, . . . , r нобаробарии аниқ дуруст аст:

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s)En−1(D2rf)2,µ,

ки кадоме барои функсияи f0(x) = Tn(x) ба баробарӣ табдил меёбад.
Қайд мекунем, ки леммаи 2.1.1-ро ҳангоми s = 0 В.А.Абилов ва

Ф.В.Абилова1 исбот кардаанд.
Дар параграфи дуюми боби дуюм баҳоҳои аниқи суръати наздиккунии

қатори Фуре–Чебишев дар баъзе аз синфи функсияҳои бо оператори диф-
ференсиалии тартиби дуюми D додашуда ва бо қимати миёнашудаи моду-
ли бефосилаи тартиби m-уми Ωm(Drf ; t)2,µ-и дар фазои L2,µ тавсифшаванда,
ёфта шудаанд. Сарҳадҳои болоии аниқи майлкуниҳои функсияҳои додашу-
да аз суммаҳои хусусии қатори Фуре–Чебишев дар фазои L2,µ ҳисоб карда
шудаанд. Теоремаи зерин дуруст аст:

11



Теоремаи 2.2.1. Бигзор m,n ∈ N, r, s ∈ Z+ n ≥ s бошад. Он гоҳ бароба-
рии зерин ҷой дорад:

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
2

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ;h)2,µ · sinnhdh


m = 1.

Аз теоремаи 2.2.1 фавран як қатор натиҷаҳо ҳосил мешаванд.
Натиҷаи 2.2.1. Ҳангоми тасдиқоти теоремаи 2.2.1 баробарии зерин ҷой

дорад:

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s)En−1(Dsf)2,µn
π

π/n∫
0

Ω1/m
m (Drf ; t)2,µ sinnt dt


m =

(π
2

)m
.

Натиҷаи 2.2.2. Барои ҳар гуна m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s барои функсияи
ихтиёрии f ∈ L(2r)

2,µ нобаробарии зерин дуруст аст:

En−1(Dsf)2,µ ≤ n2(r−s) Ωm(Drf ; π/n)2,µ.

Натиҷаи 2.2.3. Бигзор m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s бошад. Агар модули
бефосилгии Ω

1/m
m (Drf, t)2,µ дар порчаи [0, π/n], ба боло барҷаста бошад, он

гоҳ барои функсияи ихтиёрии f ∈ L(2r)
2,µ , нобаробарии аниқ ҷой дорад:

En−1(Dsf)2,µ ≤ n−2(r−s) Ωm

(
Drf ;

π

2n

)
2,µ
.

БигзорW (r)L2,µ(D) (r ∈ Z+, W
(0)L2,µ(D) = L2,µ(D)) — синфи функсияҳои

f ∈ L(2r)
2,µ , ки барои онҳо ‖Drf‖2,µ ≤ 1 аст, бошад.

Теоремаи зерин ҷой дорад:
Теоремаи 2.2.2. Барои ҳар гуна n ∈ N, r, s ∈ Z+, r > s баробарии зерин

ҷой дорад:

sup
f∈W (r)L2,µ(D)

En−1(Dsf)2,µ(
En−1(f)2,µ

)1−s/r = 1.

Дар параграфи сеюми боби дуюм нобаробарии намуди Ҷексон – Стечкин
барои наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои мобайнии онҳо бо ёрии
модули бефосилагии миёнашуда дида баромада мешавад. Ишораи

ω̃m(Drf, t)2,µ :=

1

t

t∫
0

Ω1/m
m (Drf, h)2,µdh

m

.
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–ро ҷорӣ мекунем.
Қайд мекунем, ки модули бефосилагии миёнашудаи ҷорӣ карда дорои ҳа-

маи хосиятҳои модули бефосилагӣ мебошанд. Натиҷаҳои асосии параграфи
мазкур тасдиқотҳои зерин ба ҳисоб мераванд:

Теоремаи 2.3.1. Барои ҳар гуна n,m ∈ N, r ∈ Z+ ва ҳар гуна t ∈ [0, π/n]

баробарии

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

=

{
nt

nt− sinnt

}m
дуруст буда, дар ҳолати хусусӣ, t = π/(2n) нобаробарии зерин барои кон-
стантаи аниқи Ҷексон – Стечкин ҷой дорад:

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2r En−1(f)2,µ

ω̃m
(
Drf, π/(2n)

)
2,µ

=

{
π

π − 2

}m
.

Барои ҳолати наздиккунии полиномалии функсияҳои синфи L(2r)
2,µ тасдиқо-

ти зерин ҷой дорад, ки вай дар як вақт теоремаи умумишудаи 2.3.1 ба ҳисоб
меравад.

Теоремаи 2.3.2. Барои ҳар гуна n,m ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s ва ҳар гуна
t ∈ [0, π/n] баробарии

sup
f∈L(2r)

2,µ

n2(r−s) En−1(Dsf)2,µ
ω̃m(Drf, t)2,µ

=

{
nt

nt− sinnt

}m
дуруст аст.

Дар параграфи чорум қиматҳои аниқи n-қутри баъзе синфи функсияҳо
дар фазоиL2,µ ёфта шудаанд. Пеш аз он ки натиҷаҳои параграфи мазкурро
баён кунем, мафҳумҳо ва таърифҳои заруриро хотиррасон мекунем.

Бузургиҳои bn(M, L2), dn(M, L2), δn(M, L2), dn(M, L2), Πn(M, L2) муво-
фиқан бернштейнӣ, колмогоровӣ, хаттӣ, гелфандӣ, проектсионии n-қутри
маҷмӯи M дар L2,µ номида мешавад. Азбаски L2,µ фазои гилбертӣ аст, он гоҳ
муносибатҳои зерини байни бузургиҳои номбаршудаи17,18 дуруст мебошанд:

bn(M, L2) ≤ dn(M, L2) ≤ dn(M, L2) = δn(M, L2) = Πn(M, L2). (14)

Минбаъд дар ҳама ҷой дар зери Φ(t), 0 ≤ t < ∞, функсияи бефосилаи
монотонӣ афзуншавандаи дар нуқтаи t = 0 ба сифр табдилшавандаи Φ(0) =

0– ро мефаҳмем. Синфи функсияҳои зеринро дида мебароем:

W̃ (r)
m (Φ,D)2,µ :=

{
f ∈ L(2r)

2,µ : ω̃1/m
m (Drf, t)2,µ ≤ Φ(t), t > 0

}
,

17Pinkus A. n-Widths in Approximation Theory. — Berlin: Springer-Verlag. Heidelberg. New York. Tokyo. –
1985. – 252 Р.

18Тихомиров В.М. Некоторые вопросы теории приближений. – М.: МГУ. 1976. 325 C.
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ки дар ин ҷо m ∈ N, r ∈ Z+. Теоремаи зерин ҷой дорад:
Теоремаи 2.4.1. Агар мажоранти Φ(t) маҳдудияти

Φ(t)

Φ
(
π/(2n)

) ≥ π

π − 2

1− sinnt

nt
, если 0 < t ≤ π/n,

2− π

nt
, если t ≥ π/n,

(15)

– ро қаноат кунонад, он гоҳ барои ҳар гуна ададҳои натуралии n,m ∈ N ва
r ∈ Z+ баробарии зерин ҷой дорад:

λ2n−1
(
W̃ (r)

m (Φ,D);L2,µ

)
= n−2r

{
π

π − 2
Φ
( π

2n

)}m
,

ки дар ин ҷо λn(·) — ҳар гуна аз n-қутри дар боло номбаршуда.
МажорантиΦ(u)- е мавҷуд аст, ки барои вай маҳдудияти которой огра-
ничения (15) иҷро мешавад.

Ҳалли масъалаҳои экстремалии наздиккунии ҳамҷояи баъзе синфи функ-
сияҳо дар параграфи панҷуми боби дуюм таҳқиқ карда шудааст. Бигзор Φ(t)

— чунин функсияи ихтиёрии дар нимтири R+ := [0,+∞) бефосилаи камна-
шавандаи Φ(0) = 0 ва W (r)

m,h(D,Φ) — синфи функсияҳои f ∈ L(2r)
2,µ , ки барои

ҳар гуна m,n ∈ N, r ∈ Z+ ва 0 < h ≤ π/n нобаробарии

1

h

h∫
0

Ω1/m
m (Drf ; τ)2,µdτ ≤ Φ(h)

иҷро мешавад, бошад.
Дар ин ҷо теоремаи зерин асосӣ ба ҳисоб меравад:
Теоремаи 2.5.2. Бигзор m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, r ≥ s бошад. Агар мажо-

ранти Φ(h) барои ҳар гуна h ∈ R+, маҳдудияти

Φ(h)

Φ(π/(2n))
≥ π

π − 2


1− sinnh

nh
, если 0 < nh ≤ π,

2− π

nh
, если nh ≥ π,

- ро қаноат кунонад, он гоҳ барои ададҳои нишон додашудаи m,n ∈ N ва
r, s ∈ Z+ баробарии зерин ҷой дорад:

E (s)n−1(W
(r)
m,h(D,Φ))2,µ =

( π

π − 2

)m
· 1

n2(r−s)
· Φ
( π

2n

)
.

Дар параграфи интиҳоӣ қимати миёнашудаи наздиккунии ҳамҷояи функ-
сияҳо дар L(2r)

2,µ омӯхта мешавад. Теоремаи умумии зерин ҷой дорад:
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Теоремаи 2.6.1. Бигзор функсияи вазнииϕ(t) дар порчаи [0, h], додашуда
ғайриманфӣ ва бефосила дифференсиронидашаванда бошад. Агар барои ҳамаи
t ∈ [0, h], 1/(2r) < p ≤ 2, r ∈ N функсияи ϕ(t) нобаробарии дифференсиалии
зеринро қаноат кунонад:

(2rp− 1)ϕ(t)− tϕ′(t) ≥ 0, (16)

он гоҳ муносибати

inf
n≤k<∞

k2(r−s)p h∫
0

(1− cos kt)mpϕ(t)dt

1/p

=

n2(r−s)p h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

1/p

, (17)

иҷро шуда,

An,m,r,p,s(ϕ, h) =

n2(r−s)p h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

−1/p

аст.
Бо ёрии W (r)

m,p,µ(Φ;ϕ, h) маҷмӯи функсияҳои f ∈ L(2r)
2,µ , ки шарти1

h

h∫
0

Ωp
m(Drf ; t)2,µϕ(t)dt

1/p

≤ Φ(h),

- ро барои ҳар гуна h ∈ [0, π], 1/(2r) < p ≤ 2, m, r ∈ N ва барои ҳар
гуна функсияи вазнии ϕ, ки нобаробарии дифференсиалии (16)- ро қаноат
мекунонанд, ишора мекунем.

Тасдиқотҳои зерин ҷой доранд:
Теоремаи 2.6.2. Баробарии зерин дуруст аст:

E (s)n−1
(
W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
)

= sup
{
En−1(Dsf)2,µ : f ∈ W (r)

m,p,µ(1;ϕ, h)
}

=

=
1

n2(r−s)
·

 h∫
0

(1− cosnt)mpϕ(t)dt

−1/p .
Теоремаи 2.6.3. Агар мажоранти Φ барои ҳар гуна ададҳои натуралии

m,n, r, 1/(2r) < p ≤ 2 ва h ∈ R+ шарти

Φp(t) ·
π∫

0

(1− cos t)mpdt ≥ π

nh
· Φ
(π
n

) nh∫
0

(
1− cos t

)mp
∗ dt,

15



- ро қаноат кунонад, он гоҳ барои ҳар гуна s = 0, 1, 2, . . . , r баробарии

E (s)n−1
(
W

(r)
m,p,h(Φ; 1, h)

)
=

1

n2(r−s)
Φ
(π
n

)1

π

π∫
0

(1− cos t)mpdt


−1/p

ҷой дорад.
Боби сеюми кори диссертатсионӣ ба масъалаҳои наздиккунии ҳамҷояи

функсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо миёна дар тири ҳақиқӣ, бо полиномҳои ал-
гебравии вазни Чебишев – Эрмитдошта ва ба ҳалли баъзе масъалаҳои экс-
тремалӣ бахшида шудааст.

Дар параграфи якум таъриф ва хосиятҳои асосии полиномҳои Чебишев–
Эрмит оварда мешавад. Бисёрузваҳои Чебишев – Эрмит дар тамоми тири
ададии R := {x : −∞ < x < +∞} бо функсияи вазнии ρ(x) := e−x

2 ортого-
налӣ буда, бо формулаи

Hn(x) := (−1)nex
2 dn

dxn

(
e−x

2
)
.

муайян карда мешаванд. Хулоса, системаи ортонормалии бисёрузваҳои Че-
бишев – Эрмитро бисёрузваҳои

J ′m,n :=

∫
R

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx =

{
0, агар m 6= n;

2n
√
π n!, агар m = n

.

Барои ин гуна бисёрузваҳо баробарӣ зерин дурустанд:

Hn(x) =
Hn(x)√

2n (n!)
√
π

ташкил медиҳад.
Дар параграфи боби сеюм масъалаҳои наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо

ва ҳосилаҳои онҳо бо миёна дар тамоми тир бо полиномҳои алгебравии вазни
Чебишев – Эрмитдошта, таҳқиқ карда мешаванд. Бигзор R := (−∞,+∞)

—тири ҳақиқӣ, L2(R) —фазои функсияҳои ченшавандаи ҳақиқии дар R бо
квадрати модул суммиронидашаванда, L2,ρ(R), ρ(x) := exp(−x2) — маҷмӯи
функсияҳои f–и ρ1/2 · f ∈ L2(R), яъне чунин бошад:

‖f‖2,ρ :=


∫
R

e−x
2 |f(x)|2dx


1/2

<∞.
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Масъалаҳои наздиккунии функсияҳо бо полиномҳои алгебравӣ бо миёна
дар тамоми тири R бо вазни Чебишев – Эрмит дар солҳои гуногун дар корҳои
С.З.Рафалсон19, Г.Фройд20, В.А.Абилов21, В.М.Фёдоров22, Д.В.Алексеев23,
H.N.Mashkar24, Z.Ditzian, V.Totik25,26 ва бисёр дигарон омӯхта шудаанд. Ам-
мо қайд мекунем, ки дар корҳои номбаршуда ягонто натиҷаи аниқ мавҷуд
намебошад, яъне ягонто масъалаи экстремалии наздиккунӣ дар тамоми тири
R ҳал карда нашудааст. Бигзор Pn — маҷмӯи полиномҳои алгебравии намуди
зерини дараҷааш на бештар n бошад:

pn(x) =
n∑
k=0

ak x
k, ak ∈ R

Бо баробарии
En(f)2,ρ := inf

{∥∥f − pn∥∥2,ρ : pn ∈Pn

}
бузургии наздиккунии беҳтарини полиномалии функсияи f ∈ L2,ρ(R) бо эле-
ментҳои pn(x) - и маҷмӯи Pn–ро ишора мекунем. Бо рамзи Sn(f, x) суммаи
хусусии тартиби n-уми қатори Фуре – Эрмити f ∈ L2,ρ(R)–ро ишора мекнем:

Sn(f, x) :=
n∑
k=0

ck(f)Hk(x).

Дар ин маврид бо ҳисобкуниҳои сода ба осонӣ боварӣ ҳосил кардан мумкин
аст, ки

En−1(f)2,ρ :=
∥∥∥f − Sn−1(f)

∥∥∥
2,ρ

=

{ ∞∑
k=n

c2k(f)

}1/2

аст.
19Рафальсон С.З. О приближении функций в среднем суммами Фурье-Эрмита // Изв. вузов. Матема-

тика. – 1968. – №7. – С.78–84.
20Фройд Г. Об аппроксимации с весом алгебраическими многочленами на действительной оси // Докл.

АН СССР. – 1970. – Т.191. – №2. – С.293–294.
21Абилов В.А. О порядке приближения непрерывных функций арифметическими средними частных

сумм ряда Фурье-Эрмита // Изв. вузов. Математика. – 1972. – №3. – С.3–9.
22Федоров В.М. Приближение алгебраическими многочленами с весом Чебышева – Эрмита // Изв.

вузов. Математика. – 1984. – №6. – С.55–63.
23Алексеев Д.В. Приближение полиномами с весом Чебышева – Эрмита на действительной оси// Вестн.

Моск. ун-та. Сер. 1. Матем., мех. 1997. – №6. – C.68–71.
24Mashkar H.N. Weighted polynomial approximation // J. Approx. Theory, – 1986. – V.46. – №1. – PP.100–

110.
25Ditzian Z., Totik V. K – functionals and best polynomial approximation in weighted Lp(R) // J. Approx.

Theory, – 1986, – V.46, – №1, – PP.38–41.
26Ditzian Z., Totik V. Moduli of Smoothness // Springer Ser. Comput. Math., 9 Springer, New York, – 1987,

– 228 p.
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Модули бефосилагии умумишудаи тартиби m–уми функсияи f ∈ L2,ρ(R)

- ро бо баробарии зерин муайян мекунем:

ω̃m(f, τ)2,ρ := sup
{∥∥∆m

t f(·)
∥∥ : |t| ≤ τ

}
=

=

{ ∞∑
k=1

c2k(f)
(

1−
(
1− τ 2

)k/2)2m}1/2

, 0 ≤ τ ≤ 1. (18)

Бигзор L
(r)
2,ρ(R) (r ∈ Z+, L

(0)
2,ρ(R) ≡ L2,ρ(R)) — маҷмӯи функсияҳои

f ∈ L2,ρ(R), ки ҳосилаи тартиби (r − 1) f (r−1) дар ҳар гуна интервали охир-
нок мутлақ бефосила буда, ҳосилаи тартиби r-уми f (r) ∈ L2,ρ(R) бошад. Бо
ҳисобкуниҳои сода ҳосил мекунем:

En−r−1(f
(r))2,ρ := inf

{∥∥f (r) − p(r)n−1∥∥2,ρ : pn−1 ∈Pn−1

}
=

=
∥∥f (r) − Sn−r(f (r))∥∥2,ρ =

{ ∞∑
k=n

2r αk,r c
2
k(f)

}1/2

, (19)

ки дар ин ҷо αk,r := k(k − 1) · · · (k − r + 1), k ≥ r, k ∈ N, r ∈ Z+, αk,0 ≡
1, αk,1 = k.

Ба мо минбаъд тасдиқоти зерини дар кори9 исботшуда зарур мешавад.
Леммаи 3.2.1. Бигзор n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν бошад. Он гоҳ

нобаробарии беҳтарнашавандаи

En−ν−1(f
(ν))2,ρ ≤

√
1

2r−s
· αn,ν
αn,r
· En−r−1(f

(r))2,ρ ,

дуруст аст, ки кадоме барои функсияи f0(x) = Hn(x) ба баробарӣ табдил
меёбад.

Теоремаи зерин ҷой дорад:
Теоремаи 3.2.1. Бигзор n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν бошад.Он гоҳ

баробарии

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r

(
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
)−m

дуруст аст. Дар ин ҷо ба сарҳади болоӣ аз рӯи ҳамаи n ∈ N, n > r, гузашта,
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ҳосил мекунем:

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m

(
f (r),

√
2

n− r

)
2,ρ

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=
(
1− e−1

)−m
=

(
e

e− 1

)m
.

Теоремаи 3.2.2. Бигзор n ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν бошад. Он гоҳ
баробарии зерин дуруст аст:

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−ν−1(f
(ν))2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

·

√
2r−ν · αn,r
αn,ν

=
1(

1− 1/
√
e
)m . (20)

Аз баробарии (20) ҳангоми ν = 0, f (0) = f натиҷаи С.Б.Вакарчук9 ҳосил
мешавад:

sup
n∈N
n>r

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

=
1(

1− 1/
√
e
)m . (21)

Аз ин ҷо ҳангоми n→∞ баробарии асимптотӣ ҳосил мешавад:

sup
f∈L(r)

2,ρ

En−1(f)2,ρ

ω̃m
(
f (r), 1/

√
n− r

)
2,ρ

' 1√
2r αn,r

· 1(
1− 1/

√
e
)m .

Дар назарияи наздиккунии ҳам функсияҳои ҳақиқӣ ва ҳам функсияҳои
тағирёбандааш комплексӣ ғояи асосӣ аз ивази функсияи ихтиёрии табиаташ
мураккаби f бо функсияи кофӣ суфтаи g иборат аст. Яке аз истифодаи бе-
штар самараноки ғояи мазкур ба усули K -функсионали Петре дар назарияи
фазоҳои интерполятсионӣ27 асос ёфтааст. Дар солҳои охир K -фунсионалҳо
ҳангоми ҳалли як қатор масъалаҳои экстремалии назарияи наздиккунии
функсияҳо9,27,28 таҳқиқ карда мешаванд. Ба кори Z.Ditzian ва V.Totik25 пай-
равӣ намуда, барои ҳолати мо K -функсионалро аз рӯи ду фазои L2,ρ ва L

(m)
2,ρ

дар намуди зерин менависем:

Km(f, tm) := K
(
f ; tm, L2,ρ, L

(m)
2,ρ

)
=inf

{
‖f − g‖2,ρ + tm‖g(m)‖2,ρ :g ∈ L(m)

2,ρ

}
, (22)

ки дар ин ҷо m ∈ N, 0 < t < 1.
Натиҷаи асосии параграфи мазкур теоремаи зерин ба ҳисоб меравад:

27Вакарчук С.Б. K-функционалы и точные значения n-поперечников некоторых классов из L2// Матем.
заметки. – 1999. – Т.66. – №4. – С.494–499.

28Шабозов М.Ш., Саидусайнов М.С. Среднеквадратическое приближение функций комплексного пере-
менного суммами Фурье по ортогональным системам // Труды ИМ и М УрО РАН. – 2019. – Т.25. – №2.
– С.258–272.
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Теоремаи 3.3.1. Бигзор n,m ∈ N, r, ν ∈ Z+, n ≥ r + m бошад. Он гоҳ
баробарии

sup
f∈L(r)

2,ρ

√
2r−ν αn,r/αn,ν · En−ν−1(f

(ν))2,ρ

Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

= 1

дуруст аст.
Дар интиҳои ин параграф қайд мекунем, ки аз тасдиқотҳои теоремаҳои

3.2.2 ва 3.3.1 хулоса мебарояд, ки барои ҳар гуна адади қайдшудаи r ∈ Z+ ва
n→∞ баробарии асимптотӣ дуруст аст:

ω̃m

(
f (r);

1√
n− r

)
2,ρ

·
(

1− 1√
e

)−m
' Km

(
f (r);

1√
2m αn−r,m

)
2,ρ

.

Дар параграфи чоруми боби сеюм як натиҷаи умумишудаи С.Б.Вакарчук
оварда мешавад. Минбаъд шарт мекунем, ки дар ҳама ҷой дар зери мафҳуми
функсияи вазнӣ дар порчаи [0, h] гуфта, ҳамин гуна функсияи ғайриманфии
суммиронидашавандаи q- и ба сифр дар ҳамин порча баробарқувва набударо
мефаҳмем.

С.Б.Вакарчук9 теоремаи зеринро ҳангоми p ∈ (0, 2] исбот кардааст.
Теоремаи 3.4.1. Бигзор n,m, r ∈ N, n ≥ r, 0 < p ≤ 2, h ∈ (0, 1], ϕ

— функсияи ғайриманфии дар порчаи [0, h] суммиронидашавандаи ба сифр
баробарқувва набуда бошад. Он гоҳ баробарии зерин дуруст аст:

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); t)2,ρ ϕ(t)dt

1/p
=

1 h∫
0

[
1−

(
1− t2

)(n−r)/2]mp
ϕ(t)dt

1/p
.

Теоремаи умумишудаи 3.4.1 - ро барои p ∈ (0,+∞] баён ва исбот мекунем.
Теоремаи 3.4.2. Бигзор n,m ∈ N, r ∈ Z+, n ≥ r, 0 < p ≤ ∞, h ∈ (0, 1],

q — функсияи вазнӣ дар порчаи [0, h] бошад. Он гоҳ баробарии

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ h∫

0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ q(τ)dτ

1/p
=

 h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(τ)dτ

−1/p

дуруст аст.
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қайд мекунем, ки аз теоремаи 3.4.2 дар ҳолати хусусӣ натиҷаи зерин ҳосил
мешавад:

Натиҷаи 3.4.1. Бигзор ҳамаи шартҳои теоремаи 3.4.2 иҷро шаванд. Он
гоҳ барои функсияи вазнии q∗(t) := (n−r)τ(1−τ 2)(n−r)/2−1, n−r > 2, τ ∈ [0, h]

баробарии зерин дуруст аст:

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ(n− r)

h∫
0

ω̃pm(f (r); τ)2,ρ τ
(
1− τ 2

)(n−r)/2−1
dτ

1/p
=

=

 mp+ 1[
1−

(
1− h2

)(n−r)/2]mp+1


1/p

. (23)

Дар навбати худ аз (23) ҳангоми p = 1/m, m ∈ N ва h =
√

2/(n− r),
n ∈ N, r ∈ Z+ баробарии зерин ҳосил мешавад:

sup
f∈L(r)

2,ρ(R)

√
2r αn,r · En−1(f)2,ρ(n− r)

√
2/(n−r)∫
0

ω̃1/m
m (f (r); τ)2,ρ τ

(
1− τ 2

)(n−r)/2−1
dτ


m =

=


2[

1−
(

1− 2

n− r

)(n−r)/2
]2


m

∼
{

2(1− e−1)−1
}m

, n→∞.

Дар параграфи панҷум ҳалли як масъалаи экстремалӣ оварда мешавад.
БигзорW (r)

2,ρ (ωm) — синфи функсияҳои f ∈ L(r)
2,ρ(R), ки ҳосилаи r-я ки ҳосилаи

ω̃m(f (r), t)2,ρ ≤ 1 - ро қаноаткунонда бошад.
Теоремаи 3.5.1. Бигзор n,m ∈ N, r, ν ∈ Z+, n > r ≥ ν бошад. Он гоҳ

баробарии

E (ν)n−ν−1
(
W

(r)
2,ρ (ωm)

)
=

√
1

2r−ν
· αn,ν
αn,r
·

[
1−

(
1− 2

n− r

)(n−r)/2
]−m

дуруст аст.
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Дар параграфи шашуми интиҳоӣ қиматҳои аниқи n-қутри баъзе син-
фи функсияҳо дар фазои L(r)

2,ρ ҳисоб карда шудаанд. Теоремаи 3.4.2 имкони
ёфтани қиматҳои аниқи n-қутри баъзе синфи функсияҳоро дар фазои L2,ρ(R)

медиҳад. Барои баёнкунии натиҷахои минбаъд ҳосилшуда таърифҳои як ка-
тор n-қутри маҷмӯро меорем.

Ба ҳисобкунии қиматҳои аниқи L2,ρ(R) точных значений различных n-
қутри мухталифи синфи функсияҳои дифференсиронидашаванда бо ёрии мо-
дули бефосилагии умумишудаи тартиби m-уми

ω̃m(f (r); τ)2,ρ =

{ ∞∑
k=r

2r αk,r c
2
k(f)

[
1−

(
1− τ 2

)(k−r)/2]2m}1/2

,

дар фазои L2 корҳои С.Б.Вакарчук ва В.И.Забутная29, Қ.Тухлиев ва
А.М.Маликов30, А.М.Маликов31,32 ва дигарон бахшида шудааст.

Синфи функсияҳои зеринро дида мебароем: бигзор n,m ∈ N, r ∈ Z+,
n > r, h ∈ (0, 1], q — функсияи дар порчаи [0, h] вазнӣ, 0 < p ≤ ∞ бошад. Бо
рамзи W (r)

p (ω̃m; q, h) синфи функсияҳои f ∈ L2,ρ(R)–ро, ки ҳосилаи тартиби
r-уми f (r) шарти

h∫
0

ω̃pm(f (r), τ)2,ρq(τ)dτ ≤
h∫

0

q(τ)dτ

- ро қаноат мекунонанд, ишора мекунем.
Теоремаи 3.6.1. Бигзор n,m ∈ N, r ∈ Z+ ва h ∈ (0, 1] бошад. Он гоҳ

баробариҳои зерин ҷой доранд:

λn(W
(r)
p (ω̃m; q, h), L2,ρ) = En−1(W

(r)
p (ω̃m; q, h))2,ρ =

=
1√

2r αn,r
·


h∫
0

q(t)dt

h∫
0

[
1−

(
1− τ 2

)(n−r)/2]mp
q(t)dt


1/p

,

ки дар ин ҷо λn(·) —ҳар гуна n-қутри дар боло номбаршуда.
29Вакарчук С.Б., Забутная В.И. Неравенства типа Джексона-Стечкина для специальных модулей непре-

рывности и поперечники функциональных классов в пространстве L2 // Мат. заметки. – 2012. – Т.92. –
№4. – С.497-514.

30Тухлиев К., Маликов А.М. О приближении функций в среднем на всей оси алгебраическими полино-
мами с весом Чебышёва-Эрмита // ДАН РТ. – 2016. – Т.59. – №7-8. – C.282–289.

31Маликов, А. М. Среднеквадратические полиномиальные приближения функций на всей оси и значе-
ния поперечников // ДАН РТ. – 2016, – т.59, – №11-12, – С.457-462.

32Маликов, А.М. Приближение функций в среднем на всей оси алгебраическими полиномами с весом
Чебышева - Эрмита // Труды международной летней математической Школы-Конференции С.Б. Стеч-
кина по теории функций. Таджикистан. Душанбе. 15-25 августа 2016 г., – С.161-165.
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Хулосаҳо

Натиҷаҳои асосии кори диссертатсионӣ
Натиҷаҳои асосии кори диссертатсионӣ аз инҳо иборат аст:

• сарҳадҳои аниқи болоии майлкуниҳои баъзе синфи функсияҳо аз сум-
маҳои хусусии қатори Фуре – Чебишеви онҳо дар фазои L2,µ[−1, 1] ёфта
шудаанд;
• нобаробарии аниқи намуди Ҷексон – Стечкин барои наздиккунии ҳамҷо-
яи фунсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо ёрии модули бефосилагии миёнашуда
дар фазои L2,µ[−1, 1] ёфта шудааст;
• қиматҳои қутрҳо ёфта шуда, натиҷаи ҳосилшуда ба масъалаи ҷустуҷӯи
сарҳадҳои болоии наздиккунии ҳамҷояи баъзе синфи функсияҳо дар
L2,µ[−1, 1] мавриди истифода қарор ёфтааст;
• нқиматҳои сарҳадҳои болоии наздиккунии ҳамҷояи полиномалии функ-
сияҳо ва ҳосилаҳои онҳо дар тамоми тири L2,ρ(R) ёфта шудааст;
• қимати K -функсионал ёфта шуда, натиҷаи С.Б.Вакарчук дар метрикаи
Lp (0 < p ≤ ∞) умумӣ карда шудааст;
• масъалаи экстремалии наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои
онҳо дар синфи функсияҳои W (r)

2,ρ (ωm) ҳал карда шудааст;
• қиматҳои n-қутри баъзе синфи функсияҳои дифференсиронидашаванда
дар фазои L2,ρ(R) ёфта шудааст.

Тавсияҳо оиди истифодаи амалии натиҷаҳо.
Натиҷаҳои кори диссертатсионӣ ва усулҳои исботи онҳоро дар ҳалли

масъалаҳои назарияи наздиккунии функсияҳои дутағирёбанда дар соҳаҳои
росткунҷа ва дар тамоми ҳамворӣ кор фармудан мумкин аст.
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АННОТАЦИЯ
диссертации Туйчиева Анваржона Махмуджоновича на тему

«Решение некоторых экстремальных задач теории приближения в
гильбертовых пространствах» на соискание ученой степени

доктора философии (PhD) – доктор по специальности 6D060100 –
Математика: 6D060101 – Вещественный, комплексный и

функциональный анализ

Ключевые слова: наилучшие приближения, алгебраические полиномы,
экстремальные задачи, верхняя грань, неравенство Джексона–Стечкина,
обобщённый модуль непрерывности m-го порядка, совместные приближе-
ния, n-мерный поперечник.

Цель работы. Целью исследования является получение новых результа-
тов, связанные с наилучшим совместным приближением функций и их про-
изводных алгебраическими полиномами, как на конечном отрезке, так и на
всей оси в гильбертовых пространствах.

Методы исследования. В работе широко используются методы реше-
ния экстремальных задач теории аппроксимации функций в нормированных
пространствах, а также современные методы решения экстремальных задач
вариационного содержания в функциональных пространствах.

Научная новизна. Основные результаты диссертационной работы:
• найдены точные верхние грани отклонения некоторых классов функций
от их частных сумм рядов Фурье в пространствах L2,µ[−1, 1] и L2,ρ(R);
• найдены точные неравенства типа Джексона – Стечкина для совместно-
го приближения функций и их производных посредством усреднённых
модулей непрерывности в пространстве L2,µ[−1, 1];
• найдено значение поперечников, и полученный результат применен к за-
даче нахождения верхних граней совместных приближений некоторых
классов функций в L2,µ[−1, 1];
• решена экстремальная задача совместных приближений функций и их
производных для классов функций W (r)

2,ρ (ωm);
• найдены значения n-поперечников некоторых классов дифференцируе-
мых функций в пространстве L2,ρ(R).

Теоретическая и практическая ценность. Диссертационная работа
носит теоретический характер. Результаты диссертационной работы и мето-
ды их доказательств можно применять в аналогичных экстремальных зада-
чах теории наилучшего совместного полиномиального приближения функций
двух переменных и их частных производных, как в прямоугольных областях,
так и во всей плоскости.
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ШАРҲИ
диссертатсияи Тӯйчиев Анварҷон Маҳмудҷонович дар мавзӯи

«Ҳалли баъзе масъалаҳои экстремалии назарияи наздиккунӣ дар
фазои гилбертӣ» оид ба дарёфти дараҷаи илмии доктори

фалсафа (PhD) – доктор аз рӯи ихтисоси 6D060100 – Математика:
6D060101– Таҳлили ҳақиқӣ, комплексӣ ва функсионалӣ

Вожаҳои калидӣ: наздиккунии беҳтарин, полиномҳои алгебравӣ, ма-
съалаҳои экстремалӣ, сарҳади болоӣ, нобаробарии Ҷексон-Стечкин, модули
бефосилагии умумишудаи тартиби m-уми наздиккунии ҳамҷоя, қутри n-
ченака.

Мақсади кор. Мақсади таҳқиқот ҳосилкунии натиҷаҳои нави ба наздик-
кунии ҳамҷояи беҳтарини функсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо полиномҳои ал-
гебравӣ алоқаманд, ҳам дар порчаи охирнок ва ҳам дар тамоми тир дар фа-
зоҳои гилбертӣ мебошад.

Усулҳои таҳқиқот. Дар кор усулҳои навтарини ҳалли масъалаҳои экс-
тремалии назарияи наздиккунии функсияҳо дар фазоҳои нормиронӣ, инчу-
нин усулҳои муосири ҳалли масъалаҳои экстремалии мӯҳтавои вариатсионӣ
дошта дар фазоҳои функсионалӣ ба таври васеъ кор фармуда мешаванд.

Навигарии илмӣ. Натиҷаҳои асосии кори диссертатсионӣ:
• сарҳадҳои аниқи болоии майлкуниҳои баъзе синфи функсияҳо аз сум-
маҳои хусусии қатори Фуреи онҳо дар фазоҳои L2,µ[−1, 1] и L2,ρ(R) ёфта
шудаанд;
• нобаробарии аниқи намуди Ҷексон-Стечкин барои наздиккунии ҳамҷояи
фунсияҳо ва ҳосилаҳои онҳо бо ёрии модули бефосилагии миёнашуда дар
фазои L2,µ[−1, 1] ёфта шудааст;
• қиматҳои қутрҳо ёфта шуда, натиҷаи ҳосилшуда ба масъалаи ҷустуҷӯи
сарҳадҳои болоии наздиккунии ҳамҷояи баъзе синфи функсияҳо дар
L2,µ[−1, 1] мавриди истифода қарор ёфтааст;
• масъалаи экстремалии наздиккунии ҳамҷояи функсияҳо ва ҳосилаҳои
онҳо барои синфи функсияҳои W (r)

2,ρ (ωm) ҳал карда шудааст;
• қиматҳои n-қутри баъзе синфи функсияҳои дифференсиронидашаванда
дар фазои L2,ρ(R) ёфта шудааст.

Арзишҳои назариявӣ ва амалӣ. Кори диссертатсионӣ хусусияти на-
зариявӣ дорад. Натиҷаҳои кори диссертатсионӣ ва усулҳои исботи онҳоро
дар масъалаҳои монанди экстремалии назарияи наздиккунии функсияҳои ду-
тағирёбанда ва ҳосилаҳои хусусии онҳо, ҳам дар соҳаҳои росткунҷа ва ҳам
дар тамоми ҳамворӣ кор фармудан мумкин аст.
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ANNOTATION
Tuychiev Anvarzhon Mahmudzhonovich’s dissertation on the topic
«Solution of some extremal problems of approximation theory in
Hilbert spaces» for the degree of Doctor of Philosophy (PhD) -
Doctor in specialty 6D060100 - Mathematics: 6D060101 - Real,

complex and functional analysis.

Keywords: best approximations, algebraic polynomials, extremal problems,
supremum, Jackson-Stechkin inequality, generalized modulus of continuity of -th
order, joint approximations, -dimensional width.

Goal of the work. МThe aim of the study is to obtain new results related
to the best joint approximation of functions and their derivatives by algebraic
polynomials, both on a finite segment and on the entire axis in Hilbert spaces.

Research methods. The paper widely uses methods for solving extremal
problems of the theory of approximation of functions in normed spaces, as well as
modern methods for solving extremal problems of variational content in function
spaces.

НScientific novelty. The main results of the dissertation work:
• exact upper bounds for the deviation of some classes of functions from their
partial sums of Fourier L2,µ[−1, 1] и L2,ρ(R) series in spaces and have been
found ;
• Exact Jackson-Stechkin type inequalities are found for the joint
approximation of functions L2,µ[−1, 1] and their derivatives by means of
averaged moduli of continuity in space;
• The value of the widths is found, and the result obtained is applied to the
problem of finding the upper bounds of joint approximations of some classes
of functions in L2,µ[−1, 1];
• The extremal problem of joint approximations of functions and their
derivatives for function classes was solved in W (r)

2,ρ (ωm);
• Values of n-widths of some classes of differentiable functions in space are
found in L2,ρ(R).

Theoretical and practical value. The dissertation work is theoretical in
nature. The results of the dissertation work and the methods of their proof can
be applied in similar extremal problems of the theory of the best joint polynomial
approximation of functions of two variables and their partial derivatives, both in
rectangular regions and in the entire plane.
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